1. Uvazujte funkci
f(z) = sin(In(z?) — In|z]).
i. Urcete definiéni obor f.

ii. Rozhodnéte, zda je funkce f na svém definiénim oboru licha, nebo suda, nebo ani licha
ani suda.

iii. Rozhodnéte, zda je funkce f na svém definicnim oboru periodicka. Pokud ano, najdéte
nejmensi periodu.

iv. Rozhodnéte, zda je funkce f na svém defini¢nim oboru omezen4, ¢i neomezend.
Reseni.
i) Argumenty logaritmt musi byt kladné, coz vede na podminku « # 0, tj. Dy = R\ {0}.
ii) Protoze x € D pravé kdyz —z € Dy a

f(=2) =sin(In((~2)* ~ In| - z)) = f(z),

funkce f je suda.

iii) V prvni fadé je dobré si vsimnout, ze
f(x) = sin(In |2[)

(toho si v8imli asi jen 3 lidi). Funkce y — siny je 2m-periodickd, takze sin(g(x)) muze byt
periodickd jen kdyz g "roste pofad stejné rychle”, tj. g(z) = ax + b. To logaritmus neni.
Predstavte si graf sinu - pokud do argumentu date jinou funkci nez linearni, zac¢ne se graf
nékde "zahustovat”, nebo ”prodluzovat”. To mi jako zdiivodnéni bohaté stacilo. Pokud byste
trvali na formalnim dikazu, necht napf. > 0 a pro spor necht existuje T' > 0 tak, Ze
f(x+T) = f(z) pro vsechna z > 0. To vede na

1 T)—1 | T)+1
sin n(z+7T) ne n(z+7T)+ na::O7

2 2

takze

T

In(1+ —) =2knm

x

nebo
In(2z +7T) = (2k + 1)7.

Alespon jedna z téchto rovnosti tedy musi platit pro vSechna x > 0, coz neni mozné, protoze
logaritmus je prosta funkce.
iv) Obor hodnot sinu je [—1,1].

2. Naleznéte vSechna z € C ktera fesi rovnici

2% +8i = 0.
Reseni.
Cisla z a —8i prepiSeme v gon. tvaru, takze dostaneme
|2[°(cos a + isin@)® = 8(cos(2F + 2km) + isin(ZL + 2km)
a po odmocnéni tedy

2 = V2(cos(Z + kE) +isin(Z + k%), ke{0,1,2,3,4,5}.
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3. Metodou matematické indukce dokazte nasledujici trvzeni:

2n
1 1
Pro kazdé n € N plati: = + E — > 2/n.
-

Reseni.
LHS(1)=3+1+ % = 3+2‘/§, RHS(1) = 2 Nerovnost 3+2\/§ > 2 je ekvivalentni s v/2 > 1,
coz je pravda.

Necht tvrzeni plati pro n, kde n > 1.
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Zbyva tedy ovérit zda plati
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Vynésobenim /n + 1/2 zjistim, ze to je ekvivalentni s
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coz plati, protoze

4. Urcete jaké mnoziné se rovna nésledujici prunik:

D)

{=7u 0.1+ 3)).

n=1

V4s odhad ovéite dukazem.

Reseni.

Pro kazdé n € N, izolovany bod f% patii jen do jedné z mnozin {f%} u(0,1+ %), keN, a
tedy

({=31u01+5)=(0,1+3) =P
n=1 n=1
Ziejmé plati (0,1] € (0,1 + %) pro kazdé n € N, a tedy (0,1] C P. Zkusme dokdzat i
obrécenou inkluzi. Necht & € P. Pokud by = < 0, pak & nepati{ do zédné z mnozin (0,1+ 1).
Pokud by x > 1, potom z ¢ (0,1 + %), pokud n > ﬁ, coz je opét spor.



5. Necht
M={zeR; [z +2| <|z] <2}
Urcete sup M, inf M, max M a min M (nemusite ovéfovat).
Reseni.
Z grafu lze snadno uhodnout, ze M = [—2,—1), a tedy sup M = —1, maximum neexistuje,
inf M = min M = —2.

6. Bud

Dokazte, ze sup S = 1.
Reseni.
Cislo 1 je horni mez S, protoze

n(=1)" <"

=1—-—<1.
n+1 n+1 n+1

Bude to také nejmensi horni mez, pokud ke kazdému ¢ > 0, najdu n € N tak, ze plati

n(—1)"
(=1) >1—e.
n+1
Pokud n volim sudé, pak staci
n >1—g¢,
n+1
coz je ekvivalentni
n>-—1

Takové n ziejmé existuje.



