
1. Určete (a dokažte!) jaké množině se rovnaj́ı tyto pr̊uniky:

a)
⋂∞

n=1(−2− 1
n2 , 0), b)

⋂∞
n=1[−n, n

n+1 ), c)
⋂∞

n=2(−n, n
n−1 ], d)

⋂∞
n=1({n}∪ [100−n, 101−n])

2. Necht’

M = {x ∈ R; 2 ≤ x2 < 16x}.

Určete supM , inf M , maxM a minM (nemuśıte ověřovat).

3. Bud’

S =

{
(1 + cos(nπ))

n2

n2 + 2n− 1
; n ∈ N

}
.

Dokažte, že supS = 2.

Náznak řešeńı.
1b) Prvńı interval je obsažen ve všech daľśıch...
1c) Posloupnost n

n−1 je klesaj́ıćı a konverguje k 1, takže by mělo vyj́ıt (−2, 1]. Ověřme. Zřejmě

−n ≤ −2 < 1 < n
n−1 , takže (−2, 1] ⊂ (−n, n

n−1 ] pro všechny n ≥ 2. Obrácená inkluze: Necht’ x

patř́ı do každé množin z pr̊uniku a pro spor, necht’ x ≤ −2 nebo x > 1. V prvńım př́ıpadě x nepatř́ı
do prvńıho intervalu a tud́ıž ani do pr̊uniku, což je spor. V druhém př́ıpadě potřebuji naj́ıt n ∈ N,

aby n
n−1 < x. To vede na podmı́nku n > x

x−1 , takže např. pro č́ıslo k :=
[

x
x−1

]
+ 1 ∈ N plat́ı, že

x 6∈ (−k, k
k−1 ], což je opět spor.

2) Stač́ı rozšifrovat definici množiny, tj. vyřešit nerovnice. Podobné př́ıklady si snadno vytvoř́ıte
sami - použijte k tomu vaše nej(ne)obĺıbeněǰśı funkce.

3) Posloupnost 1 + cosnπ osciluje mezi 0 a 2. Posloupnost n2

n2+2n−1 je rostoućı a konverguje k
1. Podle jedné z definic suprema, pro libovolné ε > 0 potřebujeme naj́ıt n0 ∈ N tak, aby platilo

an0
> 2− ε.

To nelze, pokud člen 1 + cos(πn0) je nula, takže n0 muśı být sudé. Potom potřebujeme zaručit
platnost nerovnosti

2n20
n20 + 2n0 − 1

> 2− ε.

Takže můžeme vyřešit nerovnost vzhledem k n0. Pamatujte ale, že stač́ı odhad, takže pokud se
nab́ıźı nějaké zjednodušeńı t́ım, že nějaký zanedbatelný člen vynecháte nebo přidáte (tak aby se
zachoval směr nerovnost́ı), je dobré to udělat. Zde se nab́ıž́ı použ́ıt

2n20
n20 + 2n0 − 1

>
2n20

n20 + 2n0 + 1
= 2

(
n0

n0 + 1

)2

= 2

(
1− 1

n0 + 1

)2

.

Takže postačuje vyřešit nerovnost

2

(
1− 1

n0 + 1

)2

> 2− ε,

která už je snadná.


