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Př́ıklad 5

Vezmu
yn(x) = (arctann)−1 arctan(nx), n ∈ N.

Pak
y′n(x) = n

arctann
1

1 + n2x2 .

Někdo hlásil, že bychom měli použ́ıt per partes a měl pravdu:∫ 1
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pro n → ∞. Vid́ıme tedy, že infimum daného funkcionálu je 0, ale funkce, pro které je nulový, jsou
bud’ nespojité, nebo nesplňuj́ı okrajové podmı́nky.
Dopočteńı řetězovky

Obecná formulace: Hledáme funkci y jako extremálu funkcionálu

1
%g
E =

∫ d

0
(y − λ)

√
1 + y′2 dx

při okrajových podmı́nkách y(0) = h1, y(d) = h2 a vazbě

l =
∫ d

0

√
1 + y′2 dx.

Vyřešeńım speciálńıho tvaru Euler-Lagrangeových rovnic (nezávislost na x) se dostaneme k řešeńı

y(x) = λ+ c1 cosh x+ c2

c1
, x ∈ [0, d],

kde c1 > 0 ze zřejmých d̊uvod̊u.
Dosad́ıme y do okrajových podmı́nek, odečteme rovnice od sebe, použijeme součtové vzorce a

dostaneme tak
h2 − h1 = 2c1 sinh

d
2 + c2

c1
sinh

d
2
c1
.

Dále, použit́ım vazby, spočteńım integrálu a použit́ım součtových vzorc̊u obdrž́ıme

l = 2c1 cosh
d
2 + c2

c1
sinh

d
2
c1
.

Posledńı dvě rovnice nejprve vyděĺıme a pak umocńıme a odečteme. Tak dostaneme

h2 − h1

l
= tanh

d
2 + c2

c1
(1)

a
l2 − (h2 − h1)2 = 4c2

1 sinh2
d
2
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Rovnice (2) obsahuje jedinou neznámou, zbývá navrhnout vhodný numerický výpočet. Označ́ım-li
z := d

2c1
a

M :=

√
l2 − (h2 − h1)2

d
≥ 1,

pak (2) lze přepsat jako
sinh z
z

= M.

Vypadá to, že pro z0 >> 0 by měla fungovat např. Newtonova metoda

zk+1 = zk −
sinh zk −Mzk

cosh zk − sinh zk

zk

.

T́ım dostanu nějaký kořen z∗. Pak c1 = d
2z∗ . Konstantu c2 spočtu z (1):

c2 = c1 arctanh h2 − h1

l
− d

2 = c1

2 ln l + h2 − h1

l − h2 + h1
− d

2 .

A konečně, např. z prvńı okrajové podmı́nky dostávám

λ = h1 − c1 cosh c2

c1
.

Test: h1 = 1, h2 = 7, d = 4, l = 10.
Pak M =

√
100−36

4 = 2 a
c1 ≈ 0.91856.

Dále
c2 = c1 ln 2− 2 ≈ −1.3633

a
λ = 1− c1 cosh c2

c1
≈ −1.13014.

Odkaz na graf.
Poznámka k př́ıkladu 16

Někdo tvrdil, že lze nalézt nějaké daľśı extremály. To je nejsṕı̌s t́ım, že řešil rovnici y′′ + λy = 0
v komplexńım oboru, ale nemůžu to zaručit, protože jsem to nepoč́ıtal.
Domáćı úkoly

DU 1) Vyšetřit → a ⇒ pro posloupnost funkćı

xn − xn+1, x ∈ [0, 1].

DU 2) Vyšetřit → a ⇒ pro posloupnost funkćı

(ln x) sin x

n(1 + x2) , x ∈ (0,∞).
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=plot+-1.13014%2B0.91856*cosh((x-1.3633)%2F0.91856)+for+x+from+0+to+4

