Piiklady na 1.-2. tyden

Klasicky varia¢ni pocet

1.

Nechf d(y) = [°(v* + ()*)dx, y € C'a,b]. Spoctéte Dd(y;h),
2O(y; h,k) a D3<1’(y, hik,1).
Spoctéte prvni Gateaux a Fréchet diferencial funkcionalu

®(y) = Jo 2°(y* — (¥)?) dz na C[0, 1].

Spoctéte prvni a druhy Gateaux diferencial funkcionalu
B(y) = Jy [22sin(my) + (1) + y"y" + ye~ "] dz ma C3[0,1).

. Spoctéte prvni Gateaux diferencial funkciondlu ®(y;,ys) = fy [:L’yf +

(W2 (w4)? + (¥4)°] da na €0, 1] x €0, 1],

Ukazte, ze funkciondl ®(y) =
fy € O'-L1y(~1) = ~Ly(1
Névod: Uvazujte funkce y,(z) = arctg (x/a)/arctg (1/a).

[t 2%(y)? dz nemd na mnoziné M =
) = 1} minimum.

Ukaizte, 7e funkciondl ®(y) = [1, 25 (y')2dz nemé na mnoziné M =
{y € C'-1,1];y(-1) = —1,y(1) = 1} minimum.

Navod: Uvazujte feSeni Euler-Lagrangeovy rovnice.

. Najdéte extremédly (tj. FeSeni piislusné Euler-Lagrangeovy rovnice)

pro funkcional ®(y) = [~ [(y’)2 - yﬂ dz na mnozine M = {y €

CH0,27];y(0) = y(2m) = 1}.

Necht ®(y) = [, y*(z™ — y) da pro n piirozené dostatecné velké cislo a
necht M = {u € C'[0,1];u(0) = u(1) = 0}.

a) Ukazte, ze jedinym fesenim Euler-Lagrangeovy rovnice lezicim v
mnoziné M je yo = 0.

b) Ukazte, ze D*®(yo; h,h) > 0 pro h € M, h # 0.

c) Ukazte, Ze yo neni bodem extrému funkciondlu, tj. v libovolném
okolf bodu 3y (v metrice C[0,1]) existuji body v, yo € M tak, ze
D(y1) < D(yo) =0 < (1)
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Naleznéte extrémy nasledujicich funkciondlti na mnozinach spojité dife-
rencovatelnych funkei az do hranice spliujicich nize uvedené hraniéni
podminky.

b(y) = J7 [2(y)" = 2y(y)?] da, y(1) = 0, y(2) = 1.
B(y) = J3 2z du, y(2) =4, y(3) = 9.

O(y) = Jo [()? + 22| dz, y(0) = 1, y(1) = 1.
B(y) = J5 |1 — e | da, y(0) = 0, y(a) = b, a > 0.

®(y) = Jo y(y')* dz, y(0) = p > 0, y(1) = ¢ > 0.

V nésledujicich tlohéch hledejte minimum funkcionalu ®(y) na spo-
jité diferencovatelnych funkcich, spliujicich dané hraniéni podminky a
vazebni podminku g(y) = const.

O(y) = Jg () dx, y(0) = y(7) =0, g(y) = Jy y*dz = 1.
O(y) = fo (v)?da, y(0) =1, y(1) =6, g(y) = fy ydz = 3.
B(y) = fy 22+ ()] dz, y(0) = y(1) = 0, g(y) = o y*dz = 2.

O(y) = fy (y)?*dz, y(0) =0, y(1) = T, g(y) = Jy [y — (v/)?] do = &.

ISP

Klasicky variac¢ni pocet - aplikace ve fyzice

Necht Lagrangian L nezdvisi explicitné na case, tj. L = L(z,%).
Ukazte, ze podél libovolné extremaly plati zakon zachovani energie,
.

dE d .

e &{E(S’JO(U,%OU))} =0.

(E = ENI:% —L).

Necht pro pevné i = {1,2,... N} Lagrangidn nezdvis{ na x;. Potom
podél libovolné extremdly plati zdkon zachovani hybnosti, tj.

T (o (wolt), 200} =0

dt — dt
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Hamiltonuv princip v klasické mechanice tvrdi, ze mechanickd soustava
popsana soutadnicemi ¢, ¢, ..., gy se bude pohybovat tak, aby akce

Q
S:/ Ldt  L=T(tq,q) —U(tq)
P

(T, U dané funkce, reprezentujici kintetickou a potencidlni energii sous-
tavy) byla staciondrni, tj. bude-li vektorova funkce ¢(t) fesit Euler—
Lagrangeovy rovnice. Napiste tyto rovnice.

Pomoci zdkona zachovani energie (viz vyse) ukazte, Ze pro extremély

, ., 1 .. . - ,
akce S dané Lagrangidnem L = 53, ; g;;%;Z; je parametr ¢ piirozeny
parametr, t].

d .
ij
Sestavte Hamiltonovy rovnice pro nasledujici funkcionély

Trw) = [ Qe =208 + ()* = (o)) dt

T) = [ E s R ar

T = [+ ma(in)? + o))

a



