
1. Test 07/08 zimńı semestr

Př́ıklad 1. Euklidovým algoritmem najděte celá č́ısla k, l taková, že NSD(81, 24) =
k · 81 + l · 24.

Řešeńı. Plat́ı

81 = 3 · 24 + 9

24 = 2 · 9 + 6

9 = 1 · 6 + 3

6 = 2 · 3 + 0,

tedy NSD(81, 24) = 3. Zpětně dopočteme č́ısla k, l.

3 = 9−1·6 = 9−1·(24−2·9) = (−1)·24+3·9 = (−1)·24+3·(81−3·24) = 3·81−10·24.

Řešeńım je (k, l) = (3,−10) (všech řešeńı je samozřejmě nekonečně mnoho).

Poznámky. Skupina ve 14:00 měla nepatrně jiné zadáńı NSD(105, 24) = 3 ·
105 − 13 · 24.

Př́ıklad 2. Operace ⊙ algebry A = {0, 1, 2, 3}(⊙) je dána následuj́ıćı tabulkou

⊙ 0 1 2 3

0 2 0 0 2
1 3 1 1 3
2 2 2 0 2
3 1 3 1 1

.

(a) Najděte všechny podalgebry algebry A.

(b) Najděte všechny kongruence algebry A.

Řešeńı.

(a) Nejprve si všimneme, že pro libovolnou podalgebru B (resp. jej́ı nosnou
množinu) plat́ı

(i) 0 ∈ B právě když 2 ∈ B (protože 0⊙ 0 = 2 a 2⊙ 2 = 0, což dokazuje
obě implikace),

(ii) z 3 ∈ B plyne 1 ∈ B (protože 3 ⊙ 3 = 1).

Probereme jednotlivé př́ıpady podle počtu prvk̊u. Hledanou podalgebru
budeme značit B
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– Prázdná množina je podalgebrou (pokud j́ı v̊ubec považujeme za
algebru).

– Jednoprvké podalgebry. Z (i) a (ii) plyne, že jedinou možnost́ı je
B = {2}. To je skutečně podalgebra (neboť 2 ⊙ 2 = 2).

– Dvouprvkové podalgebry. Z (i) plyne, že pokud 0 ∈ B nebo
2 ∈ B, pak {0, 2} ∈ B. Z tabulky vid́ıme, že {0, 2} je podalgebra.
Zbývá jediná možnost, a to B = {1, 3}. To je rovněž podalgebra.

– Tř́ıprvkové podalgebry. Zřejmě 0 ∈ B nebo 2 ∈ B (d́ıky počtu
prvk̊u), čili {0, 2} ∈ B (opět jsme použili (i)). Zbývaj́ı dvě možnosti
– B1 = {0, 1, 2} a B2 = {0, 2, 3}. B2 neńı podalgebra podle (ii), B1

neńı podalgebra, protože 1 ⊙ 0 = 3.

– Čtyřprvková možina je podalgebrou.

Podalgebry A jsou (∅), {2}, {0, 2}, {1, 3}, {0, 1, 2, 3}.

(b) Využijeme toho, že ekvivalence ∼ je kongruenćı algebry A právě tehdy,
když

(∗) (∀a, b, c ∈ A) a ∼ b ⇒ c ⊙ a ∼ c ⊙ b & a ⊙ c ∼ b ⊙ c.

Pokud 0 ∼ 1 pak 2 = 0⊙0 ∼ 1⊙0 = 3 a též 2 = 0⊙0 ∼ 0⊙1 = 0, tedy ∼
je triviálńı kongruence. Z 0 ∼ 3 vyplývá 0 = 0 ⊙ 2 ∼ 3 ⊙ 2 = 1, tedy opět
∼ je triviálńı. Podobně zjist́ıme, že na triviálńı kongruenci vede 1 ∼ 2 i
2 ∼ 3 a také, že z 0 ∼ 2 vyplývá 1 ∼ 3 a naopak z 1 ∼ 3 plyne 0 ∼ 2.
Zbývá jediná netriviálńı kongruence – kongruence s rozkladovými tř́ıdami
{0, 2}, {1, 3}. Zkontrolováńım podmı́nky (∗) zjist́ıme, že jde skutečně o
kongruenci.

Kongruence A jsou {{0}, {1}, {2}, {3}}, {{0, 2}, {1, 3}}, {{0, 1, 2, 3}}. (Vyp-
sali jsme rozklady určené kongruencemi.)

Poznámky. Skupina ve 14:00 měla prvky přeznačené 2 ↔ 3.

Př́ıklad 3. Najděte podalgebru B algebry C(+) generovanou množinou
{−1, 2i}.

Řešeńı. Protože −1 ∈ B, je také −2 = (−1) + (−1) ∈ B. Protože −1,−2 ∈ B,
máme −3 = (−2) + (−1) ∈ B. Je vidět, že indukćı lze dokázat −n ∈ B pro
libovolné n ∈ N. Podobně nahlédneme, že 2ki ∈ B pro libovolné k ∈ N. Pro
libovolná k, n ∈ N máme −n ∈ B a 2ki ∈ B tedy i −n + 2ki ∈ B. Dokázali
jsme, že

B ⊇ {−n | n ∈ N} ∪ {2ki | k ∈ N} ∪ {−n + 2ki | 2ki − n ∈ N}

= {−n + 2ki | k, n ∈ N0} − {0}.
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Snadno ověř́ıme, že množina na pravé straně inkluze je uzavřená na operaci +,
tedy

B = {−n + 2ki | k, n ∈ N0} − {0}.

Poznámky. Skupina ve 14:00 měla množinu {−3, 2i}

Př́ıklad 4. Zjistěte, zda plat́ı následuj́ıćı.

(a) C(+) ∼= R(+) × R(+).

(b) C(·) ∼= R(·) × R(·).

Řešeńı.

(a) Tvrzeńı plat́ı. Dokážeme že zobrazeńı f : C(+) → R(+) × R(+) dané
vztahem f(a + bi) = (a, b) je izomorfismus. Je tedy třeba ověřit, že f je
homomorfismus a bijekce.

Bijektivita f je zřejmá. Pro d̊ukaz kompatibility s operaćı vezmeme libo-
volné a + bi, c + di ∈ C, spoč́ıtáme

f((a + bi) + (c + di)) = f((a + c) + (b + d)i) = (a + c, b + d)

f(a + bi) + (c + di) = (a, c) + (b, d) = (a + b, c + d)

a jsme hotovi.

(b) Tvrzeńı neplat́ı. V C(·) lze odmocňovat libovolné č́ıslo, kdežto v R(+) ×
R(+) nelze (např́ıklad nelze odmocnit (−1,−1)). Formálněji: tvrzeńı

(∀x) (∃y) y · y = x

plat́ı v algebře na levé straně a nikoliv v algebře na pravé straně. Platnost
uvedené formule se přitom libovolným izomorfismem přenáš́ı.

Alternativně lze např. použ́ıt skutečnost, že v C(·) existuj́ı libovolné prim-
itivńı odmocniny (např čtvrtá). Formálněji: tvrzeńı

(∃x) (x · x · x · x · x = x) & (x · x · x 6= x)

plat́ı v C(·) (např pro x = i), ale neplat́ı v druhé algebře.

Př́ıklad 5. Najděte všechny homomorfismy Z(f) → Z(g), kde unárńı operace
f, g jsou dány předpisy

f(x) = x + 1, g(x) =

{

x − 1 když x ≥ 2
1 když x = 1
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Řešeńı. Označme h libovolný homomorfismus Z(f) → Z(g). Pro libovolné

x ∈ Z plat́ı h(f(x)) = g(h(x)), neboli

(∗) h(x + 1) = h(x) − 1, pokud h(x) ≥ 2, h(x + 1) = 1, pokud h(x) = 1

Předpokládejme, že pro nějaké č́ıslo a ∈ Z je h(a) 6= 1. Pokud h(a) 6= 2, pak
využit́ım (∗) dostáváme h(a + 1) = h(a) − 1. Buď h(a + 1) 6= 2, nebo opět
použijeme (∗) a zjist́ıme, že h(a + 2) = h(a) − 2. Takto zřejmě nalezneme
b ∈ Z takové, že h(b) = 2. Nyńı aplikaćı (∗) zjist́ıme h(b + 1) = 1, dále
1 = h(b + 2) = h(b + 3) = . . .. Rovněž zjist́ıme, že h(b − 1) = 3, h(b − 2) = 4,
. . .. Máme tedy

h(x) =

{

1 pokud x > b

b − x + 2 pokud x ≥ b
.

Snadno ověř́ıme, že takto definované h je skutečně homomorfismus pro libovolné
b ∈ Z. Nalezli jsme tedy všechny homomorfismy, které nejsou konstantńı s
hodnotou 1. Zbývá zobrazeńı h(x) = 1, x ∈ Z, které je rovněž homomorfismem.
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