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1. Uvop

1.1. Definice télesa a priklady.

Definice. T¢leso F je mnozina se dvéma operacemi +, -, spliujici axiomy:
(Al) a+ (b+c¢) = (a+b)+ cpro libovolné a,b,c € F

a+ b= b+ a pro libovolné a,b € F

(A2

(A3) existuje 0 € F tak, 7e pro viechnaa € F platia+0=04+a=a

(A4) pro vSechna a € F existuje —a € F tak, Ze plati a + (—a) = (—a) +a =0
(M1) a-(b-c)=(a-b)-cpro viechna a,b,c € F

(M2) a-b="0b-a pro viechna a,b € F

(M3) existuje 1 € F tak, %e pro vSechnaa € Fplati1-a=a-1=a

(M4) pro vsechna a # 0 existuje a~! € F tak, ze plati a-a ' =a!-a=1

(D) a
(N) 0# 1 (netrivialita)

Je-li F konec¢né mnozina, pak F je konecné téleso. T¢€leso K nazyvame podtélesem

-(b+¢)=a-b+a-cpro viechna a,b,c € F (distributivita)

télesa F, pokud K podmnozinou F a operace + a - se v télesech K a F shoduji.
Znacime K < F. Rovnéz fikame, ze F je rozsifeni télesa E.

Piiklady.

e MnozZina racionalnich ¢isel Q, mnozina redlnych ¢isel R a mnozina kom-

plexnich ¢isel C s béznymi operacemi séitani a nasobeni jsou télesa. Plati
Q<R<C

Mnozina celych ¢isel Z s béznymi operacemi téleso netvori. Napfiklad k
prvku 2 neexistuje inverzni prvek, tedy neni splnén axiom (M4).

Mnozina Z, = {0,1,...,p — 1}, kde p je prvoéislo, s operacemi s¢iténi
a néasobeni modulo p je télesem. OvéFit vSechny axiomy az na (M4) je
snadné. Inverzni prvky lze hledat rozsifenym Euklidovym algoritmem, viz
nize. Neplati Z, < Q — operace s¢itani ani ndsobeni se neshoduji.

Pokud n je slozené ¢islo, mnozina Z,, = {0,1,...,n—1} s operacemi s¢itani
a nasobeni modulo n neni téleso. Selhava podminka (M4), naptiklad 2 nema
inverzni prvek v Zg.

Existuje fada téles mezi Q a C. Piikladem takového télesa je

Q(vV2) = {a+bV2 | a,b e Q}.

Presvécte se, ze tato mnozina splnuje vSechny axiomy télesa, zejména axiom
(M4) (viz cviceni).

Poznamky.

e Soucin a - b dvou prvki a,b € F Casto zapisujeme strucné ab. Definujeme

a—b=a+(-b), § = ab~'. Pro operace +,—,-,/ plati fada pravidel
znamych pro raciondlni nebo realna cisla. Napftiklad pro libovolné a € F
plati 0a = a, (—1)a = —a, a podobné. Nad libovolnym télesem lze Fesit

soustavy linearnich rovnic Gaussovou eliminaci.

Soucinem dvou nenulovych prvki je nenulovy prvek. Jinymi slovy, mnozina
nenulovych prvka je uzaviend na nasobeni. Z axiomu (M1) — (M4) pak
plyne, Ze mnozina F — {0} s operaci - tvofi komutativni grupu, mluvime o
multiplikationi grupe télesa F. Dalsi komutativni grupou ,,ukrytou* v télese
je mnozina F' s operaci +, tzv. aditivni grupa télesa F.
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e Pokud jsou splnény vSechny axiomy kromé (M2), mluvime o nekomutativ-
nim télese. Prikladem je téleso kvaternioni. Wedderburnova véta fika, ze
zadné nekomutativni konecné téleso neexistuje. Jeji dukaz v téchto skrip-
tech nenajdete.

Jak bylo poznamenano vyse, Z,, spolu s operemi s¢itani a nasobeni modulo p (kde
p je prvocislo) tvori téleso. Jediné ne zcela zfejmé je dokazat existenci inverzniho
prvku. Ukdzeme hledani inverznich prvki na piikladé. Necht p = 19997 a hledejme
inverzni prvek k ¢islu 16.

Pomoci rozsireného Eukleidova algoritmu najdeme cela ¢isla a, b tak, ze a-16+40b-
p = NSD(16,19997) = 1. Cislo r = @ mod p bude hledany inverzni prvek, protoze

r-16=a-16=7r-16+b-p=1 (mod p),

tedy r-16 = 1 v télese Zj,.
Pouzitim Eukleidova algoritmu dostavame:
19997 = 1249 - 16 + 13
16=1-13+3
13=4-3+1
Ted spoéteme éisla a a b. Z prvé rovnice dostdvame 13 = 19997 — 1249 - 16. Z
druhé rovnice dostavame 3 = 16 — 1 - 13 a po dosazeni vyjadfeni z prvé rovnice
dostavame 3 = 16— (19997 —1249-16) = 1250-16 —19997. Z tieti rovnice dostédvame
1 = 13 —4-3 a po dosazeni vyjadieni z prvé a druhé rovnice dostavame 1 =
(19997 — 1249 - 16) — 4 - (1250 - 16 — 19997) = —6249 - 16 + 5 - 19997.
Hledanym ¢islem je —6249 mod 13748 = —6249 4 19997 = 13748. Inverz k ¢islu
16 v Z19997 je tedy ¢islo 13748.

1.2. Polynomy. Nez na prikladé ukdzeme konstrukci jinych koneénych téles nez
je Z,, ptipomenme nékolik zakladnich faktt o polynomech.

n
)

e Polynom nad télesem F stupné n je formalni vyraz tvaru ag+aix+. .. anx
kde ag,...,a, € F, a, # 0. Mnozinu vSech polynomi nad télesem F zna-
¢ime F[z]. Stupeni polynomu f(x) € F[z] znac¢ime deg f(x). Polynomy mi-
zeme prirozenym zpusobem s¢itat, nasobit a délit se zbytkem. Konstantni
polynomy nerozlisujeme od prvku F.

Poznamenejme, Ze polynomy nelze chipat jako zobrazeni F — F vyse
uvedeného tvaru! Napiiklad nad télesem Zo uréuji polynomy x a x? tatéz
zobrazeni (po dosazeni libovolného a € Zs je jejich hodnota stejnd, totiz
a), ale jedna se o rtizné polynomy.

e Polynom f(x) € F[z] déli polynom g(z) € F[z], pokud existuje poly-
nom h(xz) € Flx] takovy, ze f(x) = g(x)h(z). Znacime f(z)|g(x). Plati
f(z)|g(x) a zaroven g(x)|f(x), pravé tehdy, kdyz existuje 0 # a € F, pro
néz f(x) = ag(x). Pro libovolné dva polynomy f(z),g(z) € Fx] existuje
jejich nejvétsi spoleény délitel (NSD), ktery je uréen jednozna¢né aZ na na-
sobek nenulovym prvkem F'. Lze jej spocitat Euklidovym algoritmem. Roz-
sifeny Euklidiiv algoritmus ndm navic poskytne polynomy a(z),b(z) € F[z]
takové, ze

NSD(f(x),g(x)) = a(z)f(x) + b(z)g(z).
e Prvek a € F je kofenem polynomu f(z) € F (neboli f(a) = 0) pravé tehdy,
kdyz (z — a)|f(x).
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e Polynom f(x) € Flx] se nazyva ireducibilni, nebo téz nerozloZitelny, po-
kud deg f(x) > 1 a f(x) neni délitelny zadnym nekonstantnim polynomem
mensiho stupné. Kazdy polynom lze rozlozit na souéin ireducibilnich. Tento
rozklad je jednozna¢ny az na pofadi ¢initelti a nasobeni ¢initeld prvkem F'.

e Ireducibilni polynom nad télesem F nemé v F zadny kofen. Pokud polynom
nema v daném télese zadny kofen a je stupné nejvyse 3, pak je ireducibilni.

e Kofen a polynomu f(x) = apz™+---+a12+ag € Flz] je vicendsobny pravé
tehdy, kdyz a je kofenem f'(z) € Fx]. Zde f'(x) znaéi formélni derivaci
flx)=n-a,2" 1+ +a.

1.3. Konstrukce koneénych té&les. Uvazujme polynom f(a) = o +a + 1 €
Zs[a]. Mnozina vSech polynomiti v proménné « s koeficienty v Zs stupné mensiho
nebo rovného 2 s operacemi séitani a nasobeni modulo f(a) = a® +a +1 je téleso.
Ovétit vSechny axiomy télesa az na (M4) je snadné.

Inverzni prvky existuji v tomto télese ze stejného divodu jako v Z,. Vezméme
polynom « + 1 a hledejme jeho inverz. Pomoci Eukleidova algoritmu najdeme
polynomy a(a),b(a) € Zsla] takové, aby platilo a(«) - (x + 1) + b(a) - f(a) =
NSD(f(a),a+1) = 1. Polynom r(a) = a(er) mod f(«) bude hledanym inverznim
prvkem. Vyjde

Arat+l=(a+1) - (®+a)+1
Tedy (a+1)"t =a? + a.

V postupu jsme potfebovali, aby nejvétsi spoleény délitel f(a) a g(a) byl 1 pro
libovolny nenulovy polynom g(«). To nastane pravé tehdy, kdyz f(«) je ireducibilni.
Pokud bychom zvolili rozlozitelny polynom f(a) napt. a® +a = a - (a? + 1), nebyl
by splnén axiom (M4) — napiiklad prvek o by nemél inverz.

Abychom se vyhnuli nedorozuméni, budou polynomy v proménné « znacit prvky
télesa zkonstruovaného podobné jako vyse, kdezto polynomy v proménné x budou
”opravdové” polynomy nad néjakym télesem. Situace bude snad jasnéjsi z néasledu-
jici ptikladu. Téleso E uvazované v predchozich odstavcich ma prvky

0,1,a,a+ 1,020 +1,0*> +a,a® + a+ 1.

Vyraz 20 + 23 lze chépat jako polynom nad Zs, nebo téz jako polynom nad E.
Vyraz (1 + a)a® + (a® + 1) je ptikladem polynomu nad E. Polynom z3 + x + 1
chépany jako polynom nad E ma kofen «, protoze v télese E plati a® + o+ 1 = 0.
Polynom 2% + 2 + 1 m4 v télese E jesté kofeny o? a a? + « (viz cviceni).

Véta 1.1 (o existenci kofenového rozsifeni télesa F uréeného ireducibilnim poly-
nomem). Necht f(z) € Flx] je polynom stupné n ireducibilnd nad F. Pak mnoZina
E wvsech polynomi z Fla] stupné mensiho neZ n se scitdnim a ndsobenim modulo
f(a) je téleso. Teleso E budeme znacit Fla]/(f(a)).

Prvek oo € E je kotenem polynomu f(z) € E[z].

Dikaz. Vsechny vlastnosti télesa jsou zfejmé, aZ na vlastnost (M4). Pro kazdy
polynom 0 # g(«) € F[a] stupné mensiho nez n plati NSD(f(«),g(a)) = 1, tedy
existuji polynomy a(«a),b(a) € Fla] takové, ze a(a)g(a) + b(a) f(«) = 1. Polozme
r(a) = a(e) mod f(«). Polynom r(«) je inverzni ke g(«), protoze
r(a)g(a) = a(a)g(@) = a(a)g(@) + b(a)f(a) =1 (mod f(a)),
neboli r(a)g(a) =1 v E.
Prvek a € E je kofenem polynomu f(x), protoZze p(a) = 0 (mod p(a)). O
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Priklady.

e Uvazujme F = R (téleso redlnych éisel) a ireducibilni polynom f(z) =
22 + 1. Prvky télesa E = R[a]/(f(a)) jsou polynomy stupné méné nez 2,
neboli vyrazy tvaru a + ba, kde a,b € R. V E plati a® + 1 = 0, neboli
a? = —1. V E tedy po¢itame takto:

(a+ba)+ (c+da) = (a+c)+ (b+d)a,

(a+ba)-(c+da) = ac+ ada+ bea + bda® = (ac — bd) + (ad + be)ov.

Vidime, Ze jsme zkonstruovali téleso izomorfni télesu komplexnich éisel — E

se od C lisi pouze oznacenim prvki.
e Podobné Q[a]/(a? — 2) je izomorfni télesu Q(v/2).

1.4. Homomorfismy téles. V nasledujici definici pfipomindme pojem homomor-
fismu a izomorfismu téles a zaviddime pojmenovani pro homomorfismy zachovavajici
spole¢né podtéleso.

Definice. Necht E,F jsou dvé télesa. Zobrazeni T : E — F je homomorfismus,
jestlize pro libovolné dva prvky a,b € E plati
T(a+b)=T(a)+T(b),
T(a-b)=T(a) - T(b).

Bijektivni homomorfismus nazyvame izomorfismus. Izomorfismus 7' : E — E
nazyvyme automorfismus.

Necht K je podtéleso téles E a F. Homomorfismus (izo-, auto-) T : E — F
se nazyva K-homomorfismus (K-izo-, K-auto-), jestlize pro kazdé a € K plati
T(a) = a.

Poznamky.
e Izomorfni télesa se lisl pouze prejmenovanim prvku.
e Kazdy homomorfismus je bud trividlni, tzn. T'(¢) = 0 pro kazdé e € E, nebo
je prosty a zachovéva operace 0, 1, — (unarni i binarni), =%, /, tzn. T(0) = 0,
T(1) = 1, T(~a) = ~T(a), T(a - b) = T(a) — T(b), T(a ") = [T(a)] %,
T(a/b) = T(a)/T(b).
Pi#iklad. Zobrazeni U : Q(v2) — Q(v/2) definované ptedpisem U(a + bv/2) =
a — bv/2 je Q-automorfismus (viz cviceni).
1.5. Charakteristika télesa, prvotéleso.

Definice. Necht F je téleso. Nejmensi prirozené éislo n, pro které plati

14+1+...+1=0,
—_——

n

se nazyva charakteristika F.
Pokud zadné takové n neexistuje, pak fikdme, ze F ma charakteristiku 0.
Charakteristiku télesa F znacime char F

Poznamka. Charakteristika libovolného télesa je bud 0 nebo prvocislo. Kone¢né
téleso ma vzdy nenulovou charakteristiku.

Definice. Nejmensi podtéleso K télesa F se nazyva prvotéleso télesa F.

Poznamka. Prvotéleso je izomorfni Q nebo Z,. To zavisi na charakteristice F:
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Necht charakteristika F je rovna prvodéislu p > 2. V prvotélese lezi prvky
0,1,1+1,14+1+1,...,14+ 14 ...+ 1. Snadno nahlédneme, Ze tyto prvky
—_——
p—1
jsou navzajem razné. Oznacime-li 1 +1+ ...+ 1 = k.1, pak zfejmé k.1 +
—_———
k

I1=(k+1)1=((k+1) modp)la(kl) (I.1) = (kl).1 =(kl mod p).1.
Zobrazeni U : Z,, — K definované U(a) = a - 1 je tedy izomorfismus.

Je-li charakteristika F' rovna 0, pak prvotéleso v F je izomorfni s télesem
Q (viz cviceni).

1.6. Cviéeni.

Spoctéte 1371 v Zqo1.

Ovéite, ze Q(v/2) = {a +bv2 | a,b € Q} s béznymi operacemi séitani a
nasobeni tvori téleso.

Najdéte nejmensi podtéleso télesa R, které obsahuje /2. Toto téleso zna-
¢ime Q(V/2).

Najdéte nejmensi podtéleso télesa R, které obsahuje v/2 a zéroven v/3. Toto
téleso znacime Q(v/2,/3).

Najdéte vsechny ireducibilni polynomy stupné 1, 2, 3 a 4 nad Zs.
Spocitejte soucin vsech ireducibilnich polynomu stupné 1, 2 a 4 nad Zs.
Spoctéte atl v télese Zo[a]/(al + a® + 1).

Ukazte, Ze polynom f(z) = 23 + 2 + 1 ma v télese Zs[a]/(f(a)) kofeny a,
a?aa?+ a.

Najdéte vSechny kofeny polynomu f(z) = 23 +22+1 v télese Zs[a]/(f(a)).
Ovéite, ze zobrazeni U : Q(v/2) — Q(v/2) definované piedpisem U(a +
b\/i) = a — b2 je Q-automorfismus.

Dokazte, ze prvotéleso télesa s nulovou charakteristikou je izomorfni Q.
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2. CHARAKTERIZACE KONECNYCH TELES

V této kapitole dokazeme, Ze kazdé konecné téleso ma p™ prvki, kde p je prvocislo
a n prirozené ¢islo. Pro dand p a n existuje pravé jedno téleso (aZ na izomorfismus),
které ma p™ prvki.

2.1. Téleso jako vektorovy prostor nad podtélesem. Dikaz prvni ¢asti je
jednoduchy uzitim linedrni algebry. VSimneme si, Ze téleso je vektorovy prostor
nad libovolnym svym podtélesem.

Piiklady.

° Q(\/i) je vektorovy prostor nad télesem Q. Je to prostor dimenze 2, jeho
baze je napifklad 1,v/2 — kazdy prvek Q(v/2) miizeme jednoznaénym zpii-
sobem vyjadfit jako linearni kombinaci prvki 1 a v/2, tedy jako a-1+b-v/2,
kde a,b € Q. Tento prostor mé samoziejmé mnoho jinych bézi, naptiklad
3+V2, 2 -3V2

e Uvazujme téleso Q(v/2,v/3) ze cviceni predchozi kapitoly:
Q(V2,V3) = {a+bvV2+cV3+dV6 | a,b,c,d € Q}.
Toto téleso 1ze chapat jako vektorovy prostor nad télesem QQ — béze je napr.
1,v/2,v/3,1/6, dimenze 4. Téleso Q(v/2,/3) je téz vektorovy prostor nad

télesem Q(v/2) dimenze 2 s bazi naptiklad 1, V3. Nebo té7 vektorovy prostor
dimenze 2 nad Q(v/3).

Lemma 2.1. Necht F je koneéné téleso a K je podtéleso F. Pak |F| = |K|™ pro
néjaké prirozené cislo m.
Dikaz. Jak bylo feceno F je vektorovy prostor nad K (je tfeba ovéfit axiomy vekto-

rového prostoru). Ten m4 kone¢nou dimenzi m > 1, nebot méa pouze koneéné mnoho
prvki. Kazdy vektorovy prostor dimenze m je izomorfni aritmetickému vektoro-

vému prostoru K™, tedy |F| = |K|™. (Ponékud obsirnéji: Zvolime bazi by, ..., by, v
F. Kazdy prvek c € F lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru ¢ = a1by+azbs+. . .+anmbm,
kde ay,as,...,a, € K. Takovych linedrnich kombinaci je pravé |K|™.) O

Véta 2.2. Kazdé konecné téleso F md p* proki, kde p = char F (tedy p je prvocisio)
a k je prirozené cislo.

Diikaz. Ozna¢me K prvotéleso F. V predchozi kapitole jsme vidéli, ze K je izo-
morfni télesu Z,, kde p = char F, takZe z lemma 2.1 vidime, Ze |F| = [K|* = p*. O

2.2. Kofenova rozsifeni. Jiz difve jsme vyuzivali znaceni typu Q(v/2), Q(v/2, v/3),
atd. pro nejmensi podtélesa R obsahujici Q a prvky v zavorce. Obecnéji:

Definice. Necht F je téleso, K < F a «,...,a, € F. Nejmensi podtéleso télesa F
(vzhledem k inkluzi), které obsahuje K a prvky a1, ..., a,, znacime K(aq, ..., a,).

Necht f(z) je polynom nad télesem E. Véta 1.1 #iké, Ze existuje rozsiteni F télesa
E, v némz f(z) méa alespoii jeden kofen. Toto rozsifeni neni uréeno jednoznacéné ze
dvou duvodu:

e Télesa Q(v/2), Q(v/2,/3) a R zfejmé nejsou izomorfni, ale ve viech télesech
m4 polynom f(z) = 22 — 2 € Q|z] kofen. Ditvod nejednoznacnosti je zde
ten, ze Q(v/2,v/3), R obsahuji ,pfebyte¢né“ prvky.
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e Polynom f(z) = (2% — 2)(2? — 3) € Q[x] ma koten v Q(v/2) i Q(v/3) a tato
télesa nejsou izomorfni (viz cvifeni). Divod nejednoznacnosti zde spociva
v rozlozitelnosti polynomu f(x).

Definice. Necht K je téleso a f(x) € K|z] ireducibilni polynom. Téleso E se nazyva
kotenové rozsiteni K uréené polynomem f(x), jestlize

¢ K <E (jde tedy opravdu o rozsifeni),

e Polynom f(x) € E[z] m4 v E né&jaky kofen 0 a

e K(0) =E (z4dné ,piebytecné“ prvky).

Piiklady.
e Ma-li f(x) kofen v K, pak K je jediné kofenové rozsifeni K urcené poly-
nomem f(x).
e C je kofenové rozsifeni R uréené polynomem x2 + 1.
e Q(v/2) je kofenové rozsifeni Q uréené polynomem 2 — 2.
e Pro libovolny ireducibilni polynom f(a) nad K je K[a]/(f(«)) kofenové
roz§ifeni K urcené f(z).

Kofenova rozsifeni existuji a jsou urc¢ena jednoznacné:

Véta 2.3 (O existenci a jednoznacnosti kofenového rozsifeni télesa K uréeného
ireducibilnim polynomem). Necht K je téleso a f(x) € K[z] je polynom ireducibilni
nad K. Potom ezistuje kotenové rozsiteni E télesa K uréené polynomem f(x).
Korenové rozsitent je urceno jednoznacné az na K-izomorfismus.

Diikaz. (1) Existence byla dokézana ve vété 1.1: téleso E = Kla]/(f(a)) je
rozsifenim télesa K, polynom f(x) ma v E kofen a a zfejmé K(a) = E.
(2) Zbyva dokézat jednoznacnost. Necht F > K je néjaké kofenové rozsifeni
K obsahujici kofen 6 polynomu f(x). Ozna¢me m = deg f(z). Definujme
zobrazeni T : E — F predpisem

T(bm1a™ 4+ by +bg) = by 160™ 4 ...+ 510 + by,

Chceme dokazat, ze T je K-izomorfismus. Nejprveme si vSimneme, ze
T(a) = a pro libovolné a € K.

Nyni dokazeme, ze T je homomorfismus. Necht g(«), h(«) € E jsou libo-
volné, g(a) = by,_1a™ 4. .. +bia+by a h(a) = cppo1a™ . Hcra+tco.
Potom plati

T(g(x)) = i: b;0", T(h(z)) = i: i’
i=0 =0
m—1 m—1 m—1
T((g+h)(z) =D (bi+c)0 =D b+ ¢t =

Podobné, vyuzitim f(f) = 0, dostaneme

T(fg(x)) =T(f(x)) - T(g(x)).

Protoze T je netrividlni homomorfismus, je T' prosty.
Zbyva dokazat, ze T je na F. Im T je podtéleso F obsahujici K a 6.
Protoze K(0) = F (F je kofenové rozsifeni), plati Im 7' = F.
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Mé&jme nyni F, G dvé kofenové rozsifeni K uréend polynomem f(z).
Dokéazali jsme, ze existuji K-izomorfismy 7 : E — F a U : E — G, takze
UT!:F — G je K-izomorfismus F — G.

(|

Poznamky.

e Jsou-li F a G dvé kofenova rozsifeni télesa K urcend ireducibilnim polyno-
mem f(z) € K[z] a ozna¢ime-li # € F a 0 € G libovolné kofeny polynomu
f(x), pak K-izomorfizmus V = UT~! : F — G z posledniho odstavce
dtikazu predchozi véty mé vlastnost

VO)=UT*0)=U(x)=0

e Kofenové rozsifeni existuje i pro reducibilni polynomy f(x). Sta¢i vzit ko-
Fenové rozsifeni libovolného ireducibilniho ¢initele polynomu f(x). Nemusi
vSak byt urceno jednoznacné, viz vyse.

2.3. Rozkladova rozsifeni. V této ¢asti k danému polynomu f(z) € K[z] zkon-
struujeme rozsifeni E télesa K, ve kterém se polynom f(z) € Ex] rozklada na
linedrni cinitele.
Definice. Necht K je téleso, f(x) € K[x]. Rozsifeni E télesa K nazyvame rozkla-
dové rozsitent télesa K urcené polynomem f(z), pokud

e K<E,

e Polynom f(z) € E[z] se v E rozklada na soucin linearnich ¢initeld, neboli

f@)y=(x—6)(x—02)...(x—0,),kde 01,...,0,, €E a
e K(0y,...,0,,) =E (minimalita).

Priklady.
e Q(v/2,v/3) je rozkladové rozsifeni Q uréené polynomem (22 — 2)(x? — 3).
e Q(v/2,v/3,/5) neni rozkladové rozsiteni Q uréené polynomem (2 —2)(x? —
3), nebot nesplituje t¥eti podminku.
e Zsla]/(a® +a+1) je rozkladové rozsifeni Zy uréené polynomem 3+ x + 1.
Rozklad na linedrni ¢initele je

P rrt+l=(zx+a)(z+a?)(z+a®+a),

viz cviceni v prechozi kapitole.

e Pro libovolny ireducibilni polynom f(«) nad koneéngm télesem plati, Ze
kofenové rozsiteni K[a|/(f(a)) je zaroveni rozkladovym rozsifenim K urce-
nym polynomem f(x). To k& véta 3.7. Pro nekoneénd télesa toto tvrzeni
obecné neplati. Napiiklad Q(+/2) je kofenové rozsifeni uréené polynomem
23 — 2 € Q[x], ale toto rozsiieni neni rozkladové.

Nyni dokazeme, ze rozkladova rozsifeni existuji a jsou urcend jednoznacné.

Véta 2.4 (O existenci a jednoznacnosti rozkladového rozsifeni). Pro kaZdé téleso
K a kazdyg polynom f(x) € K[z] stupné aspori 1 existuje rozkladové rozsitent télesa
K urcené polynomem f(x).

Kazdd dvé rozkladovd rozsiiend télesa K uréend polynomem f(x) jsou K-izomorfni.

Diikaz. (1) Nejprve dokdzeme existenci. Necht deg f =na f(z) = f1-fa - - [
je rozklad polynomu f(z) na sou¢in polynomi ireducibilnich v K[z]. Bu-
deme postupovat indukci podle n—k. Je-li n—k = 0, jsou vsechny polynomy



10

LIBOR BARTO, JIRf TOUMA

f1, fo,. .., fn linearni a téleso K je rozkladové rozsifeni K urcené polyno-
mem f(z).

Necht n — k > 0. Pak aspoii jeden z ¢initeltt f;(z) m4 stupeti aspon 2.
Necht to je fi(x). Ozna¢me G kofenové rozsifeni télesa K urc¢ené polyno-
mem fi(x). V G[z] se fi(z) rozklada na soucin asporii dvou ireducibilnich
polynomd, tedy f(z) se v G rozklada na souéin alespoii k+ 1 ireducibilnich
polynomu a staci vyuzit indukéni predpoklad.

Poznamka: Vsimnéte si, Ze indukéni predpoklad pouzivame pro jiné
téleso, totiz G. Zformulujme pro poradek tvrzeni, které dokazujeme indukeci
podle I: Necht K je téleso a f(x) € K[z] polynom takovy, Ze deg f(z) —
k < I, kde k je pocet ireducibilnich ¢initelt polynomu f(z). Pak existuje
rozkladové rozsiteni télesa K uréené polynomem f(z).

Nalezli jsme rozsiteni E télesa K, ve kterém se polynom rozklada na

linearni ¢initele, tedy plati f(x) = (x—61)...(x—6,). Z postupu je patrné,
ze K(04,...,0,) =E.
Jednoznacénost dokdZzeme indukei podle stupné polynomu f(z) (zaroven pro
v8echna télesa, jako pfi diikazu existence). Necht E a F jsou rozkladova
roz§ifeni K uréend polynomem f(z) stupné n. Prvni krok je zfejmy: pokud
n=1 pak K=E=F.

Necht f(z) = fi(z) ... fi(z) je ireducibilni rozklad f(x) nad K. Ozna¢me
a kofen polynomu fi(z) v télese E a 8 kofen polynomu f;(z) v télese F.
Télesa K(a) < E a K(8) < F jsou rozkladovymi télesy K uréenymi polyno-
mem f1(z), takZe podle véty 2.3 existuje K-izomorfismus T : K(a) — K(3).
Podle pozndmky za vétou lze T volit tak, Ze T(a)) = 3. Nyni pfejmenujeme
v8echny prvky a € K(a) v télese E na T'(a) a vzniklé téleso oznac¢ime
E'. Z¥ejmé existuje K-izomorfismus U : E — E’ (konkrétné U(a) = T'(a)
pro a € K(a) a U(a) = a jinak) a 3 je kofenem fi(z) v E’, protoze
U(a) =T(a) = B. Nyni E' a F jsou rozkladova rozsifeni F(3) uréena po-
lynomem f(x)/(x— (), ktery ma stupeti mensi nez n. Z indukéniho pfedpo-
kladu mame K(3)-izomorfismus V : E/ — F. Tedy VU je K-izomorfismus
E— F.

O

2.4. Charakterizace. V této ¢asti dokdzeme existenci a jednoznacnost konecnych
téles. Konkrétné ukazeme, Ze téleso s p™ prvky je izomorfni rozkladovému rozsiteni
télesa Z, urceného polynomem -

Budeme potiebovat dva vzorce na mocnéni prvku.

Lemma 2.5. Necht F je téleso charakteristiky p > 0. Pak pro libovolné a,b € F a

libovolné prirozené cislo k > 0 plati

(1)

(2) Predpokladejme platnost tvrzeni pro k—1, tedy (a+b)?"  =a?"  +b" .

(aer)pk —a?" erpk

Diikaz. Dtikaz provedeme indukci dle k.

Necht k& = 1. Podle binomické véty plati (a + b)? = a? + (§)a?~'b +
(B)aP=20* + ... + (pfl)abp’l + bP. Protoze p|(?) pro Z e {1,2,...,p— 1},
plati v télese F, Ze (f).l = 0. Tedy také (’i’)otp_’bZ = 0 v F a proto
(a + b)P = aP + bP.

1

Potom plati (a + b)P" = ((a +b)P" )P = (@ " + 0" )P =ar" 4 pP".
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O

Lemma 2.6. Necht F je konecné téleso s q prvky. Potom pro kaZdé a € F plati
a? = a. (Neboli a?™! = 1, tedy a* = a* ™°d @1 pro libovolné 0 # a € F a celé
céislo k.)

Dikaz. Pro a = 0 lemma plati, predpokladejme tedy a # 0. Multiplikativni grupa
télesa F ma g — 1 prvki. Protoze fad libovolného prvku konecné grupy je délitelem
poétu prvki této grupy, plati a?~! = 1. O

Piiklad. V Zs; plati 10362 = 10362 mod 36 — 102 — 28,

Véta 2.7. Necht F je konecné téleso s q prvky. Potom plati ndsledujici rovnost

polynomi z Flx]:
xl—x = H (x —a)
acF

Diikaz. Podle lemma 2.6 plati pro kazdy prvek a € F, ze a? = a, tedy a? —a = 0. Z
toho plyne, Ze kazdy prvek a € F je kofenem polynomu z?—z, takze (v —a)|(z?—x).
Protoze polynomy x — a jsou pro rtizna a € F po dvou nesoudélné, plati také
Mo - )l - a).

Oba polynomy maji stupeni ¢ (protoze F mé ¢ prvki) a vedouci ¢len obou poly-
nomt je 29. Protoze [[,.p(2 — a)|(z? — x), oba polynomy se rovnaji. O

Nyni jiz zname vsSe potfebné, abychom dokézali zdkladni vétu téchto skript.

Véta 2.8 (O existenci a jednoznaénosti koneénych téles). KaZdé konecné téleso md
p" prvka, kde p je prvocislo a n je prirozené cislo.
Pro kazdé prvocislo p a prirozené c¢islo n existuje téleso s g = p™ proky.
Libovolnd dvé télesa s p™ prvky jsou izomorfni (a jsou izomorfni rozkladovému
rozsirent télesa Z,, urceného polynomem x9 — x € Zy[x]).

Dikaz. Omezeni na pocet prvku dava véta 2.2.

Nyni dokézeme existenci télesa s ¢ = p” prvky. Bud F rozkladové rozsireni Z,
uréené polynomem z? — z € Z,[z]. Polynom f(z) := 29 —  nema v F vicenasobny
kofen, protoze derivace (z¢ — z)) = qa?9 ! —1 = —1 nem4 zadny koien. Tedy
2?7 — x mé v F pfesné ¢ = p™ kofeni. Ozna¢me G = {a € F : a? = a} mnozinu
vsech korent z? — z. Ukazeme, ze G je podtéleso F. Pro vSechna a,b € G plati
(a.b)? = a%b? = a.b a (a + b)pk =a + 0 =a+b (viz Lemma 2.5). Tedy G je
podtéleso F, které obsahuje Z, a nad kterym se ¢ — x rozklad4 na soucin linearnich
Ciniteldi. ProtoZze F je rozkladové rozsifeni télesa Z, urcené polynomem z? — z, je
F =G a F mé tedy ¢ prvki.

Zbyva dokdzat jednoznacnost. Necht E je téleso s ¢ = p™ prvky. Pak podle
véty 2.7 plati 29 —x = [],cp(z — a). Tedy E je rozkladové rozsifeni Z, urcené
polynomem z? — x € Z,. Podle véty 2.4 jsou libovolna dvé rozkladova rozsireni
télesa Zj, urcend polynomem z? — x izomorfni. O

Definice. Téleso s ¢ prvky znacime F,.

Poznamka. Nejsnadnéji koneéné téleso s p" prvky zkonstruujeme jako rozkladové
rozsifeni Z, urcené ireducibilnim polynomem stupné n. Existenci takového poly-
nomu zarucuje véta 3.4.
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2.5. Aplikace. Samotné existence kone¢ného télesa s p™ prvky umoziuje zkonstru-
ovat zajimavé kombinatorické objekty, vhodné napfiklad k navrhu kédi. Ukazeme
si konstrukci navzajem ortogonalnich ¢tverci a projektivnich rovin.

Definice. Latinsky ctverec A Tdadu n je ¢tvercova matice typu n X n obsahujici n
riiznych symboli (obvykle 0, 1, ..., n — 1) takovd, Ze kazdy fadek a kazdy sloupec
obsahuje vSechny symboly (pravé jednou). Symbol v i-tém Ffadku a j-tém sloupci
znacime A;j. Radky i sloupce budeme &islovat od nuly.

Piiklad. Tabulka bindrni operace libovolné grupy fadu n je latinskym étvercem
radu n.

Definice. Necht A, B jsou latinské ¢tverce fadu n. Ctverce A a B se nazyvaji
kolmé, pokud pro kazdou dvojici symboli a, b existuje fadek i a sloupec j tak, ze
Aij:aaBij:b.

Kolmost si lze predstavit takto: Vytvorime matici C' tak, Ze na pozici ij bude
dvojice (A;;, Bij). A a B jsou kolmé pravé tehdy, kdyz matice C' obsahuje vSechny
dvojice (pravé jednou). Naptiklad nasledujici latinské ¢tverce A a B jsou kolmé.

0 1 2 01 2 0,0) (1,1) (2,2)
A=|12 0], B=[20 1|, c={ 1,2 (20 (0,1
2 0 1 120 (2,1) (0,2) (1,0)

Oznacme N(n) velikost nejvétsi mozné mnoziny po dvou kolmych latinskych
¢tverci Fadu n. Pfedchozi priklad ukazuje, ze N(3) > 2. Plati dokonce N (3) = 2:

Tvrzeni 2.9. Pro libovolné n plati N(n) <n — 1.

Diikaz. Snadno nahléhledneme, Ze pieznacime-li libovolné symboly dvou kolmych
latinskych ¢tverctd, vysledné latinské ¢tverce ztistanou kolmé. Muzeme tedy pfed-
pokladat, ze v nejvétsi mozné mnoziné K po dvou kolmych latinskych ¢tverct ma
kazdy latinsky ¢tverec v nultém fadku symboly v poradi 0, 1, ...n — 1.

Prvek na misté 10 nemutze byt 0, protoze ctverec by nebyl latinsky. Mame-li dvé
kolmé matice A, B € K, musi byt Ajg # Big, jinak by A a B nebyly kolmé — v
prislugné matici C by se dvojice (419, B1o) vyskytovala na misté 10 a jesté v nultém
rfadku. Tedy K je nejvyse n — 1 prvKkova. O

VyuZzitim p™-prvkového télesa ukdzeme, ze N(p™) = p™ — 1. Zda N(n) =n —1
i pro jina n je velmi tézky otevieny problém:

Hypotéza 2.10. Necht n > 2. Pak N(n) = n — 1 prdvé tehdy, kdyZ n je mocnina
néjakého prvocisla.

Pro ilustraci obtiznosti tohoto problému uvedme, Ze nerovnost N(10) < 9 byla
dokézana teprve v roce 1989 a pfesnd hodnota N(10) je dosud neznama.

Véta 2.11. Necht n = p™, kde p je prvoéislo. Pak N(n) =n — 1.

Dikaz. Vime, ze existuje n-prvkové téleso F,,. Pfeznacime prvky tak, aby prvky
F, byly {0,1,...,n — 1}. Pro kazdy nenulovy prvek = € F,, uvazujme matici L*
typu n X n, kterd ma na misté ij prvek zi + j (poéitano v F,,). Je snadné ovérit,
ze pro libovolné 0 # x € F,, je L, latinsky ¢tverec.

Ukézeme, ze L® je kolmy na LY pro libovolnd nenulova riznd =,y € F,,. Necht
tedy a,b € {0,1,...,n—1}. Chceme najit pozici ij tak, ze (L*);; = a a (LY);; = b.
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Neboli chceme, aby xi+j = a a yi + 7 = b. To je soustava dvou linedrnich rovnic o
dvou nezndmych 4, j. Ta mé (pravé jedno) feSeni, napiiklad proto, Ze determinantem
soustavy je x — y # 0. |

Nyni ukézeme konstrukci projektivnich rovin pomoci kone¢nych téles.

Definice. Systém L podmozin néjaké mnoziny P nazyvame projektivni rovina,
pokud
e Pro libovolné p; # ps € P existuje pravé jedno I € L takové, ze {p1,p2} C I.
e Pro libovolné [y # Is € L je mnozina [y NIy jednoprvkova.
e Existuje 4-prvkova mnozina C' C P, ze pro libovolné [ € L plati

InC|<2.
Prvky P nazyvame body. Prvky L (neboli mnoziny bod®) nazyvime primky. Vyse
uvedené podminky tedy rikaji nésledujici:

e Libovolnymi dvéma rtznymi body prochazi praveé jedna primka.

e Libovolné dvé riazné primky se protinaji v pravé jednom bodé.

e Existuji 4 body takové, ze zadné tii z nich nelezi na jedné pfimece.

V mnoha knihéch o kombinatorice lze nalézt néasledujici tvrzeni.

N2

Véta 2.12. Pro libovolnou konecnou projektivni rovinu existuje prirozené ¢islo n >
2 (nazgvané ¥4d) takové, Ze
e Na kazZdé primce lezi pravé n + 1 bodiu. KazZdym bodem prochdzi n + 1
primek.
o Mdme presné n? +n + 1 bodt a stejny pocet primek.
Vyuzitim konecného télesa s n = p™ prvky zkonstrujeme projektivni rovinu radu

n. Zda existuji projektivni roviny jinych radd je otevienym problémem — lze ukazat,
Ze existence projektivni roviny fadu n je ekvivalentni s N(n) =n — 1.

Véta 2.13. Necht n = p™, kde p je prvocislo. Pak existuje projektivni rovina fddu
n.

Diikaz. Necht F je libovolné téleso. Pfipomeiime, 7e afinni pfimkou v F? rozumime
mnozinu prvka F? tvaru

a+ (b)y={a—+th|teF},

kde @,b € F2, b # (0,0). Mnozinu (b) = {tb | ¢t € F} nazjvame smérem této
afinni pfimky (smér je vlastné afinni pfimka prochézejici bodem (0, 0) — po¢atkem).
Poznamejme, ze pro F = R tyto pojmy odpovidaji intuitivni predstave.

Nyni zkonstruujeme projektivni rovinu s mnozinou bodt P a mnozinou primek L.
Mnozina P bude ptivodni mnozina bodtt F?, ke které piidame nové body x () —bro
kazdy smér jeden bod. Tyto nové body si lze predstavit jako ,body v nekoneénu”,
fika se jim nevlastni body.

P=F’U{zs | (0,0) £beF*}.

-

Ke kazdé afinni pfimce @ + (b) pfiddme nevlastni bod z @ odpovidajici jejimu
sméru. Do L jesté pridame tzv. nevlastni primku, ktera je tvofena vSemi nevlastnimi
body.

L={{(a+ () Ufag)} | @5 F25 0.0} U {{ag | (0.0) £be Fa}},
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Neni tézké ukézat, ze zkonstruovany systém L je skuteéné projektivni rovinou (viz
cvideni). Naptiklad dvé rovnobézné pfimky se protnou v nevlastnim bodé, ktery
odpovida jejich spoleénému sméru (pro F = R se nabizi predstava koleji, které se
precejen potkaji).

Polozime-li F = F,, vznikne projektivni rovina fadu n, protoze napiiklad na
pifmee ((0,0)+((1,0)))U{z((1,0)) } lezi n+1 bodii —n vlastnich a jeden nevlastni. [J

2.6. Cviceni.

(1) Které podtéleso télesa C je rozkladovym rozsifenim Q urcené polynomem
% — 27

(2) Nakreslete 3 navzajem ortogonalni latinské ¢tverce 4 x 4.

(3) Oveéite, ze systém mnozin zkonstruovany ve vété 2.13 je skutecné projek-
tivn{ rovinou (pro libovolné téleso F).

(4) Oveite, Ze projektivni rovina zkonstruovana ve vété 2.13 mé skuteéné n? +
n+1 bodt a n? 4+ n + 1 pfimek, na kazdé p¥imce lezi n + 1 bodt a kazd§m
bodem prochazi n 4+ 1 pfimek.
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3. STRUKTURA KONECNYCH TELES

3.1. Podtélesa.

Véta 3.1 (O podtélesech koneénych téles). KaZdé podtéleso télesa Fpn md p™
prvkid pro néejaké m, které déli n.

Pro kazdé m|n ezistuje prdvé jedno podtéleso télesa F,n, které md p™ prokd (a
je tvoteno prdvé prvky a € Fpn pro néz a?” = a).

Diikaz. Nejprve dokdzeme prvni ¢ast véty. Je-li G podtéleso Fpn, mé také charak-
teristiku p a tedy p” prvku pro néjaké m < n. Navic p" musi byt podle Lemma 2.1
mocninou p™, ¢ili m|n.

Zbyva dokazat druhou ¢ast véty. UkdZeme napied, Ze z predpokladu m|n plyne,
ze (zP" — x)|(zP" — z), neboli (zP" 1 — 1)|(«?"~! — 1). Plati (p” — 1)|(p" — 1),
nebof z n = k- m plyne (p*™ — 1) = (p™ — 1)(p*F—Dm 4 plk=2m 1 ... 4 pm 1 1),
Pokud a = b - ¢, pak (2% — 1) = (2° — 1)(2(c= Vb 4+ (=20 1 4 2P 4 1). Tedy
(P =1 = 1)[(zP" "t = 1) a tedy (2P —z)|(z?" — z). Protoze 2P" — x déli z?" —x a
polynom zP" —z se v F,» rozklad4 na linedrni faktory (podle Véty 2.7), rozklada se
i polynom z?" — z na linearni faktory. Takze F,~ obsahuje rozkladové rozsifeni F,
uréené polynomem zP" — x, coz je podle véty 2.8 t&leso F,m. Dvé riznd podtélesa
mohutnosti p™ by obsahovala dohromady vice nez p™ kofentl polynomu z*" — z,
coz nelze. (]

Priklad. Podtélesa F230 jSOU FQ, F22, F23 5 F25 N F26, F210 5 F215 y F230 .
Pomoci Haaseova diagramu muizeme znazornit, jak jsou obsazena jedno v dru-
hém.

F230
F26 F210 F215
F: Fos JFys
Fo

3.2. Aditivni a multiplikativni grupa. Té&leso F urcuje dvé grupy — aditivni
grupu (F,+) a multiplikativni grupu F* = (F — {0}, -). Struktura aditivni grupy
kone¢ného télesa je patrna z toho, ze F,» je vektorovy prostor nad F,.

Tvrzeni 3.2. Aditivni grupa télesa ¥, kde g = p", je izomorfni grupé (Z,, +mod p)"-

Diikaz. Téleso Fyn je vektorovym prostorem nad télesem F, dimenze n. Takze F,»
je jakozto vektorovy prostor izomorfni aritmetickému vektorovému prostoru Fy.
Specialné, aditivni grupa Fpn je izomorfni (Z,, +mod p)™- O

Ponékud obtiznéjsi je odhalit strukturu multiplikativni grupy. Nasledujici tvrzeni

vvvvv

Véta 3.3. Multiplikativni grupa F; konecneho télesa ¥, je cyklickd (tedy izomorfni
grupé (Zq—h +mod q—l))-
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Diikaz. Polozme h =q—1=pj* -pg?----- pi¥. Polynom z"/7¢ —1 mé4 v F, nejvyse
% < h nenulovych kofent, proto existuje 0 # a; € Fy (neboli a; € Fy) takové, Ze
a?/pi # 1.

Polozime b; = a?/p"l # 1 a ukazeme, Ze b; ma Fad p;*. Plati bf"’l = al =1 (nebot

ri—1 ]

fdd a; déli pocet prvki F7, viz té7 lemma 2.6). Protoze bfi = a?/pl # 1, je rad
b; rovny p;.

Polozme b = b1b; - - - by. Plati b = 1 (opét lemma 2.6). Dale pro i = 1,2,...,k
plati bM/Pi = Hk VP Jeli j # 1, tak pgj dali p% a tedy b?/pi = 1. Proto

J=1"J
ph/pi = b?/pi # 1, nebot p;* { f a p," je fad b;. Zjistili jsme, ze Fad b je rovny h,
tedy grupa Fj je cyklicka. (Il

Definice. Libovolny generator F} se nazyva primitivni prvek F,.

Poznambky.

e Prvek a je generdtorem grupy (Z,, +mod »n) pravé tehdy, kdyz éisla a a n
jsou nesoudélné. Tedy pocet primitivnich prvki télesa F, je rovny poctu
¢isel mensich nez ¢ — 1 nesoudélnych s ¢ — 1, t.j. ¢(¢— 1), kde ¢ je Eulerova
funkce.

e Necht p(z) € F[z] je ireducibilni polynom. Prvek o nemusi byt primitivnim
prvkem télesa F[a]/(p(«)). Piiklad naleznete ve cvicenich.

e Jelli F; < F, a «a primitivni prvek F,, pak ziejmé F, = F,(a), protoze
F,(a) obsahuje 0 a vSechny mocniny «, t.j. véechny prvky F,. *

3.3. Minimalni polynom. V této ¢asti pfipomeneme nékteré zdkladni poznatky
o algebraickych prvcich a jejich miniméalnich polynomech.

Definice. Necht F < E jsou télesa. Prvek o € E nazyvame algebraicky nad F,
pokud je kofenem néjakého nenulového polynomu nad F (tedy pokud existuje
p(z) € Flx] takovy, ze p(a) = 0).

Piiklady.

e /2 je algebraicky prvek nad Q, nebof je kofenem napiiklad polynomu z2—2.
e Prvek 7 neni algebraicky nad Q, ale neni to snadné dokazat.

Definice. Necht F < E jsou télesa a « je algebraicky prvek nad F. Nenulovy
monicky polynom m(z) € F[x] nejmensiho stupné takovy, Ze m(a) = 0, nazyvame
minimdlni polynom prvku o nad F.

Poznamky.

e Polynom f(z) € F[z] ma kofen « pravé tehdy, kdyz m(z)|f(x). Jinak fe-
¢eno, polynomy z F[xz], jejichZ kofenem je , jsou pravé vSechny ndsobky
polynomu m(z). K dtikazu netrividlni implikace se staéi podivat na N.SD
polynomid m(x) a f(x).

e Minimalni polynom je ireducibilni. Jinak jeden z jeho netrividlnich faktora
by mél kofen o a mensi stupen.

e Naopak, je-li f(z) € F[z] ireducibilni, pak je f(x) (po vydéleni vedoucim
koeficientem, aby byl monicky) miniméalnim polynomem libovolného svého
kotene. To plyne z pfedchozich dvou bod.

INecht E < F jsou télesa. Téleso F se nazyva jednoduchym rozsitenim E, pokud F = E(«) pro
néjaké o € F. Poznamka tedy fika, ze v pripadé konecnych téles je kazdé rozsifeni jednoduché.
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e Dimenze F(«), chdpeme-li toto téleso jako vektorovy prostor nad F, je
rovna stupni n minimalniho polynomu m(x), protoze F(c) je kofenové roz-
sifeni F uréené a a to je podle véty 2.3 izomortni télesu Fla]/(m(a)), jez
ma nad F dimenzi n.

e Je-li dimenze E nad F konec¢né, feknéme k, pak stupen n minimélniho
polynomu déli k. (Dikaz: Mame posloupnost téles F < F(a) < E. F(a)
mé nad F podle pfechoziho bodu dimenzi n, éli F(a) = F™ (izomorfismus
vektorovych prostortl). E m4 nad F dimenzi k, neboli E = F*. E m4 nad
F(a) rovnéz néjakou dimenzi, feknéme [, tedy E = (F(a))! = (F")! = F*,
Cili F* = F¥ 7 ¢ehoz plyne nl = k.)

e Je-li dimenze E nad F konecnd, feknéme opét k, je kazdy prvek a € E
algebraicky. Sta¢i uvazovat prvky 1,a,a?,...,a". To je k + 1 vektori ve
vektorovém prostoru E nad télesem F. Tyto prvky jsou linedrné zavislé,
protoze E méa dimenzi k nad F, tedy existuji skalary ag, ..., ar € F, alespon
jeden nenulovy, takové, Ze ag+aya+- - -+ara® = 0. Prvek a je tedy kofenem

polynomu ag + a1x + --- + apxk.

Posledni poznamka rovnéz dava navod, jak minimélni polynom hledat:

P¥iklad. Najdeme miniméalni polynom m(z) prvku o? € Zs[a]/(a® + 2a + 1) nad
Z3. Polynom m(x) zfejmé nemuze mit stupeni 1, takze mé stupeii 3. Hleddme ¢isla
ag, . ..,as € Zs takova, ze

ap + ar1a® + az(a?)? + az(a?®)® = 0.

Minimalni polynom mé nenulovy konstatni ¢len, protoze je ireducibilni. Bez Gjmy
na obecnonsti tedy mizeme predpokladat, ze agp = 1. Po tpravé dostaneme

1+ a1a? + az(a® +2a) + az(a® +a+1) = 0.

Srovnanim koeficient u jednotlivych mocnin « vznikne soustava rovnic

0 = 1+4as
0 = 2a2+a3
0 = ai+a2+as,

kterd mé TeSeni a; = as = as = 2. Prvek o? je tedy kofenem polynomu 223 +
222422+ 1. Znormovanim (vydélenim vedoucim koeficentem) dostdvame minimalni
polynom m(z) = ® + 2% + x + 2.

3.4. Ireducibilni polynomy. Nad koneénymi télesy existuje ireducibilni polynom
libovolného stupné:

Véta 3.4. Necht'F, je konecné téleso an je prirozené éislo. Pak existuje ireducibilni
polynom f(x) € Fy[z] stupné n.

Diikaz. Necht « je primitivni prvek Fgn. Minimalni polynom m(z) prvku « nad
F, je ireducibilni a jeho stupeil je, podle jedné z pozndmek za definici minimal-
niho polynomu, roven dimenzi vektorového prostoru F,(a) nad F,. Protoze « je
primitivni, plati F,(a) = F4n, neboli tato dimenze je n. O

Tvrzeni 3.5. Necht f(x) € Fylz] je ireducibilng polynom stupné m. Potom plati
f(x)|(z9" — x) prdavé tehdy, kdyz m|n.
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Diikaz. (=) Nechf f(x)|(z¢" — z). Polynom x?" — x se v télese F . rozklida na
linedrni ¢initele (viz vétu 2.7) a tudiz se na linearni faktory v tomto télese rozklada
i polynom f(z). Specialné f(x) mé v Fy» ma néjaky kofen, feknéme a. Nyni mame
posloupnost téles F, < F,(a) < Fyn. Téleso F,(a) je kofenovym rozsifenim F
urcené polynomem f(x) a tudiz je podle véty o jednoznaé¢nosti kofenového rozsifeni
izomorfni s Fym. Podle véty o podtélesech koneénych téles plati m|n.

(<) Necht m|n. Pak Fym < Fgn. Téleso Fym je kofenové rozsifeni F, uréené
polynomem f(z), tedy obsahuje kofen a polynomu f(x). ProtoZe « je téz kofenem
polynomu 29" — z (viz opét vétu 2.7) a f(z) je (po vydéleni vedoucim koeficientem)
minimalnim polynomem o nad Fy, plati f(z)|(z?" — z). O

Dusledek 3.6. Polynom z7" — x je roven soucinu viech monickych ireducibilnich
polynomi nad Fg, jejichZ stupen deli n

Diikaz. V rozkladu polynomu 29" — x na sou¢in monickyjch ireducibilnich polynom
nad Fy jsou podle pfefichozi véty vSechny monické ireducibilni polynomy nad F,
jejichz stupen déli n. Zadny polynom se v rozkladu nevyskytuje vicekrat, protoze
polynom z¢" —z nema4 ve svém rozkladovém nadtélese (to je F;») zadny vicendsobny
kofen (véta 2.7). O

Piiklad. Polynom z'® — z je soudinem vsech monickych ireducibilnich polynomit

nad Fs stupné 1, 2 a 4. Je téZ soucinem vsech monickych ireducibilnich polynomu
nad F4 stupné 1 a 2, a také soucinem vsech monickych ireducibilnich polynomi
nad F4 stupné 1. Posledni pozorovani je vlastné véta 2.7 pro g = 16.

Véta 3.7. Necht f(z) je ireducibilni polynom nad F, stupné m. Potom f(x) md
v Fgm néjaky koven o, prvky oz,oﬂ,oﬂQ, .. .,oﬂmi1 jsou mavzdjem riuzné a tvori
mnoZzinu vsech korent polynomu f.

Diikaz. Kofenové rozsifeni F, uréené polynomem f(z) mé ¢™ prvkd a tedy se rovna
Fym. Je-li B € Fym a f(x) = ama™ + am—12™" + ... + a12 + ao, pak

(f(B)?T = (amf" +...+a1f+ag)? =
= al(B™) +al,_ ("N +.. . +aiBl+af =
= an(BN™ + am-1(8)" "+ ...+ a1+ ao = f(B9),

kde ve vypoctu vyuzivime Lemmata 2.5 a 2.6.

Je-li tedy o € Fym kofen polynomu f(z), pak také a,oﬂ,aq2, . .,oﬂm_l jsou
kofeny polynomu f(x).

Zbyva jeste dokazat, Ze tyto prvky jsou navzajem rizné. Pro spor predpokla-
dejme, Ze oz‘?l = a? pro néjaké 0 < ¢ < j < m — 1. Umocnénim na q™ 7 do-
stavame (ad') m "

"= ()7 tedy af = a? = a. Tedy « je korfenem
Jj+i . « /o L I
— z. Polynom f(z) je (opét po znormovani) miniméalnim poly-

m—j+i

polynomu z4"~
nomem prvku «, tedy f(z)|(z4 — x). Podle tvrzeni 3.5 plati m|(m — j + 4).
Ovsem 0 < m — j 4+ i < m, spor. O

P¥iklad. Ireducibilni polynom f(x) = 23 + 22 + 1 m4 v télese F = Zy[a]/(f(a))
kofen a. Ostatni kofeny jsou a? a a* = o? + a + 1. Polynom f(z) se tedy v F
rozklada na linearni faktory takto:

f(x) = (z—a)(z—a?)(z— (®+a)) = (z + a)(z + ®)(z + o + ).
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Okamzitym dusledkem je, Ze pro kone¢na télesa je kofenové rozsifeni libovolného
polynomu jiz jeho rozkladovym rozsirenim.

Dusledek 3.8. Korenové rozsireni konecného télesa F uréené ireducibilnim polyno-
mem f(z) je rozkladovym rozsitenim F uréengm f(x). Specidiné, Fm je rozkladové
rozsirent Fy uréené libovolnym ireducibilnim polynomem f € F [x] stupné m.

Definice. Jsou-li F,» O F, kone¢na télesaa a € Fyn, pak prvky o, a9, aqz, ... ,oﬂnfl
se nazyvaji konjugované k o nad Fy.
Je-li F, prvotéleso télesa F» (neboli ¢ je prvoéislo), pak prvky «, a4, aq2, ceey ad" !

se nazyvaji absolutné konjugovane k o nad F,.

Poznamka. Necht m(z) je minimalni polynom prvku o € F» nad F,. Vime, zZe

. v v17 . v d—1 . 7. o 7 v/
jeho stupeti d déli n a jeho kofeny (a,a?, ..., a? ) jsou navzdjem rizné a lezi v
podtélese F a télesa Fyn. Tedy
2 d—1 d d+1 m—1 d—1
a, a0 ... a o =a,a?f =a,...,a9 =af
navzajem ruzné
v 7 7. o 7 o 2 d—1 . v v e
a kazdy z navzajem rtznych prvkid a,a?, a9 ..., af se opakuje presné 7-krat.

Vsimnéte si, ze plati
m(z) =(x—a)(z—a?)...(x— aqd_l),
tedy konjugované prvky mizeme naopak vyuzit pro hledani minimalniho polynomu
libovolného prvku.
P¥iklad. Uvazujme téleso F1g = Zz[a]/(a* + a + 1) a prvek 8 = o® + a € Fyg.
Pak prvky konjugované k 8 nad Fs (tedy absolutné konjugované prvky) jsou
B=o’+a,f = +a)" =0’

=) =a=a+a23 =2 =(*+a?)? =+’ +a+1

Prvky konjugované k 8 nad F, jsou 3, 3.
Miniméalnim polynomem prvku 3 nad F5 je tedy

m(z) = (z — (&’ + a))(z — a®)(z - (&’ + a?))(z — (&’ + o + a + 1)),

coz po roznasobeni vyjde
m(z) =zt + 2>+ 22+ + 1.
Minimélnim polynomem prvku § nad Fy je
m(z) = (z — (&® +a))(x — (&®+a?)) = 2> + (a + o)z + 1.

Prvek a + o? je skuteéné prvkem Fy, protoze (a + o?)* = a + o?.

3.5. Automorfismy. Mezi automorfismy (symetriemi) koneéného télesa existuje
jeden vyznacny, kterému se fiké Frobenitiv.

Véta 3.9. Zobrazeni o1 : Fpn — Fpn definované predpisem o1(o) = of je auto-
morfismem télesa Fpn

Diikaz. Zobrazeni o1 pro libovolné a, 5 € Fyn spliiuje o1(a + §) = o1(a) + 01(5)
(podle Lemma 2.5) a o1(« - 8) = o1(a)o1(8) (to je trividlni). Zobrazeni oy je tedy
homomorfismus. ProtoZe o1 neni nulové zobrazeni (napf. protoze o1(1) = 1), je o1
monomorfismus. Prosté zobrazeni mezi stejné velkymi koneénymi mnozinami je na,
tedy o7 je automorfismus. |
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Definice. Zobrazeni o z predchozi véty se nazyva Frobenitiv automorfismus télesa

Fp'nr .

Nésledujici véta ukazuje, jak vypadaji vSechny automorfismy konecného télesa.

Véta 3.10. Zobrazeni o;: Fpn — Fpyn proi=0,1,2,...,n — 1 definovand predpi-
sem o; = o’ (neboli o;(a) = aP" ) jsou navzdjem riznd a tvoii viechny automorfismy
F,..

Diikaz. Necht o je libovolny automorfismus F,». Cheme ukézat, ze 0 = o0; pro
néjaké 0 < ¢ < n — 1. Vezmeme libovolny primitivni prvek 5 € F,» a f(z) jeho
minimalni polynom f(z) = ap + a1z + -+ + a,2™ nad Fp,. Ukazeme, zZe i 0(f5) je
korenem f:
f@(B)) = ao+aro(B)+az(a(B)* + - +an(o(B))"
o(ao) + o(ar)o(B) + o(az)(a(8))? + - + a(an)(a(8))"
= olap+a1f+-+a,0") =0(0)=0,

kde v prvni Gpravé jsme vyuzili, Ze o je Fp-automorfismus (kazdy automorfismus
zachovéva, prvotéleso). Podle véty 3.7 je tedy o(f8) = P pro né&jaké 0 < i < m.
Pak ale 0 = o0, protoZze automorfismus je jednoznacné urcen obrazem primitivniho
prvku.

Zbyva ukazat, ze automorfismy jsou navzajem rtazné. To jsme ale vidéli v dikazu
véty 3.7 — pokud 0 < i < j < n, plati 87" # B, tedy 0;(8) # 0,(3). Tim spis
ag; 7é gj. U

Poznamky.

o Grupa automorfismt télesa F;,» je tedy cyklickd grupa fadu n. Generatorem
je naptiklad Frobeniiv automorfismus o7y .

e Piipomenime, Ze kazdy automorfismus F,» je Fp-automorfismus. Snadno lze
ukdzat, ze Fpm-automorfismy télesa Fyn» jsou pravé oo, opm, 0om, - On_m.
Bud 1ze dokazovat stejné jako pfedchozi vétu, nebo se podivat, které auto-
morfismy zachovavaji podtéleso Fpm. Grupa F,m-automorfismt télesa Fpn»
je tedy cyklickd grupa fadu -.

e Vsimnéte si, Ze vSechny prvky absolutné konjugované k « jsou prave vsechny
prvky, které ziskame aplikaci vSech automorfismt na «. Podobné, vsechny
prvky konjukované k a € F4» nad F, ziskdme aplikaci vSech F;-automorfismii
na a.

e Automorfismus télesa urcuje automorfismy jeho aditivni grupy a multipli-
kativni grupy. Vzhledem k tomu, Ze libovolny (grupovy) izomorfismus za-
chovava fady prvkia, plati, ze prvky konjugované k o maji stejny rad v
multiplikativni grupé télesa. Specidlné, prvky konjugované k primitivnimu
prvku jsou primitvni.

3.6. Maticova reprezentace prvku koneénych téles. V této casti ukizeme
jak lze prvky konecnych téles reprezentovat maticemi tak, Ze sc¢itdni a nasobeni
prvki télesa odpovidaji béznému séitani a nasobeni matic. Metoda je zalozena na
doprovodné matici polynomu:

Definice. Necht f(z) = ag+ajx+...+a,_12" 1 +2" je ireducibilni polynom nad
télesem F. Doprovodnou matici polynomu f rozumime nésledujici matici A typu
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n X n nad télesem F':

0 0 O 0 —ap

1 0 0 0 —a

0 1 0 0 —a2
A= :

0O ... 0 1 0 —ap_2

0O ... 0 0 1 —ap

P¥iklad. Doprovodnou matici polynomu f(z) = 22 + 1 € F3[z] je

0 -1 0 2
a=(17)-(13)
Pfipomeneme pojem dosazeni matice do polynomu a Cayley-Hamiltonovu vétu

z linearni algebry.

Definice. Mé&jme polynom g(x) = bg+b1z+- - -+by 2™ nad télesem F a étvercovou
matici A nad stejnym télesem. Pak definujeme

g(A) =bol + b1 A+ -+ b, A™,
kde I je jednotkova matice stejného radu jako A.

Véta 3.11. Necht A je étvercovd matice fddu n nad télesem F a p(A\) = det(A—AI)
jeji charakteristicky polynom. Pak p(A) = 0 (kde 0 zde znaci nulovou matici 7ddu

Z ptedchozi véty vypocteme:

Véta 3.12. Necht A je doprovodnd matice monického ireducibilniho polynomu
f(z) € Flz]. Pak f(A) =0.

Diikaz. Spoceteme charakteristicky polynom matice A:

-2 0 o ... 0 —ag
1 =X 0 ... 0 —ay
0 1 X ... 0 —a9
det(A — AI) = det . . . . =
0 e 0 1 —>\ —Ap—2
o ... 0 0 1 —A—ap_1
0 0 0 0 7(1070,1)\*"‘*(111—1)\”717)\”:7f(>‘)
1 =x 0 ... 0 —ay
o 1 =X ... 0 —a2
= det . . . . =
O 0 1 —)\ —Qp—2
0 0 0 1 —A—anp—1
1 =X 0 0
0 1 =X 0
= (=)™ (=f (X)) det =(=1)"f(N)
0 0 1 =)

(=)
(=)
(e
—
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V prvni Gpravé jsme k prvnimu fadku piidetli A-ndsobek 2. fadku, A\2-nasobek 3.
fadku, ..., A" l-nasobek n-tého fadku. V druhé tpravé jsme determinant rozvinuli
podle prvniho fadku. V tfeti apravé jsme pouzili skutecnost, ze determinant horni
trojuhelnikové matice je roven soucinu prvkia na diagonaéle.

Véta je nyni disledekm véty 3.11. O

Snadnym disledkem je nésledujici tvrzeni o maticové reprezentaci prvki kore-
nového rozsiteni.

Tvrzeni 3.13. Necht f(x) je ireducibilni monicky polynom nad F stupnén a A je
jeho doprovodnd matice. Oznacme

M ={g(A) |degg < n}.

Pak zobrazen  : Flo]/(f(a)) — M definované pro g(0) € Fla]/(f(a)) vetahem
d(g()) = g(A) je izomorfismem téles.

Diikaz. Zobrazeni ¢ ziejmeé zachovava séitani. Disledkem véty 3.12 je, Ze zachovava
nasobeni. ProtoZe ¢ je netrivialni, je ¢ prosty homomorfismus. Ale ¢ je zfejmé na,
tedy je to izomorfismus. ([

Priklad. Pro f(z) = 2%+1 € F3[z] je doprovodna matice A = ( (1) (2) > Skuteéné
plati A241 = 0. Za prvky Fg lze povazovat matice 0,1,21, A, A+1, A+21,2A,2A+
1,2A+2I:

(o0)-Cov)(Gae)(va)ii)(is)
(20)(1)(52)

Je to proto, Ze zobrazeni ¢ : Fs[a]/(f(a)) — M z pfedchoziho tvrzeni (pfifazujici
prvku aa + b matici aA + b) je izomorfismem.

3.7. Cviceni.

(1) Nakreslete Hassev diagram podtéles télesa Fzzso.

(2) Urcete vyctem prvkt podtéleso Fy télesa Zo[a]/(a* + ol + 1).

(3) Ukazte, Ze o neni primitivnim prvkem télesa F = Z3[a]/(a? + 1). Jaky je

fad prvku a? Najdéte v télese F néjaky primitivni prvek.

(4) Najdéte minimalni polynom prvku v/2 + v/3 nad télesem Q.

(5) Najdéte minimalni polynom prvku o + a2 nad télesem Z[a]/(a* +a+1).

(6) Zvolte si n&jakou reprezentaci télesa F4 a najdéte nad timto télesem vSechny

ireducibilni polynomy stupné 1 a 2. Urcete predem, kolik jich je.

(7) Najdéte néjaky kofen polynomu f(z) = z* + 2 + 1 v télese Zz[a]/(a* +
a® 4+ a? + a + 1). Dopoététe zbylé kofeny uzitim véty 3.7 a rozlozte f(x)
na linedrni ¢initele.

(8) Reprezentujte maticemi prvky Fg vyuzitim polynomu f(z) = 2> +z +2 €
F3[z]. Ukazte, Ze « je primitivnim prvkem Fs[a]/(p(a)). Z toho plyne, Ze
maticova reprezentace bude obsahovat matice 0, A, 42,..., A% kde A je
doprovodna matice f(x). Vysvétlete proc.
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4. ODMOCNINY Z JEDNE A CYKLOTOMICKE POLYNOMY

V této sekci se budeme zabyvat polynomy z™ — 1 a jeho kofeny — n-tymi odmoc-

ninami z jedné. Tyto poznatky jsou potfebné napf. v poéitacové algebie (rychla
Fourierova transformace) a teorii kédu (délitelé polynomu z™ — 1 odpovidaji cyk-
lickym kédam.)
Definice. Je-li K libovolné téleso, pak rozkladové rozsiteni K uréené polynomem
2™ —1 € K|z| se nazyva n-t€ cyklotomické téleso nad K a oznacuje se K (). Mnozina
vech korenii polynomu 2" —1 v K™ se zna¢i E( | prvky E(™ nazgvame odmocniny
z jedné.

27

Piiklad. V pifpadé K = Q mame K™ = Q(¢*") a E™ = {¢*%" | 0 < j < n}.

Poznamka. Téleso Fp» je (p" — 1)-ni cyklotomické rozsifeni libovolného svého
podtélesa (protoze podle véty 2.8 se 2P ~1 —1v F,. rozkldd4 na soucin linedrnich
¢initelt a nerozklad4 se na soudin linedrnich éinitelt v zddném vlastnim podtélese.)

Véta 4.1. Nechtn > 0 a K je téleso charakteristiky p (pfipoustime moznostp = 0).
Pak platt
(1) pokud p t n, pak ™ — 1 md v K™ jednoduché koteny a B je cyklickd
podgrupa Fddu n multiplikationi grupy (K™)* télesa K™,
(2) pokudp|ln an = p'm, kde p{m, paka"—1= (zm—l)pl. Tedy K™ = K™
a koreny polynomu ™ — 1 jsou prvky E™) | kazdy s ndsobnosti p'.

Drikaz. (1) Polynom z™—1 nemaé spole¢ny kofen s jeho formalni derivaci (z™ —
1)’ = (n mod p)x™~1, protoze n mod p # 0. Tedy 2" — 1 nem4 Zadny vice-
nasobny kofen a E(™) obsahuje pfesné n prvki.

Ziejmé 1 € E™. Jsou-li £, u € E™, pak (ép)” = €"p™ = 1. Je-li € € B,
pak (671" = L(&~H)" = ¢ (¢7H)" = 1" = 1. Tedy E™ je podgrupa
(K™)* (protoze E(™ je konecna, stacilo ovéfovat uzavienost na nasobent).

Diikaz cykli¢nosti E(™ je obdobny dikazu cykli¢nosti multiplikativni
grupy koneéného télesa (Véta 3.3), proto vynechdme detaily. Necht n =
plf e ~p,lf je rozklad na prvocinitele. Pro kazdé i = 1,...,t existuje prvek

a; € EM| pro ktery plati a;’j # 1. Potom prvek b; = aipil ma Tad pi a
bi,...,b; je generator grupy E().
(2) Podle Lemmatu 2.5 plati (a + b)pl =a? + b pro libovolné prvky K. Zcela
stejnym zpiisobem se ovéid, Ze vztah (a(z) + b(z))P" = a(z)?' + b(z)P plati
i pro libovolné polynomy a(z),b(x) € K|x]. Takze (2™ — 1)pl = (a:m)pl +
(—1)pl = 2"+ (—1)711, Pokud je p liché dostavame z™ — 1. Pro p = 2
dostavame z" + 1 =z" — 1.
[

Poznamka. Protoze kofeny 2" — 1 v K(™) jsou navzijem riizné, plati

" —1= [ (=-9).

EGE(")

Definice. Necht K je téleso charakteristiky p a p { n. Pak libovolny generator E™
(neboli prvek faddu n) nazyvame primitivni n-td odmocnina z 1 nad K.

Poznamky.
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e Jinymi slovy ¢ je primitivnd n-t4 odmocnina z 1, pokud ¢® =1 a ¢4 # 1
pro zadné 0 < d < n.

e Kazda n-t4 odmocnina z 1 je primitivni d-tou odmocninou z 1 pro jisté d|n
(protoze fad prvku grupy E(™ déli ¥4d grupy E(™), coz je n).

o Je-li £ generator B, pak E(™ = {1, €2, ... "1}, Plati, Ze £° je také
generator E(™) pravé tehdy, kdyz NSD(s,n) = 1. Tedy pokud p = char T
nedéli n, pak existuje ¢(n) primitivnich n-tych odmocnin z 1 nad K.

e Obecnéiji, je-li € primitivni n-tou odmocninou z 1, je £* primitivni m—
tou odmocninou z 1.

e Pro libovolnou primitivni n-tou odmocninu z 1 ¢ je ziejmé K™ = K(&).

Piiklad. Uvazujme K = Q a n = 6. Primitivni n-té odmocniny z 1 jsou e% a

i

e 3.
Definice. Necht K je téleso charakteristiky p, p 4 n. Pak polynom
Qn(x) = H (33 - g)
¢ je primitivni n-t4 odmocnina z 1
se nazyva n-ty cyklotomicky polynom nad K.

Poznamka. Necht £ je libovolnd primitivni n-t4 odmocnina z 1. Pak podle pred-
chozi poznamky plati

Q@)= J[ @-¢).
0<s<n
NSD(s,n)=1
Stupent polynomu @, je ¢(n).

Piiklad. Uvazujme opét K = Q. Mame

Qi(z) = x-1

Q2(x) = z+1

Qu(z) = (z—i)(z+i)=a2>+1

Qs(x) = (—e3)z—eF)=2>—2+1

Véta 4.2. Necht K je téleso charakteristiky p, p4n > 0. Pak plati

(1) " —1= Hd|n Qd(!ﬂ)
(2) koeficienty Qn(x) leZi v prvotélese télesa K. Je-li p = 0, pak koeficienty
Qn(x) jsou celd cisla.

Diikaz. (1) Tvrzeni je disledkem toho, ze 2" — 1 = [[;cgw (z — &) a libo-
volny prvek ¢ € E(™) je primitivni d-t4 odmocnina z 1 pro néjaké d|n (viz
poznidmky vyse).

(2) Budeme postupovat indukei dle n. Polynom Q;(z) =  — 1 m4 koeficienty
v prvotélese télesa K. Necht tvrzeni plati pro vSechna d < n. Z rovnosti
a" — 1 =[]y, Qa(x) spocteme
" —1

d<n
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Citatel i jmenovatel zlomku maji koeficienty v prvotélese télesa K. Podilem
dvou polynomi s koeficienty v K je opét polynom s koeficienty v K (bé-
hem algoritmu pro déleni polynomi se zbytkem jsou vSechny mezivysledky
polynomy nad K).

V piipadé p = 0 jsou koeficienty Q1(x) celoéiselné. Indukéni predpoklad
je, ze koeficienty Qq(z) jsou celociselné pro kazdé d < n. Z rovnosti

" -1

a indukéniho predpokladu vyplyva, Ze koeficienty @, (z) jsou celoiselné,
nebot délime-li monicky celodiselny polynom monickym celoé¢islenym poly-
nomem, jsou vsechny mezivysledky celoc¢iselnymi polynomy.

O

Piiklady. V nésledujicich ptikladech uvazujeme libovolné téleso K vhodné cha-
rakteristiky (aby byl splnén pfedpoklad o nesoudélnosti z predchozi véty).
e Spocteme @, (x), kde r je prvoc¢islo. Vime, ze Q,-(x) ma stupenn ¢(r) = r—1.
Z ptechozi véty vime, ze 2" — 1 = Q1(x) - Q(z). Protoze Q1(x) = z — 1,
mame
z" —1 2 r—1
Qr(;v):x_lzl—f—x—i—x +ota

e Spocteme @,.x(x), kde r je prvocislo a k je pfirozené ¢islo. Stuperi musi
vyijit p(r*) = (r — 1)r¥=1. Z piedchozi véty dostdvame

1= Qi) Qr(x) - Qua(x) -+ Qi (),

ale také .
—1
2" —=1=0Q1(x) Qr(x) -+ Qur—r(x),

¢ili

2 -1 = (@ = 1)Qu ()

-1
Qpi(z) = e
Quie) = 142" 4o g gl

e Spocteme Q12(z). P¥i vypoctu vyuzijeme 26 — 1 = Q1 (2)Q2(2)Q3(2)Qs(z)
a vztah pro 4 z prechoziho cviceni.

2 — 1= Q1(2)Q2(2)Q3(z)Qs(z) - Qu(z) - Qi2(z) = (2° — 1) (2 + 1)Q12(2),
tedy Y
-1

_ .4 2
_x8+x6—x2—1_x —x“+1.

Q12(z)

Poznambky.

e 7 prechozich prikladt by se mohlo zdat, Ze koeficienty polynomi jsou vzdy
0,1 nebo —1. Neni tomu tak, napiiklad

Quos(x) = a8 4 a7 446 _ 43 _ 42 gpdl _ 440 ;39 | ;36 4 ;35 4 34
a3 B2 4 Bl 028 26 o024 22 20 4 17 4 016 4 005

4 4B ¥ 2T P+t a4+ 1
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e Polynom @, (z) je stejny pro vechna télesa K charakteristiky 0. Vezememe-
li koeficienty modulo p vznikne n-ty cyklotomicky polynom pro libovolné
téleso K charakteristiky p (dikaz viz cviceni.)

e Pro télesa charakteristiky 0 je polynom @, (z) ireducibilni nad Q. Dikaz
Ize najit naptiklad v ...

Véta 4.3. Necht K = F, a NSD(q,n) = 1. Necht d je nejmensi kladné prirozené
¢islo takové, Ze ¢* = 1 mod n. Pak

e K — F
@(n)

e Polynom Qn(x) se rozkladd na soucin 3= rizngch monickyjch ireducibil-
nich polynomi téhoZ stupné d.

Diikaz. Necht K = F, a NSD(g,n) = 1. Bud & primitivni n-t4 odmocnina z 1.
Prvek £ lezi v télese F . pravé tehdy, kdyz plati §qk_1 = 1, coz je ekvivalentni
nlg® — 1, tedy ¢¥ = 1 mod n. Takze ¢ € F 4, € nelezi v zadném vlastnim podtélese
FaaKM™=K(¢) =Fg.

Necht f(x) je libovolny monicky ireducibilni faktor @Q,,(x). Ozna¢me ¢ libovolny
koten Q,(z) v K. Zfejmé f(z) je minimalni polynom ¢ nad F, a ¢ je primitivni
n-t4 odmocnina z jedné. Stupeii minimélniho polynomu je roven dimenzi K(&)
jakozto vektorového prostoru nad K. Podle pfedchoziho odstavce je tato dimenze
rovna d. Stupeii Q,(z) je p(n) a @,(x) nem4 vicendsobné koteny, takze @, (z) se

rozklada na soucin % riznych monickych ireducibilnich faktort. O

Poznamka. Cislo d z piedchozi véty déli o(n).

Priklady.
e Uvazujme K = Fj5 a polynom 236 — 1. Podle véty 4.2 plati

2?0 —1= Ql(HT)Q2($)Q3($)Q4(x)QG(QC)Q9($)Q12(x)le(x)Q36($)7

kde polynomy na pravé strané maji stupné poradé 1,1,2,2,2,6,4,6,12.
Z predchozi véty odstdvame, Zze polynom Qs(z) je ireducibilni, protoze
nejmensi d takové, ze 59 = 1mod 3 je 2; polynom Q4(x) se rozklada
na linerni faktory, protoze 5' = 1 mod 4 (skuteéns, Q4(z) = 22 +1 =
(z+2)(z—2)); polynom Qg(x) je ireducibilni; polynom Qg(z) je ireducibilni,
protoze 52 = =2 % 1mod 9, 52 = —1 # 1 mod 9 a hledané nejmensi d déli
©(9) = 6; polynom Q12(x) se rozklada na souéin dvou kvadratickych iredu-
cibilnich polynomt, protoze 5% = 1 mod 12; polynom Q15(x) je ireducibilni,
protoze 52 = 7mod 18 a 5> = —1 mod 18 a polynom Q3zs(x) se rozklada
na soucin dvou ireducibilnich polynomt stupné 6, protoze 53 = 17 mod 36,
52 = 25 mod 36 a 55 = 172 = 1. Rovné# jsme zjistili, ze FC% = Fyo
e Uvazujme K = Fj5 a polynom x'? — 1. Plati

2?1 = Qi(z)Q2(2)Qs(x)Qu(x)Qs(7)Q12(z) =
= (@-D+D)E@*+z+ D@2+ 1)(@? -2z +1)(2* —2® +1).
V ptedchozim piikladu jsme zjistili, Ze 2%+1 se dale rozklad4 na (v+2)(z—2)
a ze polynom Qqa(x) = 2* — 2% + 1 m4 dva ireducibiln{ faktory stupné 2

(takze F'"? = Fs2). Refenim 2* — 22 + 1 = (22 + az + b)(22 + cz + d)
ziskdme rozklad % — 22 +1 = (22 + 22 — 1)(22 — 22 — 1). Tedy ireducibiln{
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rozklad z'2 — 1 nad Fj je

21 =(z-1)(z+D)(z+2)(z—2)(2* +z+1)(2®> —2+1)(2® +22—1)(2® — 22 —1).

Ozna¢me « jeden z kofentt 22 +2x — 1. Z véty 3.7 vime, ze druhym kofenem
polynomu z? + 2z — 1 je o®. Polynom 2 +2x — 1 = (x — a)(z — &) je mini-
maélnim polynomem « a o® nad F5. Dalsi dvé primitivni 12-té odmociny z 1
jsou a” a o'l (viz poznamky za Vétou 4.1). Jejich minimalnim polynomem
je nutné 2 — 2o — 1. Primitivni 6-té odmocniny z 1 jsou o? a «!?, jejich
minimalnim polynomem je Qg(z) = 22 — 2x + 1; primitivn{ 4-té6 odmocniny
z 1 jsou o, o aplati {a3,a%} = {2, -2} (protoze Q4(x) = (z+2)(z —2));
primitivni 3-ti odmocniny z 1 jsou a?, a8, jejich minimalnim polynomem je
2% 4 2z + 1; primitivni druh4 odmocnina z 1 je o® = —1; primitivni prvni
odmocina z 1 je a® = 1.

Uvazujme K = F5 a polynom 2> — 1. Z véty 4.1 dostavame z'° — 1 =
(23 — 1)5. Z predchozich cviceni vime, Ze Q3 je ireducibilni nad Fj, tedy
rozklad polynomu z'° — 1 € F5[z] na ireducibilni faktory je

21— 1= (2% = 1) = (Qu(@)Qs(x))” = (x — 1)°(a? + & + 1)°.

4.1. Cvicéenli.

Spocitejte Q15(z) nad Q.
Rozlozte polynom Q15(z) € Fa[x] na ireducibilni ¢initele.
Ozna¢me @, (x) znaél n-ty cyklotomicky polynom nad Q a R, (z) znadi
n-ty cyklotomicky polynom nad télesem charakteristiky p { n. Dokazte, Ze
koeficienty R, (z) jsou stejné jako koeficienty @, (z) modulo p.
Najdéte primitivni devaté odmocniny z 1 v télese Fig.
Necht K je libovolné téleso a n > 1. DokaZte, Ze polynom z" 1 + "2 +
-+ 41 je rozlozitelny kdykoliv n je sloZené.
Najdéte nejmensi prvoéislo takové, ze 222 4+ 22! 4 ... +1 je ireducibilni nad
F,.
Najdéte nejmensich deset prvocisel p pro néz je aP~t + 2P~ 1 + ... +1
ireducibilni nad Fs.
Dokazte nésledujici vlastnosti cyklotomickych polynomi (nad télesem pro
néz polynomy existuji)

o Qmp(z) = %”;(ZU;)), kde p je prvocislo a p { m.

o Qup(r) = Qm(zP), kde p je prvocislo a p|m.

® Qupr() = Qmp(xpkfl), kde p je prvocislo k,m jsou libovolna pfiro-

zend Cisla.

o Qon(z) = Qn(—2), kde n > 3 je liché.

e ,(0)=1, kden > 2.

e Qu(z V)z?™ = Q,(x), kde n > 2

0 pokudn=1,
Qn(1)=4¢ p pokud n je mocnina prvoéisla p,
1 pokud n mé dva rtzné prvociselné délitele.
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pokud n = 2,

pokud n =1,

pokud n je dvojnasobek mocniny prvocisla p,
jinak.
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5. MOBIOVA INVERZNf FORMULE

V této Casti si pomoci Mébiovy inverzni formule vypocteme pocet monickych
ireducibilnich polynomt daného stupné nad kone¢nym télesem F,, odvodime vzo-
rec pro soucin monickych ireducibilnich polynomt a vzorec pro n-ty cyklotomicky
polynom.

Definice. Mdbiova funkce je zobrazeni i : N — {—1,0,1} definované predpisem

1 pokud n =1
pn =<4 (=1)* pokud n je soucin k riiznych prvocisel
0 pokud p?|n pro n&jaké prvocislo p

Jingmi slovy, u(n) je nenulova, pokud v rozkladu n na prvoéisla je kazdé prvocislo
v prvni mocniné. V tomto pfipadé je rovna 1, pokud je téchto prvocisel sudy pocet
a —1 jinak.

Lemma 5.1. Pro libovolné prirozené cislo n plati
|1 pokudn=1
;M(d)_{o pokud n > 1

Diikaz. Pro n = 1 je tvrzeni zfejmé, predpoklddejme tedy n > 1 a necht n =

plfl p§2 e pé” je rozklad n na prvocinitele.

Suld) = pW)+ > pd+ D pat=

d|n d=p; d=pip;,i#j

OO = irno

kde predposledni rovnost plyne z binomického vzorce. ([l

Véta 5.2 (Mobiova inverzni formule). Necht G = (G, +) je komutativni grupa a
H h:N — G zobrazeni. Pak

H(n) = Zh(d) pro viechna n € N
dl

praveé tehdy, kdyz

h(n) = Z,u(d)H (%) = Zu (%) H(d) pro vSechnan € N
din dn

Dikaz. Dokazeme implikaci =-. Druhou implikaci 1ze dokdzat podobné (viz cviceni).
Zrejmé plati }_;, p(d)H (%) = > 1) H(d). Déle

S (5) = Y| ud Y k@) | = 3D udh(e) = >3 aldh(e) =

d|n d|n cl g dn c|% cln d| %
= 2| MO nld) ) = hn),
c|n d|z

kde v posledni tpravé jsme vyuzili predchozi tvrzeni. O
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Poznamka. Mame-li grupu G psanou multiplikativng, pak pifedchozi véta tika, ze
H(n) = H h(d) pro vsechnan €N
d|n

nastane pravé tehdy, kdyz

h(n) = HH (%)H(d) = HH(d)“(%) pro vSechna n € N
d|n d|n

V této kapitole vyuzijeme piechozi vétu pro grupu celych ¢isel s operaci scitani
a pro grupu raciondlnich funkei (racionédlni funkce je podil polynomil) s operaci
nasobeni.

5.1. Soucin monickych ireducibilnich polynomu stupné n nad F,. Ozna¢me
MIP,, ,,(z) souin monickych ireducibilnich polynomi stupné n nad F,. Podle di-
sledku 3.6 je z9" — z soucinem vsech monickjch ireducibilnich polynomt nad F,
stupné, ktery déli n. Seskupenim polynomu podle stupnu dostaneme

29—z = HMIPq,d(x).
d|n

Pouzijeme Mobiovu invezni formuli pro grupu racionalnich funkci s operaci nasobeni
a funkce H(n) = 29" — x, h(n) = MIP, 4(z). Dostavame vztah

n w(d)
MIP, () = [ (qu _ a:) .
d|n

Piiklad. Souéin vSech monickych ireducibilnich polynomt stupné 6 nad F5 je
(2% — 2) (2% — x)

20 e 2% \w(2) (.27 o \m(B) (2 _ . u(6) _ —
(@~ PO — 2 O e = ap (e -y = e

= x54+...

5.2. Pocet monickych ireducibilnich polynomi stupné n nad F,. Oznacime
PMIP,, , pocet monickych ireducibilnich polynomt stupné n nad F,. Srovnanim
stupiii ve vztahu 4" — z = [14, MIP, q(x) (viz vise) dostévame
q" =) d-PMIP, 4.
d|n
Uzitim Mobiovy inverzni formule pro grupu celych ¢isel s operaci s¢itani a funkce
H(n) = ¢" a h(n) =n-PMIP,,, dostdvame
n-PMIP,,, = > u(d)qi,
d|n

neboli

a3

1
PMIP,,, =~ > uld)g.
d|n

Piiklad. Pocet monickych ireducibilnich polynomu stupné 20 nad Fs je

25 2% 4 (2)2'° 4 p(4)2° + ()2 + pu(10)2° + u(20)2) =
1

1
= (220 _ 210 _ 94 4 92} = — 1047540 = 52377.
20( +2%) 200750 52377
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Poznamka. Odvozeny vzorec lze téz vyuzit k dikazu, Ze existuje ireducibilni po-
lynom stupné n: Uzitim velmi hrubého odhadu dostavame

1 n 1 n n— n— 1 n qn_l
B S TR Y (O 1
d|

n q—1

5.3. Vypocet Q,(z). Mé&jme koneéné téleso F, a ¢islo n nesoudélné s g. Z véty
4.2 vime, Ze

" —1= HQd(as)
d|

Uzitim Méobiovy inverzni formule pro grupu racionalnich funkci s operaci nasobeni
a funkce H(n) = z™ — 1 a h(n) = Q,(z) dostavdme

Qn(z) = H(I% _ 1)u(d).

d|n
Priklad.
Qu(z) = (x12 _ 1)#(1)(956 _ 1)#(2)(:1;4 _ 1)#(3)(353 _ 1)#(4) (:1:2 _ 1)#(6)@ _ 1)#(12) —
_ (2" —1)(2* — 1) — ot 2.

(z6 —1)(z* - 1)

5.4. Cviceni.

(1) Dokazte, ze Mobiova funkce splituje p(mn) = p(m)p(n), pokud NSD(m,n) =

1.
(2) Dokazte pro libovolné pfirozené ¢islo n rovnost
Z 1(d) _ ¢ (n)
d n
dln

(3) Dokazte, ze 3, 1(d)¢(d) pro libovolné sudé n.

(4) Dokazte, ze 3, [u(d)| = 2F kde k je pocet riiznych prvociselnych déliteli
n.
(5) Dokazte druhou implikaci ve vété 5.2.
(6) Vypoctéte MIP; ¢(z) ze vzorce odvozeného v této kapitole.
(7) Dokazte, ze

1
PMIP,, ,, < E(q" -q)

s rovnosti praveé tehdy, kdyz n je prvocislo.
(8) Dokazte, ze

q n
L (43—
n(g —1) ( )

(9) Vypoctéte Qso(z) ze vzorce odvozeného v této kapitole.

(10) Dokazte vlastnosti polynomii Q,,(x) ze cviceni 8 z pfedchozi kapitoly.

1
PMIP,, > —q¢" —
n
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6. FAKTORIZACE POLYNOMU NAD KONECNYM TELESEM

V této Casti si ukdazeme Berlekampiuv algoritmus na faktorizaci polynomu nad
koneénym télesem.

6.1. Bezctvercova faktorizace. Nejprve se nauéime dany polynom rozloZit na
soucin tzv. bezétvercovych polynomii:

Definice. Necht F je téleso. Polynom f(x) € F[z] nazyvame bezctvercovy, pokud f
neni délitelny druhou mocninou néjakého nekonstantniho polynomu. (Neboli, pokud
v rozkladu f(z) = aff*(x)... f*"(z), kde a € F a f;(z) jsou monické ireducibilni
navzdjem nesoudélné, je ky = ko = - =k, = 1.)

Budeme potiebovat néasledujici jednoduché tvrzeni.

Tvrzeni 6.1. Necht g(z), f(x) jsou polynomy nad libovolngm télesem F a k > 1
je prirozené ¢islo. Pokud g*(z)|f(x), pak ¢*~1(x)|f'(x), kde f'(z) znaci formdini
derivaci f(x).

Diikaz. Dtiikaz je snadny uzitim vzorce na derivaci soucinu, viz cviceni. O

Spocitame f'(z) a d(x) = NSD(f(z), f'(x)). Nastane jedna ze t¥{ moznosti.

e d(z) = 1. Pak f(z) je podle Tvrzeni 6.1 bezctvercovy.

e d(z) = f(x), neboli f'(x) = 0. Pak f(z) = ¢gP(x) pro jisty polynom g(z),
kde p je charakteristika télesa F (viz cviceni). Nyni staéi stejnym postupem
rozlozit polynom g(x).

e 0 <degd(z) < deg f(z). V tomto ptipadé je

f(z)
=d(z) 222
@) = (@) 3
a tento rozklad je netrivialni. Navic % je bezétvercovy (plyne z Tvrzeni

6.1, viz cviceni), tedy sta¢i rozlozit polynom d(x).

Priklad. Rozlozime polynom f(z) = 28+ 225+ 2° + 223+ 22 +2 € Z3[x] na soudin
bezétvercovych polynomu. Spocitame

fl(x) = 22" +22*+22
diz) = a25+2%+1
flx)  _

i@ ~ Tt

Staéi tedy rozlozit polynom d(x) = 2% + 23 + 1. Protoze d'(z) = 0, musi platit

d(z) = g(z)® pro jisty polynom g(z). Skuteéns, d(xr) = (22 + x + 1)3. Protoze

NSD(g(x), g'(z)) = 1, polynom g(x) je bezétvercovy. Tedy hledany rozklad je
f@) = (@ +2)(a® + = +1)°.

Neni to rozklad na ireducibilni ¢initele (viz cviéeni).

6.2. Rozklad bezétvercového polynomu - Berlekampuv algoritmus. Na-
1ézt netrividlni rozklad bezétvercového polynomu f(z) ndm umoziiuje nésledujici
tvrzeni.
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Tvrzeni 6.2. Necht f(x) € F,[z] je monicky bezétvercovy polynom. Necht h(zx) €
F,[x] je polynom takovy, Ze hi(x) = h(x) (mod f(x)). Pak

f(z) = I NSD(f(2), h(x) - a).
acF,
Diikaz. Z¥ejmé NSD(f(x),h(z) — a)|f. Protoze polynomy h(z) —a a h(z) — o
jsou pro a # a’ nesoudélné, jsou nesoudélné i polynomy NSD(f(z),h(z) —a) a
NSD(f(x),h(x) — a’). Tedy Haqu NSD(f(x), h(x) — a)|f.

Plati f(x)|h?(x)—h(x) (protoze hi(z) = h(x) (mod f(x))). Z véty 2.7 dostaneme
dosazenim polynomu h(z) za proménnou x vztah h?(z) — h(z) = [[,cp, (h(z) —a).
Takze

fITT (h@) = a).
a€F,
Necht f(z) = fi(x)f2(z)... fu(zx) je rozklad f na ireducibilni ¢initele. Pro li-
bovolné 1 < i < n dostdvdme z piedchoziho vztahu f;(x)|(h(xz) — b) pro né-
jaké b € Fy, tedy f;(z)[NSD(f(z), h(z) — b)]| Haqu NSD(f(x),h(x) — a). Protoze
polynomy f;(z) jsou po dvou nesoudélné (vyuzivdme bezctvercovost f(x)), plati
f(@) = fi(@) ... fu(@)| ]aer, NSD(f(2), h(z) = a).

Zjistili jsme, ze polynomy f(z) a Haqu NSD(f(x),h(x) — a) se navzijem déli.

Protoze jsou oba monické, jsou stejné. O

Vsimnéte si, Ze rozklad polynomu f(x) poskytnuty pfedchozim tvrzenim je ne-
trividlni kdykoliv 0 < deg h(z) < deg f(x). Neni samoziejmé ihned jasné, Ze takovy
vhodny polynom h(x) vibec existuje. Dalsi tvrzeni nejen dava kladnou odpoved,
ale poskytuje mnohem vice informaci o struktufe téchto vhodnych polynomu.

Tvrzeni 6.3. Necht f(z) € F,[z] je polynom s ireducibilnim rozkladem f(x) =
fi(@) fa(z) ... fu(x). Oznacme

W = {h(z) € Fylz] | degh(z) < deg f(x), hi(z) = h(z) (mod f(z))}.
Pak

e pro libovolny polynom h(xz) € W a1 <i <n je h(z) mod f;(z) € F, a
e z0brazeni ¢ : W — Fy

o(h(x)) = (h(z) mod fi(x), h(z) mod fo(x),...,h(x) mod f,(z))
je izomorfismem vektorovych prostori.

MnoZina W je tedy vektorovy prostor nad F, dimenze n.

Dikaz. V dikazu pfedchoziho tvrzeni jsme vidéli, Ze pro libovolny polynom h(z) €
W al<i<jplati f;(x)|h(z) —a pro n&jaké a € Fy, ¢ili h(z) mod fi(z) =a € Fy.

Zvolme libovolny vektor (aj,...,a,) € F; a uvazujme soustavu kongruenci
h(z) = a; (mod fi(x)), 1 < i < n. Cinskd véta o zbytcich zarucuje pravé jedno
feseni h(z) modulo fi(x)fa(x)... fn(z) = f(x). Tedy ¢ je prosté. Protoze hi(z) =
al = a; (mod f;(z)) (viz Tvrzeni 2.6), plati h?%(z) = h(z) (mod f(z)) (opét diky
jednoznacnosti modulo f(x)). Zobrazeni ¢ je tedy bijekce. Snadno nahlédneme, ze
¢ zachovava séitani a skalarni nasobeni, tedy W je vektorovym prostorem nad F;

a ¢ je izomorfismus. O
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Zbyva vyresit otazku, jak prvky W nalézt.

Ozna¢me k = deg f(x). Uvazujme polynom h(z) = by + byw + -+ + by_1zF~1 €
F,[x]. Zajima nés, kdy h?(z) = h(z) (mod f(x)), neboli kdy h?(x) mod f(x) =
h(zx). Uzitim Lemma 2.5 (podobné jako v dikazu 4.1 jej pouzivame pro polynomy)
a Lemma 2.6 dostaneme

h? = (bg4 bz +box? + -+ by_1a* 1) =
= bg + (blx)q + (b2l‘2)q + -+ (bk_1$k71)q =
= b() + bll'q + b21'2q 4+ -4 bk,1$(k71)q.

Oznacime s; ; koeficient u 2 polynomu 279 mod f(z), 0 <i,j < k:

®*mod f(z) =1 = 80,0 + S1,08 + -+ + sk,l,oxk_l
z?mod f(z) = so1+si1z+--+ sk_ma:k*l
2k =D mod flx) = sop-1+s1 -1+ + Skfl,kflxk_l
Nyni mame
k—1 k—1
hi(z) mod f(z) = Zbﬂ:]q mod f(z) = ij (279 mod f(z)) =

Oznaéme hi(z) mod f(z) = co + c12 + ... cg—128 1. Odvozeny vztah lze maticové
zapsat takto:

Co bo 50,0 50,1 .- S0k—1
C1 by 51,0 S1,1 S1,k—1
=9. . s kde S = .
Ck—1 br—1 Sk—1,0 Sk—1,1 --- Sk—1k—1

Rovnost h?(x) mod f(z) = h(x) tedy nastane pravé tehdy, kdyz S(by,...bx_1)T =
(bo, -, br_1)T, tedy pravé tehdy, kdyz (S — I)(b,...,bx—1)T = (0,0,...,0)T (I
zde znadi jednotkovou matici). Odvodili jsme néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.4. Necht S je matice k x k, jejiz sloupce jsou koeficenty polynomii
1,27 mod f(ac) 20 mod f(x),...,2* D9 mod f(z). Pak polynom h(z) = bo-+b1z+

b1 2F Y leF ve W prdvé tehdy, kdyz (bo,...,bk—1) je TeSenim homogenni
soustavy rovnic s matici S — I.

Béazi feSeni homogenni soustavy rovnic s matici S — I, tedy bazi prostoru W,
ziskdme Gaussovou eliminaci. Dimenze W (=pocet prvki baze) je podle Tvrzeni
6.3 rovna poctu ireducibilnich faktor polynomu f(x). VSimnéte si, Ze prvni sloupec
matice S — I je nulovy, takze vektory (a,0,0,...,0) jsou vzdy feSenim. Tyto vek-
tory ale odpovidaji konstantnim polynomim ve W, které nas nezajimaji, protoze
neposkytuji netrivialni rozklad.
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Pri rozkladu polynomu bychom tedy mohli postupovat takto:

e Resenim soustavy rovnic s matici S — I zjistime pocet ireducibilnich faktort
n polynomu f(z). Je-li f(z) ireducibilni (neboli zjistény pocet faktori je
rovny jedné), jsme hotovi.

e Jinak uré¢ime libovolné feseni dané soustavy rtizné od (a,0,0,...,0) a ozna-
¢ime piislusny polynom h(x).

e Vzorec z Tvrzeni 6.2 ndm d4 netrividlni rozklad f(z) = g1(z)g2(x) . .. gi(z).

e Pokud [ = n jsme hotovi, jinak rekurzivné urcime ireducibilni rozklad po-
lynomi g (z), g2(), ... gi(z).

Uvedeny postup lze ponékud optimalizovat. Misto nalezeni libovolného ”zajima-
vého” polynomu h(z) uréime bazi hi(x) = 1, ha(z),..., hy(z) prostoru W (poly-
nom hj(x) =1 a jeho nésobky odpovidaji nezajimavym konstantnim polynomtim).
Pouzijeme hg(z) na nalezeni netrividlniho rozkladu f(x). Jednotlivé faktory se po-
kusime déle rozlozit polynomem hs(x), atd. Takto postupujeme dokud nenajdeme
n netrividlnich faktorta. Tento postup vede k cili:

Tvrzeni 6.5. Necht fi(x), fa(z) jsou dva rizné ireducibilni faktory f(x). Pak
existuje 2 < i < n takové, Ze fi(x) a fo(x) déli rizné cleny rozkladu f(x) =
[Licr, NSD(f(2), hi(z) — a).

Diikaz. Necht f(xz) = fi(x)fa(x)... fn(z) je ireducibilni rozklad polynomuf(x).
Nejprve si vsimneme, Ze polynom f;(z) (j = 1,2) déli NSD(f(z),h; — a) pravé
tehdy, kdyz f;(z)|hi(x) — a, coz nastane pravé tehdy, kdyz h,(x) mod f;(z) = a.
Vektory ¢(hi(z)), p(h2(x)),. .., ¢(hn(x)) (viz Tvrzeni 6.3) tvoil bazi Fy, takze
alesponn jeden z téchto vektori mé rtzné prvni dvé slozky. Jinymi slovy, exis-
tuje i takové, ze a = h;(x) mod fi(z) # h;(x) mod fo(z). Pak ale fi(x) déli
NSD(f(z), hi(x) — a), ale fa(x) tento polynom nedéli. O

Pi¥iklad. Rozlozime polynom f(z) = 2*+1 € F3[z] na ireducibilni éinitele. Protoze
NSD(f(z), f'(x)) = 1, f je bezétvercovy. Nejprve spocteme matici S. Plati

(z) = 1
(@) = o
% mod f(z) = 222
(z) = 2% mod f(z) = (22?)2° mod f(z) = 22° mod f(z) = =.

Takze
1 0 0 O
0 0 0 1
5= 00 2 0
01 00

Gaussovou eleminaci pfevedeme S — I do odstupniovaného tvaru

0 0 0O 01 0 2 01 0 2
§_ 1= 6201} (0010} 0010
0010 0 2 01 00 0O
01 0 2 00 0O 00 0O
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Béze je napiiklad (1,0,0,0), (0,1,0, 1), coz odpovida polynomim hq (z) = 1, ha(z) =
x + 3. Polynom f(z) se tedy rozklad4 na 2 ireducibilni ¢initele. Spoéteme

NSD(f(x), ha(z) —0) = NSD(z*+1,2%+2)=1
NSD(f(x), ha(z) —1) = NSD(z* +1,2° + & +2) = 2% + 2z + 2
NSD(f(x), ha(z) =2) = NSD(z*+1,2° +z+1) =2 + 2 +2.

Hledany rozklad je tedy
2t 1= (2% 4+ 22+ 2)(2? + 2+ 2).
S

F,lz] a h(z) € W je ne-
< degh(x) < deg f(x)). Z

6.3. Zassenhausuv algoritmus. Necht opét f(x)
konstantni polynom (tedy h?(z) = h(z) (mod f(z)), 0
predchozi ¢asti vime, ze
f(@) = T] NSD(f(x), h(z) - a)
acF,
je netrividlni rozklad polynomu f(z). Pokud je ¢ velké vzhledem k poctu ireduci-
bilnich faktort polynomu f(z), bude vétsina faktort NSD(f(x), h(z) — a) rovna
jedné, takze veétsinu nejvétsich spoleénych déliteldt budeme pocitat zbyteéné. V
této kapitole si ukazeme, jak urcit ”zajimavé” prvky a € F, — ty prvky pro néz
NSD(f(x), h(x) — a) # 1. Toto vylepSeni Berlekampova algoritmu se nazyva Zasse-
nhaussiv algoritmus.
Ozna¢me A mnozinu ”zajimavych” prvku:
A ={a € Fy | NSD(f(z), h(z) — a) # 1},
Tedy
#() = [] NSD( (), h(x) — )
a€A
a zadny clen tohoto rozkladu jiz nelze vynechat. Uvazujme polynom

Gy) = [[w-w.
acA

Mnozina A je tedy mnozinou kofent polynomu G(y).

Protoze (z) = [T, s NSD(/ (x), h(z)—a), plati f(2)] [T,c.(h(x)—a) = G(h()),
tedy f(x)|G(h(z)). Polynom G(y) je monicky polynom nejmensiho stupné s touto
vlastnosti:

Véta 6.6. Oznacéme

J={9(y) € Fyly] | f(2)lg(h(x))}.
Pak J je idedl Fyly] generovany G(y) (neboli J = G(y)F4[y]).

Dikaz. Jsou-li g1(y), 92(y) € J, pak f(x)|g1(h(2)), f(x)|g2(f(x)) atedy i f(z)|(g1—
92)(h(2)). Je-li k(y) € Fqly], pak také f(z)[k(h(z)) g1(h(z)) = (k-g1)(h(x)). Ukdzali
jsme, ze J je ideal.

F,[z] obor integrity hlavnich ideald, existuje monicky Go(y) € J takovy, ze
vSechny polynomy v J jsou nésobkem Go(y), tedy J = Goly]Fqly]. Specidlné
GoWIG(Y) = [laealy — a), tedy Go(y) = [I,ea,(y — a) pro néjaké Ay C A. Pro-
tore £(2)|Go(h(®)) = [,e r, (h(z) — a), plati £(2) = [, 4, NSD(F(2), h(z) — )
Odtud plyne Ay = A (zadny prvek v rozkladu f(z) = [[,c4 NSD(f(z), () — a)
nelze vynechat, tak byla mnozina A zvolena) a tedy Go(y) = G(y). O
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Ozna¢me m = |A| (vSimnéte si, Ze m je nejvySe pocet ireducibilnich faktorti
polynomu f(x)) a

Gly) =bo+bry+---+bpy™, beF, b, =1
Vztah f(z)|G(h(x)) je ekvivalentni s G(h(x)) mod f(z) = 0.
G(h(z)) mod f(z) = (bo+bih(z)+ -+ byuph™(z)) mod f(z) =
= by +bi(h(xz) mod f(x))+ -+ by (h™(z) mod f(x))
Tedy f(z)|G(h(z)) pravé tehdy, kdyz
0 = by + b1 (h(z) mod f(z)) + - + by (h™(z) mod f(x)),

tedy 0 je linedrni kombinaci polynomu 1, h(z) mod f(z), ...a bg,..., b, = 1 jsou
koeficienty této linearni kombinace.

Pii hled4dni G(y) tedy mtizeme postupovat takto: Pocitdme postupné A/ () mod
f(x) a prvni index j, pro které jsou polynomy 1,h(x) mod f(z),...,h’(z) mod
f(z) linedrné zavislé. Spoc¢teme by, by, ..., bm—1,bn = 1, aby 0 = by + b1 (h(x) mod
f(@))+ -4+ b (h™(x) mod f(x)). Nyni najdeme kofeny G(y) (napf. postupem v
nésledujici ¢asti) a madme mnozinu A.

Pi¥iklad. Rozlozime polynom f(x) = 2¢ — 32° + 52% — 923 — 522 + 62+ 7 € Fa37]
pomoci Zassenhausenova algoritmu.
Spocteme, ze plati NSD(f(z), f/(z)) = 1, tedy f(x) je bezétvercovy polynom.
Zaéneme poditat Berlekampovym algoritmem. Spoc¢teme 279 mod f(z) pro j =
0,...,n — 1. Dostavame matici

5 —-10 0 11 -3
0 10 7 0 0
-1 10 9 —4 —10
8 0 -8 7 9
-3 1 0 7 2
0 -10 -9 -1 2 -9
Matice S — I ma hodnost 3, baze nulového prostoru je napft.
(1,0,0,0,0,0),(0,4,2,1,0,0),(0,—2,9,0,1,1).

Polynom f(z) mé tedy 3 ireducibilni faktory.
Vezméme napiiklad polynom odpovidajici druhému vektoru h(x) = 2® + 222 +
4z € W. Plati

OO OO

RO(z) = 1
h*(z) mod f(z) = 2®422% +4x
h*(z) mod f(z) = T72°+T7a*+22° —22° — 62— 7
h3(z) mod f(z) = —112° —1lz* —2® —92® — 52 —2

Plati (h®(z) mod f(x))—5(h*(z) mod f(x))+11(h(x) mod f(z))—10 = 0, takze
G(y) = y3 — 5y? + 11y — 10. Kofeny G(y) jsou —3,2 — 6.
Zbyvéa spocitat
NSD(f(x),z® +22% +42+3) = x—4
NSD(f(x),2® +22% + 42 —-2) = 2> —2+7
NSD(f(x),2* +22% + 42 —6) = 23 +22> +42 -6
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Takze
f(2) = (x —4)(2* — 2+ 7) (2> + 22 + 42 — 6)
a potoze pocet ireducibilnich faktort je 3 je toto jiz ireducibilni rozklad polynomu

f(@).

6.4. Vypocet kofenit polynomi. Bud f(z) € F,[z]. Pti hledani korend poly-
nomu f, které lezi v F,, napfed izolujeme tu ¢ast polynomu f(z), ktera obsahuje
linearni délitele. To udéldme snadno, nebot vime, ze kazdy prvek a € F je (jedno-
duchym) kofenem polynomu z? — = € F[x]. Kazdy linedrni délitel polynomu f(x)
tak déli také polynom z? —x a tedy také NSD(f(z), 2% —z). Tento nejvétsi spoleény
deélitel je tak sou¢inem vSech rtznych linedrnich délitelt polynomu f(x).

Miuzeme tedy od zacatku predpokladat, ze polynom f(z) € F,[z], jehoz kofeny
chceme najit, se nad F, rozkldd4 na soucin linedrnich ciniteld. Pfedpokldddme, Ze
n
f(@) = (@ - a0,
i=1

kde aq,...,a, jsou navzdjem razné prvky F,.

Je-li ¢ malé &islo, pak lze najit kofeny f(x) zkusmo dosazovanim, neboli vypo-
¢tem hodnot f(0), f(1),....

Pokud q je liché, lze pouzit nasledujici metodu. Pro b € F plati

fl@=b)z? -z = (V2 —1)(2(0-D/2 1),
Pokud je x délitelem f(z — b), plati f(—b) = 0 a nasli jsme kofen f(x).
Pokud z neni délitelem f(z — b), plati f(x)|(z@=1/2 = 1)(2(4=D/2 1-1) a tedy
f(x —b) = NSD(f(z — b), 2 1/2 _1) .NSD(f(z — b), 2 D/2 1),

Déli-li f(x — b) jednoho z Cinitelt na pravé strané, pak plati bud z(¢=1/2 =
1 mod f(z — b) nebo x(?=1/2 = —1 mod f(z — b). V tomto malo pravdépodobném
pfipadé zkusime jiné b. Jinak dostdvame netrividlni rozklad f(x). Tim dostdvame
pravdépodobnostni algoritmus pro nalezeni kofent f(x) € F,[z].

P¥iklad. Najdeme ty kofeny polynomu f(z) = 2% — 725432 —72% +42% —2x -2 €
F17, které lezi v F17.

Hledané kofeny polynomu f(z) jsou pravé koteny polynomu g(z) = NSD(f(z), z'"—
7). Eukleidovym algoritmem zjistime, ze g(x) = x* + 623 — 522 + 7o — 2.

Napfted zvolime b = 0. Pfimym vypoctem zjistime, ze

207V/2 = 28 = 1 mod g(x)

takze tato volba b nedéva netrividlni rozklad g(z).

Zvolime b = 1. Pak g(z —1) = 2 +22% — 3z — 2 a x(P~1)/2 = 28 = 423 — 722 +
8z — 5 mod g(z — 1), takze volba b = 1 ndm dava netrividlni faktorizaci g(z — 1).
Plati

NSD(g(x —1),2% +1) = NSD(2* + 22 — 32 — 2, —4a® — 72> + 82 —4) = 2® — Tz +4
a
NSD(g(z —1),2% —1) = NSD(z* + 22% — 32 — 2, —4a® — 72° + 82— 6) = 2® — 8z +8
atedy g(z — 1) = (2% — Tz + 4)(2? — 8z + 8), coZ vede k ¢astetné faktorizaci

g(x) = (z* = br — 2)(a® — 62 + 1) = g1(w)ga(2)
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Abychom rozlozili g1 (x) a go(z), zkusime b = 2. Plati g;(z — 2) = 2% + 8z — 5 a
2% = —8x + 2 mod g1 (x — 2). Spocitame

NSD(g1(x —2),2% + 1)) = NSD(2* + 82 — 5, — 8z +3) =2 + 6

a tedy g1(z —2) = (z + 6)(z + 2), neboli g;(x) = (z + 8)(x + 4).
Déle go(x—2) = 2247z = z(x+7), ¢ili —2 je kofen ga(z) a g2 (7) = (x+2)(2+9) =
(x + 2)(z — 8). Zjistili jsme tak, zZe

9(x) = g1(x)g2(z) = (z + 8)(z + 4)(z + 2)(z — 8)
a kofeny g(z) a tedy i f(x) v F17 jsou —8,—4, -2, 8.

Pro hledani kofenti polynomu s koeficienty v koneénych télesech neprvociselné
mohutnosti se pouzivaji jiné algoritmy.

6.5. Cviceni.

(1) Dokazte Tvrzeni 6.1.

(2) Necht f(z) € F(x) je libovolny polynom a ozna¢me d(x) = NSD(f(x), f'(x)),
d(x) # 0. Dokazte, ze % je bezdétvercovy.

(3) Necht f(z) je polynom nad télsem F,m takovy, Ze f'(z) = 0. Dokazte, Ze
existuje polynom g(x) € Fpm|[x] takovy, ze f(z) = ¢gP(z).

(4) Rozlozte polynom f(x) = 28+22°+25+223+ 22 +2 € Z3[z] na ireducibiln{
Cinitele.

(5) Rozlozte polynom f(x) = 2% + 28 + 2% + 23 + 1 € Zy[x] na ireducibilni
Cinitele.

(6) Ukazte, ze polynom x% + 1 je nerozlozitelny nad raciondlnimi ¢isly, ale je
rozlozitelny nad kazdym konec¢nym télesem.



