Regeni testil, linearni algebra 09/10 zima

Test 1. ze dne 7.10.2009. Urcete vSechna feSeni nasledujici soustavy rovnic
nad télesem racionalnich ¢isel
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Reseni.
(a) Gaussovou eliminaci pfevedeme matici do odstupiiovaného tvaru:
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V prvni praveé jsme prvni fadek vynasobili ¢islem % V druhé tpraveé jsme (—2)-
nasobek 1. fadku pricetli k 2. a 1. fadek pficetli ke tfetimu. Ve tieti Gprave
jsme (—1)-nasobek 2. fadku pficetli k 3.. K odstupiiovanému tvaru mutiZzeme
samofejmé dospét mnoha jinymi zpisoby.

Oznac¢me proménné poradé zi,Tso,...,r5. Pivotni sloupce jsou prvni, tfeti
a paty, takze parametry jsou xo a xy4.

Spocitame libovolné Feseni soustavy (tzv. partikuldrni feSeni): Pro pohodli
zvolime xo = x4 = 0. Z posledni rovnice spocteme x5 = —2. z druhé rovnice
—x3 + 2x4 + 525 = 3, po dosazeni r3 = —13. Z prvni rovnice vyjde x1 = 34.
Ziskali jsme FeSeni (34,0,—13,0, —2).

Nyni zvolime za parametry zo = 1 a 4 = 0 a dopocteme FesSeni prislusné
homogenni rovnice. Vyjde (1,1,0,0,0). Volbou parametri zo = 0 a 24 = 1
dostaneme Feseni (—7,0,2,1,0).

Mnozina vSech feSeni dané soustavy je

{(34,0,-13,0,—2) + 5(1,1,0,0,0) + ¢(—7,0,2,1,0) : s,t € Q}



(b) Vyjde stejné.

Test 2. ze dne 21.10.2009. Urcete vSechna feseni nasledujici soustavy rovnic
nad télesem Zs.
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Reseni.
(a) vyjde stejné jako (b)

(b) Gaussovou eliminaci pfevedeme soustavu do odstupiiovaného tvaru:
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1. aprava: trojnasobek prvniho fadku pfic¢itame k druhému a dvojnasobek prv-
niho fadku pri¢itdme k poslednimu; 2. tprava: dvojnasobek druhého fadku pii-
¢itdme k tfetimu.

Parametry jsou druh4 a ¢tvrtd proménnd. Partikularni feseni je napt. (1,0, 4, 0).
Béaze feSeni homogenni soustavy je (1,1,0,0), (1,0,4,1). Mnozina vSech feSeni
je

{(1,0,4,0)+s(1,1,0,0)+¢(1,0,4,1) : s,t € Z5} = (1,0,4,0)+((1,1,0,0), (1,0,4, 1)).

(Soustava ma tedy 25 FeSeni.)

Test 3. ze dne 4.11.2009. Zjistéte, zda jsou nasledujici vektory z prostoru
73 line4drns zavislé. Pokud ano, vyjadtete néktery z téchto vektort jako linearni
kombinaci ostatnich.

(a) (2’17072)7 (17 ]‘)27 )7(1’07 172)7(272’ 1’2)
(b) (1’2707 1)7 (272)171)7(2’0’2)1)7(17 1’2’ 1)



Reseni.
(a) zjistime, zda existuji ¢isla a,b,c,d € Zs, alesponi jedno nenulové, pro
ktera

a(2,1,0,2) + b(1,1,2,2) + ¢(1,0,1,2) + d(2,2,1,2) = (0,0,0,0)

Rozepsanim do slozek dostaneme homogenni soustavu rovnic, kterou fadkovymi
upravami prevedeme do odstupniovaného tvaru.
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Soustava ma netrividlni FeSeni napf. (2,2,1,1), tedy vektory jsou linearné za-
vislé. Navic jsme zjistili, ze

2.(2,1,0,2) +2-(1,1,2,2) + 1-(1,0,1,2) +1-(2,2,1,2) = (0,0,0,0)

Z tohoto vztahu mizeme vyjadfit dokonce kterykoliv zadany vektor jako linedrni
kombinaci ostatnich. Vyjadfime naptiklad vektor (2,1,0,2):

(2,1,0,2) =2-(1,1,2,2) +1-(1,0,1,2) + 1-(2,2,1,2)

Test 4. ze dne 11.11.2009. Najdéte néjakou bazi podprostoru U vektorového
prostoru Z3 a dopliite nalezenou bézi U na bazi Z3.

(a) U =((1,1,0,1,1),(1,0,1,0,1),(1,0,1,1,0), (1,0,1,1,1), (1,1,0,0,0))
(b) U =((1,0,1,1,1),(1,1,0,0,1),(1,1,0,1,0),(1,1,0,1,1),(1,0,1,0,0))
Reseni. (b) Napiseme vektory do fadki matice a fddkovymi tipravami preve-

deme matici do odstupriovaného tvaru. Radkové tpravy neméni linearni obal
radka.
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Nenulové fadky matice v odstupnovaném tvaru jsou linearné nezavislé. Linearni
obal nenulovych Fadkd je stejny jako linedrni obal fadkt pivodni matice (pro-
toze fadkové tipravy neméni linedrni obal fadkd, jak jiz bylo fedeno). Béze U je
tedy napiiklad posloupnost

(1,0,1,1,1),(0,1,1,1,0),(0,0,0,1,1),(0,0,0,0, 1).

Nalezenou bazi U lze doplnit na bazi Z3 napiiklad vektorem (0,0, 1, 0,0). Vznikla
pétice vektorl je skutecné bézi, protoZe je linedrné nezavisla (a kazda linedrné
nezavisld pétice vektort v prostoru dimenze 5 je bazi). To lze vidét naptiklad tak,

Ze posloupnost (1,0,1,1,1),(0,1,1,1,0),(0,0,1,0,0),(0,0,0,1,1),(0,0,0,0, 1) tvoFi
fadky matice v odstupnovaném tvaru.

Test 5. ze dne 18.11.2009. V zavislosti na parametrech a,b € Zs urcete
dimenzi prostoru U < Zg.

(a) U={(a,1,2),(1,b,2),(1,2,1))

(b) U ={((a,2,1),(2,b,1),(2,1,2))

Reseni.
(a) Dimenze U je rovna hodnosti matice

1 2
A= b 2
2 1

— =

Elementarni radkové ani sloupcové iipravy nemeéni hodnost matice.

a 1 2 2 1 a
1 b 2 =h| 2 b 1 =
1 2 1 1 2 1
1 2 1 1 2 1
=h| 2 b 1 =h| 0 b+2 2
2 1 a 0 0 a+1

(V prvni Gpravé jsme prohézeli sloupce, v druhé fadky, v tfeti jsme vyeliminovali
prvni sloupec.)

Pokud b # 1 a a # 2, je posledni matice v odstupliovaném tvaru a jeji
hodnost je rovna poctu nenulovych fadkd, tedy h(A) = dimU = 3. Pokud
a = 2 je matice rovnéz v odstupniovaném tvaru nezavisle na b (i kdyz pro b =1
vypadaji stupné jinak nez v pfipadé b # 1), takze h(A) = dimU = 2. Pokud
b=1je

1 2 1 1 2 1 1 2 1
hl 0 b+4+2 2 |=h( 0O 2 |=hm|l 0 0 2],
0 0 a+1 0 0 a+1 0 0 O



kde v posledni tpravé jsme fagl—nésobek druhého radku pricetli ke tfetimu
(pozndmka: —%E = a + 1). Opét h(A) = dimU = 2.
Shrnuti: Pokud @ = 2 nebo b =1 je dimU = 2, jinak je dim U = 3.

(b) Vyjde, ze v ptipadé a = 1 nebo b = 2 je dim U = 2, jinak je dimU = 3.

Test 6. ze dne 25.11.2009. Spocitejte A~1, kde A je nasledujici matice nad

Z5:

(a)
0 2 3
A= 4 1 4
3 1 2

(b)
0 3 2
A 3 1 2
4 1 4

(a) Vyjde

A7l =

o W
==
NN O

(b) Budeme postupovat podle algoritmu vysvétleného na cviceni: (A|E) ~
..~ (E|ATY)

03 2|1 00 31 201 0
A=13 1 2|0 1 0 |~ 0 3 2|1 0 0 |~
4 1 4|0 0 1 4 1 4|0 0 1

31 210 1 0 30313 10
~1 03 211 00 |~{03 2|1 00|~
03 3|0 2 1 0 0 1|4 2 1

3 0 0|1 0 2 1 0 0(2 0 4
~( 030|313 ]~(01P0]1 21
0 0 1|4 2 1 00 1|4 2 1

Upravy: 1. prohozeni prvnich dvou fadkt, 2. dvojnasobek prvniho ke tietimu, 3.
trojnasobek druhého k prvnimu a ¢tyfnasobek druhého ke tfetimu, 4. dvojnéaso-
bek tfetiho k prvnimu a dvojnasobek tfetiho k druhému, 5. vynasobeni prvnich
dvou radku dvéma.

Takze

A7t =

N
NN O
=

Test 7. ze dne 2.12.2009. Uvazujme permutaci 7 nad Sy zadanou tabulkou
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(i) Zapiste 7 jako sloZeni nezavislych cykla.

)
(ii) Urcete znaménko 7 a zdavodnéte.
(iii) Spoctéte 71,

)

(iv) Spoctéte (13 5) L omo (1 35).

Reseni.
(ai) m=(1927)(384)(56)

(ail) zn(m) = 1, protoZe v zapisu pomoci nezavislych cykla je sudy pocet cykla
sudé délky

(aiii) 7! = (1729)(348)(56)
(aiv) (184)(2759)(36)

(bi
(b ii

) 7 = (1728)(364)(59)

) zn(w) = 1, protoze v zépisu pomoci nezavislych cyklt je sudy pocet cykla
sudé délky

(biii) 7' = (1827)(346)(59)

(b iv) (146)(2758)(39)

Test 8. ze dne 9.12.2009. Spocitejte determinant nasledujici redlné matice

(a)

024 0
320 0
-2 0 2 3
341 -1

(b)
2 3 00
2 0 0 4
4 3 -1 1
0 -2 3 2



2 4 0 2 0
320 0| | 32 -4 0 (—1)H+2 9. _g _;l g B
-2 02 3| |-20 2 3| s 7 1
341 —1 3 4 -7 -1
3 -4 0
=—2./7 -19 0 2-(1)3+3-(1)-‘§ __13‘
3 -7 -1

—=2-(3-(~19) — (—4)-7) = —58

Upravy: (—2)-nasobek druhého sloupce pfi¢itame ke tfetimu, rozvoj podle prv-
niho fadku, 3-nasobek tfetiho fadku pfi¢itame ke druhému, rozvoj podle tietiho
sloupce, definice determinantu 2 x 2.

(b) vyjde také —58

Test 9. ze dne 16.12.2009. Spocitejte A%, |A|, A~ pro nasledujici matici
A nad télesem Z~.

(a)

346
2 2 2
6 5 0
(b)
6 1 5
3 3 3
2 4 0
(a) Vyjde
4 2 3 3 5 4
Av=15 6 6 |, |[Al=6, A= 2 11
5 2 5 2 5 2
(b)
3 3 |15 15
40 4 0 3 3
Jed |3 3 6 5 |6 5 _zii
- 2 0 2 0 3 3 s 61
3 3] |61 6 1
2 4 2 4 3 3




Determinant zjistime jako prvek na misté 1,1 v matici A - A%¢.

|A|=6-24+1-6+5-6=6.

ad ad 5 1 5
M:%:%:WW%&M:133
|A] 116

Test 10. ze dne 6.1.2010.
(a) Homomorfismus f : Z3 — Z2 je ddn vztahem
f((z,y,2)) = (62 4 3y + 42,22 + 52), x,y,z € Z7.
Urcete matici f vzhledem k bazim B a C| kde

B=1(1,2,3),(2,4,2),(1,4,6), C=(4,4),(3,1).

(b) Homomorfismus f : Z3 — Z2 je dén vztahem
f(z,y,2)) = (b + 4y + 32,62 + 42), z,y,z € Z7.
Urcete matici f vzhledem k bazim B a C| kde

B =(2,4,6),(4,1,4),(2,1,5), C=(5,2),(3,3).

Reseni.

(a) Sloupce matice {f}p ¢ tvoii podle definice vyjddieni vektori pofadé f(1,2,3),
72.4,2) a f(1,4,6) v bizi C. Je f(1,2,3) = (3,3), /(2.4,2) = (4,0)
f(1,4,6) = (0,4). Vyjadreni vektoru (3,3) v bazi C' spoéitdme FeSenim

soustavy rovnic

4 3|3

4 1|3 )°
Vyjde {(3,3)}¢c = (6,0). Podobné spocitame {(4,0)}c = (3,2) a {(0,4)}¢c =
(5,5). (Vsimnéte si, 7ze feSime 3 soustavy se stejnou levou stranou, tyto

soustavy lze Fesit zaroven napriklad tak, ze si napiseme tii sloupce pravych
stran.) Matice f vzhledem k B a C' je tedy

{f}B,c—<g g g)
(b) Vyijde
e = (
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