10. Afinni a euklidovsky prostor

Definice 10.1. Afinnim prostorem A = A(V) nad vektorovym prostorem V rozumime trojici
(A, V,+), kde A je mnoZina, jejiz prvky nazgvame body, V je vektorovy prostor, + je operace, kterd
bodu a vektoru pritadi bod: + : A x V. — A, spliujici ndsledujici axiomy:

(i) a+ o =a (pro libovolny bod a € A)

(i) a+ (v+w)=(a+v)+w (pro libovolny bod a € A a vektory v,w € V)
(iii) Ke kazdé dvojici bodi a,b € A existuje pravé jeden vektor v € V', pro ktery a + v = b. Tento

vektor znacime b — a.

Euklidovskym prostorem E(V) rozumime afinni prostor spolu se skaldrnim soucinem - na V
(neboli euklidovsky prostor je afinni prostor nad unitdrnim prostorem,).
Dimenczi afinniho nebo euklidovského prostoru rozumime dimenzi prislusného vektorového prostoru.

(a+vy1)+ve=a+ (vy+ va)

V2

a—+ vy AN

a=a+o c
Obréazek 1: Afinni prostor.

Axiom (ii) ¥ik4, Ze ve vyrazech typu a + vi + v + ... nemusime psat zavorky. Z axiomu (i) a (iii)
vidime, Ze a — a = 0. Z axiomu (iii) vyplyva, ze a + (b — a) = b pro libovolné dva body a, b.

Zakladnim pfikladem afinniho prostoru je prostor A(7T™). Body i vektory jsou uspotradané n-tice prvku
T. Operace séitani bodu a vektoru je definovana jako obvyklé s¢itani n-tic. Vezmeme-li navic na

vektorovém prostoru 7" ,bézny“ skalarni souc¢in, mame zakladni priklad euklidovského prostoru —
prostor E(T™).

7 kapitoly o homomorfismech vektorovych prostort vime, Ze kazdy vektorovy prostor dimenze n je
izomorfni aritmetickému prostoru 7. Trochu vagné feceno, jediny vektorovy prostor dimenze n je,
aZ na izomorfismus (tj. pfeznacéni prvki), 7™. Prostory z predchoziho odstavce maji podobnou roli v
afinnich (euklidovskych) prostorech: Uvidime, Ze jediny afinni (resp. euklidovsky) prostor dimenze n
je, az na afinni (resp. izometricky) izomorfismus, prostor A(7") (resp. E(T")).

V libovolném afinnim prostoru plati néasledujici vztahy, ktera jsou v afinnim prostoru A(7") ziejmé.
Pozorovani 10.2. Necht A(V') je afinni prostor, a,b,c,d € A body, u,v € V vektory. Pak

(i) (a+u)—(b+v)=(a—b)+u—v,
(i1) (a—b)+ (c—d)=(a—d)+ (c—0),
(i) (a—b)+(b—c)=a—-c.



Dikaz. Pozorovani lze snadno dokazat pfimo z definice (viz cviceni), nebo lze vypocet pfevést na
vypocet v A(T™) (kde jsou tvrzeni zfejma) vyuzitim néjaké soustavy souradnic (viz nize). O

Podprostory

Definice 10.3. Necht A(V) je afinni (resp. euklidovskyj) prostor. Rikdme, e B(W) je podprosto-
rem A(V), pokud B C A, W C V, W je (vektorovym) podprostorem V, B je uzaviend na sc¢itini
bodu a vektoru z W a rozdil libovolngch dvou bodi z B je vektor ve W. Jinymi slovy, B(W) je
podprostor A(V'), pokud tvori se ziuZengmi operacemi prostoru A(V') afinni (euklidovsky) prostor.
Je-li b € B libovolny bod, pak

B=b+W={b+w|weW}

Naopak, pro libovolnyg bod b € A a podprostor W C V' je B(W), kde B = b+ W, podprostorem A(V).

Dikaz. Dokézeme nejprve druhé tvrzeni. Musime ukazat, ze

1. soucéet bodu b+ wy € b+ W a vektoru ws je bod v b+ W. To plati, protoze (b + w1) + wg =
b+ (w1 + wg) (axiom (i)).

2. rozdil dvou bodt b+ w1, b+ wa € b+ W je vektor ve W. To plati, protoze (b+wy) — (b+ wa) =
(b—0b)+ (w1 —wa) =0+ (W1 — wa) = w; — wa € V (podle Pozorovani, bod (ii), poznamce za
definici afinniho prostoru a axiomu (i)).

Prvni tvrzeni: Soucet bodu z B a vektoru z W je bod z B, tedy b+ W C B. Je-li a € B libovolny bod,
pak a — b € W podle definice. Pak ale a = b+ (a — b) € b+ W (podle poznamky za definici afinniho
prostoru). Cili B C b+ W. O

Chéapeme-li T" jako vektorovy prostor, pak podprostory jsou ,rovné utvary“ (pfimky, roviny, ...)
prochézejici po¢atkem. Podprostory afinniho prostoru A(7™) jsou ,rovné tutvary“, které pocatkem
prochézet nemusi.

Afinni prostor dimenze 0 je bod. Afinnimu prostoru dimenze 1 Fikdme pfimka, afinnimu prostoru
dimenze 2 fikdme rovina. Podprostoru dimenze n—1 v afinnim prostoru dimenze n fikdme nadrovina.

Pii zadani afinniho podprostoru vétSinou uvadime pouze mnozinu B a fikame, Ze B je podprostor
A(V).

Priklad. Mnozina B = (1,2,3)+((4,5,6)) = {(1,2,3)+¢-(4,5,6)| t € R} = {(1+4t,2+5¢t,3+6t)| t €
R} je podprostor afinnfho prostoru R3. Je to pfimka, protoze dim(W) = dim{(4,5,6)) = 1.

Mnozina B = (1,2,3) + ((4,5,6),(7,8,9)) je rovina a ziroveti nadrovina v R3, protoze dim(W) =
dim((4,5,6), (7,8,9)) = 2.



Soustavy souradnic, jejich transformace

Soustavou soufadnic v afinnim prostoru A(V') rozumime mnozinu S = {a,mj, mo, ..., m,}, kde
acAaM={mi,...,m,} je baze V.

Kartézkou soustavou soufadnic v euklidovském prostoru F (V') rozumime soustavu soutfadnic
S={a,m;,my,...,my,}, kde M = {m;,...,m,} je ortonorméalni baze V.

Bod a se nazyva pocatek soustavy soufadnic. Pfimky a 4 (u;) se nazyvaji souradnicové osy.
Soufadnice bodu b € A (resp. E) v soustavé soufadnic S definujeme jako vyjadieni vektoru b — a v
bazi M, tedy vztahem

{b}s = {b— a}ur.

Souradnice vektoru v € V v soustavé soufadnic S definujeme jako vyjadfeni vektoru v v bazi M,
tedy vztahem

{vis ={viu-

Zvolit soustavu soutadnic tedy znamend urcit pocatek — bod a, a vektory m;, které tvoii bazi. Kartézka
soustava soustava soufadnic je takova, Ze vektory m; maji velikost 1 a jsou navzajem kolmé.

Obrézek 2: Soustava soutadnic S = {a, mj, my} v A(R?). Bod b a jeho souiadnice.

U vektorovych prostori vime, ze {vi+va}y = {vi}am +{va}ta a {t-vi}ar = t-{vi}a pro libovolnou
bazi M, vektory vi,ve € V at € T. Operace ve V tedy ,mizeme provadét v A(T")“ prejdeme-li od
vektoru k jejich vyjadreni v bazi M. Podobn4 situace je u afinnich prostort — vSechny operace v afinnim
prostoru ,muzeme provadét v A(T™)“ prejdeme-li od vektoru a bodi k jejich vyjadieni vzhledem k
soustavé soufadnic S:

Tvrzeni 10.4. Méjme afinni prostor A(V') a jeho soustavu soutadnic S. Pro libovolné vektory vi,va €
V, body b,c € A a prvekt € T plati:

vitvats = {vi}s+{va}s, {t-vi}s=t{vi}s, {b+vi}s={bjs+{vi}s, {b—c}s={b}s—{c}s.

Je-li E(V') euklidovsky prostor a S kartézkd soustava soutadnic, pak pro libovolné vektory vi,ve € V
platt

vi-ve = {vi}s- {va}s.



Dikaz. Snadné. |

7 prvniho semestru vime, jak se méni soutadnice vektora pti pfechodu od béze k bazi. Nyni spocitame,
jak se méni soufadnice bodu pfi pfechodu od soustavy soufadnic k jiné soustavé.

Tvrzeni 10.5. Mé&jme dvé soustavy soutadnic S = {a,my,....m,} a 8" = {d/,m'y,... m',} v
afinnim prostoru A(V') dimenze n. Oznaé¢me P matici prechodu od bdze M = {my,...,m,} k bdzi
M ={m'y,...,m',} (tedy P = {id}3L,). Pak pro libovolny bod b € A a vektor v € V plati

{b}s ={a'}s + {b}s P,
{vls = {v'}s P".

Dukaz.
{bs = {b— abar = {(b— @) + (@' — )}ar = {@' — a}as + {0 — a'bas =
= {d'}s +{b—a}a PT = {d'}s + {b}s P".

Piiklad. V afinnim prostoru R? méame dény soustavy soufadnic
S ={a,m;,me} = {(1,1),(1,2),(-2,3)}, S ={d,m'y,m's} ={(—4,5),(5,3),(-7,14)}.

Napiste vzorecky na vypocet vyjadieni bodu b € R? (resp. vektoru v) v soustavé soutadnic S mame-li
dané vyjadreni v soustavé souradnic S’

Reseni. Najdeme nejprve matici prechodu P od M = {(1,2),(-2,3)} k M’ = {(5,3),(-7,14)}
metodou z kapitoly o homomorfismech:

1 =215 —7 1 -2 5 -7 1 -2 5 =7 1 0] 3 1
2 3|3 14 0 7|-7 28 0 1|-1 4 0 1(-1 4 )°

Tedy
31
p_<_14)

Spoc¢itame jesté {a'}s = {a’ —a}ryr = {(-5,4)} m:

1 -2]-5 1 -2|-5

2 3 4 0 7| 14 )’
tedy {a'}s = (~1,2).

Méjme bod b € R?, jehoz vyjadieni v S’ je {bls = (2/,9'). Pak vyjadieni b v S spoéteme podle
prechoziho tvrzeni

3 -1
{b}s = (:an) = (_172) + (:Elay/)PT = (_172) + (‘T,ay/) ( 1 4 ) ’
takze
r=-1+32"+vy, y=2-2"+4y.
Méme-li vektor v € R? jehoz vyjadieni v " je {v}s = (',%), pak {v}s = (z,y) spocteme
x=32"+vy, y=-2"+4y.



Afinni zobrazeni, izometrie

Definice 10.6. Necht A(V'), A'(V') jsou afinni prostory, a € A,a’ € A’ body, f : V — V' homomor-
fismus. Zobrazeni F : A — A’ definované predpisem

Fla+v)=d + f(v)

nazgyvame afinni zobrazeni vytvorené homomorfismem f. Je-li f monomorfismus, nazjvd se
F regularni afinni zobrazeni. Je-li f izomorfismus, nazyva se F afinnt izomorfismus.

Necht E(V'), E'(V") jsou euklidovské prostory. Afinni zobrazeni F : E — E' vytvotené homomorfis-
mem [ :V — V' se nazyjvd izometrie, pokud f je unitdrni zobrazeni (zachovdvd skaldrni soucin).
Pokud [ je navic izomorfismus, nazyvd se F izometricky izomorfismus.

Obrazek 3: Afinni zobrazeni z R? do R2.

Afinni zobrazeni je tedy uréeno obrazem jednoho bodu (v definici bylo uréeno F'(a) = a’) a obrazy
vektori. Na volbé bodu a nezalezi: Je-li F(a +v) = d' + f(v), pak také F(b+ v) = F(b) + f(v) pro
libovolny bod b € A, jak lze snadno ovérit.

Méjme afinni prostory A(U), B(V),C(W). Jsou-li F': A — B, G : B — C afinni zobrazeni vytvofena
homomorfismy f : U — V, g : V. — W, pak slozené zobrazeni GF : A — C je afinni zobrazeni
vytvorené homomorfismem f : U — W. Je-li F' afinni izomorfismus, pak existuje inverzni zobrazeni
F~1: B — Aatoto F je afinni zobrazeni vytvofené homomrfismem f~!: V — U. Ovéfeni téchto fakti
a formulaci podobnych tvrzeni pro euklidovské prostory prenechdame ¢tendfi. VSimnéme si rovnéz, ze
kazdé izometrie je reguldrni afinni zobrazeni (protoze unitarni zobrazeni je prosté).

Nyni dokdZeme pozndmku z prvni ¢asti: Jediny afinni (resp. euklidovsky) prostor dimenze n je, az na
afinni (resp. izometricky) izomorfismus, prostor A(T") (resp. E(T™)).

Véta 10.7. Kazdy afinni prostor A(V') dimenze n je afinné izomorfni aritmetickému afinnimu prostoru
A(T™). Kazdy euklidovsky prostor E(V) dimenze n je izometricky izomorfni aritmetickému euklidov-
skému prostoru E(T™).

Diikaz. Zvolime libovolnou soustavu soufadnic S v prostoru A(V'). Zobrazeni F'(b) = {b}s je afinni
izomorfismus prostora A(V') a A(T™), protoze pro libovolné b je F(b+v) ={b+ v}s = {b}s +{v}s,



tedy F' je afinni zobrazeni vytvofené izomorfismem f : V. — A(T"), f(v) = {v}m. Pro euklidovsky
prostor zvolime kartézkou soustavu souradnic a zobrazeni F' definujeme stejné. O

Parametrické a rovnicové vyjadieni podprostora A(7T™)

Kazdy podprostor B afinniho prostoru A(7T") mizeme vyjadfit ve tvaru B = a + V, kde a je né&jaky
bod z B a V je podprostor T". Zvolime-li néjakou bazi M = {mq,..., my} prostoru V, mame

B=a+ (my,...,my).

Tomuto vyjadreni se ¥ikd parametrické vyjadreni podprostoru B. Pfipomenme, Ze kazdy bod b € B
milzeme vyjadiit jako
b=a+timy +...+tymy, ¢, €T.

Vektor (t1,...,tx) je uren jednoznacné (protoze M je baze), je to vlastné vyjadieni bodu b v soustavé
soufadnic (a,my, ..., mg).

Z podprostory A(T™) jsme se jiz setkali pii feSeni soustavy rovnic. Uvazujme soustavu k rovnic o n
neznamych Az’ = b, kde h(A) = k = h(Ab), tj. Z4dna z rovnic neni ,nadbyteéna“ a soustava ma
feSeni. Mnozina vSech feSeni je v, + Ker(A), kde v, € T™ je libovolné feseni soustavy, dim(Ker(A)) =
n — k. Takze mnozina vSech feSeni je podprostor A(7T") dimenze n — k. Proto soustavé

AzT =b
fikdme rovnicové vyjadieni podprostoru v, + Ker(A).
Prechod od rovnicového vyjadfeni k parametrickému je zirejmy:
Piiklad. Uréete parametricky podprostor B C R® dany rovnicemi

.’L‘1+2.’L‘2—$3+ZE5 =1
201 +4xo 4+ x4 —x5 = 4

Reseni. Mame vlastné pouze vyfesit danou soustavu rovnic. Gaussovou eliminaci vypocteme

12 -1 0 2|1 12 -1 0 2|1

24 01 —-115 00 21 —5|2)°
Tedy B muzeme vyjadfit parametricky napi. takto (pfi po¢itani baze FeSeni homogenni soustavy volime
parametry na 2., 4. a 5. misté, volime postupné (0,0, 2), (0,2,0), (1,0,0), aby feseni vyslo ,hezky*)

B =(2,0,1,0,0) 4+ ((1,0,5,0,2),(-1,0,-1,2,0),(—2,1,0,0,0)).

Méjme nyni naopak parametrické vyjadieni B = a +V = a + (mjy,...,my) a chceme podprostor B
vyjadfit rovnicové. Tedy hledame soustavu n — k rovnic o n nezndmych Az” = b7, jejimZ feSenim je

pravé mnozina B. Jinymi slovy chceme, aby Ker(A) = V' a aby partikularnim fesenim byl bod a. To
jsme se naudili v kapitole o linearnich forméach a dualech. Napiseme vektory mj ... myj do radkt matice



C a do fadkt matice A napiseme néjakou bazi Ker(C'). Pak mame Ker(A) = V. Vektor pravych stran
urc¢ime, aby soustavu fesil bod a — zvolime b = Aa” .

Priklad. Najdéte néjaké rovnicové vyjadieni podprostoru B C R® daného parametricky

B =(2,0,1,0,0) + ((1,0,5,0,2),(-1,0,-1,2,0),(-2,1,0,0,0)).

Reseni. Postupujeme podle navodu nad piikladem. VyfeSime hommogenni soustavu rovnic s matici
C

1 0 5 0 2 10 5 0 2 10 5 0 2
c=-10 -1 20][|~]00 4 22 ]|~]1011 0 4
-2 1 0 00 01 10 0 4 00 4 2 2
Ker(C) = ((—-1,-2,-1,0,2),(5,10, —1,2,0))
Rovnicové vyjadieni B bude
—$1—2$2—$3+2$5:b1
5x1 + 10wy — x3 + 224 = bo
Pravou stranu uréime, aby zadané soustavé vyhovoval bod (2,0, 1,0,0), tedy by = —3, b2 = 9. Rovnicové

vyjadreni B je tedy napriklad:

—x1 — 229 — x3 + 225 = —3
51+ 10z0 — 23+ 224 =9

Viimnéme si jesté geometrického vyznamu ¥adkd v rovnicovém vyjadieni Az’ = b” podprostoru a+V
euklidovského prostoru E(R™). V euklidovském prostoru E(R") je Ker(A) rovno ortogonalnimu do-
pliiku linearniho obalu Ffadkt matice A. Tedy v fadcich matice A mame bazi ortogonalniho dopliiku
prostoru V. Jinymi slovy, linearni obal fadkt matice A je pfesné mnozina vektort kolmych na V. To-
muto prostoru se proto také rikd normalovy prostor, libovolnému nenulovému prvku tohoto prostoru
fikime normalovy vektor. V pfipadé, Ze a + V je nadrovina, tj. dim(V) = n — 1, pak normélovy
prostor mé dimenzi 1, tedy normalovy vektor je urcen jednoznac¢né az na nasobek.

Priklad. 221 — 322 + 4x3 = 2 je rovnicovy popis roviny (1,0,0) + ((—2,0,1),(3,2,0)) v R3. Vektor
(2,—3,4) je normalovy vektor. Normélovy prostor je ((2,—3,4)).



Vzajemna poloha podprostoru v afinnim prostoru

Definice a tvrzeni 10.8. Necht B(U) a C(W) jsou podprostory afinniho prostoru A(V'). Rikdme,
zZe B(U) a C(W) jsou

- rovnobézné, pokud U C W nebo W C U;

- ruznobézné, pokud maji alespori jeden spoleény bod a nejsou rovnobéziné;

— mimobézZné, pokud nemaji spolecny bod a nejsou rovnobézné.

Pokud BN C # 0, pak
BNC=d+({UNW), kdede BNC je libovolny bod.

Priniku BNC nékdy fikame prusecik B a C, je to nejuétsi afinni podprostor A(V'), ktery je obsaZen
v obou podprostorech.

Dukaz tvrzeni, viz cviceni.

Pro ovéfeni rovnobéZnosti dvou podprostorti si v§imnéme, Ze vztah W C W’ plati pravé tehdy, kdyz
dim(W v W) = dim(W”’). Podobné W/ C W pravé tehdy, kdyz dim(W v W’) = dim(W).

P#iklad. Uréete, zda jsou podprostory B = b+ W, B’ =¥ + W' C Z2 rovnobézné:

B=(1,2,3)+((1,0,4)), B =(3,0,1)+((1,4,3),(2,4,2))

Reseni. Ziejmé dim(W) = 1. Uréime dim(W’):

1 4 3 1 4 3 NS
(2 4 2)”(0 1 1)’ dim (W) = 2

Uréime dim(W v W)

14 3 1 4 3 1 4 3
011 |~]011]|~[011], dmWVvW)=2
10 4 01 1 00 0

Je tedy W C W/, podprostory B a B’ jsou rovnobézné.

Nasleduje kriterium na rozliseni riznobéznych a mimobéznjch podprostori:

Tvrzeni 10.9. Necht B(U) a C(W) jsou nerovnobézné podprostory afinniho prostoru A(V'). Ndsledu-
jict turzent jsou ekvivalentni:

(i) Podprostory B a C jsou riznobézné;
(i) Pro kazdé be B,ce C jeb—cecUVW;
(iii) Existujib € B,ce C jeb—ce UV W.

Diikaz. (i) = (ii). Vezmeme libovolny bod d € B N C. Vektor b — d lezi v U, vektor d — ¢ lezi v W
podle definice podprostou (uzavienost na od¢itani). Tedy b—c=(b—d)+(d—c) e UV W.



(if) = (iii) je zFejmé.

(iii) = (i). Protoze b—c € UVW, méme b—c=u+w,kdeuec U, we W.Bodb—u=c+wlezi v
BivC. ]

Pro praktické poc¢itani je uziteénd podminka (iii) spolu s pozorovanim, ze b — ¢ € U V W pravé tehdy,
kdyz dim((b —c) VU VW) = dim(U v W).

Méjme dvé mimobézné piimky p, ¢ v afinnim prostoru dimenze 3. Pfimku r = ¢ + (w), kterd protina
obé pfimky, nazyvame prickou mimobézek p a ¢ ve sméru w.

Tvrzeni 10.10. Necht p = a+u a ¢ = b+ v jsou mimobéiné primky v afinnim prostoru A(V)
dimenze 3 a w € V nenulovy vektor. Pak pricka mimobéZek p a q ve sméru (w) existuje pravé tehdy,
kdyz w & (u) V (v). V tomto pfipadé je uréena jednoznacneé.

Dikaz. Uvazujme rovinu p = a + (u, w). Pokud r je pficka p a ¢ se smérem w, pak r lezi v roviné p a
protina q. Protoze b & p (to plyne z toho, Ze p a ¢ jsou mimobézné), musi nutné w ¢ (u) V (v) (jinak
by se g a p neprotly). V tomto pfipadé je prinikem p a g jediny bod d (protoze ({(u)V (v))N(w) = {o}.
Tedy piicka r je uréena jednoznacné: r = d + (w). O

Piimky p a ¢ jsou mimobézné, pokud nejsou rovnobézné (to nastane pravé tehdy, kdyz dim(u, v) = 2)
a nejsou ruznobézné (to nastane pravé tehdy, kdyz dim(b — a,u,v) > dim(u, v)). Dohromady, p a ¢
jsou mimobézné, pravé kdyz dim(b — a,u,v) = 3.

Podminka w € (u) V (v) je splnéna, pravé kdyz dim(w, u,v) = dim(u, v).
Priklad. V afinnim prostoru R? naleznéte piicku mimobézek

p=a+(u)=(1,2,-1)+((1,-1,1)), ¢=b+(v)=1(0,9,—2)+((1,0,0))

ve sméru w = (1,2,0).

ResSeni. Ur¢ime nejprve dim(b — a, u, v)

1 -1 1 1 00 1 0 0
1 00|~]0 -11|~[0 -1 1],
1 -7 1 0 -7 1 0 0 —6

tedy dim(w,u,v) = 3 a p,q jsou skutecné mimobézné. Podobné ovétime, ze dim(w,u,v) = 3, tedy
pricka ve sméru w existuje.

Spocitame prusecik d pfimky ¢ s rovinou
p=a+ (u,w)=(1,2,-1)+((1,-1,1),(1,2,0)).

Prvni zptsob: Bod d lezi na ptimce ¢, tedy d = (0,9, —2) +«(1,0,0), a v roviné p, tedy d = (1,2, —1) +
B(1,—-1,1) + v(1,2,0). Rozepsanim do slozek ziskdme soustavu tfi rovnic o tfech nezndmych. Vyjde
a = 3. Takze d = (3,9, —2).



Druhy zpisob: Spocitdme rovnicové vyjadieni roviny p:

1 -1 1 1 -1 1
1 20 0o 3 -1

Resenim této soustavy je ((—2,1,3)).Dopoctenim pravé strany ziskdme vyjadieni
pr—2x+y+3z=-3.

Prusec¢ik d = (z,y, z) musi lezet na pfimce ¢, tedy (z,y, z) = (@, 9, —2), a v roviné p, tedy musi platit
—2a+9+4+3-(—2) = —3. Takze a = 3, d = (3,9, -2).

Hledan4 pficka je (3,9, —2) + ((1,2,0)).

Tvrzeni 10.11. Nechtp = a+u a g = b+ Vv jsou mimobéziné primky v afinnim prostoru A(V') dimenze
3 a c € A libovolng bod neleZici na p ani q. Pak pricka mimobéZek p a q prochdzejici bodem c existuje
pravé tehdy, kdyz c —a,c —b & (u) V (v). V tomto pripadé je uréena jednoznacné.

Dikaz. Uvazujme rovinu p = a + (u, ¢ — a). Pokud r je pficka p a ¢ prochazejici bodem ¢, pak r lezi v
roviné p a protina g. Tedy p a p nemohou byt rovnobézné. Ziejmé p a p jsou rovnobézné, pravé kdyz
¢—a € (u,v). Symetrickou tvahou (rovinu p vedeme pfimkou ¢ a bodem c) zjistime, ze ¢ —b & (u,v).
V piipadé, ze ¢ = a,c — b ¢ (u,v) je prunikem p a ¢ jediny bod d. Pticka r existuje a je urcena
jednoznaé¢né: r = d + (¢ — d). Detaily pfenechdme ¢tenéfi. O

Piiklad. V afinnim prostoru R? naleznéte piicku mimobézek
p=a+(u)=(3,3,3)+(2,2,1)), ¢g=b+(v)=1(0,5,-1)+((1,1,1))
prochazejici bodem ¢ = (4,5, 3).
Reseni. Snadno ovéiime, Ze dim(b—a, u, v) = dim{c—a, u, v) = dim{c—b, u, v) = 3, tedy piimky jsou

skuteéné mimobézné a pricka prochazejici bodem c existuje. Najdeme prisecik d pfimky ¢ s rovinou
prochézejici pfimkou p a bodem c:

p=a+{u,c—a)=(4,53)+((1,2,0),(2,2,1)).

Vyjde d = (0, —5,1). Hledana p¥icka je d + (c — d) = (0,—5,1) + ((4,0,4)) = (0,—5,1) + ((1,0,1)).

10



Vzdalenost a tuhel v euklidovskych prostorech

Necht E(V) je euklidovsky prostoru dimenze n. Vzdalenosti bodu a, b rozumime velikost jejich

rozdilu:
d(a,b) == [la = bl|(= \/(a = b)(a = b)).

Necht B a C jsou podprostory E (V). Vzdalenosti podprostoru B, B’ rozumime nejmensi moznou
vzdalenost b € B od ¢ € C:

d(B,C) :=min{d(b,c)| b e B,c e C}.
Uhlem vektorii u,v € V rozumime &slo /(u,v) € (0, %), Pro néz

v
/ S Lo/
€08 £(%,Y) = Tl

Uhlem podprostort B(U),C(W) rozumime nejmensi mozny thel a vektortt u € U,w € W:

/(B,C) :=min{/(u,w)|ueU,veW}

Minima v definici vzdalenosti a Ghlu dvou podprostori se skuteéné nabyva (nebudeme dokazovat).
Vyraz vpravo v definici tthlu dvou vektori je v intervalu (0,1) (Cauchyova nerovnost). Definice tedy
déavaji smysl. VSimnéme si, ze tthel dvou vektort je stejny jako tihel jejich libovolnjch nenulovych
nasobk.

Nyni se nau¢ime pocitat vzdalenost dvou rovnobéznych podprostort a vzdalenost dvou mimobézek.
Tvrzeni 10.12. Méjme dva podprostory B(U) a C(W) euklidovského prostoru E(V), U C W a
libovolngj bod b € B. Pak podprostor b-+W= protind podprostor C v jediném bodé ¢ a d(B,C) = d(b, c).

Diikaz. Podprostory b+ W+ a C = c+ W (zde ¢ € C je libovolny bod) nejsou mimobézné, protoze
nejsou rovnob&iné (W NW+ = {o})ab—ce WV W (W VW =V) (pouzili jsme kritérium na
mimobéznost). Prémikem je tedy prostor ¢ + (W NWL) = ¢+ {o}. Zbjva ukazat, ze vzdalenost d(b, ¢)
je nejmensi mozné. Vezmeme libovolné dva body e € B, f € C a dokazeme d(e, f) > d(b,c). Bod
g=f+((b—e)lezi v C(W), protoze b—e € U a U C W. Protoze g — b = f — e, plati d(e, f) = d(b, g).
Vektor ¢ — b je kolmy na ¢ — g, protoze ¢ —b € W+ a ¢ — g € W. Podle Pythagorovy véty mame
d%(b, g) = d*(b,c) + d*(c, g), takze d(e, f) = d(b, g) > d(b, c). O

Priklad. Spoditejte vzdalenost ptimky p = x + U a roviny p = y + W v E(R*):

p=1(6,0,1,0)+ ((1,3,-1,2)), p=(-2,4,53)+((1,2,3,1),(2,5,2,3)).

Reseni. Snadno ovéfime, ze dim(U) = 1,dim(W) = 2,dim(U v W) = 2, takZe p a p jsou skuteéné

rovnobézné. Spoéitame W,
1 2 31 1 2 31
2 5 2 3 01 —4 1/
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Takze
Wt = ((-11,4,1,0),(1,-1,0,1)).

Refenim soustavy rovnic zjistime, ze (x + W) Np = ¢ = (—3,2,2,2). Vzdélenost p od p je d(p,p) =
d(z,c) = V9% +22 + 12 4 22 = /90 = 3/10.

Tvrzeni 10.13. Méjme dvé mimobéziné primky p = b+ u, ¢ = ¢ + w v euklidovském prostoru E(V')
dimenze 8. Pak existuje prave jedna pricka mimobézek ve smeru (u, w) L. Oznacime-lie, f jeji priseciky
sp aq, pak d(p,q) = d(e, ).

Diikaz. Exsitenci pravé jedné piicka mimobézek ve sméru (v) = (u,w)® ndm zarucuje tvrzeni 10.10

(vektory u, w, v tvorii bazi). Uvazujme rovinu p = ¢ + (uw. Protoze pfimka p je rovnobéZné s rovinou
pa (e+ (u,w)tNp = f, z prechotiho tvrzeni vime, 7ze d(e, f) = d(p,p). Protoze ¢ C p, mame
d(e, f) < d(p,q). Opacné nerovnost d(e, f) > d(p, q) je zfejma. O

P¥iklad. Spoctéte vzdalenost mimobézek p = b+ u, ¢ = ¢ + w v prostoru E(R3):
p=(1,-8,11)+((2,3,-6)), ¢=(8,3,13)+ ((6,—1,12)).

ReSeni. Snadno ovéiime, Ze vektory b — c,u,w tvoii bazi R3, takze pfimky p a ¢ jsou skutecné
mimobé&zné. Uréime (v) = (u, w)*:

2 3 —6 2 3 —6
6 —1 12 0 —10 30 /)’

takze napf. v = (3, —6, —2). Nyni ur¢ime prusecik f pficky mimobézek p a ¢ ve sméru (v) s pfimkou g —
spocitdme f = (a+(u,v))Ng. Vyjde f = (2,4, 1). P¥icka ve sméru (v) je tedy r = (2,4,1)+((3,6, —2).
Spocteme e = r N p. Vyjde e = (5, -2, —1). Vzdélenost p a q je d(e, f) = V32 + 62 +22 =T7.

Nyni se nauc¢ime pocitat tthly dvou podprostord v nékterych specidlnich pfipadech.
Tvrzeni 10.14. Méjme euklidovsky prostor E(V'). Pak

(i) Uhel dvou piimek je roven thlu jejich smérovych vektori.
(ii) Uhel dvou nadrovin je roven tuhlu jejich normdlovyjch vektori
(iii) Uhel piimky a nadroviny je roven dopliku whlu smérového vektoru piimky a normdlového vektoru
nadroviny do .

Dikaz. Viz cviceni. O

Trojpomér, geometricka charakterizace afinnich a izometrickych zobrazeni

Definice 10.15. Méjme tii rizné body a, b, c v afinnim prostoru A leZici na jedné primce. Délicim
pomérem (nebo trojpomérem) bodu c vzhledem k bodim a,b rozumime prvek X € T, pro ktery
(c —a) = Xc—b) (zrejmé existuje, protoZe body leZi na jedné primce). Znacime X\ = (c;a,b).
Pokud (c;a,b) = —1 a T md charakteristiku riznou od nuly, Fikame, Ze ¢ je stredem usecky (a,b).
Platic=a+ £(b—a) =b+ 3(a—b).
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Délici pomér tedy udéava, kolikrat je vétsi vektor (¢ — a) oproti vektoru (¢ — b). Znaménko udava, zda
jsou vektory c—a a ¢c—b souhlasné (znaménko +), nebo nesouhlasné orientovany (znaménko -). Nékteré
jednoduché vlastnosti déliciho poméru, viz cviceni.

Nasledujici pékna véta charakterizuje afinni zobrazeni ryze geometricky — afinni zobrazeni jsou presné
ta, kterd zachovavaji trojpomeér:

Véta 10.16. Necht A(V) a A'(V') jsou afinni prostory nad télesem charakteristiky rizné od 2, F :
A — A’ zobrazeni. Je ekvivalentni:

(i) F je afinni zobrazeni
(i) F zachovdvd trojpomér: Pro libovolné tii body a,b,c € A leZici na jedné primce je bud F(a) =
F(b) = F(c), nebo (F(a); F(b), F(c)) = (a;b,¢)
Dikaz. (i) = (2). Viz cviceni.

(ii) = (i). Zvolime libovolny bod a € A. Hleddme homomorfismus f : V' — V' ktery vytvaii F, tedy
chceme, aby pro libovolné b € A platilo

F(b) = F(a) + f(b—a)

Polozime proto
f(u):=F(a+u)— F(a).

Musime ovéfit, ze f je homomorfismus — ovérit ze pro libovolné ¢ € T a vektory u,v € V plati
f(tu) =tf(u) a f(u+v) = f(u) + f(v). Neboli chceme dokazat, ze

Fla+tu)— F(a) =t-(F(a+u) — F(a)) (1)

Fla+u+v)—F(a) = (Flat+u) - F(a)) + (Fla+v) - F(a))  (2)

Nejprve prvni vztah. Pokud ¢ = 0 nebo u = o, pak vztah zfejmé plati. V opacném pfipadé jsou a,
a+u a a + tu t¥i razné body lezici na jedné pfimce a plati (a;a + tu,a + u) = t. Podle predpokladu
bud F(a+tu) = F(a+u) = F(a) a vztah (1) plati, nebo (F(a); F(a+tu), F(a+u)) = t, coz je pfesné
dokazovany vztah.

Druhy vztah mizeme upravit do ekvivalentni formy
Fla+u+v)—F(a+u)=F(a+v)— F(a) (3)

Je-li u = 0 nebo v = o, vztah (3) plati. Pfedpokladdejme tedy, ze u,v # o. Oznacime b stfed tsecky
(a,a +u+ v). Snadno ovéfime, Ze b je zaroven stfedem usecky (a + u,a + v). Rozlisime ¢tyfi pfipady

1. F(b) =F(a)=F(a+u+v)=F(a+u)=F(a+v). V tomto piipadé ziejmé (3) plati.

2. F(b) = F(a) = F(a+u+v), (F(b); F(a+u), F(a+v)) = —1. V tomto pfipadé F'(b) — F(a+u) =
F(a+v)— F(b). Leva strana je rovna F'(b) — F/(a + u), prava strana je rovna F'(a+v) — F(b) =
F(b) — F(a+u)



3. (F(b);F(a),Fla+u+v)=—-1, F(b) = F(a+u= F(a+v). V tomto pfipadé¢ F(b) — F(a) =
F(a+u+v) — F(b). Leva strana je rovna F(a +u+ v) — F(b) = F(b) — F(a). Prava strana
4. (F(b);'F(a),F(a +u+v)=—-1 (F();F(a+u),F(a+v)) = —1. V tomto piipadé F(b) =
F(a)+ 3(F(a+u+v)—F(a)) = Fla+u) + 3(F(a+v—F(a+u)). Tedy 2(F(a+u) — F(a)) =
(Fla+u+v)—F(a))+ (F(a+u) — F(a+v)). Po tpravé vyjde (3).

O

Izometrie Ize charakterizovat jako zobrazeni, ktera zachovavaji vzdalenosti.
Véta 10.17. Necht E(V) a E'(V') jsou euklidovské prostory, F : E — E' zobrazeni. Je ekvivalentni:

(i) F je izometrie
(ii)) F zachovdvd vzddlenosti: Pro libovolné dva body a,b € A plati d(F(a), F(b)) = d(a,b), kde
vzddlenost vlevo je v prostoru E'(V'); vzddlenost vpravo je v prostoru E(V).

Dikaz. (i) = (i1). Je-li F' izometrie vytvofend homomorfismeme f, pak f je dle definice unitarni
zobrazeni, tj. homomorfismus, ktery zachovava skalarni souc¢in. Potom ale f zachovava normy vektori,
takze I’ zachovava vzalenosti.

(i7) = (i). Navod k dikazu:
1. Nejprve pomoci trojuhelnikové nerovnosti odvodte, Ze obrazem tiech riznych bodd na jedné
primce je trojice riznych bodi lezicich na jedné primce, a ze F' zachovava trojpomeér.
2. Z predchozi véty plyne, ze F je afinni zobrazeni, tedy F(a + u) = F(a) + f(u). Odvodte, ze f
zachovava normy vektort.
3. Libovolny homomorfismus, ktery zachovava normy vektord, je unitarni.
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