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Toto jsou prubézné vznikajici zapisky z predndsky Linedarni algebra a geometrie 1. Pokud naleznete jakoukoliv
chybu, dejte nam wrcité védét!

1. PREDPOKLADY

1.1. Komplexni ¢isla.
1.2. Teorie ¢isel. GCD, Bezout, inverzy modulo p, gcd a Bezout pro polynomy

1.3. Zobrazeni. Zobrazeni f : A — B mé vzdy defini¢ni obor A (ne jak v analyze, nebo tivodnim kurzu).
Bijekce pravé kdyz ma inverz.
Zobrazeni je prosté pravé kdyz ma levy inverz, je na pravé kdyz ma pravy inverz.
Cviceni
1. Predpokladejme, ze f : A — B je bijekce a g : B — A je zobrazeni zprava inverzni k f. DokaZte, Ze g je bijekce (a tim
padem g = f1).

2. RESEN{ SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

Cil. Naucime se Tesit soustavy linedrnich rovnic Gaussovou eli-
minacni metodou.

2.1. Aplikace.
Na feseni soustavy linearnich rovnic vede celd fada praktickych i teoretickych tloh. Pro ilustraci uvedeme Ctyti
priklady.

2.1.1. Elektrické obvody. U elektrického obvodu na obrazku chceme urcit proudy protékajici jednotlivymi vétvemi.
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OBRAZEK 1. Elektricky obvod z &4sti 2.1.1
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PouZijeme metodu smycek. Proudy protékajici jednotlivymi elementarnimi smyckami jsou oznaceny Iy, Is, I3
podle obrazku. Aplikaci druhého Kirchhoffova zdkona ziskdme pro kazdou smyc¢ku jednu rovnici:

1Il + 25(11 —_ 12) + 50([1 — 13) = 10
25(I, — 1) + 301y + 1(I, — I5) = 0
50(Is — ) + 1(Is — I,) + 5513 = 0

Zjednodusenim dostaneme soustavu tiech linearnich rovnic o tfech nezndmych, kterd ma pravé jedno fefeni (I, I», I3) =
(0,245, 0,111, 0,117). Z toho dopocteme proudy pro jednotlivé vétve.

J\/l\ﬂ/\/ 0,245A 0,1114

3092

350

OBRAZEK 2. Proudy v elektrickém obvodu z &asti 2.1.1

2.1.2. Prokladdni kruznice danymi body. Chceme najit kruznici v roviné prochéazejici body (1,0), (—1,2), (3,1).
(Napiiklad vime, Ze se néjaky objekt pohybuje po kruhové drize, méame zméfeny tii polohy a chceme urcit stied
obihéni. )

-1 1 2 3

OBRAZEK 3. KruZznice prochézejici danymi t¥emi body

Rovnice kruznice v roviné ma tvar
22 +y? +ar+by+c=0.
Dosazenim danych tfech bodi ziskdme soustavu linedrnich rovnic
1+a+c¢=0,
5—a+2b+c=0,
10+3a+b+c=0.
Soustava mé pravé jedno feseni (a,b,c) = (—7/3,—13/3,4/3), takze hledana kruznice mé rovnici
7 13 4

2 2 L 19 .
T4y 3x 3y+3 0
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Chceme-li znat stied a polomér, rovnici miZeme upravit na tvar

ao Y o, oY _8
6 %) T 18
z kterého vidime, 7e hledand kruznice mé stied (7/6,13/6) a polomér /85/18.

2.1.3. Vycislovdni chemicke rovnice. Uvazujme chemickou reakci toluenu a kyseliny dusi¢né, pii které vzniknd TNT
a voda:
CyHg + HNO3 — C7H;O¢N3 + H>0.
Vy¢isleni chemické rovnice znamené nalezeni pomért jednotlivych molekul, aby pocet atomt kazdého prvku byl na
obou stranach stejny.
.’EC7H8 + yHN03 — ZC7H506N3 + ’UHQO.

Chceme tedy najit hodnoty z,y, z, v, které spliuji soustavu rovnic To vede na rovnice

Tx =Tz,

8 +y =52+ 2v,
y =3z,
3y =6z + w.

Vzhledem k vybusné povaze tohoto piikladu nebudeme na tomto misté radéji uvadét reseni.

2.1.4. Neznamd zdavazi. Mame tii zdvazi. Prvni vazi 2kg, ale hmotnost dalsich dvou bohuzel nezndme. Podafilo se
nam vSak najit dvé rovnovazné polohy:

| 2kg] 2kg

50 40 30 20 10 A 10 20 30 40 50 50 40 30 20 10 A 10 20 30 40 50

OBRAZEK 4. Nezndmé zavazi

Z téchto informaci mutizeme hmotnosti urcit. Provnanim momenti totiz dostaneme soustavu linearnich rovnic
40h 4+ 15¢ =50 - 2
25¢ = 252+ 50h,
kterou snadno vyfesime.
2.2. Geometricka interpretace. Jedno feseni soustavy linedrnich rovnic o n nezndmych budeme zapisovat jako
usporadanou n-tici ¢isel. To predpoklddad néjaké pevné usporadéni proménnych. Z kontextu bude toho uspora-

dani zfejmé, proménné jsou vét§inou znaceny i, ..., T,. Usporadanou n-tici ¢isel nazyvame n-slozkovy aritmeticky
vektor:

Definice 2.1. Aritmetickym vektorem nad R s n sloZkami rozumime usporddanou n-tici redlnych ¢isel.

V této kapitole budeme casto misto ,aritmeticky vektor nad R* fikat pouze ,aritmeticky vektor®, nebo jen
y,vektor®, protoze jiné druhy vektord nebudeme pouzivat.
Vektory budeme psat sloupcové, napriklad

1
v = -33
5
Pro tisporu mista vektor ¢asto napiseme radkové a pridame exponent T', napiriklad
v =(1,-33,5)T.

Znak T bude zaveden v kapitole ?? obecnéji pro transponovani matic.

Aritmetické vektory si pro n = 2 (resp. n = 3) miizeme predstavovat jako Sipky v roviné (resp. prostoru) s danou
velikosti a smérem.

OBRAZEK

Kazdy bod ma svij polohovy vektor, coz je vektor urceny pocatkem a timto bodem. Takto si vzajemné jednoznacné
odpovidaji body a vektory a mtzeme mezi témito pojmy libovolné prechézet. Naptiklad mnozinu feseni soustavy
linearnich rovnic mizeme chapat jako mnozinu bodi, nebo jako mnozinu polohovych vektori téchto bodt.
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2.2.1. Jedna rovnice o dvou neznamych. Mnozinou feSeni rovnice a;x; + asx2 = by, kde ay,as,b; € R jsou zvolena
¢isla a z1, x> jsou nezndmé, je piimka v roviné, kromé trividlniho ptipadu, ze a; = ay = 0, kdy je mnozinou fesenim
bud celd rovina (v pfipadé b; = 0) nebo prézdnd mnoZina (v p¥ipadé b; # 0). Kolmosti a skaldrnim soucinem se
budeme detailnéji zabyvat v kapitole ??, ted jen piipomeiime, Ze (a1,as)” je normélovy vektor této piimky, tj.
vektor kolmy na jeji smér.

OBRAZEK

Kazda primka muze byt také vyjadrena parametricky. K tomu pripomeneme operace s¢itani vektorti a nasobeni
vektord redlnym ¢islem.

Definice 2.2. Jsou-li u = (ug,us...,u,)" av = (v,vs,...,v,)7 dva n-slozkové aritmetické vektory nad R, pak
jejich souétem rozumime aritmeticky vektor

Ul + U1
U + V2
u+v=
Uy + Vp
Je-li u = (ug,...,uy,) aritmeticky vektor nad R a t € R realné ¢islo, pak t-ndsobkem vektoru u rozumime vektor
tu1
tU/Q
tu,

Pro dva n-slozkové vektory u, v definujeme

—u=(-1)u au—-v=u+(-v) .

OBRAZEK
Priklad 2.3.
1 5 2 -5 -3
2 3 |- 2 = 6 +1 -2 | = 4
7 -2 14 2 16

Parametrické vyjadieni primky v roviné je zapis tvaru
{u+tv:te R},

kde u a v jsou 2-slozkové vektory. Vektor u je polohovym vektorem bodu leziciho na primce a vektor v urcuje smér.
OBRAZEK
V prostoru ma parametrické vyjadieni pfimky stejny tvar, akorat vektory u, v maji tii slozky.

2.2.2. Vice rovnic o dvou nezndmych. Uvazujme libovolnou soustavu linedrnich rovnic o dvou nezndmych zq, x5.
Kazda (netrividlni) rovnice ur¢uje pfimku v roviné a my se snazime najit dvojice (z1,x2), které vyhovuji vSem
rovnicim. ReSenim je tedy priinik piimek danych nagimi rovnicemi. Z toho je intuitivné jasné jak mize vypadat
mnozina v8ech feSeni:
e Cela rovina. To se stane v pripadé, ze vSechny rovnice maji trividlni tvar Oz, + Oz = 0.
e Piimka. To se stane v p¥ipadé, Ze v8echny (netrividlni) rovnice popisuji tutéz p¥imku, neboli v§echny rovnice
jsou nasobkem jedné z rovnic.
e Bod. Nastane v pripadé, ze soustavy popisuji alespon dvé rtizné primky a vSechny tyto pfimky prochazeji
jednim bodem.
OBRAZEK
e Prazdna mnozina. Nastane v pripadé, ze dvé rovnice urcuji rovnobézné piimky, nebo rovnice urcuji tii
piimky neprochézejici jednim bodem, nebo jedna z rovnic je trividlné nesplnitelnd, napiiklad O0zq + Ozs =
123.
OBRAZEK
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2.2.3. Tri neznamé. Mnozina TeSeni jedné linedrni rovnice o tfech nezndmych tvaru a1z + asz2 + azxs = b geo-
metricky odpovida roviné v R*, kromé trividlniho piipadu a; = as = az = 0. Vektor (a1, a2,a3)” je normalovym
vektorem roviny. Parametricky 1ze rovinu zapsat ve tvaru

{u+sv+itw:s,t € R},

kde u, v, w jsou vhodné (trojslozkové) vektory.
OBRAZEK
Resime-li tedy soustavu linedrnich rovnic o tfech nezndmyrch, hleddme prinik rovin. Resenim mize byt:

Cely prostor. To nastane v trivialnim piipadé.
Rovina.

Piimka. OBRAZEK

Bod. OBRAZEK

Prazdna mnozina. OBRAZEK

2.2.4. Vice neZ tFi nezndmé. Pro vice proménnych je vizudlni predstava obtiznda, ne-li nemoznd. Stale ale plati, ze
jedna netrividlni rovnice urcuje ,rovny utvar“ s dimenzi o jedna mensi nez je pocet neznamych, tzv. nadrovinu.
(Dimenzi sice budeme definovat pozdéji, ale pro malé dimenze definice souhlasi s intuici.) Reseni soustavy pak lze
chapat jako hledani priniku nadrovin. Vysledkem bude ,rovny atvar“ né&jaké dimenze (bod, pfimka, rovina, ...).

2.3. Priklady. Princip feSeni soustav linearnich rovnic Gaussovou elimina¢ni metodou predvedeme nejprve na

NYIRYY

nékolika piikladech. V dalsi ¢asti pak shrneme obecny postup.

2.3.1. Soustava s jednim feSenim. Zalneme s piimocarym prikladem soustavy tfech rovnic o t¥ech nezndmych
T1,T2,T3.
2.’1,’1 + 61‘2 + 5I3 =0

3x1 + dxo + 18x3 = 33

2z1 + 4x2 + 1023 = 16
Principem elimina¢ni metody je pfevést soustavu ekvivalentnimi Gpravami (tj. Gpravami, které neméni mnozinu
feSeni) do tvaru, ze kterého se feSeni snadno dopocitd. Ekvivalentnimi Gpravami jsou napiiklad prohozeni dvou
rovnic, vynasobeni nékteré rovnic nenulovym ¢islem a pric¢teni nékolikandsobku jedné rovnice k jiné. Tvar, o ktery
se snazime, je tzv. odstupriovany tvar. Pfesné bude definovan pozdéji, ale principem je, ze v kazdé dalsi rovnici je
na zacatku vice nulovych koeficienti.

Nejprve docilime toho, ze ve v8ech rovnicich kromé prvni bude nulovy koeficient u z;. Tomuto procesu se také
fik4 eliminace proménné ;. V naSem piipadé bychom mohli (—3/2)-ndsobek prvni rovnice pfi¢ist k druhé a (—1)-
nasobek prvni rovnice pric¢ist ke tfeti. Aby nam vSak vychéazely hez¢i koeficienty, vyndsobime tfeti rovnici jednou
polovinou a prohodime ji s prvni rovnici.

T1 + 2z + 513 = 8
3x1 + dxo + 18x3 = 33
2x1 + 622 + 523 =0
Jsme pfipraveni k eliminaci proménné z;: Pfi¢teme (—3)-ndsobek prvni rovnice ke druhé a (—2)-ndsobek prvni
rovnice ke treti.
T1 + 2z + 53 = 8
—Z2 + 31’3 =9
+2£L’2 - 5111’3 =—-16
Po eliminaci jedné proménné jiz prvni fadek nebudeme ménit a budeme se zabyvat pouze zbylymi fadky. V nasem
pripadeé jiz zbyvaji pouze dva a k eliminaci proménné x5 stac¢i pricist 2-nasobek druhé rovnice ke treti.
T1 + 2x5 + Sx3 = 8
—zo+ 323 =9
I3 = 2
Nyni jiz mGzeme dopocitat feSeni tzv. zpétnou substituct, kdy postupujeme od posledni rovnice k prvni a postupné
dosazovanim ziskdvame hodnoty proménnych. V nasem piipadé dostavdme x3 = 2, 2o = —3, 1 = 4. Plvodni
soustava mé pravé jedno feseni, a to aritmeticky vektor (4, —3,2)7.
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2.3.2. Maticovy zapis. Pro zkraceni zapisu budeme misto soustavy psat jeji rozsirenou matici. Nejprve zavedeme
pojem matice:

Definice 2.4. Matici (nad R) typu m X n rozumime obdélnikové schéma reédlnych ¢isel s m fadky a n sloupci.
Zapis A = (a;j)mxn znamend, ze A je matice typu m x n, kterd ma na pozici (i,7) (tedy v i-tém radku a j-tém
sloupci) ¢islo a;;.

Pozor na poradi indexii — prvni ¢islo oznacuje fadek, druhé sloupec.
Definice 2.5. Matici soustavy

a11x1 + a19T2 + -+ + a1p Ty = by

(2121 + A22%3 + -+ - + A2y = by

A1 T1 + 2o+ + G Tn = b

rozumime matici

ari a12 -o- Q1n
a9 92 cee Qop
A= (aij)mxn =
am1 Am2  --- (Gmnp
Vektor pravijch stran je vektor b = (by, by, ...,by)7T a rozsifend matice soustavy je matice
a1 a2 cev Q1 | by
21 a22 ceo Qop b2
(4] b) =
Aml Gm2  --- Qmp | by

Roz§ifend matice soustavy tedy vznikne tak, ze do i-tého fadku zapiSeme koeficienty v i-té rovnici u proménnych
Z1,---,T, & nakonec napiSeme pravou stranu. Pro prehlednost se pravé strany oddéluji svislou ¢arou. Rozsifend
matice se timto rozdéli na dva bloky. V levém je matice soustavy a v pravém je sloupec pravych stran.

Pro soustavu rovnic z predchoziho prikladu

2x1 + 622 + 53 =0
31‘1 + 51’2 + 181‘3 =33
2x1 4+ 4xo + 10z3 = 16

jsou jeji matice, sloupec pravych stran a rozsifena matice

2 6 5 0 2 6 50
A=[3 5 18],b=|3]|,A4|b)=(3 5 18|33
2 4 10 16 2 4 10|16

Prohozeni dvou rovnic se v rozsifené matici projevi prohozenim dvou radki, vynasobeni i-té rovnice ¢islem ¢ odpo-
vida vyndasobeni i-tého fddku matice ¢islem t a podobné pric¢teni t-nasobku i-té rovnice k j-té se projevi odpovida
pric¢teni ¢-nasobku i-tého tadku k j-tému. Pro vyznaceni, Ze rozSifend matice vznikla z predchozi ekvivalentni
tpravou pouzivame symbol ~. Upravy provedené u nasi soustavy tedy zapiseme takto:

2 6 510 1 2 5|8
3 5 18133 |~ 3 5 18|33 | ~
2 4 10|16 26 510

1 2 5 8 1 518
~1 0 -1 3 9 ~1 0 -1 319
0 2 -5|-16 0 112
Zapis aprav se timto znacné zkrati a zprehledni.
Misto ,soustava rovnic s rozsifenou matici (A | b)“ budeme nékdy stru¢né ikat ,soustava (A | b)“.
Poznamenejme jesté, ze uzitim nésobeni matic z kapitoly ?? lze feSeni soustavy rovnic s rozsifenou matici (4 | b)
zapsat jako hledani vSech vektort x takovych, ze Ax = b. Maticovy popis se hodi nejen ke zkraceni a zprehlednéni,

vevs
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2.3.3. Jeden parametr. Podivejme se na piiklad soustavy rovnic o tfech nezndmych, kdy reSenim je primka. Pouzi-
vame rovnou maticovy zapis.

1 4 3|11 1 4 3 11
1 4 5|15 ~ 0o 0 2 4 ~
2 8 3|16 0 0 -3|-6
1 4 3|11 1 4 311
oo )~ (r e
0 0 0O

V prvni Gpravé jsme prFicetli (—1)-ndsobek prvniho fddku k druhému a (—2)-ndsobek prvniho ¥adku k tfetimu. V
druhé tdpravé jsme (3/2)-ndsobek druhého radku pficetli k tfetimu. Nakonec jsme jen vynechali posledni Fadek,
ktery odpovidé rovnici 0z; 4+ 025 +0z3 = 0, kterd mnozinu feSeni neméni. Vznikla soustava rovnic je v nematicovém
zapisu
Ty + 4xs + 3x3 = 11
2.’173 =4 .

Z posledni rovnice umime spocitat 3 = 2 a z prvni rovnice z1, zname-li ovSem z5. Proménnou - lze volit libovolné
a budeme ji tikat parametr. Parametr oznacime t = x5 a vyjde z; = 5 — 4¢t. Mnozina vSech feseni je tedy

5— 4t
t teR
2

V nagem konkrétnim piipadé lze za parametr zvolit proménnou x; = s, dopocitat z» = 5/4 — s/4 a ziskat mnozinu
feSeni ve tvaru {(s,5/4 — s/4,2)T : s € R}. Nevyhodou této volby je, ze by nefungovala, pokud by byl koeficient
u x2 v prvni rovnici roven nule. Volba parametri, kterd funguje vzdy bude diskutovana u nasledujiciho piikladu a
pak v plné obecnosti v ¢asti 2.4.

Vratme se ale k mnoziné feseni {(5 — 4t,t,2)T : t € R}. Vektor (5 — 4t,¢,2)T lze pomoci s¢itani a nésobent
skalarem vyjadrit také jako

5— 4t 5— 4t 5 —4t 5 —4
¢ = 0+t | =10 )+ ¢ =10 |+tf 1
2 240t 2 0t 2 0
Takze mnozinu vSech feSeni lze napsat ve tvaru
5 —4
0 | +¢ 1 teR
2 0

Tento tvar je lepsi nez piedchozi. Vidime z ndj totiz, ze feSenim je piimka prochazejici bodem (5,0, 2)7 se smérovym
vektorem (—4,1,0)7.

Uvedeny postup na hleddni feSeni soustavy nebudeme pouzivat. Vektory (5,0,2)7 a (—4,1,0)% Ize totiz spoéitat
jednodussim zptsobem, ktery ted popiSeme. Budeme potiebovat pojem homogenni soustava rovnic:

Definice 2.6. Soustava rovnic se nazyva homogenni, pokud vSechny pravé strany jsou rovny nule.
Méme-li soustavu rovnic s rozsifenou matici (A | b), pak pfislusnou homogenni soustavou rozumime homogenni
soustavu s matici (A4 | 0), kde o = (0,0,...,0)T je nulovy vektor.

Vratme se ke tvaru rovnic po upravéch, ¢ili

1 4 3|11 eboli z1 +4zs + 373 =11
00 2|4 eho 2y =4

Zafneme urfenim parametri. Je jeden, totiz proménnd zo (vice k tomuto tématu niZe). MnoZinu feSeni budeme
hledat ve tvaru {u + tv : ¢ € R}. Vektor u uréime jako libovolné (tzv. partikuldrni) feSeni soustavy. VétSinou
byvé nejjednodusi zvolit za parametr(y) nulu a zpétnou substituci dopodéitat zbylé proménné. Vektor v je FeSeni
prislusné homogenni soustavy pii volbé parametru ¢ = 1, spocitame jej opét zpétnou substituci. Prakticky
miizeme postupovat tak, ze napiSeme mnozinu vSech feseni s doplnénymi zvolenymi parametry

0 +t| 1 :teR
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a na prazdné mista doplhujeme odzadu zpétnou substituci dopoctené hodnoty. Pozor na nejcastéjsi chybu, totiz, ze
se pii pocitani druhého vektoru zapomene vynulovat prava strana!
V naSem pripadé dostaneme mnozinu reSeni

5 —4
0 +t 1 teR
2 0

Vyg$el ndm stejny tvar vysledku jako pfedchozim postupem (neni to ndhoda). Nova metoda je daleko prehlednéjsi
a rychlejsi, zejména mame-li vétsi soustavu.
Nakonec si ukdZzeme, Ze nalezend mnozina S = {(5,0,2)% + ¢t(—4,1,0)T : t € R} je skute¢né rovna mnoziné R
v8ech FeSeni soustavy (aniZz bychom porovnavali vysledek ze star$im postupem).
e S C R. Je potieba ukazat, ze kazdy vektor v S je feSenim soustavy. Podivame se napiiklad na prvni rovnici.
Vektor u = (uy,us,us)” = (5,0,2)7 byl zvolen jako feSeni piivodni soustavy, tj.

(1) uy +4us + 3uz =11 .
Vektor v = (vi,v2,v3)T = (—=4,1,0)7 je fesenim piislusné homogenni soustavy, tj.
(2) vy +4vy +3vu3 =0 .
Vynésobenim rovnice (2) ¢islem ¢ a prictenim k (1) dostaneme
(ug + tvy) + 4(ug + tv) + 3(us + tvs) =11
neboli vektor u + tv je feSenim prvni rovnice. Je vidét, ze diikaz nezavisi na volbé rovnice (a ani na volbé

konkrétni soustavy).

e R C S. Nejprve si viimneme, %e prvky mnoZiny R jsou jednozna¢né urCeny hodnotou parametru (tedy
druhou slozkou vektoru). Skuteéné, druhd rovnice (v odstupiiovaném tvaru) urCuje xz a prvni rovnice
urcuje .

Uvazujme nyni libovolné feseni w = (wy,ws,w3)? € R. V S rovnéz existuje vektor, jehoz druhd slozka
(odpovidajici parametru) je wy, totiz w' = (5,0,2)7 + wy(—4,1,0)7. Jiz vime, 7e S C R, tedy W' € R.
Druhé slozky vektorti w a w’ se rovnaji, takZze z pozndmky v predchozim odstavci vyplyva, 7ze w = w’.
Protoze w' € S, mame w € S, coz jsme chtéli.

2.3.4. Vice parametri. Podivame se na soustavu s vice parametry, ze které jiz snad bude vidét obecny postup.

Soustava bude mit pét nezndmych xq,.. ., x5, takze vizudlni predstava je stézi mozna.
00 1 0 2|-3 1 2 -1 3 0] 2
2 4 -1 6 2|1 ~1 2 4 -1 6 2|1 ~
12 -1 3 0] 2 00 1 0 2|-3
1 2 -1 3 0] 2 12 -1 3 0] 2
00 1 02|-3]~100 1 0 2|-3
00 1 0 2|-3 00 0 0O0|0O0

V prvni Gpravé jsme prohodili fadky, aby byl na prvnim misté v prvnim fadku nenulovy prvek. V druhé apravé
jsme (—2)-nasobek prvniho fadku pficetli ke druhému. Ve tieti tpravé jsme (—1)-ndsobek druhého Fadku pricetli
ke tretimu.

Soustava je ted v odstupniovaném tvaru. K volbé parametrti nejprve uréime pivoty, to jsou prvni nenulové prvky
v kazdém radku. Proménné odpovidajici sloupciim s pivotem se nazyvaji bazové proménné. V naSem piipadé jsou
jimi z7 a x3. Zbylé proménné jsou tzv. volné promeénné, v nasem pripadé xs, 4, r5. Volnym proménnym také rikame
parametry. Protoze mame tii volné proménné, mnozina vSech feseni bude tvaru

{u+ tPy2) 4 Wy 4 1G)y6) 4 (2) ¢4 45) ¢ R} .
Vektor u (partikuldrni feenf) najdeme jako libovolné feSeni soustavy, nejjednodussi bude zvolit za volné proménné
nuly. Vektory v(?, v(®) v() budou feeni piislusné homogenni soustavy. Vektor v(?) ziskdme volbou (z2,24,25) =

(1,0,0), vektor v(*) volbou (2, x4,z5) = (0,1,0) a vektor v(®) volbou (z3, x4, x5) = (0,0,1). Mnozinu viech fedeni
tedy hledame ve tvaru

o -
—_

0 0
+t@ ] [+t . ] 12 W 6 e R

o O
o o
O =
— O
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Kazdy ze ctyrech vektor dopocitdme zpétnou substituci. Vyjde

-1 -2 -3 -2

0 1 0 0

3|+t 0 |+t 0 |+t =2 [P W B eRr

0 0 1 0

0 0 0 1
Dikaz, ze nalezend mnozina je mnozinou vSech feSeni dané soustavy, by byl obdobny jako u predchoziho pripadu.
V druhé ¢4sti bychom ukézali, Ze pro libovolné w = (wy,ws, ..., ws)" € R existuje v S vektor, jenz se s w shoduje

na druhé, ¢tvrté a paté pozici, totiz vektor u + wyv(® 4+ w,v® + w5v®) . Proto byly hodnoty volnych proménnych
voleny uvedenym zptsobem.
Pfi vypoctu na papife je vhodné nalezené vektory zkontrolovat dosazenim do puvodnich rovnic.

2.4. Regeni obecné soustavy rovnic Gaussovou eliminaci. Nyni predstavime metodu feseni soustav linedrnich
rovnic ukadzanou na predchozich prikladech v obecném pripadé.

2.4.1. Odstupriovany tvar.

Definice 2.7. Ekvivalentni upravou soustavy linearnich rovnic rozumime Upravu, kterd neméni mnozinu vsech
Teseni.

Pii feSeni soustav linearnich rovnic vystacéime s jednoduchymi tipravami tif typt. Upravy ve skute¢nosti prova-
dime s rfadky rozsirené matice soustavy, proto jim rikdme elementdrni radkové upravy.

Definice 2.8. FElementdarnimi rddkovymi dpravamsi soustavy linedrnich rovnic (resp. jeji rozsifené matice) rozumime
nasledujici tii typy aprav.
(i) prohozeni dvou rovnic (resp. Fadkd matice),
(ii) vynéasobeni jedné z rovnic (resp. jednoho z fadkd) nenulovym &islem,
(iii) pri¢teni nékolikandsobku jedné rovnice (resp. jednoho fadku) k jiné rovnici (resp. k jinému radku).

Tyto Gpravy skutecné neméni mnozinu feseni:
Tvrzeni 2.9. KaZdd elementdrni fddkovd iuprava soustavy linedrnich rovnic je ekvivalentni ipravou.

Diikaz. Oznacme S resp. Se mnozinu v8ech feSeni ptivodni resp. nové soustavy. Je ziejmé, ze kazdé feseni ptivodni
soustavy je feSenim nové soustavy, neboli plati S; C S;. K dikazu opacné inkluze si stac¢i uvédomit, ze lze efekt
Uprav vrétit, tj. z nové soustavy jde dostat pivodni elementdrnimi fddkovymi Gpravami. V p¥ipadé (i) prohodime
stejné fadky, v pfipadé (ii) vynasobime stejnou rovnici inverznim ¢islem a pficteni ¢-nasobku i-tého fadku k j-tému
lze vratit pfi¢tenim (—t)-ndsobku i-tého fadku k j-tému. O

Upravu (i), tedy prohozeni dvou rovnic, lze docilit posloupnosti zbylych dvou tiprav, viz cviceni.
Gaussova elimina¢ni metoda na feSeni soustav linedrnich rovnic je zalozena na prevodu soustavy na radkové
odstupnovany tvar.

Definice 2.10. Matice C' = (¢;j)mxn je vV Tddkové odstupriovaném tvaru, pokud existuje celé ¢islo r € {0,1,...,m}
takové, ze fadky r + 1,...,m jsou nulové, fadky 1,...,r jsou nenulové, a plati ky < ky < --- < k., kde k; znaci
sloupec, ve kterém je prvni nenulové ¢&islo v i-tém fadku (tedy plati ¢;; = cio = -+ = ¢ ;-1 = 0 a ¢ip, # 0; jeste
jinak, k; = min{l : ¢;; # 0}).

Prvkim ¢;p,, ¢ = 1,2,...,r fikdme pivoty.

Soustava linedrnich rovnic je v rfadkové odstupriovaném tvaru, pokud jeji rozsirend matice je v fadkové odstupno-
vaném tvaru.

Jinak Feceno, nenulové Fadky jsou na zacatku (jejich pocet je v definici oznacen r) a v kazdém nenulovém radku
(kromé prvniho) je na za¢atku vice nul nez v predchozim.
OBRAZEK

Priklad 2.11. Matice

01034 0 0

17 2 00200 -1 0
(888),031,0000423
00 7 00000 0 10
00000 0 0
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jsou v odstupnovaném tvaru. Matice
0 0 0
0 0 1)°

Gaussova eliminace prevede kazdou soustavu linedrnich rovnic do odstupiiovaného tvaru posloupnosti elemen-
tarnich fadkovych tprav. Algoritmus budeme radéji predvadét na rozsifené matici soustavy. Necht C' = (A4 | b) je
rozsifend matice soustavy m rovnic o n neznadmych, C' = (¢;;).

Eliminace jednoho sloupce (jedné proménné) probéhne nasledovné.

OO =
S O
N W W
O = =

v odstupnovaném tvaru nejsou.

1. Najdeme prvni sloupec I, ktery neni cely nulovy. Pokud takovy neexistuje, jsme hotovi.

2. Pokud je ¢1; = 0, prohodime prvni fadek s libovolnym fadkem i, pro ktery c; # 0.

3. Pro kazdé k = 2,3,...,m pFicteme (—cg;/cy;)-nésobek prvniho faddku ke k-tému fadku.
(Vsimnéte si, Ze po provedeni kroku 3 méme co; = ¢z = --- = ¢y = 0.) Déle postupujeme tak, jako bychom
eliminovali matici bez prvniho fadku. V dal$im kroku tedy najdeme sloupec I’, pro ktery je alespon jedno z éisel
Catry- - - Crppr Menulové, Teknéme ¢;; # 0,4 > 2. Prohodime druhy a i-ty fddek a pak pro kazdé k = 3,4,...,m
pfiteme (—cgp /cor)-ndsobek prvniho faddku ke k-tému fadku. Gaussova eliminace konéi bud v bodé 1, nebo ve
chvili, kdy dojdou radky.

Véta 2.12. Gaussova eliminace prevede kaZdou soustavu linedrnich rovnic do odstupmiovaného tvaru.

Dukaz. Dtukaz provedeme indukci podle poctu rovnic. Predpokladejme tedy, ze véta plati, pokud mé soustava
méné nez m rovnic, a vezméme soustavu s m rovnicemi. Pokud tvori rozsifenou matici soustavy samé nuly, pak se
eliminace zastavi v bodé 1. a véta plati. Predpoklddejme tedy, Zze tomu tak neni.

Oznacme C rozsifenou matici soustavy po provedeni eliminace jednoho sloupce, D = (d;;) rozsifenou matici po
provedeni celé Gaussovy eliminace a C' (resp. D' = (d;;)) matici, kterd vznikne z C' (resp. D) vynechanim prvniho
fddku. Z algoritmu je patrné, ze D' je matice, kterd vznikne z C' Gaussovou eliminaci.

Podle indukéniho pfedpokladu je D’ v odstupfiovaném tvaru. Podle definice tedy existuje r' takové, ze D' mé
fadky r' +1,...,m — 1 nulové, fddky 1,...,r" nenulové a ky < --- < k., kde k; = min{j : dj; # 0}. Polozime
r = r'+1 a ovéfime, Ze takové r spliiuje definici odstuphovaného tvaru matice D. Necht [ je ¢islo prvniho nenulového
sloupce matice C nalezené v kroku 1. ProtoZe ¢;; = dy; # 0, je prvni fddek matice D nenulovy. Takze fadky 1,...,r
matice D jsou skutetné nenulové a fadky r + 1,...,m nulové. Ozna¢me k; = min{j : d;; # 0},i = 1,...,r.
Potfebujeme ovérit, ze ky < --- < k. Protoze pro i = 2,...,r je k; = ki_,, plati ks < -+ < k.. Zbyl4 nerovnost
plyne z toho, Ze v matici C' a tim pddem i D méame prvnich [ — 1 sloupct nulovych a pro [-ty sloupec plati di; # 0

ady =---=dp=0.Jetedy by =l a ks,..., k. > 1. O
2.4.2. Dopocitani reseni. Méjme nyni soustavu m linedrnich rovnic o n nezndmych 21, ...,x, s rozsifenou matici
C = (A | b) v odstupiiovaném tvaru. Necht r, kq, ..., k, jsou ¢isla z definice 2.10, tj. ¢islo r udava pocet nenulovych
radku a cisla kq, ..., k, pozice pivotu.

Pokud k, = n + 1, jinymi slovy, pokud posledni nenulovy Fadek rozsifené matice soustavy je tvaru (00 ...0|b,),
kde b, # 0, pak soustava (A | b) nemd Zadné feSeni: tato rovnice fikd Oz; + 0zy + ...,0z, = b, # 0, coZ ziejmé
nejde.

Piedpokladejme odted, Ze k, < n + 1. Ukazeme, Ze soustava (A | b) ma alespoii jedno FeSeni, a ukdZeme, jak
vSechna TeSeni popsat.
Oznac¢me P mnozinu téch sloupcti od 1 do n, které neobsahuji pivot, tj.

P=1{12. .. 0}\{ki,... .k} .

Proménnym z,, p € P fikdme volné proménné (nebo téz parametry). Ostatni proménné, tj. proménné xy, , Ty, - - ., T
jsou bazové.

Nyni nahlédneme, Ze kazda volba hodnot volnych proménnych déva pravé jedno feseni soustavy (A | b). Soustava
je tvaru

g

1,k Thy + Q1 g +1Tky 41 + - F Q1 0Ty = by

2,4y Thy + Q2 hot1Thot1 + -+ + Q2.0 Ty = ba

Qrk, Tk, + Or opp 1 Thyt1 + -+ QT = by,
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coz je ekvivalentni soustavé rovnic

—1

Ty = ay g, (b1 — Q1 gy 41Tk 41 — - — A1, Tn)
—1

Ty, = ay 1, (b2 — @2k, 11 Thy 11 — .. — Q2 0 Ty)
—1

Lk, = Qp g (br = Qrk, 1Tk, 41 — - = G nTn)

Posledni rovnice jednoznacné urcuje xy, , piedposledni rovnice jednoznacné urcuje xy,._,, atd. Tomuto dopocitavani
hodnot fikdme zpétna substituce. Stejnou tivahu lze provést pro libovolny vektor pravych stran c. Dokézali jsme
nasledujici pozorovani.

Pozorovani 2.13. Pro libovolny vektor pravych stran c a libovolnd redlnd cisla z, € R, p € P existuji jednoznacné
uréend redlnd &isla xy,, g, - ..,z € R takovd, Ze aritmeticky vektor (zq,2a,...,x,) je TeSenim soustavy (A | c).

Jsme pfipraveni najit mnozinu vSech feSeni. Najdeme libovolné feeni u soustavy (A | b) a pro kazdé p € P
najdeme fegeni v(®) = (v!?) (P . 4{P)) pifslugné homogenni soustavy (tj. soustavy (A4 | o)), pro které plati vh =1
a vl = 0 pro kazdé g € P,q # p. Vektory u, v(P) p e P ziskdme zpétnou substituci.

Véta 2.14. MnoZina vSech fesent soustavy (A | b) je rovnd mnoziné

S=u+ > tWvP)(vpeP)t® R
peP

Dikaz. Nejprve ukazeme, ze mnozina

So =4 tWvP) :(vpeP)t eR
peP
je rovnd mnoziné Ry vSech FeSeni pfislusné homogenni soustavy (A | o). Budeme pouzivat nasledujici jednoducha
pozorovani, jejichz dikazy prenechdme ¢tenari jako cviceni.
(pl) Je-li vektor w feSenim soustavy (A | o) a t € R, pak je vektor tw FeSenim soustavy (A4 | o).
(p2) Jsou-li vektory w,z feSenim soustavy (A | o), pak je vektor w + z FeSenim soustavy (A | o).
Dokazeme inkluze Sq C Ry a Ry C Sp.

e Sy C Ry. Musime dokézat, ze pro libovolna ¢isla () je vektor 2 opep t(P)y(P) fegenim soustavy (A | o).
Necht tedy t® € R jsou libovolna é&sla. Pro kazdé p € P je vektor v(P) fedenim (A | o), takze je feSenim
této soustavy také vektor t®)v(®) (podle (pl)) a proto je fefenim také vektor D pep t®v(®) (to plyne
nékolikandsobnou aplikaci (p2)).

e Ry C Sy. Vezmeme libovolny vektor w = (wy, ws, ..., w,)"T € R a ukdZeme, e lezi v mnoziné Sy. Uvazujme
vektor
w = Z wpv(p ).
peP
Vektor w' = (w},w}, ..., wh)T lezi v Sy podle definice této mnoziny. V predchozi ¢ésti ditkazu jsme ukazali,

ze Sy C Ry, tedy w' lezi také v Ry. Nyni si uvédomime, ze pro kazdé ¢ € P plati wy, = w,. Skutecné:

w, = Z wpvé”) = qul(f) + Z wpvép) =
pepP reP\{q}

=wg-1+ Z wy-0=w, .
pEP\{q}
Z toho podle pozorovani 2.13 vyplyvd w = w'. Protoze w' € S, je také w € Sy a jsme hotovi.
Prejdeme k samotnému dikazu, 7e mnozina S je rovnd mnoziné R vSech FeSeni soustavy (A | b). K dikazu opét
vyuzijeme dvé snadnd pozorovani.
(p3) Pokud je vektor w feSenim soustavy (A | b) a vektor z feSenim soustavy (A4 | o), pak je vektor w + z
feSenim soustavy (A | b).
(p4) Pokud jsou vektory w,z feSenim soustavy (A | b), pak je vektor w — z feSenim soustavy (A | o).
Dokazeme, ze SC Ra R CS.
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soustavy (A | o). Navic vektor u f'esf soustavu (A | b), takze, podle (p3), je vektor u+3_ p () y(p)
soustavy (4 | b).

e R C S. Uvazujme libovolny vektor w € R. Podle (p4) je vektor w — u feSenim (A | o), tedy patii do Sp.
Protoze Ry C Sy, existuji ¢isla t®?) € R takova, 7e w —u = Zpep t®)v{®) 7 &eho? po pfevodu u na pravou
stranu dostdvame w € S.

(I

2.4.3. Shrnuti. Obecnou soustavu linearnich rovnic o n nezndmych lze vyfesit nasledujicim postupem.

1. Gaussovou eliminaci prevedeme soustavu na ekvivalentni soustavu v odstupnovaném tvaru.

2. Rozhodneme, zda soustava ma feSeni. Pokud ne, tj. existuje rovnice typu Ox; + Ozs + - -+ + 0z, = b # 0,
skonc¢ime.

3. Uréime volné proménné (parametry) — proménné odpovidajici sloupctiim, kde nejsou pivoty. MnoZinu téchto
sloupcti oznac¢ime P.

4. Mnozina vsech feSeni je

ut+ Y v (vpeP) W eR Y
peEP

kde u je libovolné feseni soustavy a v{P) je fegeni piislusné homogenni soustavy, kde za parametr odpovidajici

sloupci p volime 1 a za zbylé parametry volime 0. Kazdy z vektorti spocitdme zpétnou substituci.
Vsimnéte si, ze pocet volnych proménnych je roven ¢islu n — r, kde r je pocet nenulovych fadkd v odstupniovaném
tvaru. Zatim neumime dokazat, Ze toto ¢islo nezadvisi na tom, jaké ekvivalentni ipravy pouzivame k prevodu na
odstupiiovany tvar. Nicméné je tomu tak, toto ¢islo je rovné tzv. hodnosti (rozsifené) matice soustavy. Intuitivné to
lze zdtivodnit tak, Ze v popisu mnoziny feSeni mame n —r parametri, takze mnozina feSeni je (n — r)-dimenzionalni
objekt, pricemz tato dimenze samoziejmé zavisi jen na puvodni soustavé, nikoliv na konkrétnim odstupniovaném
tvaru.

Na popsany postup na reseni rovnic se da také divat takto: Na zacatku mame rovnicovy popis ,rovného utvaru®

v n-rozmérném prostoru, v bodé 1. nalezneme kompaktnéjsi rovnicovy popis stejného ttvaru a v bodé 4. nalezneme
jeho parametricky popis.

Priklad 2.15. Najdéte vSechna feSeni soustavy linearnich rovnic s roz§ifenou matici

0

2.5. Praktické problémy pri feSeni rovnic.

2.5.1. Numerickd stabilita. P¥i pocitani soustav linearnich rovnic na pocita¢i Casto reprezentujeme realnd cisla
s néjakou predem urcenou presnosti. Problémem je, ze Gaussova eliminace je obecné numericky nestabilni. To
znamena, ze malé zaokrouhlovaci chyby mohou vést k vysledku, ktery se velmi lisi od spravného. Uvazujme napiiklad

soustavu
—-107% 111
1 112 )’

11,0002\ "
1,0001° 1,0001
Pokud pouzijeme aritmetiku s tfemi platnymi ciframi, Gaussova eliminace nam da
-107% 111 -107% 1 1
1 1]2 0 10 | 104
a zpétnou substituci dostaneme feseni (0,1)7, které se od spravného li§f viznamné v prvni slozce. Problémem je, 7e
jsme pii Gipravé pricitali 10*-n4sobek prvniho fadku k druhému a &slo 10* je tak velké, Ze smaze pro danou soustavu
podstatny rozdil mezi 1 a 2 na pravych stranidch. Tomuto problému lze piedejit tak, ze vzdy pred eliminaci jedné

proménné prohodime fadky tak, aby pivot byl co nejvétsi (v absolutni hodnoté). Tato tzv. édstecnd pivotace ale
nezamezi vem problémim s numerickou stabilitou. Piikladem muze byt soustava

-10 10° | 10°
2 )

1 1
ktera vznikne z piedchozi vyndsobenim prvni rovnice ¢islem 10°. ReSeni pii pouziti aritmetiky se tiemi platnymi
ciframi vyjde opét (0,1)7 a ¢astecnd pivotace tomuto problému nezamezi (fadky jsou jiz od zacatku ve spravném

jejimz presnym TfeSenim je
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poradi). U tohoto pfikladu je problém ve zna¢ném rozdilu ve velikosti prvniho fddku a druhého Fadku. Témto i
dalsim typtm problémii lze zamezit uplnou pivotaci, pii niz prohodime pied eliminaci fadky a sloupce tak, aby pivot
byl co nejvétsi. Uplnd pivotace je numericky stabilni v kazdém p¥ipadé. P¥i prohozeni sloupcti nesmime zapomenout
na to, ze vlastné prohazujeme proménné.

2.5.2. Spatné podminéné soustavy. Jiny typ problémii ukdZeme na soustavé
0,835 0,667 | 0,168
0,067 ’

0,333 0,266

jejiz fegenim je (1, —1)%. Pokud ¢islo 0,067 jen nepatrné zménime na hodnotu 0,066, fegeni se zméni na (—666, 834)7.
Dtivodem tohoto drastického rozdilu je, ze pfimky urcené rovnicemi jsou témér rovnobézné, takze mald zména jedné
z nich mze posunout priunik daleko od ptivodniho.

OBRAZEK

Soustavam, jejiz feSeni je velmi citlivé na malou zménu koeficientii, fikdme $patné podminéné. U Spatné podmi-
nénych soustav ndm nepomiize ani numericky velmi stabilni algoritmus, protoze koeficienty jsou v praxi vétsinou
ziskdny méfenim, takze jsou zatizeny chybou. Je proto zapotiebi zménit model, navrhnout jiny experiment, apod.,
abychom se vyhnuli $patné podminénym soustavam.

Cviceni
1. Dokazte, ze prohozeni dvou rovnic lze docilit zbylymi dvémi elementarnimi fddkovymi Gpravami.

2. Dokazte pozorovéani (pl-4) z dikazu véty 2.14. Navrhnéte zobecnéni.
3. SLOZITOST
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3. TELESA

Cil. Studiem vlastnosti redlnijch cisel, které pouzivime p¥i Teseni
soustav linedrnich rovnic, dojdeme k pojmu télesa. UkdZeme si
nékolik duleZitych prikladi téles.

3.1. Motivace.

V minulé kapitole jsme fesili soustavy linearnich rovnic nad redlnymi ¢isly. Zcela stejny postup lze vyuzit pro
feseni soustav linearnich rovnic nad jinymi obory, napiiklad komplexnimi ¢isly. Obecné lze stejny postup pouzit nad
libovolnym télesem. Téleso je tedy struktura, ve které jsou definované operace s¢itani a nasobeni majici podobné
vlastnosti jako redlnd cisla, konkrétnéji mame na mysli ty vlastnosti redlnych cisel, které vyuzivime pii reSeni
soustav linearnich rovnic.

Zamysleme se nejprve jaké vlastnosti redlnych ¢isel vyuzivdme pii feSeni rovnice x + a = b, konkrétné tieba

rz+11 =18 .

Snazime se odhlédnout od toho, Ze feSeni okamzité vidime a 7e nékteré vlastnosti redlnych cisel jiz pouzivame zcela
automaticky.

Vétsina z nas by na tomto misté navrhla odeéist od obou stran ¢islo 11. My se budeme snazit vystacit se
dvémi zékladnimi operacemi, s¢itdnim a nasobenim. Ostatni operace, jako od¢itani a déleni, budeme povazovat
za, odvozené. Proto k oboum strandm radéji pricteme ¢islo —11. Protoze jsme zapomnéli na komutativitu séitani,
musime se domluvit, z které strany pricitdme. V nasem piipadé potiebujeme pricist zprava. Dostavame

(z+11)+(-11) =7,
pfi¢em? na pravé strané jsme rovnou spocitali, Ze 18 + (—11) = 7. Dalsim krokem je pfezdvorkovani levé strany:
x4+ 11+ (-11) =7 .

Ted miZeme zavorku vypocitat:
z+0=7.

Nakonec vyuzijeme skutecnosti, ze x + 0 = z a dostavame
r=7.

(Ted bychom jesté bud ovéfili, ze 7 je opravdu ¥eSenim, p¥ipadné nahlédli, Ze Gpravy jsou vratné.)

Pti feSeni rovnic typu = + a = b tedy vyuzivame asociativitu sc¢iténi, existenci neutralniho prvku a existenci
opacnych prvki. Presnéji fe¢eno, vyuzivame nasledujici vlastnosti:

(S1) (,asociativita s¢itdni“) Pro libovolna ¢isla a,b,c € R plati (a +b) + ¢ = a + (b+ ¢).

(S2) (,existence nulového prvku“) Existuje ¢islo 0 € R takové, Ze pro libovolné a € R plati 0 +a = a + 0 = a.

(S3) (,existence opatného prvku“) Pro kazdé a € R existuje b € R takové, ze a + b = b+ a = 0. (Takové b

znafime —a.)

Pointa je v tom, zZe kdykoliv méme na néjaké mnoziné operaci + s témito vlastnostmi, pak mizeme na feSeni rovnic
typu ¢ + a = b (nebo a + x = b) pouzit zcela stejny postup. (Bindrni) operaci na mnoziné 7' se rozumi jakékoliv
zobrazeni, které kazdé dvojici prvkl z T jednoznacné priradi prvek 7. Formalné:

Definice 3.1. Bindrni operaci na mnoZziné T rozumime zobrazeni z T x T do T'.

Je-li @ bindrni operace na T, pak jeji hodnotu na dvojici (a,b) zapisujeme vétsSinou a @ b, misto ®(a,b), nebo
formélné jesté spravndjstho ®((a,b)).

Vsimnéte si, ze a & b musi byt definované pro kazdou dvojici a,b € T a ze vysledek operace je opét prvek
T. Pokud ma @ vlastnost (S1), pak ve vyrazech typu a; ® as @ --- @® a,, nemusime pséat zavorky, protoze kazdé
smysluplné uzavorkovani da stejny vysledek (dikaz je technicky docela naroény, nebudeme jej provadét). Obecné
v8ak nemtzeme beztrestné prohazovat poradi.

Priklady mnoZin a operaci spliwjici (S1), (S2), (S3) jsou
T =7 a + je bézné scitani.

Podobné T'= Q (nebo T' = R, nebo T' = C) a + je bézné s¢itani.

Vétsim prikladem je mnozina vSech redlnych funkci redlné proménné s operaci s¢itani funkei.

Naopak velmi malym piikladem je T' = {0, 1} s operaci @ definovanou 00 =141=0a041 =100=1.
Zcela odlisnym prikladem pak je mnozina vSech permutaci na néjaké pevné mnoziné s operaci o skladani
permutaci. Tento p¥iklad vybocuje tim, Ze operace neni komutativni (tj. nespliiuje a o b =bo a).
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Vratme se nyni k problému, které vlastnosti redlnych ¢isel vyuzivame pii feSeni soustav linearnich rovnic. Uva-
zujme rovnici typu z - @ = b, naptiklad z - 3 = 12. Postup feSeni je nésledujici.

r-3=12
(z-3)-37' =4
z-(3-371) =4
z-1=4

r =4

Vsimnéte si, ze postup je velmi podobny postupu na feSeni rovnice x + a = b. Rozdil je v tom, Zze misto operace
+ pracujeme s operaci -, misto 0 pouzivdme prvek 1 a misto —z pouzivame z~!. Vlastnosti -, které vyuzivame,
jsou proto velmi podobné vlastnostem (S1), (S2), (S3) s jednim dulezitym rozdilem — obdoba vlastnosti (S3), coz
je existence inverzniho prvku, plati pouze pro nenulova ¢isla. Pouzité vlastnosti jsou nésledujici.

(N1) (,asociativita ndsobeni“) Pro libovolné ¢isla a,b,c € R plati (a-b)-c=a- (b-¢).

(N2) (,existence jednotkového prvku“) Existuje ¢islo 1 € R takové, Ze pro libovolné a € R plati 1-a=a-1=x.

(N3) (,existence inverzniho prvku®) Pro kazdé a € R takové, Ze a # 0, existuje b € R takové, Ze a-b=b-a = 1.

(Takové b znac¢ime a!.)

Pii elementarnich Gpravach pouzivame jesté dvé dalsi vlastnosti. Ty lze vidét naptiklad z aprav, které mlcky
probihaji pfi pfi¢itani 2-ndsobku rovnice = + 3y = 10 k rovnici (—2)x + 4y = 15. V Upravéch jiz vyuZivame (S1) a
(N1), takze nepiseme zavorky.

2@ +3y) + (-2)z+4y =35
204+ 2-3y+ (—2)z + 4y =35
2z + 6y + (—2)z + 4y = 35
2z 4+ (—2)x + 6y + 4y = 35
2+ (-2)z+(6+4)y =35

Oz + 10y = 35
0+ 10y = 35
10y = 35

Kromeé jiz formulovanych vlastnosti jsme vyuzili tyto:
(D) (,oboustranna distributivita“) Pro libovoln4 ¢isla a,b, ¢ € R plati a-(b+¢) = a-b+a-ca (b+c¢)-a = b-a+c-a.
(S4) (,komutativita sé¢itani“) Pro libovolné ¢isla a,b € R plati a + b =b + a.

Jesté jsme vyuzili, ze 0 -z = 0. Pozdéji vSak ukazeme, Ze tento vztah plyne ze zbylych vlastnosti.

Shrneme-li vSechny doposud zformulované vlastnosti, dostaneme pojem nekomutativniho télesa. Nikde jsme totiz
nevyuzili komutativitu nasobeni a soustavy linedrnich rovnic lze Gaussovou eliminaci fesit i nad nekomutativnimi
télesy, jen bychom se museli dohodnout, zda koeficienty v rovnicich budeme psat zleva nebo zprava. Rovnice axz = b
totiz mize mit jiné feSeni nez rovnice xa = b. Dilezitym piikladem nekomutativniho téleso je téleso kvaternioni,
viz nize.

My ale budeme pracovat s télesy, kde nasobeni je komutativni, proto do definice télesa tuto vlastnost pridame.
Tim padem staéi vyzadovat jen jeden z distributivnich zdkont a mizeme také zjednodusit vlastnosti (S2), (S3),
(N2) a (N3). Jesté pfidame tzv. axiom netriviality, tj. pozadavek Ze téleso méa alespoir 2 prvky. Jednoprvkovou
mnozinu totiZz za téleso nechceme povazovat.

3.2. Definice télesa.

Definice 3.2. Télesem T rozumime mnozinu 7" spolu s dvémi bindrnimi operacemi +,- na T', které spliuji nasle-
dujici axiomy.
(S1) (asociativita s¢itani“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati (a +b) + ¢ =a + (b+ ¢).
) (yexistence nulového prvku“) Existuje prvek 0 € T takovy, Ze pro libovolné a € T plati a + 0 = a.
) (,existence opac¢ného prvku“) Pro kazdé a € T existuje —a € T takové, ze a + (—a) = 0.
) (,komutativita s¢itani“) Pro libovolné prvky a,b € T plati a +b = b + a.
) (,asociativita ndsobeni“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati (a-b)-c=a- (b-¢).
) (,existence jednotkového prvku“) Existuje prvek 1 € T takovy, Ze pro libovolné a € T plati a - 1 = a.
) (,existence inverzniho prvku“) Pro kazdé 0 # a € T existuje a=! € T takové, ze a-a ! = 1.
) (,komutativita ndsobeni“) Pro libovolné prvky a,b € T platia-b=1b-a.
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(D) (,distributivita“) Pro libovolné prvky a,b,c€ T'platia-(b+c)=a-b+a-c.
(= T) (,netrivialita®) |T| > 1.

Prvek 0 z axiomu (S2) téZ nazyvame neutrdlni prvek vzhledem k operaci + a prvek 1 z axiomu (N2) je neutrdlni
prvek vzhledem k -. V nasledujicim tvrzeni ukdzeme, ze jsou urceny jednoznacné. Tyto jednoznaéné urcené prvky
pak vystupuji v axiomech (S3) a (N3).

Formulace (S3) miZe byt trochu matouci. Pfesn&ji bychom méli fict, Zze pro kazdé a € T existuje b € T takové,
ze a+b = 0, a poté libovolné takové b oznacit —a. V nasledujicim tvrzeni dokdzeme, ze b = —a je pro dané a urceno
jednoznacné. Podobné pro inverzni prvky.

Stejné jak je bézné u redlnych ¢isel, prvek a - b ¢asto zna¢ime jen ab. Definujeme

a

a—b=a+(-b) a g:ab_l.

Téleso je zadané mnozinou 7' a ur¢enim dvou binarnich operaci + a - na mnoziné 7. Samotna mnozina téleso
neurcuje. Rovnéz poznamenejme, 7e vzhledem k definici bindrni operace (definice 3.1) musi byt a+b a ab definované
pro kazdou dvojici prvki a,b € T a vysledek musi lezet v mnoziné T

Piikladem télesa je mnoZina racionélnich (nebo redlnych, nebo komplexnich) ¢isel spolu s béZnymi operacemi.
Mnozina celych ¢isel spolu s bé&Zznymi operacemi téleso netvori kvili axiomu (N3). Dfive nez se podividme na dalsi
priklady, dokdZzeme nékolik jednoduchych vlastnosti, které maji vSechna télesa.

Tvrzeni 3.3. V kaZdém télese T plati
(1) nulovy prvek je urceny jednoznacné,
(2) rovnice a +x = b md vZdy pravé jedno tesent, specidlné, opacny prvek —a je prvkem a € T urcéeny jedno-
zZnacne,
(3) jednotkovy prvek je uréeny jednoznacneé,
(4) rovnice ax = b, a # 0, ma vidy prdvé jedno feseni, specidlné, prvek a~
prvkem a uréeny jednoznacné,
(5) Oa = 0 pro libovolny prvek a € T,
(6) je-li ab =0, pak bud’'a =0 nebo b =0,
(7) (=1)a = —a pro kazdy prvek a € T,
(8) z rovnosti a+b=a+ c plyne b=c,
(9)
10)

Y inverzni k proku 0 # a € T, je

z rovnosti ab = ac a predpokladu a # 0, vypljvd b = ¢,
0#1
Drikaz. (1) Predpokladejme, Ze 0 a 0’ jsou prvky, pro které a + 0 = a = a + 0’ pro libovolné a € T'. Pak plati
0=0+0=0+0"=0"
V prvni rovnosti jsme vyuzili, Ze a = a + 0 pro libovolné a (vyuzili jsme to pro a = 0'), ve druhé rovnosti
vyuzivame komutativitu s¢itani (axiom (S3)) a ve tfeti rovnosti vyuzivame, ze a + 0’ = a (pro a = 0).
Tedy 0 = 0', coZ jsme chtéli.

(2) Vezmeme libovolné a,b € T a pfedpokladdme, ze x € T i 2’ € T spliwji a + x = b a a + &' = b. P¥i¢teme k
obéma strandm rovnosti a+x = a+z’ libovolny pevné zvoleny opa¢ny prvek —a k a, pouzijeme asociativitu
s¢itani a axiomy (S3),(S4) a (S2). Dostavame

at+z=a+a
(—a)+ (a+2) =(—a) + (a+ ')
(—a) +a)+z=((—a)+a)+2
O+z=0+2
z=x .
Tvrzeni o jednoznacnosti opacného prvku dostaneme volbou b = 0.

(3) Obdobné jako (1)

(4) Obdobné jako (2)

(5) Pro libovolné a mame uzitim (D)

0a + 0a = (0 + 0)a = Oa.

Rovnice 0a + z = 0a ma tedy feSeni z = Oa, ale také z = 0 podle axiomu (S2). Z bodu (2) nyni vyplyva
Oa = 0.
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(6) Predpokladejme, ze ab = 0 a a # 0 a dokdzeme, %e b = 0. Rovnice az = 0 méa feSeni z = b a také z = 0
podle predeslého bodu. Takze 0 = b podle bodu (2).
(7) Je tieba ukdzat, Ze (—1)a je opa¢ny prvek k a. Pak tvrzeni plyne z jednoznacnosti opa¢ného prvku (bod
(2)). Skutecné
a+(-1)a=1la+(-1)a=(1+(-1))a=0a=0,
kde jsme vyuzili (N2), (D), (S3) a pfedchozi bod.
(8) Rovnice a + x = (a + ¢) mé YeSeni x = ¢ (zfejmé) a = b (podle pifedpokladu). Z bodu (2) plyne b = c.
(9) Podobné jako predesly bod.
(10) Pokud 0 = 1, pak vyndsobenim obou stran libovolnym éislem a a uZitim (5) a (N2) dostaneme 0 = 0a =
la = a. Tedy kazdy prvek je roven nulovému, takze |T| = 1.
O

Dalsi spolec¢né vlastnosti téles jsou ve cvicenich.

3.3. Télesa Z,.

Dilezitymi piiklady téles jsou télesa Zj, kde p je prvocislo. Tato a jind konecnd télesa maji aplikace napiiklad v
informatice pfi studiu kédd nebo k navrhu rychlych algoritm@ pro pocitani s celo¢iselnymi polynomy.

Téleso Z, mé prvky 0,1,2,....p — 1 (md tedy p prvki) a operace &, ® jsou definoviny

a®b=(a+b) modp, a®b=(a-b)modp.

Na levych stranach jsou operace v Z,, které definujeme, a na pravych stranach jsou bézné operace v Z. Pripomenme,
ze ¢ mod p znaci zbytek po déleni ¢isla ¢ ¢islem p. Tento zbytek je vzdy v mnoziné 0,1, ..., p— 1, takze operace jsou
dobie definovany.

Ve skutecnosti pro zapis operaci @, ® pouzivame symboly +,-. Z kontextu je tfeba rozhodnout, ve kterém télese
pocitame. Napriklad v Zs mame

0+40=0,144=0,3+4=2,2-2=4,2-3=1,3-3=4,...
Véta 3.4. Pro libovolné€ prvocislo p tvori mnozina Z, spolu s vyse definovanymi operacemsi téleso.

Dukaz. Ovéfeni témér vSech axiomu télesa je vcelku snadné a prenechame to do cviceni.

Dokézeme pouze axiom (N3) o existenci inverznich prvkid. Necht 0 # a € Z,, neboli @ € {1,2,...,p — 1}.
Chceme najit inverzni prvek k a. Protoze p je prvoéislo a 0 < a < p, plati gcd(a,p) = 1. Podle Bezoutovy véty
(véta ?7)existuji ¢isla s,t € Z takovd, ze sa + tp = 1. Tvrdime, Ze (s mod p) je inverznim prvkem k a. Plati

(smodpla=sa=1—-tp=1 (mod p),

(kde vSechny operace jsou béZné operace s celymi ¢isly) neboli (s mod p)a mod p = 1. Z toho plyne, Ze (s mod p)a =
1v Z,. O

Dikaz také dava ndvod na hledani inverznich prvkia. Pokud p je malé, je asi nejrychlejsi urcovat inverzni prvky
zkusmo.

Priklad 3.5. V télese Zz mame
171 =1,2"1=3,31=2 41 =4.
V télese Z7 je
17'=1,2"=43"'=54"'=25"1=36"'=6.

Inverzni prvky jsme nagli zkusmo, napiiklad 27! = 3, protoze 2 - 3 = 1. Uvedeme nékolik snadnych pozorovani,
které usnadni praci. Kazdé z nich ovéite na uvedenych piikladech.

V kazdém télese plati 17! = 1 a také (—=1)7' = —1. Tedy v Z, je (p — 1)~' = (p — 1), protoze —1 = p — 1 (Cti
wopacny prvek k 1 je p— 1¢). Podle cviceni 3.5.6 je (—a)~! = —(a!), takZe zndme-li inverzni prvek k a, miZeme
téz urcit inverzni prvek k —a = p — a. Podle stejného cviceni je inverzni prvek k inverznimu prvku ptivodni prvek,
tj. vime-li, z2e b=a"', pak a = b~ ".

Priklad 3.6. V télese Z; plati
-3 4
—=_=4-5'1=4-3=5.
5 5
Vyuzili jsme 571 = 3, coz jsme nahlédli v pfedchozim piikladu. Alternativné se lze rovnou zeptat kolika je tieba
vynasobit pétku, abychom dostali 4. Jesté jinak mtizeme pocitat
-3 4

=—=-2=5.
) -2
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Poznamenejme, Ze zatimco v télese redlnych (nebo raciondlnich) ¢isel je % ¢islo, v télese Zz jde o vyraz ,4 déleno
5“. Takové vyrazy by se ve vysledcich piikladi nemély objevovat, protoze jdou jesté dopocitat.

Piiklad 3.7. Uréime 137! v télese Zs;. Prvoéislo 37 je jiz piili§ velké na to, abychom poéitali inverzni prvky
zkusmo, proto pouzijeme postup z dikazu véty 3.4. Je potieba zjistit Bezoutovy koeficienty pro ¢isla 13, 37.
37=2-13+11
13=1-11+2
11=5-2+1
Zpétnym chodem dopocitame Bezoutovy koeficienty.
1=1-11-5-2=
=1-11-5-(13-1-11)=(-5)-13+6-11 =
=(-5)-13+6-(37—-2-13)=6-37+ (—17)-13
Protoze (—17) mod 37 = 20, v télese Zg; plati 1371 = 20. MiZzeme ovéfit, ze opravdu plati 13 - 20 mod 37 = 1.

Piiklad 3.8. V télese Zq; vyresime soustavu linedrnich rovnic s matici

2 41 2 103
41 3 8 6|7
75 0 2 68

Soustavu prevedeme do odstupnovaného tvaru.

2 41 2 10|3 2 41 2 103
41 38 6|7]~10414 8|1 |~
75 0 2 6|8 0 2 2 6 4|3
2 41 2 10(3 126 1 5|7
~1 0 414 8|1 |]~]1013 1 2|3
0 07 4 018 0 01 10 09

V prvni Gpravé jsme 9-ndsobek prvniho radku pricetli ke druhému a 2-nasobek prvniho fadku jsme pricetli ke
tretimu.

Jak jsme pfisli napiiklad na ¢islo 9 p¥i nulovani pozice (2,1)? Jednou moZnosti je spoditat —% =-2=09. Pro
mald télesa, zejména Zs, Z3, Zs, L7, je asi nejrychlejsi urcit potiebné ¢islo zkusmo. Tim myslime v naSem pripadé
avahou ,kolika je tfeba vynésobit 2, aby po pficteni 4 vznikla 0“. Mozné o néco pocetné prijemnéjsi nez pricitat
9-nasobek je pricitat (—2)-nasobek.

Na koeficient 2 pfi nulovani pozice (3, 1) mtizeme obdobné pfijit bud vypoctem nebo zkusmo. Vypocet provedeme
piimocare

—;:—7-2*1:—7-6:—9:2 :

nebo Sikovnéji napriklad takto:
—=—=_=2

V dalsi Gpravé jsme 5-ndsobek druhého Fadku pricetli k tfetimu. V posledni tpravé jsme vynasobili fadky cisly
tak, aby pivoty byly rovny 1. To ndm usnadni zpétné substituce pfi dopocitani feSeni. Konkrétné jsme prvni radek
vynasobili &slem 27! = 6, druhy fadek ¢islem 41 = 3 a t¥et{ ¥ddek &islem 7! = 8.

Bé4zové proménné jsou 1, To a r3 a volné proménné jsou x4 a x5. Redeni tedy bude tvaru

+ s . +t . :s,tEZH

0 1 0
0 0 1
Zpétnou substituci dopocitdme neznamé pozice a ziskame feseni
1 1 10
9 7 9
9 + s 1 + t 0 . S,t S le
0 1 0
0 0 1
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3.4. Charakteristika. Dilezitym ¢iselnym parametrem téles je jejich charakteristika:
Definice 3.9. Existuje-li kladné celé ¢islo n takové, ze v télese T plati
1+14---+1=0,
| —
n
pak nejmensi takové kladné ¢islo nazyvame charakteristika télesa T.

Pokud zadné takové kladné celé ¢islo n neexistuje, tak fikdme, ze téleso T mé charakteristiku 0.

Charakteristika tedy urcuje, kolikrat je nejméné t¥eba seéist jednicku, abychom dostali 0. Nékdy se zdpisem n
rozumi soucet n jednicek. Charakteristika je pii této imluvé nejmensi kladné celé ¢islo n takové, ze n = 0. Pokud
takové n neexistuje, charakteristika je 0.

Véta 3.10. Charakteristika kaZdého télesa je bud 0 nebo prvocislo.
Dukaz. Jestlize charakteristika télesa T neni rovna 0, pak existuje néjaké kladné celé ¢islo n > 2, pro které plati

1+1+---+1=0.
n
JestliZe je n slozené ¢islo, plati n = kIl pro néjaka kladnd celd ¢isla k,1 < n. V dusledku axiomu distributivity (D)
plati
Q+1+--+D)A+1+---+1)=1+1+4---+1=0.

AN

k l n

Podle tvrzeni 3.3.(6) miZe byt soucin dvou prvka v télese rovny 0 pouze pokud je aspoi jeden z ¢initeld rovny 0.
Proto je bud

1+1+4---+1=0
k
nebo
I+1+--+1=0.
!
V kazdém pripadé nemtize byt slozené ¢islo n > 2 nejmensim kladnym celym ¢islem, pro které plati
I+1+--+1=0.
n
ProtoZe je 1 # 0 podle tvrzeni 3.3.(10), musi byt nejmensi takové ¢islo prvocislo. |
Charakteristika téles Q, R, C je 0. Pro libovolné prvocislo p je charakteristika télesa Z, rovna p.
Télesa charakteristiky 2 maji tu pfijemnou vlastnost, ze sc¢itédni a odc¢iténi splyvaji, viz cvi¢eni. V nékterych

situacich tato télesa tvori vyjimecné piipady, které je tieba zvlast rozebirat. Jednim z divodu je fakt, Zze v nich
nelze pocitat aritmeticky primér dvou cisel — vyraz “T'"b totiz nedava smysl, protoze délime nulou.

3.5. Dalsi priklady téles.

3.5.1. Ctyrprokové téleso. Pokud n neni prvoéislo, pak Z,,, definované podobné jako Zy,, neni téleso. Tedy napiiklad
Z4 neni téleso. Selze axiom (N3), 2 nemd inverzni prvek. MuZeme také pouzit vétu 3.10, protoZe charakteristika by
byla 4, coz je nemozné.

Ctyiprvkové téleso ale existuje. Nejlépe je poéitat s polynomy

GF4)={0,1,a,a + 1}
jedné proménné « s koeficienty v Zs. S¢itani je definované jako pfirozené s¢itani polynomt (nap¥. a + (o + 1) =
(14 1)a+ 1 = 1), pti nasobeni pak polynomy vynédsobime pfirozenym zptsobem a pak vezme zbytek po déleni
polynomem
a+a+1 ,
napriklad
(a+1)(a+1)=((@+1) pgmme (@+1)) mod (@® +a+1) =
=(@+1)mod (> +a+1)=a .
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3.5.2. Dalsi konecnd télesa. Téleso s n prvky existuje pravé tehdy, kdyz n je mocnina prvocisla. Dikaz uvidite
pozdéji v kurzu algebry. Naopak, pokud n = p* pro néjaké prvoéislo p, pak téleso s n prvky existuje a je dokonce
jednoznacné urcené az na preznaceni prvki. Jde zkonstruovat podobné jako ¢tyiprvkové téleso. Prvky budou po-
lynomy stupné nejvyse k — 1 s koeficienty v Z, a pocitat budeme modulo pevné zvoleny nerozlozitelny polynom
stupné k, tj. polynom, ktery se neda napsat jako (béZny) soucin polynomi nizsiho stupné.

Podobné jako u téles Z, by se existence inverznich prvki dokézala pomoci Bezoutovych koeficientt, analogie
Bezoutovy véty totiz plati i pro polynomy s koeficienty v Z,. Dilezité je, ze poc¢itdAme modulo nerozlozitelny
polynom. Tento fakt hraje v dikazu stejnou roli jako fakt, ze p je prvocislo v dikazu véty 3.4 — nejvétsi spolecny
délitel zvoleného nerozlozitelného polynomu a libovolného nenulového polynomu nizsiho stupné bude diky tomu 1.

3.5.3. Podtélesa komplexnich cisel. Existuje cela rada téles ,mezi“ raciondlnimi a komplexnimi ¢isly. Napiiklad
mnozina komplexnich ¢isel

{a+bi:a,beQ}

tvori s béznymi operacemi téleso. K dikazu musime ovérit, ze tato mnozina je uzaviena na scitani a nasobeni.
Vétgina zbylych axiomi je pak o¢ividna, kromé existence inverzniho prvku. Uplny ditkaz pienechdme do cviceni.
Dalsim prikladem je mnozina

{a+bV2:a,b€cQ}

opét s béznymi operacemi.

Tato a podobnd télesa hraji velkou roli napiiklad pii dikazu slavné véty, Ze neexistuje vzorecek (vyuZivajici
operace +,-, =, o/ ) pro kofeny polynomu vétsiho nez patého stupné, nebo pii dikazu nemoznosti kvadratury
kruhu, trisekce thlu a zdvojeni krychle.

r(z)
q(z)’
kde p(z) a g(z) # 0 jsou redlné polynomy s béZnymi operacemi s¢itani a nasobeni funkci. Je potieba ztotoznit
racionalni funkce, které se lisi pouze defini¢nim oborem, napt. 1 je potieba povazovat za tu samou racionalni funkci
jako (z +1)/(z + 1), viz cviceni.

3.5.4. Téleso raciondlnich funkci. Prikladem ,vétsiho“ télesa je téleso racionélnich funkci, tedy funkeci tvaru

3.5.5. Charakteristika a konecnost. Kazdé téleso charakteristiky 0 ma nekonec¢né mnoho prvki, protoze ¢isla 0,1, 1+
1,14+ 1+ 1 jsou vSechna navzajem rtzna. Jde ukazat, ze takové téleso v jistém smyslu obsahuje téleso raciondlnich
Cisel (viz cviceni).

Na druhou stranu, neni pravda, ze téleso nenulové charakteristiky ma nutné konec¢ny pocet prvki. Prikladem je
téleso raciondlnich funkci nad Z,, které méa charakteristiku p a neni konecné. Pii zavadéni tohoto télesa je potieba
postupovat opatrnéji nez v pripadé télesa raciondlnich funkci nad R, musime pracovat s formalnimi podily (nikoliv
funkcemi tvaru podilu) a vhodné podily ztotoZnit. Detaily probirat nebudeme.

Kazdé téleso charakteristiky p ,obsahuje“ téleso Z, (opét viz cviceni).

3.5.6. Kwvaterniony. Dulezitym piikladem nekomutativniho télesa jsou kvaterniony. Kvaterniony definujeme jako
vyrazy tvaru

a+bi +cj + dk,
kde a,b,c,d € R a i,j,k,[ jsou ,imagindrni jednotky“. S¢itani je definovano pfirozené, tedy
(a+bi+cj+dk)+ (" +bi+cj+dk)=(a+a)+B+V)i+(c+c)j+ (d+d)k.
P1i nasobeni roznasobime zavorky a vyuzijeme vztaht ai = ia, aj = ja,ak = ka pro libovolné a € R a
P=2=k=-1, ij=kjk=iki=j ji=—kkj=—iik=—j,

které se dobie pamatuji pomoci cyklu i —» 7 = k — @:
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Pokud néasobime po sméru cyklu, dostaneme tfeti proménnou s kladnym znaménkem, a nasobeni proti sméru
znaménko obraci. Tedy

(a+bi+cj+dk) (a'+Vi+cj+dEk)=
=ad +ab'i +ac'j + ad'k + ba'i + bb'i* + bc'ij + bd'ik+
+ca'j+ cb'ji + cc'j? + cd' jk + da'k + db'ki + dc'kj + dd'k* =
=aa +abi+ac'j+adk+bai —bb +bc'k —bd'j+
+ca'j—cbk—cc +cdi+dadk+dbj—dci—dd =
= (aa' —bb' — ¢’ —dd') + +(ab’ + ba' + cd' — dc')i+
+ (ac’ = bd' + ca’ + db')j + (ad’' + bc' — b + da')k .

Linearni algebru lze mimo jiné pouzit také ke zkouméani geometrickych zobrazeni. Rotace o tihel a kolem néjaké
osy patii mezi dilezitd geometrické zobrazeni. V letnim semestru si ukazeme, ze slozeni dvou rotaci kolem rdznych
os je opét rotace kolem néjaké osy. Najit osu a thel slozené rotace neni vibec jednoduché. Hledani toho, jak osa a
thel slozené rotace zavisi na osach a thlech rotaci, které skladame, vedlo k objevu kvaterniond.

Délkou kvaternionu a + bi + cj + dk rozumime redlné ¢islo a2 + b2 + ¢ + d2. Kvaternion délky 1 nazyvame
jednotkovy kvaternion. Lze spocitat (viz cviceni), Ze soucin dvou jednotkovych kvaterniont je zase jednotkovy
kvaternion.

Rotaci kolem osy prochézejici po¢atkem soufadnic a bodem (a,b,c) # (0,0,0) o Ghel a v kladném sméru (t;j.

proti sméru hodinovych ruéi¢ek divame-li se na rovinu, ve které se body pohybuji, z kladného sméru osy rotace)
zapiSeme pomoci kvaternionu

cos(a/2) + sin(a/2)(ai + bj + ck) .
\/E

Tak napfiklad otoceni o tihel /2 kolem prvni soufadné osy zapiSeme jako kvaternion 5= + @z Otoceni kolem osy

z o thel 7/2 v kladném sméru zapiSeme pomoci kvaternionu % + ?k

Pro kazdé kladné redlné ¢islo r popisuje kvaternion cos(a/2) + sin(a/2)(rai + rbj + rck) stejnou rotaci jako
kvaternion cos(a/2) + sin(a/2)(ai + bj + ck). Oba vektory (a,b,c)? a (ra,rb,rc)T totiz uréuji stejnou pifmku
prochazejici pocatkem. Ze vSech moznych kvaternionii popisujicich stejnou rotaci si vybereme jednotkovy kvaternion.
Oba piiklady z predchoziho odstavce jsou jednotkové kvaterniony.

Slozime-li dvé rotace, dostaneme osu a thel slozené rotace tak, ze vynasobime piislusné kvaterniony v daném

poradi.

Piiklad 3.11. Slozime rotaci kolem osy z o thel 7/2 a rotaci kolem osy z o thel 7/2. Osu a thel slozené rotace
najdeme jako soucin kvaternioni

<\£§+\£§k> <\f+\fz’>:;+\é§\}§(i+j+k) :

pouzili jsme rovnost ki = j.
Plati tedy, Ze sloZend rotace je kolem osy prvniho oktantu o tthel 27/3 v kladném sméru.

Cviéeni

1. Dokaite, ze v libovolném télese T plati pro kazdé dva prvky a,b € T vztahy (—a)(—b) = ab, (—a)b= —(ab) a %4 = 3* =

<R

2. Dokazte, Ze v libovolném télese T funguje pfevod na spoleény jmenovatel, tzn. dokazte, Ze pro libovolnd a,b,c,d € T,
b,d # 0, plati
a c _ad+bc
bd
. Dokaizte, 7e v libovolném té&lese plati —0=0,1"! =1, (—a) ! = —a %, (a !)"! = a pro libovolné 0 # a € T.

Sl
U

. Dokoncete dikaz, ze Z, je téleso pro libovolné prvocislo p.
. Dokazte, ze Z,, je téleso pravé tehdy, kdyz n je prvodislo.
. Dokazte, Ze v libovolném télese T charakteristiky 2 plati a = —a pro libovolny prvek a € T.

. Vytvorte tabulku pocitani ve ¢tyrprvkovém télese a ovérte, ze se skutecné jednd o téleso.

W N O Ok W

. Rozhodnéte (a odpovéd dokazte), které z nésledujicich podmnozin C tvofi s béZnymi operacemi téleso.
e {a+bi:abeQ}
e {a+bV/2:0a,b€Q}
e {a+byn:a,be Q}, kde n je pevné zvolené piirozené &islo
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{a+b¥/2:a,bcQ}
{a+b¥2+cV/4:a,b,ceQ}

{a +bvV2+cV3:a,b,c€Q}

{a +bV/2+cV/3+dV6:a,bc,dcQ}

9. Proc je pii definici télesa raciondlnich funkei tfeba ztotoziiovat racionalni funkce, které se lisi pouze defini¢nim oborem?

10. Dokazte, ze v télese charakteristiky 0 jsou vSechna ¢isla 0,1,1 + 1,1 +1+ 1, ...navzdjem rizna.
11. Necht T s operacemi @, ® je téleso charakteristiky 0. Opac¢né prvky a déleni v tomto télese budeme znadit ©, ®. Pro
libovolné prirozené ¢islo n ozna¢me
n=10l1d---d1 a —n=0n
n X
Dokazte, ze pro libovolné pi,p» € Z a q1, g2 € N plati, Ze p1 @ 1 = Pz @ @2 pravé tehdy, kdyZ se raciondlni éisla p1/q1 a p2/qo
rovnaji a plati
Pro@)o@Poq@)=ppoae, Eoq)se P:20q)=pe+tpaoag -
Prvky T typu p © q, p € Z, q € N se tedy scitaji a ndsobi jako raciondlni ¢isla. V tomto smyslu obsahuje kazdé téleso
charakteristiky 0 téleso raciondlnich ¢isel.
12. Po vzoru predchoziho tvrzeni piesné zformulujte a dokaZte tvrzeni, ze kazdé téleso charakteristiky p obsahuje téleso Zj,.
13. V télese kvaternionti najdéte prvek inverzni k prvku a + bi + c¢j + dk.

14. Dokazte, Ze soucin dvou jednotkovych kvaternioni je opét jednotkovy kvaternion.
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4. MATICE

Cil. Dozvime se, Ze matice urcuji zobrazeni. Naucime se prova-
deét zakladni operace s maticemi. Zajimavou operaci je nasobent,
které odpovida skladdni zobrazeni, a invertovdni, které odpovida
invertovani zobrazent.

Matice pro nas zatim byly pouze pomiickou k piehlednému zapisu soustav linedrnich rovnic. V této kapitole se
budeme divat na matice jako na samostatné objekty. Definujeme zakladni operace, zminime nékteré aplikace a za-
kladni vlastnosti. K pochopeni nasobeni matic nahlédneme, Ze matice pfirozenym zpusobem urc¢uji zobrazeni. Takto
jdou popsat naptiklad rotace nebo osové soumérnosti v roviné. Nasobeni matic pak odpovida skladani zobrazeni.

4.1. Matice a jednoduché operace.
Zacneme definici matice a specialnich typt matic. Nova definice rozsifuje stavajici definice 2.1 a 2.4 tim, ze prvky
mohou byt z libovolného pevné zvoleného télesa.

Definice 4.1. Necht T je téleso. Matici nad télesem T typu m X n rozumime obdélnikové schéma prvka T s m
tadky a n sloupci. Matice typu m X m se nazyva étvercovd matice ddu m. Matice typu m x 1 se nazyva (sloupcovy)
aritmeticky vektor a matice typu 1 X m se nazyva radkovy aritmeticky vektor.

Pripomefime, ze zapisem A = (a@;j)mxn rozumime matici A typu m x n, kterd mé na pozici (¢, j) prvek a;; € T.
Index m x n vynechavame, pokud nechceme typ specifikovat nebo je zfejmy z kontextu.

Definice 4.2. Ctvercovou matici A = (a;;) nazyvame
e diagondini, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ # j,
e horni trojihelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv i > j,
e dolni trojuhelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ < j.

U libovolné matice fikdme, ze prvky a;; tvori hlavni diagondlu.

Matice A = (a;;) a B = (b;;) povazujeme za stejné, pokud maji stejny typ m x n a maji stejné prvky na
odpovidajicich pozicich (formélnéji, pro kazdé i € {1,2,...,m} akazdé j € {1,2,...,n} plati a;; = b;;).
Zavedeme nékolik jednoduchych operaci s maticemi, které zobecnuji prislusné operace pro vektory.

Definice 4.3. Jsou-li A = (a;j) a B = (b;;) matice nad stejnym télesem T, stejného typu m xn a t € T, pak
definujeme

e soucet matic A a B jako matici A+ B = (a;; + bij)mxn,

e t-ndsobek matice A jako matici t - A = tA = (t@ij)mxn,

e matice opacnou k A jako matici —A = (—a;;)mxn,

e nulovou matici typu m x n jako matici Opxn = (0)mxn-

Soucet matic riznych typi nebo nad riznymi télesy neni definovan. Rovnéz nedefinujeme vyraz At, t-nasobek
matice A piseme vzdy tA.

Priklad 4.4. Nad télesem Zs mame

213+422_
4 0 1 113 )~
1
0
(21 3\ _ (-2 -1 -3\_(3 42 N
4 0 1) \-4 -0 -1/ \104) 27000 0

Pravé definované operace vibec neberou v tvahu tabulkovou strukturu matice — kdybychom napsali sloupce
matice pod sebe, dostali bychom aritmeticky vektor s mn slozkami a operace +,t-, — by se shodovaly se stejnymi
operacemi pro vektory. Jednoduchou operaci, kterd neni tohoto typu, je transpozice. Zavedené znaceni je v souladu
s dfive pouzivanym znacenim (ai,...,a,)” pro sloupcovy vektor.

2+4 1+2 3+2 )\ _
4+1 04+1 143 /)
4
3

Definice 4.5. Transponovand matice k matici A = (a;;)mxn je matice AT = (b;;)nxm, kde b;; = a;; pro libovolné
indexy i € {1,2,...,m} aj€{l,2,...,n}.
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Sloupce transponované matice jsou tedy fadky ptuvodni matice a naopak. Napiiklad

2 4
A= < 2 é ? ) , AT=[ 10
31

4.2. Nasobeni matic.

4.2.1. Geometricka motivace. Na rozdil od s¢itani, ndsobeni matic neni definovdno po pozicich. Abychom pochopili
na prvni pohled zdhadnou definici, podivame se trochu jinak na feSeni soustav linedrnich rovnic. Uvazujme napriklad
soustavu 2 rovnic o 2 nezndmych nad realnymi ¢isly a jeji matici:

21 + 322 =10 A= 2 3
51 +2x2s =20 o 5 2

Levéa strana soustavy, neboli matice soustavy, definuje zobrazeni f4 z mnoziny R? vSech 2-slozkovych vektori nad

R do téze mnoziny R2:
f T | 2z + 322
A T2 o 51 + 25

Reseni soustavy jsou ty vektory (z1,2)7, které zobrazeni f4 zobrazi na vektor (10,20)7. (Jinymi slovy, fegenim je
vzor vektoru (10,20)7 pti zobrazeni fa.)
Obecnéji, matice typu m x n definuje zobrazeni z mnoziny R™ do mnoziny R™. Studiu téchto typt zobrazeni je
vénovana kapitola ??, my se zatim podivadme na tii priklady.
e Otoceni o 30° v R?. Obraz vektoru (z1,z2)” uréime tivahou podle obrazku (piesnéji bychom méli Fikat
obraz bodu, jehoz polohovy vektor je (z1,x2)7, ale délat to nebudeme).

OBRAZEK
Obrazem vektoru (1,0)7 je
cos(m/6) \ _ [ V3/2
sin(w/6) )\ 1/2 ’
z ¢ehoz vidime, 7e obrazem vektoru (z1,0)% je
V3/2\ _ ([ 1V3/2
T =
1/2 1/2

Podobné zjistime, 7e obrazem vektoru (0,z2)7 je vektor (—z2/2,72v/3/2). Obraz souctu vektort (z,0)7
a (0,29)T (coz je vektor (z1,72)T) uréime jako soucet jejich obrazt. Obrazem vektoru (z1,zs)7 je tedy

vektor
(Fo ) (F) - Enop
571 ?-’1}'2 %.271 + §$’2

Vidime, ze rotace o 30° je zobrazeni f4, kde

Obecnéji, rotace o thel «a je zobrazeni f4, kde
s < cosa  —sina >
sina  cosa
e Osovd soumérnost podle osy © v R?. Obrazem vektoru (z1,z2)7 je vektor (z1,—z5)7, takze soumérnost
podle osy z je zobrazeni fa, kde
1 0
=0 4)

e Zobrazeni f4 z R? do R3® dané matici

—
w O N

je zndzornéné na obrazku.
OBRAZEK
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Uvazujme ted dvé zobrazeni f4 a fp z R? do R* dané maticemi

A= app a2 ., B= bi1 b2
as1 Q92 b21 b22

Podivame se na sloZeni zobrazeni fg a fa, tedy zobrazeni g definované vztahem g(x) = fa(fp(x))-

T1 o\ _ Ty _ biixy +biazy \
g<$2 >_fA (fB<$2 >>_fA<b21£L’1+b211’2 )_
_ ( a11 (b1121 + b12%2) + a12(ba1 1 + basa)
- )

az1(b1121 + biax2) + asa(ba1 1 + baoo

(@11b11 + a12b21)z1 + (@11b12 + a12b22) T2
(@21b11 + a20b21)x1 + (@21b12 + a20b20) o

Vidime, 7e g = fc pro matici

C = a11bi1 +ai2bar  ai1bia + a12bas
a21b11 + azabar  a21b12 + azabos

Obecnéji bychom mohli slozit zobrazeni fg z RP do R™ dané matici typu n X p a zobrazeni f4 z R™ do R™ dané
matici typu m x n. Podobnym vypoctem jako vyse bychom zjistili, Ze vysledné zobrazeni z R do R™ je ddno matici
C typu m X p, kterd ma na pozici (i, k) prvek

ai1big + abog + -+ + Ainbpg

4.2.2. Definice nasobeni. Dostali jsme se k definici sou¢inu matic.

Definice 4.6. Je-li A matice typu m X n a B matice typu n X p nad stejnym télesem T, pak definujeme soucin
matic A- B = AB = (¢;,) jako matici nad T typu m x p, kde

n
Cik, = Z aiibip = anbig + apbag + - - + azpbpg
i=1

pro kazdé i € {1,2,...,m} ak € {1,2,...,p}.

Soucin AB je tedy definovan, pokud pocet sloupcti matice A je rovny poctu fadki matice B. Jinak definovan
neni. To souhlasi s motivaci sou¢inu matic jako sklddani zobrazeni.

Prvek na misté (i, k) dostaneme jako standardni skaldrni soucin i-tého fddku matice A a k-tého sloupce matice
B. Pro radky a sloupce matice zavedeme specidlni znaceni.

Definice 4.7. Je-li A matice typu m xn a i € {1,2,...,m}, pak (a;,a;,...,a;,) nazyvame i-ty fadkovy vek-
tor matice A a znacime jej A;.. Podobné pro j € {1, 2, ..., n} definujeme j-tg sloupcovy vektor jako A,; =
(alj,agj, ey am]’)T

Prvek na misté (i, k) soucinu AB je v tomto znaceni roven

bik
bay
Cik = Aix Bk = (a1, Qi2, - - -, Qin)
bnk
OBRAZEK
Priklad 4.8. Nad télesem R méame
3 3 3-1 3-2 3 6
na($)=rsezamn, ($oa=(3192)2(39)
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Priiklad 4.9. Pocitame opét nad R.

Lo 1 35 2 4
L1 o 11 -3 2 |=
02 -2 1

[ 1:340-14+(-1)-0 1-5+0-1+(-1)-2

- 1-3+1-140-0 1-54+1-140-4
1:240-(=3)+(-1)-(-2) 1:440-24+(-1)-1) _
1-241-(=3)+0-(-2) 1-4+1-2+40-1 -

(33 4 3
“\46 -1 6

Zobrazeni fa urcené matici A nad télesem T typu m X n jde napsat pomoci maticového soucinu. Obrazem
n-slozkového vektoru x = (z1,s,...,2,)" (nad T) je m-slozkovy vektor Ax:

fa:Th =TT, fa(x)=Ax .

cosa —sina cosff —sinfl \ _

sina  cosa sinf3 cosf a
_ [ cosacosff —sinasinf3 —cosasinf —sinacos
sinacos 8+ cosasinfS  —sinasin 8 + cos a cos 8

[ cos(a+B) —sin(a+ )

- ( sinlfa+8) cos(a+ fB) >
Pouzili jsme souétové vzorce pro goniometrické funkce. Vysledek neni piekvapujici. Odvodili jsme, Ze nasobené
matice urcuji poradé otoceni o « a otoceni o . Vysledna matice tedy odpovida sloZeni otoceni o  a otoceni o «,
coz je otoceni o a+ f a to odpovida vysledné matici. Pokud bychom uméli rychle urcit matici odpovidajici otoceni o
néjaky thel (to se naucime v kapitole ??), pak lze uvedeny vypocet pouZit k rychlému odvozeni souc¢tovych vzorci
pro cos a sin.

Priklad 4.10.

Priiklad 4.11. Matice v predchozim piikladu maji tu vzacnou vlastnost, ze komutuji, tzn. nezalezi na poradi, ve
kterém je nasobime. To odpovidd geometricky tomu, Ze nezaleZi, zda nejprve rotujeme o thel o a pak o dhel 3,
nebo naopak. Nasobeni matic ale obecné komutativni neni. Soucin v opa¢ném poradi nemusi byt dokonce
vibec definovan, napiiklad pro matici A typu 2 x 3 a matici B typu 3 X 5 (nad stejnym télesem) je souin AB
matice typu 2 x 5, ale sou¢in BA neni definovan.

Soucin neni obecné komutativni ani pro ¢tvercové matice stejného rfadu. Napiiklad slozime-li osovou soumérnost
v R? podle osy z a otoceni o 7/2 dostaneme zobrazeni odpovidajici matici

(9308 5)=(7%)

Pokud naopak nejprve rovinu oto¢ime o 7/2 a pak preklopime kolem osy z, dostaneme zobrazeni odpovidajici matici

1 0 0 -1\ 0o -1
0 -1 1 0 -1 0
Geometricky popis vzniklych zobrazeni prenechdme do cviceni.

Piiklad 4.12. Podivame se je$té jednou na piiklad 3.11, kde jsme v R® pomoci kvaterniont skladali rotaci kolem
osy x o thel 7/2 s rotaci kolem osy z o thel =.

OBRAZEK kladne orientace os

Obrazem vektoru (z1,2,73)T pfi rotaci kolem osy = o tihel 7/2 je (z1, 73, —x2)7, tedy tato rotace je rovna fp
pro

1 0 O
B = 0 0 -1
01 O
Obrazem vektoru (1,2, 73)7 pfi rotaci kolem osy z o thel 7/2 je (z1, 3, —z2)T, tedy tato rotace je rovna fa pro
0 -1 0

A= 1 0 O
0 0 1
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SloZzenim je zobrazeni fo, kde C' = AB.

0 -1 0 10 0 0 01
cC=(1 0 0 00 -1 |=(100
0 0 1 01 0O 0 10
Z matice C uréime snadno obraz vektoru (w1, z2,73)":
I I I3
fe| = =C| =z = T
z3 T3 L2

Neni ale vidét, Ze je to rotace kolem osy prvniho oktantu o thel 27 /3 v kladném sméru, jak jsme zjistili z kvater-
nionového pristupu.

4.2.3. Ndsobeni jako provadéni linearnich kombinaci. Nékdy je vyhodny trochu jiny pohled na nasobeni matic.
Nésobime-li matici A = (a;;) matici B, pak i-ty fadek vysledku ziskdme se¢tenim a;;-nésobku 1. fadku matice B,
az;o-nasobku 2. raddku matice B, atd. Je to dobie vidét na piikladu 4.9. Toto pozorovani a podobné pozorovani pro
sloupce jednak casto usnadni numerické pocitani a je také dilezité z teoretického hlediska. Snadnéji jde vyjadrit
pomoci pojmu linedrni kombinace matic.

Definice 4.13. Jsou-li Ay, As, ..., Ay matice stejného typu nad stejnym télesem T a t1,ts, ..., prvky télesa T,
pak soucet

tlAl + tQAQ B i tkAk
se nazyva linedrni kombinace matic Ay, As, ..., A. Prvky t1, ..., t; € T nazyvame koeficienty linedrni kombinace.

Pozorovani Ize nyni preformulovat tak, ze i-ty fddek soucinu AB je linearni kombinaci fadkt matice B s koeficienty
v i-tém fadku matice A. Podobné, k-ty sloupec soucinu AB je linedrni kombinaci sloupct matice A, kde koeficienty
jsou v k-tém sloupci matice B:

Tvrzeni 4.14. Je-li A = (a;;) matice typu m x n a B = (bj) matice nad stejnym télesem typu n X p, pak
(1) pro kazdéi=1,...,m plati (AB);x = anB1+« + a;oBax + - -+ + @;n By = A, B.
(2) pro kazdé k =1,...,p plati (AB).p = by A1 + bop Ao + -+ + by Ay = ABuy,

Diikaz. (1). Ozna¢ime C' = (AB) = (c¢;) a vezmeme libovolné i € {1,2,...,m}. Pro libovolné k € {1,2,...,p} je
k-té slozka radkového vektoru na levé strané rovna c;; a k-t slozka prostiedniho vektoru je a;1b15 + ajobop + - +
imbmi, coZ je totéz podle definice soucinu matic. Tento vyraz je roven k-té slozce fadkového vektoru A;, B, rovnéz

podle definice soucinu.
Cast (2) se dokaze podobné. O

Priklad 4.15. Podivejme se jesté jednou na soucin v piikladu 4.9.
3 5 2 4
AB:(% 2 _01> 11 -3 2
0 2 -2 1

Podle prvni ¢asti tvrzeni je prvni fadek vysledku soucet 1-ndsobku fadkového vektoru By, = (3,5,2,4), 0-ndsobku
Bs, = (1,1,-3,2) a (—1)-ndsobku Bs. = (0,2,—2,1), to je (3,3,4,3). Druhy radek vysledku je souc¢tem prvnich
dvou faddku matice B, tedy (4,6, —1,6). Timto zptisobem ziskdme vysledek

3 3 4 3
4 6 -1 6
daleko rychleji. Pouzivat druhou ¢ast tvrzeni se v tomto piipadé prilis nevyplati.
Obé c¢asti si rozmyslete na prikladu 4.11.
4.2.4. Jednotkova matice. Neutralni prvky vzhledem k nasobeni tvori tzv. jednotkové matice:
Definice 4.16. Jednotkovd matice fddu n nad télesem T je ¢tvercovd matice I, = (a;j)nxn, kde a;; = 1 pro kazdé
ie{l,2,...,n} aa;; =0 kdykoliv i # j, 4,5 € {1,2,...,n}, tj.

01 -+ 0
I, =
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Prvky jednotkové matice také oznac¢ujeme pomoci symbolu d;;, tzn. Kroneckerovo delta. Ten se rovna 1, pokud
1 =J, a 0 jinak. T€leso, ve kterém pracujeme musi byt zifejmé z kontextu.

Z tvrzeni 4.14 nahlédneme, 7e I,,A = A, kdykoliv je soucin definovén, tj. pokud A mé n fadka. Skutecné, i-ty
radek vysledku je rovny linedrni kombinaci fadkt matice A s koeficienty 0,0,...,0,1,0,0,...,0, kde 1 je na pozici
1. Tato kombinace je rovna i-tému Ffadku vysledku. Podobné z druhé ¢asti stejného tvrzeni dostaneme, ze AL, = A,
kdykoliv A méa n sloupct.

Geometricky, jednotkova matice I,, odpovida identickému zobrazeni z T™ do T™.

4.3. Maticovy zapis soustavy linearnich rovnic. Uvazujme soustavu m linedrnich rovnic o n nezndmych
Z1,T2,...,T, s rozsifenou matici (A | b) nad télesem T.

a1121 + @122 + -+ ATy = b1

(2121 + A22%2 + - - - + A2pXy = b

Am1T1 + G222 + - + AmpTn = bm
Oznac¢ime-li x vektor neznadmych, tj. x = (z1,22,...,2,)7, pak mame
a11%1 + a12%2 + -+ A1y

a21%1 + a22T2 + - - + A2pTy
Ax =

Am1T1 + Q22 + -+ ApmpTn

Vektor Ax je tedy sloupcovy vektor vznikly dosazenim x do levé strany soustavy. Vidime, Ze soustavu rovnic lze
psat ve tvaru

Ax=Db .
I elementarni ipravy matic lze interpretovat maticove.

Tvrzeni 4.17. Necht C je matice typu m x n nad télesem T, i,j € {1,2,...,m},i#j a0#t€T.

(1) Necht E je matice, kterd vznikne z I, prohozenim i-tého a j-tého Tddku. Pak EC vznikne z C prohozenim
i-tého a j-tého Tadku.

1 J
10 0 0 0
0 1 0 0 0
;1 0o 0 1 0
E = )
J 0 0 1 0 0
o0 -0 -0 --- 1

(2) Necht E je matice, kterd vznikne z I, nahrazenim proku 1 na misté (i,7) prvkem t. Pak EC vznikne z C
vyndsobenim i-t€ho radku prvkem t.

i
10 0 0
0 1 0 0
E=10 o0 t 0
Oo0 --- 0 --- 1

(3) Necht E je matice, kterd vznikne z I, nahrazenim prvku 0 na misté (i,j) prvkem t. Pak EC vznikne z C
prictenim t-ndsobku j-tého radku k i-tému radku.
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i J
10 0 0 0
0 1 0 0 0
t 0 0 1 t 0
E= .
0 0 0 1 0
00 -0 -0 - 1
Dukaz. Pozorovani plyne z prvni ¢asti tvrzeni 4.14. O

Definice 4.18. Maticim E z pfedchoziho tvrzeni fikdme elementdarni matice.

4.4. Vlastnosti maticovych operaci. V této c¢asti zformulujeme nékolik zakladnich algebraickych vlastnosti
maticovych operaci. Témér vSechny z nich, snad az na asociativitu nasobeni, jsou ocividné. Nicméné pouzivani
maticové algebry mutze naptiklad znacné zpiehlednit a zkratit technické vypocty.
Sc¢itani matic ma podobné vlastnosti jako s¢itéani v télese. Musime dat ale pozor, abychom séitali matice stejnych

typt.
Tvrzeni 4.19. Jsou-li A, B,C matice stejného typu m X n nad stejnym télesem T, pak plati

(1) (A+B)+C=A+(B+0C),

(2) A+ Opsn = A;

(3) A+ (—A) = Omxn,

(4) A+ B=B+ A.

Diikaz. Matice maji stejny typ, takze vyrazy (A+ B) + C a A+ (B + C) jsou definoviny a vysledkem jsou matice
typu m x n. Prvek na misté (¢, j) v matici (A+ B) +C se rovna (a;; + b;;) + ¢;;, na misté (4, j) v matici A+ (B+C)
se rovnd a;; + (bij + ¢i;). Protoze s¢itani prvki télesa je asociativni (axiom (S1) v definici télesa), prvky na stejném
misté v maticich (A + B) + C a A+ (B + C) se rovnaji. Proto plati (A+B)+C =A+ (B +C).

Ostatni vlastnosti s¢itani se dokazi podobné. |

Nésobeni matic a nasobeni v télese maji nékteré spoleéné vlastnosti. Nasobeni je asociativni (pokud ndsobime
matice spravnych typi) a jednotkové matice jsou neutrdlnim prvkem. Navic plati oboustranny distributivni zékon.
Rozdil oproti nasobeni v télese je ve dvou podstatnych vlastnostech. Nasobeni matic neni komutativni (ani pro
¢tvercové matice stejného ¥adu), jak jsme si jiz v8imli. Dale neni pravda, Ze ke kaZdé nenulové matici existuje
matice inverzni.

Tvrzeni 4.20. Jsou-li A, B matice typu m xn, C matice typu n X p a D, E matice typu p X q, kde vSechny matice
jsou nad steynym télesem T, pak

(1) (BC)D = B(CD),

(2) I,A=AI, = A,

(3) (A+B)C=AC+BC,C(D+E)=CD +CE.

Diikaz. Dokézeme asociativitu ndsobeni. Nejprve si vSimneme, 7e vyrazy (BC)D a B(CD) na obou strandch jsou
definované a vyjdou matice typu m X g. Na levé strané je BC' matice typu m X p, takze soucin matic BC a D je
definovan a vysledkem je matice typu m x q. Podobné se ukaze, ze na pravé strané vyjde matice typu m X q.

Vezmeme nyni libovolné i € {1,2,...,m} al € {1,2,...,q} a spocitdme prvek na misté (i,!) v matici (BC)D.
Oznacime-li BC' = (e;;), pak hledany prvek je

P p n P n n p
D eiwdi =Y | D bicik | d =1 bijeindi =YY bijcirdir -
ot

k=1 \j=1 k=1 j=1 J=1 k=1
Ve druhé Gpravé jsme pouzili distributivitu platnou v télese T a v posledni pravé jsme prohodili sumy, coz mtzeme
diky asociativité s¢itani v T. (Zde si miZeme v8imnout, Ze prohazovani sum jde interpretovat jako s¢itdni v8ech
prvkd matice dvojim zptisobem — po fadcich a po sloupcich.)
Oznacime-li (CD) = (f;), pak prvek na misté (i,1) v matici B(CD) je

n n P n p
SRS SO DIETAES ooy
Jj=1 j=1 k=1

Jj=1k=1
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Prvky na stejnych mistech v maticich (BC)D a B(CD) se rovnaji, takze (BC)D = B(CD).
Zbylé dvé vlastnosti prenechame do cviceni. |

Asociativitu lze (zatim pouze neformélné) odivodnit geometricky: Vime, Ze nasobeni matic odpovidéa sklddani
zobrazeni a skladani zobrazeni je asociativni.
Diky asociativité miZeme pro pfirozené ¢islo n definovat n-tou mocninu ¢tvercové matice vztahem

A" =AA... A .
——
nx
Vysledek totiz nezavisi na uzévorkovani.
Dalsi tvrzeni hovori o vztahu ndsobeni matice prvkem télesa a operacemi sc¢itani a nasobeni. Diikazy jsou snadné
a prenechame je jako cviceni.
Tvrzeni 4.21. Jsou-li A, B matice nad télesem T typu m x n, C matice nad T typun X p a a,b € T, pak
(1) (a+b)A =aA +DbA,
(2) a(A+ B) =aA+aB,
(3) a(bA) = (ab)A,
(4) 1A=A4,
(5) a(BC) = (aB)C = B(aC).
K bodu poznamenejme, Ze vyraz (Ba)C neni definovén, protoZze neni definovin vyraz Ba.
Nakonec zformulujeme vztah transpozice a zbylych operaci.

Tvrzeni 4.22. Jsou-li A, B matice nad télesem T typu m x n, C' je matice typun X p nad T a a € T, pak

(1) (A+B)T = AT + BT,

(2) (ad)” = AT,

(3) (AN =A.

(4) (BO)T =cCc*B?.
Piiklad 4.23. Ctvercové matice A = (a;;) fadu n se nazyvé symetrickd, pokud a;; = aj; pro libovolné i,;j €
{1,2,...,n}. Ekvivalentng, A je symetricka, pokud AT = A. Pomoci vlastnosti z tvrzeni 4.22 ukdzeme, Ze pro
libovolnou ¢tvercovou matici A je matice B = 2AAT + AT A symetricka:

BT = (2447 + ATA)T = 24AT)T + (AT A)T = 244" + (ATA)T =
=2(ATYTAT 4 AT(AT)T = 24AT + ATA=B .

Ukézali jsme, ze B = BT, matice B je tedy symetrickd. Ml¢ky jsme pouzivali i vlastnosti z tvrzeni 4.21, kdy jsme
napiiklad nepsali zavorky ve vyrazu 24 A7,

Priklad 4.24. Vlastnosti (pl) az (p4) v dikazu véty 2.14 se dokazuji pohodlné pomoci vlastnosti maticovych
operaci. Podivejme se na (p2).

(p2) Jsou-li vektory w,z FeSenim soustavy (A | o), pak je vektor w + z feSenim soustavy (A | o).
Skutecné, pokud w,z fesi soustavu (A | 0), ¢ili Aw = o0 a Az = o, pak A(w+2z) = Aw + Az = o, neboli w + z Tesi
stejnou soustavu. Pouzili jsme distributivitu.

4.5. Dalsi aplikace.
Vidéli jsme, ze maticové operace se hodi na préci s nékterymi zobrazenimi (jako tieba rotace) a na kompaktni
popis soustav linearnich rovnic. Uvedeme nékteré dalsi priklady vyuziti.

4.5.1. Rekurentni rovnice. Asi jste se uz setkali s Fibonacciho posloupnosti definovanou predpisem
ay=ax=1, a;y2=a;+1 +a; prokazdéi=1,2,...

Chtéli bychom najit explicitni vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu.
Z definice posloupnosti nahlédneme, ze dvojice sousednich ¢lenil splhuje vztah

Ajy2 _ 1 1 Ai41
A1 o 1 0 a;

(Pro ové&feni tohoto vztahu pouzijeme tvrzeni 4.14.) Oznaéime-li C matici 2 x 2 vystupujici v tomto vztahu, vidime,

| (i) =e(a) () =e(i)=ele(@))=-=(5)
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Ve

OBRAZEK 5. Leteckd spojeni mezi mésty X1, Xo, X3 a X, z ¢asti 4.5.2

42 _ Cl a9 _ Cl 1
i1 aq 1

Podstatnym zpiisobem zde vyuzivame asociativitu ndsobeni matic. K vypoctu n-tého ¢lenu Fibonacciho posloup-

nosti tedy sta¢i umét mocnit matice. To se naucime v kapitole o vlastnich ¢islech a vektorech. Vyjde mozna
prekvapivy vzorec

a indukci dostaneme

_et (-9
V5 Vi
kde ¢ = (1 ++/5)/2 je hodnota zlatého fezu.

4.5.2. Pocet cest. Na obrazku 77 jsou vyznacena leteckd spojeni mezi mésty X7, Xo, X3, X4. Vypocitdme pocet
spojeni s nejvyse ¢tyfmi prestupy mezi kazdou dvojici mést.

Spojeni mezi mésty uspordddme do matice A = (a;;)axa nad R tak, Ze a;; definujeme rovné 1, pokud z X; vede
cesta do X, a a;; = 0 jinak.

01 10
1 0 00
A= 01 01
0 010

Nyni se zamyslime jaky je vyznam prvku na misté (i, j) v matici A2. Tento prvek je rovny a;; a1 +appazj + a;zas; +
ajsaq;. VSimnéte si, ze k-ty clen soutu je rovny jedné pravé tehdy, kdyz z X; vede spojeni do X; a z X; vede
spojeni do Xy, a je rovny nule jinak. Prvek na misté (i,j) v matici A2 je proto rovny po¢tu cest z X; do X}, s pravé
jednim prestupem.

Podobné nahlédneme, Ze prvek na misté (i,k) v matici A™ je rovny poétu cest z X; do Xy s pravé (n — 1)
prestupy. Hledany pocCet cest s nejvyse ¢tyfmi piestupy z X; do Xy je tedy prvek na misté (i, k) v matici

0110 1101
s 3. 4. 5. | 1000 0110
A4+A“+ A+ A+ A° = 01 0 1 + 101 0 +

0010 010 1
1 3 1 2 3 2 3 1
N Lrr2zo | 132
21 1 1 133 1|~
021 1 2 1 1 1

Wk ko PO
= 1o 0o O N
B Ok~ ==Oo N
Wk Wk OFFO

4.6. Blokové matice.
Nékdy je vyhodné nahliZzet na matici jako rozdélenou do blokil a operace, zejména nasobeni, provadét blokoveé.
Vezméme dvé matice nad télesem T: matici A typu m Xn a matici B typu n xp. Dale necht mq,...,m,, ny,...,ng
a py,---,P: jSou prirozend Cisla, pro kterd
m=mi+mos+---+my, n=ny+ns+---+ng a p=pr+---+p .

Matici A rozdélime podélné na prvnich my fadki, dalsich mo fadka, atd. az poslednich m, Fadku, a a vertikalné
na prvnich n; sloupci, dal§ich ns sloupcti, atd. az poslednich n, sloupcii. Matice A se nyni skldda z rs bloki Aiq,
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A127 "'7A15,A217 "'7Ars- n1 N9

Ng
my Apy | Aps | i | Ay
mo A21 AQQ e Ags

A= | : . :
my A | Ao | ool | Apg
Kazdy blok A;; je matice typu m; x n;.
Podobné, matici B rozdélime podélné na oddily velikosti ny, ns, ..., ns a vertikadlné na oddily velikosti py, pa, ..., p:.
Matici B tim rozdélime na st bloka Biq, ..., Bg:
P1 b2 bt
ny By | Bia | ::: | By
o B21 BQQ . B2t
B= i i .
Ng le Bsg e Bst
Souéin C' = AB lze potom rozdélit do blokt néasledovné.
b1 b2 bt
my Cii |Cia| i | Oy
msy Cor | Caz | ... | Cy
my Csl 052 e Cst

kde pro kazdé i € {1,2,...,r} ak € {1,2,...,¢} plati
S
j=1
Dikaz, ktery pouze vyzaduje spréavné si napsat jednotlivé prvky ve vSech maticich a jejich blocich, pfenechame do
cviceni.

Priklad 4.25. Matice A, B z ptikladu 4.12 o rotacich v prostoru maji pfirozenou blokovou strukturu.

0 1]0 1[0 0
-1 0jo ), (00 1
0 01 0] -1 0

Piiklad 4.26. Najdeme A% pro matici A nad Z.

10 2 3 4
01 5 06
A=10 0 1 0 O
00010
0 0 0 01

Oznacime-li

2 3 4
B_<506>’

e ( = |B I, | B\ _(II+B0|IB+BI Y _
T\ Osxe | I3 Osx2 |13 )\ OI+10 | 0B+1I )~

mame

1 0 4 6 1
01 3 0 5
:(é 2IB>: 0 01 0O
00010
0 0 0 01

Pro prehlednost jsme od druhé tpravy vynechavali indexy u jednotkovych a nulovych matic.

4.7. Regularni matice. V posledni ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat otizkou, kdy lze ¢tvercovou matici
(nebo piislusné zobrazeni) invertovat.
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4.7.1. Geometricky a algebraicky pohled. Zatneme geometrickym pohledem. Jak vime, ¢tvercovd matice A nad
télesem T fadu n urcuje zobrazeni

fa:TP—>T" fa(x)=Ax .
K tomuto zobrazeni existuje inverzni zobrazeni T™ — T™ pravé tehdy, kdyZz f4 je bijekce. To se da Fict tak, Ze
pro kazdy aritmeticky vektor b € T™ existuje pravé jeden vzor pii zobrazeni f4, tj. pravé jeden aritmeticky vektor
x € T™ takovy, ze Ax = b. V takovém pripadé fikame, ze A je reguldrni.

Definice 4.27. Ctvercovd matice A nad télesem T fadu n se nazyva reguldrni, pokud je pifslusné zobrazeni f4
bijekce, ekvivalentné, pokud mé soustava rovnic Ax = b pravé jedno feSeni pro kazdou pravou stranu b € T,
Ctvercova matice, ktera neni reguldrni, se nazyva singuldrni.

Priiklad 4.28. Z geometrického nahledu vidime, ze matice odpovidajici rotaci kolem pocatku a zrcadleni podle
piimky prochazejici pocatkem jsou regularni, protoze tato zobrazeni jsou bijektivni. Matice odpovidajici projekci
na osu z v R? je singuldrni, protoZe toto zobrazeni neni bijekci (neni dokonce ani prosté ani na).

Je-li A reguldrni, tedy f4 je bijekce, pak musi existovat inverzni zobrazeni g : T™ — T", tj. zobrazeni, které spliuje
faog =go fa =idy~. Za okamzik ukazeme, Ze g je opét tvaru fx pro jistou ¢tvercovou matici X. Protoze skladani
zobrazeni odpovida soucinu matic a identické zobrazeni odpovida jednotkové matici, vztahy faofx = fxofa = idpn
se ekvivalentné prepisi na fax = fxa = fr,, a protoZe riizné matice urcuji rizné zobrazeni (viz cviceni), dostavame
ekvivalentné AX = XA = I,,. Z tohoto divodu rikdme matici X matice inverzni k A.

Definice 4.29. Ctvercovd matice A nad télesem T Fadu n se nazyvéa invertovatelnd, pokud existuje ¢tvercova
matice X nad T fddu n takové, ze AX = XA = I,,. Matici X nazyvame inverzni matice k A a oznacujeme ji AL

Neékolik poznamek, nez ovérime, ze zavedené pojmy regularni a invertibilni matice splyvaji.
e Zdlraznéme, ze zavedené pojmy se tykaji pouze ¢tvercovych matic.
e 7 geometrického i algebraického pohledu vidime, Ze pro matice obecné neplati obdoba vlastnosti (N3) z
definice télesa o existenci inverznich prvké. Napiiklad projekce na osu x chipana jako zobrazeni z R? do
R? je zobrazeni f4 pro matici
1 0
A= ( Lo ) |

Toto zobrazeni neni bijekce (neni dokonce ani prosté, ani na), takze A neni reguldrni.

Z algebraického pohledu: Neexistuje matice X takovd, ze AX = I, (protoze druhy fadek matice AX je
vzdy nulovy), ani matice Y takova, ze Y A = I, (protoze druhy sloupec matice Y 4 je vzdy nulovy). Rikame,
7e matice A neméa matici zpravae inverzni ani matici zleva inverzni.

e Inverzni matice k invertovatelné matici je ur¢end jednoznacné. Pokud jsou totiz X,Y dvé inverzni matice k
A, pak
X=XI,=X(AY)=(XAY =1Y =Y.
Je-li matice invertovatelnd, pak je regularni. Pokud totiz AX = XA = I, pak fafx = fxfa = fr, =idz,, tedy
k fa existuje oboustrané inverzni zobrazeni f;l = fx, tedy fa je bijekce. Opacnou implikaci dokdzeme tim, ze
popiSeme postup jak inverzni matici nalézt. Pfipomenme, zZe vlastné dokazujeme, Ze inverzni zobrazeni k f4 je opét
tvaru fx pro jistou matici X.

4.7.2. Hledani pravého inverzu. Pokusme se nyni k dané reguldrni ¢tvercové matici A fddu n najit matici X takovou,
7e AX = I,. (Matici X nazyvdme matici zprava inverzni k A. ) Budeme provadét obecnou diskuzi a zaroven ji
ilustrovat na prikladu realné matice
1 3
A=

Proi = 1,2,...,n srovname i-té sloupce ve vztahu AX = I, a vyuZijeme (AX).; = AX,; (viz tvrzeni 4.14).
Dostavame, ze rovnice AX = I, je ekvivalentni s
1 0 0
0 0
AX*I - . ) AX*2 = ) . ; AX*n =
0 0 1

Resime tedy n soustav linedrnich rovnic se stejnou matici A s riznymi pravymi stranami. Protoze A je regularni,
soustavy maji pravé jedno reSeni. V nasem piipadé resime soustavy

(o) (m)=00) (2a)(m)=(1)



34 LIBOR BARTO A JIRT TUMA

Soustavy vyresime.

(2

Matice inverzni zprava je tedy

Provedeme nyni dvé modifikace tohoto postupu.

Protoze je matice v8ech m-soustav stejnd, totiz A, je moZzné v8echny reSit stejnymi Gpravami. Proto je mizeme
fesit najednou tak, ze pravé strany napiseme vedle matice soustavy vSechny vedle sebe a upravime celou matici do
odstupiiovaného tvaru. Dopocteni zpétnou substituci pak probéhne jako predtim, zvlast pro kazdou pravou stranu.

V naSem pripadé
1 3(1 0 1 3|1 0
2 9|10 1 0 3|-21

Pied druhou modifikaci si uvédomme, jak vypadd odstuphovany tvar matice A po Gaussové eliminaci. Pro-
toze predpokladame, Ze rovnice Ax = b méa pravé jedno feSeni pro kazdé b, nemiZou pii feSeni soustav AX,; =
(1,0,...,0)T, ... existovat volné proménné (pokud by existovaly, pak Ax = b bud nem4 Zadné Fegeni, nebo kazdé
volbé volné proménné odpovidé feseni, takze by soustava méla vice neZ jedno feSeni). Tim paddem musi pro od-
stupfiovany tvar matice A platit r = n a ky = 1,ks = 2,...,k, = n. Jinymi slovy, odstuphovany tvar je horni
trojihelnikovd matice s nenulovymi vSemi prvky na diagondle. (Pro ¢tvercové matice je tato podminka ziejmé
ekvivalentni tomu, Ze odstupfiovany tvar neobsahuje nulovy radek.)

Ke slibené modifikaci. Po prevedeni soustav na odstupnovany tvar budeme déle pokracovat v radkovych tpra-
vach tak, aby na levé strané vznikla jednotkova matice. To lze provést diky tomu, Ze odstupnovany tvar je horni
trojuhelnikovd matice s nenulovymi prvky na diagondle. Postup je takovy, ze nejprve ,doeliminujeme“ druhy slou-
pec — pfFi¢tenim vhodného ndsobku druhého ¥ddku k prvnimu docilime, Ze hodnota na pozici (1,2) je nula. Pak
vynulujeme pfi¢tenim vhodnych ndsobkt pozice (1,3) a (2,3), atd. Timto vznikne diagonélni matice s nenulovymi
prvky na diagonale, ze které umime udélat jednotkovou vynéasobenim fadkid vhodnymi prvky.

V nasem piipadé mame

10 -1 1 0|3 -1
0 3/-2 1 0 1|-2 1

Soustavu s jednotkovou matici je velmi snadné vyfesit — feSenim je zfejmé primo prava strana. Postup lze nyni
shrnout takto: fadkovymi tpravami pfevedeme matici (A | I,,) do tvaru (I,, | X) a vpravo si precteme vyslednou
matici zprava inverzni k A.

4.7.3. Jiny pohled. Ukdzali jsme, ze k reguldrni matici existuje matice inverzni zprava. V fe¢i zobrazeni, nalezli
jsme X takovou, Ze f4 0 fx = idps. Protoze fa je bijekce, lze z tohoto vztahu usoudit (viz cviceni ?? v kapitole 1),
7e fx o fa =idpn, coZ v Fedi matic znamend, ze XA = I,,.
My ukédzeme, Ze plati X A = I, jinym zptsobem, ktery se nam jednak bude hodit k dikazu hlavni véty 4.30 a
ktery rovnéz poskytuje alternativni pohled na odvozeny postup
(A L)~ -~ (In | X)

Podivejme se na tento postup maticové. V tvrzeni 4.17 jsme nahlédli, ze elementarni fddkova tprava odpovida
nésobeni jistou matici zleva. Upravy lze tedy psét
(Al L)~E(A|L)~E(E(A]| L)) ~...,

kde E;, E5,... jsou elementarni matice piisluSnych Gprav. Vezmeme v tvahu asociativitu nasobeni a pravidlo o
nasobeni po blocich, mizeme postup psat

(A|I,) ~ (B\A | E\L) = (B1A | B)) ~ (ByByA | ByEy) ~ - ~
~(Egp...EsE\A | By .. EyEy) = (I, | X) .

Srovnanim pravych blokt dostaneme X = Ej ... FEsFy, takze srovnanim levych bloki dostaneme X A = I,,. Mame
XA =AX =1I,, tedy X je inverzni matice k A. Rovnéz vidime, ze X je sou¢inem elementirnich matic.
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4.7.4. Matice inverzni zprava a zleva. Pro zobrazeni f : X — X obecné neplati, ze f je bijekce, pokud f je prosté,
ani neplati, ze f je bijekce, pokud f je na, viz ?7. To je rozdil oproti situaci, kdy mnozina X je kone¢né. Ve vété 4.30
si vSimneme, Ze zobrazeni tvaru f4 (pro ¢tvercovou matici A) jsou ,spofddand“ v tom smyslu, ze kdykoliv f4 je
prosté nebo na, pak fa je bijekce.

Z kapitoly 1 vime, Ze f je prosté pravé tehdy, kdyz k f existuje zobrazeni inverzni zleva, a f je na pravé tehdy,
kdyz k f existuje zobrazeni inverzni zprava'. Maticové tedy lze zminénou sporadanost preformulovat tak, ze kdykoliv
mé ¢tvercova matice A matici X inverzni zprava nebo zleva, pak jiz je A invertovatelna a plati X = A1,

4.7.5. Charakterizace. Nasledujici véta shrnuje rizné ekvivalentni charakterizace regularity — geometrické charak-
terizace, charakterizace pomoci odstupiiovaného tvaru a algebraické charakterizace pomoci invertovatelnosti a ele-
mentarnich matic.

Véta 4.30. Necht A je ctvercovd matice nad télesem T Tadu n. Ndsledujici turzent jsou ekvivalentni.

(1) A je reguldrni.

) Zobrazeni fa je na.

3) Zobrazeni fa je prosté.
) Soustava Ax = o md jediné Teseni (x = o).
)

Gaussova eliminace prevede matici A do horniho trojihelnikového tvaru s nenulovymi prvky na diagondle
(ekvivalentné odstupriovaného tvaru bez nulovych Fadki,).

(6) Matici A lze prevést elementdrnimi tadkovymi (ekvivalentné sloupcovgmi) dpravami do jednotkové matice
I,.

(7) A je invertovatelnd.

(8) Euistuje ctvercovd matice X Fadu n takovd, Ze AX = I,,.
(9) Existuje ctvercovd matice X fadu n takovd, Ze X A = I,,.
10) A je soucinem elementdrnich matic.

Diikaz. Implikace (1) = (3) = (4) a (1) = (2) jsou trividlni.

Argumenty pro (2) nebo (4) = (5) = (6) = (7) = (1) byly jiz pfedvedeny vyse, takze je jen stru¢né shrneme.
U (6) budeme pracovat s fadkovou verzi.

(4) = (5). Resime-li soustavu rovnic Ax = o Gaussovou eliminaci a ziskdme odstuptiovany tvar s alespoii jednou
volnou promeénnou, pak mé soustava vice feSeni (u homogenni soustavy se ani nemtize stét, Ze feSeni neexistuje).
Podobné ukdZeme (2) = (5). Pokud odstupiiovany tvar matice A mé nulovy fadek, pak soustava Ax = b nemd pro
néjakou pravou stranu reSeni, takze f4 neni na. Toto si rozmyslete podrobné jako cviceni.

(5) = (6). Matici A pfevedeme do horni trojahelnikové matice s nenulovymi prvky na diagonéle a pak doelimi-
nujeme postupné druhy sloupec, tieti sloupec, atd. Ziskame diagonalni matici a staci vynasobit fadky vhodnymi
prvky télesa.

(6) = (7). Pouzijeme postup (A | I,) ~ --- ~ (I, | X). Divame-li se na tento postup jako na feSeni n-soustav
linearnich rovnic, mdme AX = I,. Divame-li se na néj jako na nasobeni elementidrnimi maticemi zleva, ziskame
XA=1I,.

(7) = (1). Pfedvedeme algebraicky argument, jiz jsme vidéli geometricky. Plati-li Ax = b, pak A1 Ax = A~1b,
takze rovnice mé nejvyse jedno feseni, a to x = A~'b. Na druhou stranu, tento vektor je skuteéné fesenim, protoze
A(A7'b) =b.

Nyni jsme dokézali, ze tvrzeni (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) jsou ekvivalentni. Ekvivalenci regularity s podminkou
(10) ukdzeme v tvrzeni 4.39.

Trividlné plati (7) = (8), (9), takZe staci dokdzat t¥eba (8) = (2) a (9) = (3).

(8) = (2). Je-li AX =1, pak fafx = f1, = idyn, takZe k zobrazeni f,4 existuje zobrazeni inverzni zprava, tedy
fa je na. Implikace (9) = (2) se dokdze obdobné. O

Piiklad 4.31. Najdeme matici inverzni k matici A nad télesem Zs, pokud existuje.

0 2 4
A=13 1 4
4 2 1

Lo je axiom vybéru
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R4dkovymi tipravami upravujeme (A | I3):
0 2 4|1 0 0 31 4]0 10 31 4]0 10
31 4/010]~1024|100]~1024|100 ]|~
4 2 1(0 0 1 4 2 1]0 0 1 0 4 4/0 2 1
31 4/0 10 3 0 212 10 3 001 2 3
~ 0 2 41 0 O ~ 0 2 4|1 0 O ~ 0 2 04 2 1 ~
0 0 1(3 21 0 0 113 21 0 0 1(3 21
1 0 02 4 1
~]1 01 02 1 3
0 0 1(3 21
Takze A je reguldrni a plati
2 41
At=(2 1 3
3 2 1
Priklad 4.32. Najdeme matici inverzni k matici A nad télesem Z,, pokud existuje.
1 0 1
A= 0 1 1
1 1 0
Opét fadkovymi Gpravami upravujeme (A | I,):
1 0 1|1 0 0 1 0 1|1 0 0 1 0 1|1 0 0
01 1/]010]~l01T1T|0 10 01 1/0 10
1 1 0|0 0 1 01 1(1 0 1 0 0 01 1 1

Odstupnovany tvar matice A neni horni trojihelnikova matice s nenulovymi prvky na diagonéle, takze A je singuldrni
podle (1)<(5) z véty 4.30 a inverzni matice neexistuje (podle bodu (7) stejné véty).
Chépeme-li A jako matici nad télesem Zgz nebo R, pak je regularni.

Priklad 4.33. Matice
( cosa —sina >
A= .
sina  cosa

nad R je pro libovolné a € R regularni a inverzni matice je

P ( cos(—a) —sin(—a) ) _ < cosa  sina )

sin(—a)  cos(—a) —sina  cosa
To lze nahlédnout z ivahy, Ze f4 je rotace o a, coz je bijekce a inverznim zobrazeni je rotace o —a.

Priklad 4.34. Dalsim piikladem, kdy je vyhodnéjsi se trochu zamyslet, nez ihned zacit pocitat podle odvozeného
algoritmu, je vypocet inverzni matice k realné matici

111
A= 4 00
10 3

Hledame matici X takovou, ze AX = I3. Znovu si uvédomime, ze pii nasobeni matice X zleva matici A délame
linedrn{ kombinace ¥adkd matice X, kde koeficienty jsou v fddcich matice A (tvrzeni 4.14.(1)). Druhy fddek matice
A nam k4, 7e druhy fadek vysledku (to je fadek (0,1,0)) je 1/2-ndsobek prvniho fadku matice X. Z toho okamzité
vidime, Ze prvni fddek matice X je (2,0,0).

0 20
X=17? 77
70707
Z posledniho fadku matice A vidime, ze tfeti fadek vysledku (to je (0,0,1)) je roven l-ndsobku prvnimu fadku

matice X (to uz vime, Ze je (2,0,0)) plus 1/3-nasobek tietiho fadku matice X. Z toho snadno dopocteme, Ze tieti
radek X je (0,-6,3).
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Z prvniho fadku matice A pak podobné dopoc¢itdme druhy fadek matice X a ziskdme

0 2 0
X=|1 4 =3
0 -6 3

Snadno ovérime, ze X je skute¢né matice inverzni.
Jako cviceni provedte podobnou Gvahu sloupcové pro rovnici XA = I3 a radkové pro rovnici XA = I3.

Priiklad 4.35. Pokud A je reguldrni matice, pak kazda soustava rovnic Ax = b mé podle definice pravé jedno
feseni. Vyndsobenim obou stran matici A~! zleva ziskdme explicitni vzorec:

x=A"'b .
Napriklad rfeSenim soustavy rovnic nad Zs
0 2 4 1 1
3 1 4 o | = 2
4 2 1 I3 3
je vektor
2 2 4 1 1 3
Ty | =A7'b=A=( 2 1 3 2 1=13],
T3 3 21 3 0

kde A~ jsme spocitali v pifkladu 4.31.

Na praktické feseni se tento vzorec nehodi, protoze Gaussova eliminace a zpétna substituce je rychlejsi. Vzorec
se hodi pro teoretické iivahy, nebo pokud fesime mnoho soustav s jednou pravou stranou, i kdyz i v tomto pripadé
spiSe pouzivame jiné techniky, jako LU-rozklad.

Piiklad 4.36. V odstavci 4.5.1 jsme odvodili, ze pro ¢leny Fibonacciho posloupnosti aq,as, ... plati
itz \ _ qaf 1 11
()= (3)r e (50)
Matici C lze zapsat ve tvaru

C=XDX!, kdeD:(‘p 0 ) X:( ! 1)
0 1—¢ p—1 —p

Tento vztah mtzeme samoziejmé ovérit. Jak jej lze ziskat se dozvime v kapitole o vlastnich ¢islech a vlastnich
vektorech.
Kdyz uz jej zname, mizeme vypocitat n-tou mocninu matice C":

C" = (XDX ' )W(XDX™")...(XDX™ ") =XD"X"!

~ v

nx

Mocninu diagonélni matice vypocitame snadno a dosazenim pak ziskdme vzorec pro n-ty clen.

Diilezité priklady reguldrnich matic tvori elementarni matice. To je v souladu se skutecnosti, Ze elementarni
apravy jsou vratné.

Tvrzeni 4.37. Kazdd elementdrni matice je requldarni, navic inverzni matice k requldrni matici je opét elementdrni.

Dikaz. K dikazu mizeme primo najit matice inverzni, jsou jimi matice tiprav, které vraci prislusnou elementarni
tupravu. Pak pouze vyuzijeme ekvivalenci invertovatelnosti a regularnosti z charakterizacni véty 4.30. (]

4.7.6. Regularita a maticové operace. Nakonec se podivame na vztah invertovani a maticovych operaci.

Tvrzeni 4.38. Jsou-li A, B reguldrni matice nad stejnymi télesem T stejného 7ddu a t € T nenulovy prvek, pak
plati
(1) A™Y je reguldrni a plati (A=1)~1 = A,
(2) AT je reguldrni a plati (A7)~ = (A~1)T,
(3) (tA)T je reguldrni a plati (tA)™' =t71A™!,
(4) AB je reguldrni a plati (AB)™t = B~tA™L.

-1

Diikaz. Dikaz mizeme provést tak, ze ukdzeme, Ze popsané matice jsou skuteéné matice inverzni (sta¢i z jedné
strany). Napiiklad (AB) ™! = B~1A™! protoze (B~1A 1) (AB) =B (A 'A)B=B 'B=1. O
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Body (1), (3), (4) v tvrzeni maji geometrickou interpretaci, kterou si rozmyslete jako cviceni. Transponovani
budeme umét geometricky interpretovat az pozdéji.

Pro séitani podobné tvrzeni neplati, staéi se podivat na soucet A + (—A), kde matice A (a tim pddem i —A) je
reguldrni, naptiklad A = I,,.

Pomoci bodu (4) dokon¢ime diikaz charakterizacni véty 4.30.

Tvrzeni 4.39. Ctvercovd matice A je requldrni prdvé tehdy, kdy? jde napsat jako soucin elementdrnich matic.

Diikaz. Kazda elementarni matice je regularni podle tvrzeni 4.37, takZze podle bodu (4) v pfedchozim tvrzeni je
libovolny soucin elementarnich matic reguldrni. To dokazuje implikaci zprava doleva.

Naopak, je-li A reguldrni, pak ji lze elementdrnimi ¥adkovymi Gpravami pievést na jednotkovou matici (podle
bodu (5) charakteriza¢ni véty 4.30). Elementdrni fadkové Gpravy se daji napsat jako ndsobeni zleva elementédrni
matici, takze existuji elementarni matice Fy, E», ..., Ej takové, ze

Ek...EgElA:In ,

kde n je f4d A. ProtoZe elementdrni matice jsou reguldrni (podle tvrzeni 4.37), tedy i invertibilni, mizeme vztah
upravit na

A=E'Ey' B!
Ted jsme hotovi, protoZe inverzni matice k elementarnim matici jsou elementéarni (opét podle tvrzeni 4.37). |

Priiklad 4.40. Z dikazu také vidime postup, jak rozklad na elementarni matice nalézt. Najdeme rozklad matice

0 2 3
A= 1 0 O
3 01
Matici prevedeme elementdrnimi fadkovymi dpravami na jednotkovou a zaznamename si Gpravy.
0 2 3 1 0 0 10 0
1 0 0 2
3 3 0 0 0
1 00 1 00 1 00
~1 0 2 0 )~1010 010
0 0 3 0 0 3 0 0 1
Matice Gprav jsou
010 1 00 1 00
Ei=110 0 010}, Es=|101 4],
0 0 1 2 01 0 01
1 00 1 00
0 3 0|, Es=10120
0 01 0 0 2
Takze mame
0 10 1 00 1 00
A=E'E,'E;'E'ESY =1 0 0 010 01 1
0 0 1 3 01 0 0 1
1 00 1 00
0 2 0 0 10
0 0 1 0 0 3

Cviceni

1. Co musi splitovat matice A, B, aby byly definoviny oba sou¢iny AB i BA.

2. Geometricky interpretujte nasobeni matice prvkem télesa a s¢itdni matic.

3. Geometricky popiste zobrazeni, které vznikne sloZenim osové soumérnosti v R? podle osy x a ototenim o m/2. Srovnejte
s algebraickym vypocétem v prikladu na ndsobeni matic. Stejnou tlohu feSte pro sloZeni v opa¢ném pofadi.

4. Najdéte matici, kterd odpovida osové soumérnosti podle pfimky y = ax, kde a € R.

5. Dokazte, ze soucin dvou hornich trojihelnikovych matic stejného fadu je opét horni trojihelnikovd matice. Podobné pro
dolni trojahelnikové matice i diagondlni matice.

6. Najdéte nenulovou redlnou matici A typu 2 x 2, ke které neexistuje matice inverzni (tj. neexistuje matice B takova, ze
AB = BA = I,). Interpretujte geometricky.
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7. Pro matice neplati obdoba tvrzeni 3.3.(6): Najdéte redlnou ¢tvercovou matici A # 02x2, pro kterou A% = 02x 2. Interpretujte
geometricky.

8. Dokazte vlastnosti (pl), (p3) a (p4) z dikazu véty 2.14.
9. Vypocitejte n-tou mocninu matice

1 1 0
A= 0 1 1
0 0 1

10. Ukazte, Ze nasobeni elementarni matici zprava odpovidd elementarni sloupcové tpraveé.
11. Ukate, #e pro ¢tvercové matice stejného ¥adu nad stejnym té&lesem obecn& neplati vztah (A4 4+ B)? = A% 4+ 2AB + B,
Naleznéte podobny, ale platny vztah.

12. Dokoncete dikaz tvrzeni 4.20.
13. Dokazte tvrzeni 4.21.
14. Dokazte tvrzeni 4.22.

15. Matice se nazyvé antisymetrickd, pokud A = —AT. Je pravda, %e antisymetrickd matice m4 vZzdy na hlavni diagonéle
nuly? (Pozor na vlastnosti télesa, ve kterém pracujeme!)

16. Dokazte vzorec pro blokové nasobeni matic.
17. Najdéte A™ pro matici z p¥ikladu 4.26.
18. Necht A # B jsou matice stejného typu nad stejnym télesem. DokaZte, Ze p¥islusna zobrazeni f4 a fp jsou rizna.

19. Navrhnéte alternativni postup na prevod reguldrni matice na jednotkovou radkovymi tpravami tak, aby po eliminaci
sloupce byly rovnou vSechny ¢leny, kromé diagondlniho, nulové.

20. Spocitejte znovu priklad 4.34 alternativnimi postupy navrZzené v tomto p¥ikladu.
21. Ke kazdé elementarni matici najdéte pfislusSnou matici inverzni, viz tvrzeni 4.37.

22. Predpokladejme, Ze odstupihiovany tvar matice A obsahuje nulovy fadek. DokaZte, Ze potom existuje pravd strana b
takovd, ze soustava Ax = b nem4 ani jedno FeSeni (tj. fa neni na).

23. Dokazte implikaci (2) = (5) z véty 4.30.
24. Dokazte pfimo implikaci (9) = (3) z véty 4.30.
25. Dokazte tvrzeni 4.38 a vysvétlete geometricky vyznam.

26. Dokazte, Ze n-t4 mocnina diagonalni matice je diagondlni a na diagondle jsou n-té mocniny pivodnich prvki. Dokoncete
vypocet n-tého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti v prikladu 4.36.
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5. VEKTOROVE PROSTORY

Cil. Zobecnénim aritmetickych vektoriu definujeme zdakladni po-
jem linedrni algebry, vektorovy prostor. Budeme zkoumat duleZité
pojmy jako podprostor, linedrni obal, mnoZina generdtori, line-
arni zdvislost a nezavislost, baze a dimenze. Motivaci je porozumét
geometrickym vztahim mezi vektory a podprostory (rovné utvary
prochdzejici poéatkem) naptiklad v roviné a v prostoru. To ndm
také umozni lépe porozumét reseni soustav linedrnich rovnic.

5.1. Definice, priklady a zakladni vlastnosti. V kapitole o télesech jsme si vSimli, jaké vlastnosti ¢isel vyuzi-
vame pri feSeni linedrnich rovnic, a redlnd cisla jsme zobecnili na télesa. Odménou za vétsi abstraktnost je vétsi
pouzitelnost. Stejné véty, napiiklad o soustavach rovnic nebo invertovani matic, mizeme pouzit jak pro redlna ¢isla,
tak pro komplexni ¢isla, télesa Zjy, nebo také naptiklad pro raciondlni funkce.

V této kapitole zobecnime R™, tedy mnozinu n-tic redlnych ¢isel, na vektorovy prostor. Vektorovy prostor nad R
tvori mnozina (jejiz prvky nazyvadme vektory), operace s¢itani vektorl a operace ndsobeni vektoru redlnym ¢islem.
Tyto ingredience musi splhovat sadu axiomil, které jsou ve shodé s predstavou vektoru jako ,Sipky“ a operaci
provadénych podle obrazku 77.

OBRAZEK

Obecnéji definujeme vektorovy prostor nad télesem T, kde misto nasobeni vektoru redlnym ¢islem mame operace
nasobeni vektoru prvkem 7.

Definice 5.1. Necht T je téleso. Vektorovym prostorem V nad télesem T rozumime mnozinu V spolu s binarni
operaci + na V (tj. + je zobrazeni z V x V do V) a operaci - nasobeni vektorti prvky télesa (tj. - je zobrazeni z
T x V do V), které spliuji nésledujici axiomy.
) Pro libovolné u,v,w € V plati (u+v)+w=u+ (v+w).
) Existuje o € V takovy, Ze pro libovolné v € V plati v+ o =v.
) Pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v + (—v) = o.
vS4) Pro libovolné u,v € V plati u+v=v +u.
) Prolibovolné ve Vaa,beTplatia-(b-v)=(a-b)-v.
) Pro libovolné v € V plati 1-v = v.
) Pro libovolné v € V aa,be T plati (a+b)-v=a-v+b-v.
vD2) Pro libovolné u,ve VaaecTplatia-(u+v)=a-u+a-v.

Prvkim V fikdme vektory a prvky T nazyvame skaldry.

,Operace“ - neni binarni operaci ve smyslu definice 3.1, protoze nasobime prvky dvou rtznych mnozin. Misto
a-v,kde a € T av €V, piSeme ¢asto av. Nikdy neprohazujeme potadi, tj. vyrazy v - a a va nejsou definované.
Jak je bézné u téles, tmluva je, ze - m4 prednost pied +, proto nemusime ve vyrazech na pravé strané v axiomech
(vD1) a (vD2) psat zavorky.

V definici je implicitné obsazeno, ze soucet u + v je definovdn pro kazdou dvojici vektori u,v € V' a nasobeni
vektoru skaldrem av je definovano pro kazdé a € T, v € V. Z definice rovnéz vyplyva, ze mnozina V je neprazdnad,
protoZe musi obsahovat podle (vS2) alespon nulovy vektor.

Axiomy (vS1), (vS2), (vS3), (vS4) jsou stejné jako axiomy pro s¢itani v télese. Stejné jako v télese plati, Ze nulovy
prvek a opaéné prvky jsou uréené jednozna¢né. Mame ted dvé rtizné nuly, 0 v télese T a o ve vektorovém prostoru
V. Axiom (vN1) pfipomind asociativitu ndsobeni a (vN2) existenci jednotkového prvku, i kdyz zde je podstatny
rozdil v tom, Ze nasobime prvky riznych mnozin. Axiomy (vD1) a (vD2) pfipominaji distributivitu.

5.1.1. Aritmetické vektorové prostory a dalsi priklady. Zakladnim piikladem vektorového prostoru je mnozina n-tic
prvku télesa.

Definice 5.2. Necht T je téleso a n je piirozené cislo. Aritmetickym vektorovym prostorem nad T dimenze n
rozumime mnozinu vsech n-slozkovych aritmetickych (sloupcovych) vektori 7" spolu s pfirozenymi operacemi + a
- (definovanymi jako v definici 2.2). Znaéime T™.

To, Ze aritmeticky vektorovy prostor je skuteéné vektorovym prostorem jsme formulovali a dokézali obecné pro
matice v tvrzeni 4.19 a tvrzeni 4.21.

Aritmetické vektorové prostory (a jejich nekone¢né dimenziondlni varianty, viz cviceni) jsou velmi konkrétni,
zaroven ale v jistém smyslu ,jediné“ piiklady vektorovych prostorti. Uvidime, ze v kazdém vektorovém prostoru
lze zvolit soustavu soufadnic (tzv. bazi), a misto vektori miZeme pocitat s jejich soufadnicemi stejné jako v
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aritmetickém vektorovém prostoru. Omezit se ale na studium aritmetickych vektorovych prostorti neni vyhodné z
mnoha dvodi.

Jednim z nich je, Zze vektorovy prostor (hlavné nad R) si predstavujeme jako mnozinu $ipek na nekonefném
papiru, v prostoru, apod. Z tohoto prostoru se stavad aritmeticky vektorovy prostor az po volbé néjaké soustavy
soufadnic, kdezto operace s vektory na této volbé nezévisi. Zadna volba soufadnic nemusi byt pfirozend, nebo riizné
volby mohou byt vyhodné v rtiznych situacich. Naptiklad mnozina vSech feSeni rovnice 2z, + 3z2 + 423 = 0 je
rovina, tedy ,v podstaté totéz co R?“, ale asi by bylo tézké argumentovat, ze néjakd konkrétni volba soutradnic je
ta nejlepsi. Pfesny vyznam vyrazi typu ,,v podstaté totéz co R%“ uvidime pozdéji.

Dalsim divodem je, Ze u nékterych vektorovych prostord neni ihned patrné, ze se v podstaté jedna jen o n-tice
prvki télesa. Navic i kdyz to nékdy vidét je, neni vzdy vyhodné se na prostory takto divat, napiiklad proto, ze na
dané mnoziné mame i jiné operace, které jsou pii takovém pohledu neptehledné, apod. Uvedeme nékolik piikladt
vektorovych prostort.

e Mnozina v8ech polynomt stupné nejvySe 173 s redlnymi koeficienty (nebo jiného daného maximélniho
stupné, s koeficienty v jiném télese) s béznymi operacemi s¢itdni polynomi a ndsobeni polynomu redlnym
¢islem. Tento vektorovy prostor je ,v podstaté* R'™*, protoze na polynom ag + a1z + --- + ai73z' > se
mizeme divat jako na 174-ici koeficientti (ag,ay,...,a174)” a operace jsou pii tomto pohledu stejné jako v
RIT4.

e Mnozina v8ech matic typu 7 x 15 nad télesem Zg s béZnymi operacemi + a - (nebo jiného daného typu nad
jinym télesem). Vzhledem k operacim + a - se tato mnoZina chové stejné jako mnozina 7 - 15 = 105-tic,
takze tento vektorovy prostor je ,v podstaté“ Zi%. (To, Ze mnozina matic daného typu nad danym télesem
je vektorovy prostor jsem formulovali v tvrzeni 4.19 a tvrzeni 4.21.) KdyZ matice daného typu sc¢itdme
a nasobime skaldrem, mzeme se na né divat jako na n-tice prvku télesa, ale tento pohled neni vyhodny
naptiklad kdyz matice interpretujeme jako zobrazeni, nasobime je nebo invertujeme.

Pro prostory matic zavedeme znaceni.

Definice 5.3. Vektorovy prostor matic nad T typu m X n s béZnymi operacemi s¢itani a nasobeni prvkem T
znatime T™*",

Aritmeticky vektorovy prostor T” lze chapat jako T™*!.
Naésleduji dalsi priklady vektorovych prostort.

e Mnozina vSech podmnozin mnoziny {1,2,...,11} (nebo jiné dané mnoziny X) spolu s operaci symetrické
diference, tj. A+ B = (A\ B)U(B\ A), je vektorovy prostor nad Z,. Ndsoben{ skaldrem je 0-A =0,1-A= A
pro libovolné A C X. Jako cviceni dokazte, Ze toto je skutecné vektorovy prostor, a vysvétlete, pro¢ je tento
prostor ,,v podstaté® Zil.

e Mnozina komplexnich ¢isel je vektorovym prostorem nad R (s béznymi operacemi). Vzhledem ke s¢itani a
nasobeni redlnym ¢islem se komplexni ¢islo a + bi chova stejné jako dvojice (a,b)”, takze z tohoto pohledu
je C v podstaté R2. Pokud chdpeme komplexni &isla jako vektorovy prostor nad R, zapomindme vlastné na,
nasobeni v C, pamatujeme si pouze s¢itani a nasobeni redlnym ¢islem.

e Obecnéji, kazdé téleso T je vektorovy prostor nad libovolnym svym podtélesem S. (Podtéleso télesa T
je podmnozina, kterd tvori spolu se stejnymi operacemi téleso. ) Napiiklad R je vektorovy prostor nad
Q, ale neni vidét, ze redlnd cisla jdou vnimat jako m-tice raciondlnich. Dimenze n je zde nespocetna a
potiebovali bychom zobecnéni definice aritmetického prostoru (viz cvifeni). U tohoto piikladu souifadnd
soustava dokonce nejde v jistém smyslu zkonstruovat.

U jinych piikladi je situace prehledn&jsi, napitklad Q(v/2) = {a + bv/2 : a,b € Q} s b&nymi operacemi
je vektorovy prostor nad Q. Skuteéné, ¢islo a + byv/2 lze chépat jako dvojici (a,b)” € Q2. Neni ale na prvni
pohled patrné, ze kazda dvojice odpovida pravé jednomu ¢islu, dikaz je prenechan jako cviceni.

Vlastnosti téchto vektorovych prostori, jako naptiklad dimenze, jsou dilezité naptiklad v jiz zminénych
problémech kvadratury kruhu, trisekce tihlu, zdvojeni krychle a ,nefesitelnosti“ rovnic patého stupné.

e Mnozina v8ech funkci z R do R tvofi spolu s prirozenymi operacemi vektorovy prostor nad R. Podobnymi
priklady jsou mnozina vSech spojitych funkci na R, mnozina diferencovatelnych funkci, mnozina polynomi-
lnich funkci, nebo t¥eba mnozina spojitych funkei na intervalu [0, 1].

Toto jsou dulezité priklady vektorovych prostori, kterymi se budete dédle zabyvat hlavné v jinych pred-
métech (napiiklad funkcionélni analyze). My se budeme soustiedit hlavné na tzv. prostory kone¢né dimenze.

5.1.2. Jednoduché vlastnosti. Formulujeme nékteré vlastnosti vSech vektorovych prostort. Dokazuji se podobné jako
prislusné vlastnosti pro té€lesa v tvrzeni 3.3, proto dikaz prenechame jako cviceni.

Tvrzeni 5.4. V kazdém vektorovém prostoru V nad télesem T plati
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(1) nulovy vektor o je uréen jednoznacné,
(2) rovnice u+ x = v md pro pevnd u,v € V prdvé jedno teseni, specidlné, opacny vektor v je vektorem v
urcen jednoznacneé,

(3) Ov = o pro libovolny vektor v € V,

(4) ao = o pro libovolny skaldr a € T,

(5) je-li av = o, pak bud'a =0 nebo v = o,.

(6) —v = (—=1)v pro libovolny vektor v € V, specidlné —(—v) = v,

Axiomy vektorového prostoru i uvedené jednoduché disledky budeme pouzivat zcela automaticky. Je dobré si
pii prvnim c¢teni dikazt v této kapitole podrobné rozmyslet vSechny kroky a pouzité axiomy.

5.2. Podprostory.
Prvnim pojmem, ktery budeme pro vektorové prostory studovat, je podprostor.

Definice 5.5. Necht V je vektorovy prostor nad T. Vektorovy prostor U nad T je podprostorem V, pokud U C V
a operace + a - v U se shoduji s pfislusnymi operacemi ve V. Skutecnost, ze U je podprostorem V zapisujeme
U<V.

Protoze operace v podprostoru U jsou ur¢ené puvodnimi operacemi ve V nemusime je uvadét a staci rikat, ze
mnozina U tvori podprostor prostoru V. K tomu aby U byl podprostor V, musi byt U neprazdnd mnozina uzaviena
na operace s¢itani a nasobeni skalarem. Naopak, pokud U spliuje tyto podminky, pak U spolu s piislusnymi
operacemi tvori podprostor.

Tvrzeni 5.6. Necht'V je vektorovy prostor nad T. Neprdzdnd podmnozina U mnoZiny V je podprostorem V prdvé
tehdy, kdyz

e (,uzavienost na sc¢itdni“) pro libovolné u,v € U platiu+v € U a
e (,uzavienost na ndsobeni skaldrem*) pro libovolné v € U a a € T plati av € U.

Dukaz. Pokud U < V, pak U musi byt zfejmé uzaviend na s¢itani a nasobeni skalarem.

Predpokladdejme, ze U je neprazdnd mnozina uzaviend na séitani a nasobeni skalarem. Pak opacény vektor k
u € U je v U, protoze —u lze napsat jako (—1) - u. Rovnéz nulovy vektor vektorového prostoru V je prvkem U,
protoze U je neprdzdné a plati 0 - u = o. VSechny axiomy nyni vyplyvaji z toho, ze jsou splnény ve V. |

Mnozina tvorend pouze prvkem o je vzdy podprostorem, rovnéz cely prostor V je podprostorem V. Témto
podprostorim tikame trividlni, ostatni podprostory nazyvame netrivialni nebo vlastni. Zdiraznéme pozorovani z
diikazu predchoziho tvrzeni — nulovy vektor je obsazen v kazdém podprostoru.

5.2.1. Podprostory R"”. Uvazujme podprostor U < R2. Pokud U obsahuje nenulovy vektor x = (z1,z»)7, pak musi
obsahovat vSechny jeho nésobky: {tx : ¢t € R} C U. Geometricky tvoii tyto nasobky piimku prochézejici bodem x a
pocatkem. Pokud U obsahuje jesté jiny nenulovy vektor y, ktery nelezi na piimce {¢x : t € R}, pak opét obsahuje
viechny jeho nésobky, a z toho jiz geometricky nahlédneme, ze U = R2, protoze kazdy vektor z R? je sou¢tem
néjakého vektoru na pfimce {tx : t € R} a né&jakého vektoru na p¥imce {ty : t € R}.

OBRAZEK

Formalni dikaz tohoto tvrzeni pfenechame jako cviceni, pozdéji budeme podobné véci umét dokazovat snadno a
rychle pomoci pojmu baze.

Ukézali jsme, Ze kromé trivialnich podprostorti {(0,0)?} a R? jsou jedinymi kandidaty na podprostory R? mnoziny
tvaru {tx : t € R}. Snadno ovéifme, %e pro libovolny vektor o # x € R? je tato mnoZina uzaviend na s¢itani a
nésobeni skaldrem. Podprostory R? jsou tedy {o}, pifmky prochézejici pocatkem a cely prostor RZ.

Podobnou tvahou nalezneme viechny podprostory R3. Pokud o # x € U, pak U obsahuje celou pifmku {tx :
t € R}. Pokud U obsahuje jesté jiny vektor y, pak {ty : ¢ € R} C U a pak obsahuje celou rovinu urcenou x,y a
pocatkem, coz je rovina

{sx +ty:s,t € R} .
Obsahuje-li U jesté néjaky jiny vektor, pak U = R3. Podprostory R® jsou tedy trividlni podprostory, piimky
prochézejici pocatkem a roviny prochéazejici pocatkem.

I kdyz vizudlni pfedstava prostoru R™ pro m > 3 chybi, intuice stale je, Ze podprostory jsou rovné utvary
prochazejici pocatkem.
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5.2.2. Podprostory T™. Nad jinymi télesy jiz neméme tak dobrou vizudlni pfedstavu aritmetického prostoru, ale

stale mizeme podobné Gvahy jako vySe provadét algebraicky. Tak naptiklad stale plati (viz cviceni), ze podprostory

T? jsou trividlni podprostory a ,pifmky“ prochazejici poc¢atkem, tj. mnoziny tvaru {tx : ¢t € T}, kde o # x € T>.
OBRAZEK primky v Z?2

S podprostory R™ jsme se jiz setkali pfi feSeni homogennich soustav rovnic. Vlastnosti (pl), (p2) z véty 2.14
vlastné presné rikaji, Ze mnozina vech feSeni homogenni soustavy rovnic nad R s matici A typu m X n je podpro-
storem R"™. Tento podprostor zobecnime na ptipad libovolného télesa.

Definice 5.7. Necht A je matice nad télesem T typu m x n. Pak mnozinu v8ech feSeni homogenni soustavy rovnic
s matici A nazyvame jddro matice A a znacime Ker A, tzn.

Ker A= {x:Ax =o} .
Tvrzeni 5.8. Pro libovolnou matici A nad T typu m X n plati Ker A < T".

Diikaz. Podle tvrzeni 5.6 staci ovéfit, ze mnozina Ker A je neprazdnd a uzaviend na s¢itani a ndsobeni skalarem.
Ker A obsahuje nulovy vektor, takze je neprazdna.
Pokud u, v € Ker A, pak podle definice Ker A je Au = o = Av. Z distributivity ndsobeni matic nyni dostaneme
A(u+v)=Au+ Av =0+ o = o, takze u + v € Ker A.
Pokud u € Ker A a a € T, pak A(au) = a(Au) = ao = o, tedy au € Ker A. O

Geometricky je Ker A vzorem nulového vektoru pii zobrazeni fa. Vzor jiného vektoru (neboli mnozina feSeni
soustavy Ax = b, kde b # o) podprostor netvoii, viz cvi¢eni. Tato mnoZzina je sice rovny Gtvar, ale neprochézi
pocatkem. Takovym mnozZindm budeme pozdéji fikat afinni podprostory T™.

5.2.3. Dalsi priklady podprostori. Mnozina spojitych funkci z R do R je podprostorem vektorového prostoru vsech
funkci z R do R, protoze mnoZina spojitych funkci je uzaviend na operace s¢itdni a nasobeni redlnym cislem.
Podobné, prostor diferencovatelnych funkci z R do R je podprostorem prostoru spojitych funkci. Mnozina realnych
Cisel je podprostorem prostoru komplexnich ¢isel, kde obé télesa chapeme jako vektorové prostory nad Q.

5.2.4. Linearni kombinace, podprostor generovany mnoZinou, mnozina generdtori. Uz nékolikrat jsme potkali mnoziny
vektortl typu tu + sv + ..., kde u, v, ...jsou néjaké vektory. Naposledy pii popisu podprostortt R3. Takovym vy-
razum se ikd linedrni kombinace vektort u, v, .... Jiz jsme tento pojem definovali pro matice (tedy napf. i pro
aritmetické vektory) v definici 4.13.

Definice 5.9. Jsou-li vq,vs,..., vy vektory z vektorového prostoru V nad T a ty,ts,...,t; prvky T, pak soucet
t1vy +tave + -0 + 1 Vg

se nazyva linedrni kombinace vektori vy, va, ..., vi. Skalary t1,t2, . .., tx nazyvame koeficienty linedrni kombinace.
Linearni kombinaci prazdného systému vektori definujeme jako nulovy vektor.

Zdaraznéme, 7e v linearni kombinaci mame vzdy konecny pocet vektoru.

Piiklad 5.10. Linearni kombinaci vektort u, v s koeficienty 2,3, tj. vektor 2u+3v, je vlastné ,vektor o souradnicich
(2,3) vzhledem k soustavé soufadnic u,v¥“. Pfesny vyznam déme této vété pozdéji, ale smysl je snad ziejmy z
obrazku.

OBRAZEK - linearni kombinace 2u+3v

Linedrni kombinace se vyskytuji v popisu podprostort, napiiklad mnozina {tx + sy : s,t € T} je mnoZinou
vSech linedrnich kombinaci vektori x,y. Obecné definujeme linedrni obal mnoziny X jako mnozinu v8ech linearnich
kombinaci prvki X. Tato mnozina tvori vzdy podprostor.

Definice 5.11. Necht V je vektorovy prostor nad T a X C V. Pak linedrnim obalem mmnoZiny X rozumime mnoZinu
(X)) v8ech linedrnich kombinaci prvkd X, tj. mnozinu

<X> = {t1V1 +tovo + -+ tgvp kK €Ny, vi,...,vp € X, t1,..., 1k ET}
Geometricky, linedrni obal je ,rovny ttvar prochazejici po¢atkem* obsahujici dané vektory.

Piiklad 5.12. (§) = {o} — linedrni obal prazdné mnoziny je trividlni prostor tvoreny nulovym vektorem.
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Piiklad 5.13. V prostoru R? mame
1 4 9 1 4
< 2 1,0 5 |,[ 12 > - < 2 1,1 5 > -
3 6 15 3 6
4
) .

=<s| 2 |+t :s,t€R

3 6
Inkluze C v prvni rovnosti plyne z toho, 7e kazdou linedrni kombinaci vektortt (1,2,3)7, (4,5,6)7, (9,12,15)7
lze psat jako linearni kombinace vektorti (1,2,3)7, (4,5,6)7, protoze vektor (9,12,15)7 Ize napsat jako linedrni
kombinaci prvnich dvou vektori:

1 4 9
t1 2 + o 5 + t3 12 =
3 6 15
1 4 1 4
3 6 3 6
1 4
= +t3)| 2 | +(#2+2t3)| 5
3 6

Geometricky, linedrni obal danych ti#i vektori je rovina prochazejici pocatkem, tieti vektor lezi v roviné uréené
prvnimi dvéma vektory.

V zapisech linearni kombinace mnoziny vektori dané vyctem jako vySe vynechdvame pro prehlednost zavorky
{, } oznacujici mnozinu. Nékdy rikdme ,linedrni obal vektord ...“, misto formalné pfesného ,linedrni obal mnoziny
vektori {... }“.

Tvrzeni 5.14. Pro libovolny vektorovy prostor V nad T a libovolnouw X CV je (X) podprostorem V.

Diikaz. Je t¥eba ovéfit, Ze (X) je neprazdnd mnozina uzaviend na s¢itdni a ndsobeni libovolnym r € T'.
Piedné (X) je neprazdnd, protoze obsahuje linedrni kombinaci prazdné mnoziny, tj. vektor o.

Soucet linedrni kombinace vektori vi,vs,...,vy € X s koeficienty sy, Sz, ..., Sy € T a linedrni kombinace
vektoria wi, ws,...,w; € X s koeficienty t1, ta, ..., t; je linedrni kombinace vektori vy,...,vg, Wi,...,w; € X s
koeficienty sy, ..., Sg, t1, ---, ;.

Konec¢né, r-nasobkem linedrni kombinace vektor vi,vs,..., vy € X s koeficienty s1,s9,...,s; je linedrni kom-
binace stejnych vektort s koeficienty rsy, rso, ..., rsg. O

Obsahuje-li podprostor U < V mnozinu X, pak, diky uzavienosti na s¢itani a nasobeni skalarem, obsahuje i
v8echny linedrn{ kombinace prvkd X. To znamend, Zze (X) je ,nejmensi“ podprostor, ktery obsahuje X. (Slovo
nejmensi je zde t¥eba chapat vzhledem k inkluzi, tj. tak, ze jakykoliv podprostor obsahujici X obsahuje (X). )

Proto se rovnéz hovoii o podprostoru generovaném X.

Definice 5.15. Necht V je vektorovy prostor nad T a X C V. Pokud (X) = V, pak fikdme, Ze X je mnoZina
generdtori prostoru V, nebo rikame, ze X generuje V.

Jinymi slovy, mnozina X C V generuje V, pokud kazdy vektor ve V lze zapsat jako linedrni kombinaci vektort
z X.

Priklad 5.16. Prazdnd mnoZzina generuje trividlni prostor {o}.
Mnozina {(1,0)7,(0,1)T} generuje pro libovolné T prostor T2, protoze kazdy vektor (z1,25)T v T? lze napsat
jako linedrni kombinaci vektort (1,0) a (0,1)7 takto:

()=o) (Y)

Tedy také libovolna mnozina obsahujici vektory (1,0)” a (0,1)7 je mnozinou generatort T.

Mnozina {(1,2,3)"} generuje podprostor V = ((1,2,3)") vektorového prostoru R®. Jiné mnoziny generatort
stejného prostoru V jsou napiiklad {(2,4,6)7}, {(2,4,6)%,(3,6,9)T}, V. Mnozina {(1,2,3)%, (4,5,6)*} nenf mnozi-
nou generatorti V, protoze neni ani jeho podmnoiinou.

Mnozina {1, z,2?} je mnoZinu generdtori prostoru viech redlnych polynomii stupné nejvyse 2.
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Piiklad 5.17. V ¢4sti 5.2.1 jsme si geometricky zdivodnili, ze pro kazdy netrividlni podprostor R? existuje mnozina,
generatorli, kterd m4 jeden, nebo dva prvky.

Piiklad 5.18. Definujeme R¥ jako prostor vSech posloupnosti realnych ¢isel s operacemi provadénymi po slozkéch,
podobné jako s aritmetickymi vektory. Mnozina

X ={(1,09,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...),...}
negeneruje prostor R¥. Jako cviceni zjistéte linearni obal této mnoziny.
Zajimavym podprostorem R¥ je napiiklad mnozina Y v8ech posloupnosti (ay, as, ...) splaujicich a,, = ap—1 +
Gn—2 pro kazdé n > 3. Mezi prvky tohoto podprostoru patii Fibonacciho posloupnost.

5.2.5. Sloupcovy a radkovy prostor matice. Ke kazdé matici mame piirozené piifazeny dvé skupiny aritmetickych
vektori, radkové a sloupcové. Prostortim, které generuji, fikdme rddkovy a sloupcovy prostor.

Definice 5.19. Necht A je matice nad T typu m x n. Sloupcovym prostorem matice A rozumime podprostor T™
generovany sloupci matice a znac¢ime jej Im A.

ImA = <A*1,A*2, Ce 7A*n> S Tm
Rddkoviym prostorem matice A rozumime sloupcovy prostor matice AT, tj.

ImA” = (A%, AL, ... AT ) <T"

Tsks “42%0 *

(33 4)
ma=((3)-(7)-(4))

1
2
1 2
ImAT:< 31,1 7 >
4 -1

Jak pozname, ze vektor b € T™ lezi v Im A? Stali si pfipomenout, Ze Ax je linedrni kombinace sloupct matice
A, kde koeficienty jsou slozky vektoru x. TakZe b € Im A pravé kdyZ rovnice Ax = b m4 feSeni, pricemz koeficienty
linedrni kombinace jsou slozky libovolného feSeni. Také vidime, Ze Im A je obraz (obor hodnot) zobrazeni fa, coZ
ospravedliiuje zavedené znaceni Im A:

ImA={Ax:xe€T"} ={fa(x) :x€T"} = fa(T") .

Piiklad 5.21. Pro matici A z predchoziho pifkladu zjistime, zda (0,1)” € Im A a (1,0)” € Im A. Protoze mame
dvé soustavy rovnic se stejnou matici, mtzeme je fesit najednou.

13 4]1 0 13 4|1 0
2 7 -1]0 1 01 -9|-21

Pro pravou stranu (1,0)7 dostaneme volbou 0 za volnou proménnou feseni x = (7, —2,0)7, coz dava vyjadieni

(0)=7(2)-2(7)(4)

Koeficienty nejsou uréeny jednozna¢né, napiiklad volbou 2 za volnou proménnou dostaneme x = (—55,16,2)7, coz

odpovida vyjadreni
1 1 3 4
(0)==(2)0(7)+2(4)

Pro vektor (0,1)7 dostaneme napiiklad vyjadieni

0 1 3 4
(1)==(2) (7)o ()

Tim jsme ukdzali, ze oba vektory (1,0)%, (0,1)? patti do Im A, tim padem Im A = R?, protoze z pifkladu 5.16 vime,

ze ((1,0)7,(0,1)T) = R2.
Lezi vektor (2,1,1)7 v prostoru Im A™?

1 2 ]2 1 2 2 1 2 2

3 7|1 |~ 0 1|-5]~]0 1| -5

0 0] —52

Priklad 5.20. Pro realnou matici

je
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Soustava nemé4 feseni, takze vektor (2,1,1)7 v Im A” nelez.

5.2.6. Prostory pridruZené k matici a elementdrni ipravy. Dllezitym pozorovanim je, ze fddkové elementarni ipravy
nemeéni linedrni obal ¥4dki (tj. prostor Im A”). Obecndji, ndsobeni zleva regularni matici neméni Im A” a nasobeni
zprava neméni Im A. Nésobeni zleva obecné méni Im A tak, Zze sloupcovy prostor vzniklé matice je linedrni obal
R-nasobku puvodnich sloupct.

Dalgim prostorem pfidruzenym k matici A je Ker A. Ten se fadkovymi ipravami (nebo ndsobenim zleva reguldrni
matici) rovnéZ neméni. To jiz vlastné vime: Ker A je mnozina feSeni soustavy Ax = o, ta se neméni provedenim
elementédrni Gpravy. Maticové, Ker (EA) = Ker A pro kaZzdou elementarni matici E. ProtoZze vSak kazda reguldrni
matice R je soufinem elementdrnich matic, mame Ker (RA) = Ker A. V dtkazu nésledujiciho tvrzeni zvolime
rychlejsi postup.

Tvrzeni 5.22. Necht A je matice nad T typu m X n a R je reqularni matice 7adu m. Pak
Ker A = Ker (RA), ImA” =Im (RA)”T , Im(RA) = (RA.,RA.,...,RA,,).

Diikaz. Treti ¢ast je disledkem vztahu (RA).; = RA.; z tvrzeni o ndsobeni matic vnimaném jako tvorfeni linedrnich
kombinaci (tvrzeni 4.14).

Je-li x € Ker A, pak Ax = 0. Vyndsobenim R zleva ziskdime RAx = Ro = o, ¢ili x € Ker (RA). Naopak, je-li
x € Ker (RA), pak RAx = o. Protoze R je reguldrni, mdme Ax = o (pouzijeme napiiklad bod (4) charakterizace
reguldrnich matic z véty 4.30), ekvivalentné x € Ker A.

K ditkazu druhé rovnosti si opét uvédomime, %e nasobeni matice A zleva matici R odpovida provadéni linearnich
kombinaci na fadky matice A. Proto kazdy fadek matice RA je linedrni kombinaci fadké matice A, takze Im (RA)T C
Im A7, Stejnou tivahou, kde misto A uvazujeme matici RA a misto R uvazujeme R~! ziskdme Im (R~'RA)T C
Im (RA)T, coz je po tipravé druhd inkluze. O

Pro sloupcové tpravy méme obdobné napiiklad Im A = Im (AR), pokud R je reguldrni matice ¥adu n. Dikaz
muzeme provést bud uzitim sloupcovych tprav misto fadkovych, nebo prechodem k transponované matici: PouZitim
piedchozi véty pro AT misto A a RT misto R dostaneme Im (A7)” = Im (RT AT)T, coz je po tpravé dokazovany
vztah.

Dusledek 5.23. Elementdrni fadkové dpravy neméni Ker A a Im AT . Elementdrni sloupcové dpravy neméni Ker AT
almA.

5.3. Linearni zavislost a nezavislost.

5.3.1. Definice. Mnozina aritmetickych vektort (1,2,3)7, (4,5,6)7, (9,12,15)” generuje ten samy podprostor V <
R? jako mnozina (1,2,3)7, (4,5,6)7, jak jsme vidéli v piikladu 5.13. Dtivod je ten, Ze tieti vektor Ize napsat jako
linedrni kombinaci prvnich dvou vektortd. Mnozindm vektori, ve které zadné takové linedrni zavislosti nelze najit
fikdme linedrné nezdvislé. Z technickych divoda definujeme linedrni (ne)zavislost pro posloupnosti vektort, nikoliv
mnoziny.

Definice 5.24. Necht V je vektorovy prostor. Posloupnost vektort (vy, va, ..., vy) ve V se nazyva linedrné zdvisld,
pokud néktery z vektord v; je linedrni kombinaci ostatnich vektord vi, va, ..., Vi_1, Vig1, ..., V.
V opacném piipadé Fikame, Ze posloupnost (vi, v, ..., vi) je linedrné nezdvisld.

(Lineérni (ne)zavislost definujeme i pro nekoneéné skupiny vektort, to ale nechdme do samostatného oddilu.)

Uzitim pojmu linedrniho obalu mtZeme definici preformulovat tak, Ze posloupnost (vi,va,...,vy) je linedrné
zavisld, pokud existuje i € {1,2,...,k} tak, Ze

Vv; € <V1,V2, ey Vi1, Vg1, .- ,Vk> 5
ekvivalentné
<V1,V2,.. . ,Vk> = <V1,V2, ey Vi1, Vi1, ,Vk>

Geometricky to znamenad, ze v; lezi v ,rovném ttvaru“ uréeném zbylymi vektory.

Naopak, posloupnost je linedrné nezavisld, kdyz zadné takové i neexistuje, jinymi slovy, kdyz kazdy vektor v;
Héco prida“ k linearnimu obalu zbylych vektora.

Casto budeme hovoiit ponékud nepiesné a fikat, ze vektory ... jsou linedrné nezévislé, apod.

Piiklad 5.25. Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)7, (4,5,6)7) ve vektorovém prostoru R? je linedrné zavisla, protoze
druhy vektor lze napsat jako linearni kombinaci zbylych dvou:

9 1 4
+2

ot
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Geometricky to znamend, ze vektor (9,12,15)7 lezi v roviné uréené zbylymi dvéma vektory.

Posloupnost vektori (1,0,0,0)7, (0,1,0,0), (0,0,1,0)7, (0,0,0,1)7 v prostoru Z3 je linedrné nezavisla, pro-
toze, zadny z vektorti neni linedrni kombinaci ostatnich: linearni obal druhého az ¢tvrtého vektoru je mnozina
{(0,a,b,¢)T : a,b,c € Z3}, do niz vektor (1,0,0,0)7 nepatii. Podobné pro ostatni vektory.

Posloupnost vektori (cos z sin 45, 1,sin(2z) +3) v prostoru redlnych funkei redlné proménné (nad R) je linedrné
zavisla, protoze sin(2z) + 3 lze napsat jako 2 - (cosxsinz + 5) + (—7) - 1.

Nékolik snadnych obecnych pozorovani:

e Kdykoliv posloupnost obsahuje nulovy vektor, je linearné zavisla, protoze nulovy vektor je linedrni kombinaci
prazdné skupiny vektort.

e Jednoc€lennd posloupnost (v) je linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz v # o.

e Kdykoliv posloupnost obsahuje dva stejné vektory, je linedrné zavisla. Obecnéji, pokud je néktery z vektort
nasobkem jiného, je posloupnost linedrné zavisld. Neplati to ale naopak. V posloupnosti ((1,2,3)7,
(9,12,15)%, (4,5,6)1) z predchoziho pifkladu neni zZddny z vektorti ndsobkem jiného, piesto je posloupnost
linearné zavisla.

e Linearni zavislost nebo nezavislost posloupnosti nezavisi na poradi prvki.

e Podposloupnost linearné nezavislé posloupnosti je linedrné nezavisla. Jinak feSeno, pokud je podposloupnost
linedrné zavisla, je linedrné zavisla i ptivodni posloupnost.

Pokud bychom ovéfovali, Ze néjaka posloupnost (vi,vs,...,vg) je linedrné nezavisla, z definice, museli bychom
pro kazdy z vektori vy, ..., vi ukdzat, Ze nelze vyjadfit jako linedrni kombinace ostatnich. Snazsi je pouzit bod
(2) z nésledujiciho snadného pozorovani, které dava elegantngjsi charakterizaci linedrni nezédvislosti.

Tvrzeni 5.26. Necht (vi,...,vg) je posloupnost vektori ve vektorovém prostoru V mnad télesem T. Ndsledugjici
turzeni jsou ekvivalentni.
(1) Posloupnost (vy,...,vy) je linedrné nezdvisld.
(2) Vektor o lze vyjddiit jako linedrni kombinaci vektori vq,va, ..., vy pouze trividlnim zpisobem o = Ovy +
0V2+"'+0Vk.
Jingmi slovy, pro libovoln€ ay,as, ... ,ax € T plati, Ze kdyZ

vy +azvy 4+ +apvp =0 ,
paka; =as =---=ap =0.
(3) Kazdy vektor b € V' lze vyjddiit jako linedrni kombinaci vektori vy, va, ..., Vi nejugse jednim zpisobem.
Diikaz. (1) = (2). Pokud plati

a1Vy +asve +---+ apvg = 0

a jedno z ¢isel ay,as, ..., ax, feknéme a;, je nenulové, pak mzeme upravit
a;V; = —Q9Vy — ... — AV
a
_ 1 -1
V= —a; Va2 —...— @y Vg ,

z ¢ehoz vidime, ze posloupnost je linearné zavisla.
(2) = (3). Pokud mame dvé vyjadieni vektoru u
u=aivy+ave+ -+ apvy =bivy +bova + -+ by,
pak Gpravou ziskdme rovnost
o= (a; —b1)vy + (as — by)va + -+ + (a, — bg) vy,

takze z (2) dostévame, Ze a; — b; = 0 pro kazdé i, neboli a; = b; a tedy vyjddieni vektoru u jsou stejna.
(3) = (2) je trivialni.
(2) = (1). Pokud je posloupnost (vi,...,vy) linedrné zavisla, pak pro néjaké i je vektor v; linedrni kombinaci
ostatnich, tedy
Vi=bivi+bava+ -+ bi1vig+bipavigr +o v .
Pak miizeme psat
o=byvi+bovo+- 4+ b gvi+ (=1)vi +biavigr + o+ bV,

takze dostdvdme netrividlni kombinaci, kterd dava nulovy vektor s koeficienty a; = —1 a a; = b; pro j # i. |
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Bod (2) lze formulovat tak, Ze posloupnost je linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz existuje jeji netrividlni linedrni
kombinace, kterd da nulovy vektor. Netrividlni znamend, Ze alespon jeden koeficient je nenulovy. Jesté jedna ekvi-
valentn{ formulace je ve cvic¢enich: Posloupnost vektori (vi,...,vy) linedrné nezdvisla pravé tehdy, kdyz zadny z
vektorii neni v linedrnim obalu pfedchozich (tj. pro kazdé i plati v; & (vi,va,...,v;_1)).

Pripomenme, ze vektory vy, ..., vy generuji V, pokud se kazdy vektor da napsat jako linedrni kombinace téchto
vektori alespoii jednim zptusobem. Bod (3) ukazuje, Ze linearni nezavislost je jakymsi opakem.

Priiklad 5.27. Zjistime, zda je posloupnost vektort
((1,1,1,1)7,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1)7)

v prostoru Z3 linearné nezévisld. Pokusime se vyjadiit nulovy vektor jako linedrni kombinaci vektori z dané po-
sloupnosti

1 1 0 0
1 n 2 n 1 _ 0
N 2 Blo |~ o
1 1 1 0
To je vlastné homogenni soustava rovnic!
1 1 0 0
121 zl | o
110 S I )
111 3 0

Soustavu prevedeme do odstupiiovaného tvaru. Pravé strany psat nebudeme, protoze je soustava homogenni.

110 110 1 10
1 21 01 1 01 1
110l looo]7]loo01
111 00 1 0 0 0

Nemdame zadnou volnou proménnou, takze soustava ma pouze trividlni fegeni x = (0,0,0)”. Jedina linedrni kombi-
nace danych vektori, kterd dava nulovy vektor je trividlni, takze posloupnost je podle predchoziho tvrzeni linedrné
nezavisla.

Tento piiklad ndm dava ndvod, jak zjistit, zda dand posloupnost aritmetickych vektort je linedrné (ne)zavisla.
Formulujeme ucinéné pozorovani jako tvrzeni.

Tvrzeni 5.28. Sloupce matice A typu m x n nad T tvori linedrné nezavislou posloupnost v T™ pravé tehdy, kdyz
Ker A = {0}, tj. rovnice Ax = o md jen trividlni feseni x = o.

Drikaz. Podle stile pouzivaného tvrzeni o vnimani nasobeni matic jako linedrniho kombinovéni médme Ax = x1 A, +
ToAuo + -+ TpAin, kde x = (21,20, ..., %y ). Tvrzeni nyni okamzité plyne z charakterizace v tvrzeni 5.26. (|

Priklad 5.29. Posloupnost (3i + 5,2,3), (5,2 +14,1), (4,2,12), (7, e™,4) v prostoru C? je linearné zavisl4.

Miuzeme argumentovat uzitim predchoziho tvrzeni. Dané aritmetické vektory si napiSeme do sloupcii matice A
typu 3 x 4. P¥i feSeni soustavy Ax = o mame diky typu alespon jednu volnou proménnou (protoze proménné jsou
4 a pivotl muze byt nejvice tolik, kolik fadkt, tedy 3). Z toho plyne, Ze soustava md netrividlni feSeni (staci za
volnou proménnou dosadit napiiklad 1 a dopo¢itat zpétnou substituci).

Pozdéji budeme moci argumentovat obecnéjsim tvrzenim.

Na tomto misté si znovu uvédomme, ze aritmetické prostory tvori jen jeden z mnoha pitikladd vektorovych
prostort. (I kdyZ jsme v Gvodu tvrdili, Ze jsou ,,v podstaté jediné“. Uvozovky jsou zde podstatné, na pfesny vyznam
si musime jesté chvili pockat.) Casté chybna odpovéd studentii na otzku, jak urcit, zda jsou dané vektory line4rné
zavislé, je typu ,NapiSeme si je do sloupcil, vyeliminujeme a zjistime, zda existuji volné proménné“. Odpovéd je
spravnd jen v aritmetickych vektorovych prostorech, obecné nedava zadny smysl: Jak napsat do sloupcti vektory
cos(2z),sinzx + €%, ... z vektorového prostoru spojitych funkei?

Piiklad 5.30. Posloupnost (1,\/5) je linearné nezavisla v R jako vektorovém prostoru nad Q, protoze v/2 je
iracionalni. Stejna posloupnost je linedrné zavisla v R jako vektorovém prostoru nad R, protoze napi. v/2 je v/2-
nasobkem vektoru 1.
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5.3.2. Odstupriovany tvar a elementdrni dpravy. Jinou moznosti jak zjistit, zda jsou dané aritmetické vektory line-
arné (ne)zavislé je napsat je do fadkd matice a elementarnimi fadkovymi Gpravami pfevadét matici do odstupiio-
vaného tvaru. Tyto Upravy totiz neméni linedrni (ne)zévislost ¥adkd a z odstupiiovaného tvaru matice poznime
(ne)zévislost fadkt snadno. Vyhodou také je, ze fadkové Gpravy neméni ani linedrni obal fadkt, coz se nam bude
pozdéji hodit pri hledani baze.

Rovnou si také v8imneme, Ze fddkové Gpravy nemeéni ani linedrni (ne)zavislost sloupcii. Tvrzeni nejprve formu-
lujeme pro sloupce. Radkovou verzi dostaneme transponovanim.

Tvrzeni 5.31. Necht A je matice nad T typu m X n, R je requldrni matice fadu m a Q je requldrni matice Fddu
n. Pak plati:

(1) Sloupce matice A jsou linedrné nezdvislé praveé tehdy, kdyz jsou linedrné nezdvislé sloupce matice AQ
(2) Sloupce matice A jsou linedrné nezdvislé pravé tehdy, kdyz jsou linedrné nezdvislé sloupce matice RA.

Diikaz. Pouzijeme pozorovani formulované jako tvrzeni 5.28, totiz, ze sloupce matice B jsou linedrné nezavislé,
pravé tehdy, kdyz Bx = o ma pouze trividlni reSeni.

Piedpokladejme, Ze sloupce matice A jsou linedrné nezdvislé a ze x je feSenim AQx = o. Pak x = o, protoZe
sloupce A jsou linedrné nezavislé. Z toho plyne, Zze x = o (pouzijeme napiiklad bod (4) charakterizace reguldrnich
matic z véty 4.30, nebo bod (7) a vynéasobime rovnost zleva @ !). Ukdzali jsme, Ze soustava AQx = o ma pouze
trividlni feSeni, takze AQ) mé linearné nezavislé sloupce.

Opacnd implikace se d4 dokdzat uzitim prvni implikace na matici AQ misto A a Q! misto Q.

Druhou ekvivalenci jsme jiz vlastné dokdzali v tvrzeni 5.22, protoZze Ker (RA) = Ker A, takZze A mé netrividlni
feSeni pravé tehdy, kdyz mé RA netrividlni feSeni. O

Ekvivalence v bodu (2) jde zesilit. Matice A m4 stejné linedrni zavislosti mezi sloupci jako matice RA. Napiiklad
pokud 2A4,; + 34,5 —4A.5 = o, pak 2(RA).; +3(RA).2 —4(RA).3 = o, a naopak. Slovy, sou¢et 2-ndsobku prvniho
sloupce, 3-ndsobku druhého sloupce a (—4)-nasobku tietiho sloupce je nulovy vektor v matici A pravé tehdy, kdyz
stejny vztah plati pro sloupce matice RA.

Disledek 5.32. Sloupcové tipravy neméni linedrni (ne)zdvislost sloupcti ani vadki matice. Ridkové tipravy neméni
linedrni (ne)zavislost sloupci ani Fadki matice.

Dikaz. 7 ptedchoziho tvrzeni pouzitého na elementarni matice plyne, Ze fadkové ani sloupcové tpravy neméni
linearni obal sloupct. K dikazu fadkovych verzi pouZijeme stejné tvrzeni pro transponovanou matici. O

Zbyva nahlédnout, kdy ma Fadkové odstupfiovany tvar linedrné nezavislé fadky. (Z predchoziho tvrzeni a tvr-
zeni 5.28 vidime, kdy m& matice v odstupiiovaném tvaru linedrné nezdvislé sloupce: pravé tehdy, kdyz piislusna
homogenni soustava nemé 74dné volné proménné, viz cviceni.) Je ziejmé, Ze je-li v matici nulovy fadek, pak jsou
radky linedrné zévislé. V opacném pripadé jsou jiz linedrné nezavislé.

Tvrzeni 5.33. Rddky matice v odstupriovaném tvaru jsou linedrné nezdvislé prdvé tehdy, kdyZ matice neobsahuje

nulovy rddek.

Diikaz. Implikace zleva doprava je ziejma.
Predpokladejme, ze matice A typu m X n bez nulového radku je v odstupnovaném tvaru a vezmeme 7, k1, ..., k;,
z definice odstupiiovaného tvaru. Protoze A nemd nulovy fadek je r = n. Chceme ukdzat, Ze rovnice A7x = o mé
pouze trividlni feSeni (viz opét tvrzeni 5.28). To je vSak snadné, protoze jiz rovnice s poradovymi Cisly ki, ko, - ..,
ky, urcuji dolni trojihelnikovou matici s nenulovymi prvky na diagonale a ta mé pouze trivialni feseni.
OBRAZEK O

Myslenku dikazu mtzeme zobecnit na uzitetné pozorovani. Mame-li posloupnost vektora v T" takovou, Ze jiz
vybranych m souradnic tvoii linedrné nezavislou mnozinu v 'T™, pak je ptvodni posloupnost linedrné nezavisla.

Piiklad 5.34. Posloupnost
((1,37,3,45, 1)1, (0, —e, 1,7%,4)*, (0, —12,0, 33,2)")
v prostoru R® je linedrné nezavisld, protoze prvni, tieti a paté slozky vektorti tvoii posloupnost
((1,3,1)7,(0,1,4)%,(0,0,2)7),

v R3, ktera je linedrné nezavisla podle predchoziho tvrzeni.
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Priklad 5.35. Podivame se znovu na ptiklad 5.27, tam jsme zjistovali, zda je posloupnost
((1,1,1,1)7,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1)7)

v prostoru Zj linedrné nezavisla. Tentokrat si vektory napifeme do fadkd a pievedeme fddkovymi tpravami do
odstupnovaného tvaru.

11 11 11 11 11 11
1 211)]~{010O0]}~]10120¢0]|=8B
01 01 0101 0 0 01

Pivodni posloupnost je podle disledku 5.32 linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz jsou fadky vzniklé matice B
linearné nezavislé. Matice B je v odstuphovaném tvaru bez nulového fadku, takze podle predchoziho tvrzeni jsou
tadky B linearné nezavislé. Plivodni posloupnost je tedy linedrné nezavisla.

Piiklad 5.36. Zjistime, zda je posloupnost vektort
((1,1,1,07,(0,1,0,1)7,(1,0,1,1)7)

v prostoru Zj3 linedrné nezdvisla. NapiSeme si vektory do faddkt a upravujeme fadkovymi tipravami.

1110 1 110
0101 |~]101T071
1 0 11 01 01

V tpravach uz nemusime pokracovat, protoze vidime, ze fadky vzniklé matice, tedy i pivodni matice, jsou linedrné
zavislé.

Shrneme poznatky o invariantech radkovych uprav. Radkové Gpravy neméni linearni zdvislost radkd ani sloupcu,
linearn{ obal fadki (to je Im AT) a Ker A. Obecné méni linearni obal sloupcii a Ker AT.

5.4. Baze.

5.4.1. Definice. Dostali jsme se ke stézejnimu pojmu bdze vektorového prostoru. Jako u linedrni nezavislosti zade-
finujeme konec¢nou verzi a obecnou definici odlozime na pozdéji.

Definice 5.37. Posloupnost (vq,va,...,Vv,) ve vektorovém prostoru V nad T se nazyva bdze, pokud je linedrné
nezévisla a generuje V.

(Tim, 7e posloupnost (vy,...,v,) generuje V pfirozené myslime to, 7e mnozina {vy,...,v,} generuje V.)

Intuice je takova, ze baze je ,dost mala“, ve smyslu, ze mezi vektory nejsou zadné linearni zavislosti, a zaroven
dost velkd, ve smyslu, ze vektory generuji cely prostor.

Dané posloupnost vektort (vy,vs,...,v,) generuje prostor V pravé tehdy, kdyz lze kazdy vektor zapsat jako
jejich linedrni kombinace alespon jednim zptsobem. Podle tvrzeni 5.26 je posloupnost linedrné nezévisld praveé
tehdy, kdyz lze kazdy vektor vyjadrit jako linedrni kombinace vy, va, ..., v, nejvyse jednim zptisobem. Dohromady
dostavame nasledujici dilezité pozorovani.

Pozorovani 5.38. Posloupnost vektori (vi,va,...,v,) tvoii bdzi vektorového prostoru V pravé tehdy, kdyZ lze
kaZdy vektor b € V wyjadrit pravé jednim zpusobem jako linedrni kombinace vektori vy, vo, ..., V.

P#iklad 5.39. Sloupce jednotkové matice I,, nad télesem T, tj. n-tice vektort ((1,0,0,...,0)7,(0,1,0,...,0)7,...,(0,0,...

je bazi aritmetického vektorového prostoru T".
Tato posloupnost je totiz linedrné nezavisla, napriklad podle tvrzeni 5.33, a generuje T", protoze kazdy vektor
(x1,...,2,)7 jde vyjadrit jako linedrni kombinaci

a: 1 0 0
xl 0 1 0

2
z, : : 0
0 0 1

Obé podminky (linedrni nezavislost i generovani) jde najednou nahlédnout z toho, Ze kazdy vektor lze jednoznacné
vyjadrit jako linedrni kombinaci uvedenou vyse.

Béze z prikladu jsou vyznacné baze aritmetickych prostorti, proto maji svoje pojmenovani a znaceni.

,0,1)
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Definice 5.40. Kanonickd bize (téZ standardni bdze) v aritmetickém prostoru T™ je posloupnost
1 0 0
0 1 0
(elae27"'aen): 0 ) 0 PR :
; 0
0 0 1

Ptiklad 5.41. Posloupnost ((1,1)7,(3,2)7) je béazi prostoru R?. Mfizeme argumentovat tak, ze matice

(1)

je regularni, takze podle charakteriza¢ni véty regularnich matic ma rovnice Ax = b pravé jedno feSeni pro kazdé b.
To znamen4, 7e kazdy vektor b € R? lze vyjadfit jako linedrni kombinaci sloupcti matice A pravé jednim zptisobem,
coz nastane podle pozorovani pravé tehdy, kdyz tvori sloupce bazi.

Obecnéji lze z charakterizaéni véty pro regularni matice nahlédnout, ze sloupce (nebo radky) étvercové ma-
tice ¥addu n tvori bazi T™ pravé tehdy, kdyz A je reguldrni (viz cvifeni). Tedy napiiklad sloupce (faddky) horni
trojuhelnikové matice s nenulovymi prvky na diagonéle tvoii bazi.

Piiklad 5.42. Jedno¢lenna posloupnost ((3,3,3)7) je baze prostoru ((1,1,1)7) < R,

Posloupnost (1,z,z?%) je baze prostoru redlnych polynomt stupné nejvyse 2, protoze kazdy polynom lze napsat
pravé jednim zptisobem ve tvaru a-1+b-x +c- 2.

Prazdna posloupnost je bézi trividlniho prostoru {o}.

Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)T, (4,5,6)7) neni bézi prostoru

VvV =((1,2,3)7,(9,12,15)7, (4,5,6)") < R? |

protoze je linedrné zévisld podle pifkladu 5.25. Posloupnost ((1,2,3)7) je sice linedrné nezavisl, ale neni bézi
V, protoze dany prostor negeneruje (napiiklad vidime, Ze (4,5,6)” neni v linedrnim obalu vektoru (1,2,3)7).
Posloupnost ((1,2,3)7, (2,1,1)T) neni bazi V, protoze vektor (2,1,1)7 neni ani prvkem V, jak jsme se presveddili v
piikladu 5.21. Posloupnost ((1,2,3)7, (4,5,6)7) je bazi V, protoze generuje V (viz opét 5.25) a je linedrné nezavisla,
jak se snadno presvédcime.

Piiklad 5.43. Najdeme né&jakou bézi prostoru

2 1 6 1\ /3
e 4 3 4 || s .
V‘< sl s 1] e ]2 >5Z7'
0 0 1 6/ \ 3

Vyuzijeme toho, Ze fddkové Gpravy matice neméni linedrni obal faddka (viz disledek 5.23). Vektory tedy napiSeme
do radkl a pievedeme fadkovymi tpravami na odstuphovany tvar. Nenulové fadky generuji stejny prostor a navic
jsou podle tvrzeni 5.33 linedrné nezavislé, tedy tvori bazi.

2 1 3 0 21 3 0 21 30 21 30

1 4 5 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 6 1

6 3 1 1 ~ 0 0 6 1 ~ 0 0 6 1 ~ 0 0 0 4

1 4 6 6 0 0 1 6 0 0 0 O 0 0 0 O

3 5 2 3 0 0 1 3 0 0 0 4 0 0 0 O
Bézi V je tedy napiiklad posloupnost ((2,1,3,0)7,(0,0,6,1)7,(0,0,0,4)7).

Ptiklad 5.44. UvaZzujme prostor V nekone¢nych posloupnosti (ay, as, ...) spliujicich a, = a,—1 + an—2 pro kazdé
n > 3, s béznymi operacemi s¢itani a nasobeni skalarem. Prostor V je podprostorem R“ mezi jehoz prvky patii
Fibonacciho posloupnost, viz piiklad 5.18.

Prikladem béaze je dvouclennd posloupnost

(P1,p2) = (95 ¢%,-.0), (A=—9)', (L=9)%,..0))

kde ¢ = (1++/5)/2 je hodnota zlatého fezu. Tato posloupnost je linedrné nezavisla, protoze jiz prvni dvé soufadnice
tvori linedrné nezdvislou posloupnost v R%. Rovnéz generuje V, protoze prvni dvé soufadnice generuji R? a prvky
V jsou uréeny prvnimi dvéma souradnicemi. Jako cviceni si rozmyslete detaily, tedy napiiklad pro¢ oba vektory py,
po patii do V.
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Nyni miizeme nalézt vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti, protoze vime, Ze Fibonacciho posloupnost lze
vyjadrit jako linedrni kombinace posloupnosti p; a ps, takze staci zjistit koeficienty. Dostaneme vzorec z ¢asti 4.5.1.

5.4.2. Steinitzova véta o viimeéné a disledky, dimenze. 7 vizualni predstavy prostorit R? je patrné, ze viechny béze
maji dva prvky. Méné vektori prostor nemize generovat a mnozina tfech a vice vektori nemtze byt linedrné
nezavisla. Podobné, v R® maji viechny baze pravé tii prvky. Obecné plati, Ze kazdy vektorovy prostor ma bazi
a vSechny baze maji stejny pocet prvki. Tomuto pocétu fikame dimenze. Tyto zasadni skuteCnosti v této Casti
dokézeme pro kone¢né generované prostory.

Definice 5.45. Vektorovy prostor se nazyva konecné generovany, pokud mé néjakou kone¢nou mnozinu generatort.

Jedna moznost, jak se mtizeme pokusit hledat bazi vektorového prostoru je vzit néjakou posloupnost generatort
a vynechdvat vektory z posloupnosti, dokud vzniklé posloupnosti stale generuji dany prostor. Pokud jiz nemtzeme
pokracovat, madme minimalni posloupnost generatorti. Minimalni zde znamend, ze vynechanim libovolného vektoru
vznikne posloupnost, kterd prostor negeneruje. Nasledujici tvrzeni iikd, ze v tomto piipadé jiz mame bazi.

Tvrzeni 5.46. Minimdlni posloupnost generdtori (vy,va,...,vy) vektorového prostoru 'V je bdze V.

Diikaz. Podle poznamek za definici 5.24 je posloupnost linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz

(Vi, V2, Vi) = (V1,Va, ..o, Vie1, Vigd, .-, Vi)
pro néjaké i € {1,2,...,n}. To se ale nestane, protoze predpokldddme, Ze mame minimalni posloupnost generatori.
Posloupnost je tedy linedrné nezavisla, takze je to baze. O

Duisledek 5.47. Z kaZdé konecné mnoZiny generdtori vektoroveého prostoru lze vybrat bdzi.

Diikaz. Postupné vynechavame vektory dokud nevznikne minimdlni mnozina generdtorti. Mnozinu sefadime do
posloupnosti a ta je podle tvrzeni bazi. |

Obecné z kazdé (ne nutné kone¢né) mnoziny generatora kone¢né generovaného prostoru jde vybrat bazi. Myslenka
je, ze nejprve vybereme kone¢nou mnozinu generatort a pak pouzijeme predchozi vysledek. Detaily si rozmyslete
jako cviceni.

Specidlné dostavame dilezity disledek:

Duisledek 5.48. Kazdy konecné generovany vektorovy prostor md bdzi.

Priklad 5.49. Podivdme znovu na piiklad prostoru V = (X) < R3, kde X = {(1,2,3)%,(9,12,15)", (4,5,6)1}.
Mnozina generdtortt X neni minimélni, protoze napi. vektor (9,12,15)7 Ize vynechat (viz p¥iklad 5.25). Mnozina
Y ={(1,2,3)7, (4,5,6)T} je minimdlni mnozina generatort, protoze, jak je vidét, vynechdnim kteréhokoliv ze dvou
vektort vznikne podprostor, ktery neobsahuje druhy z vektort. Takze posloupnost ((1,2,3)7,(4,5,6)7) musi byt
baze podle tvrzeni 5.46, coz skutecné je.

K dikazu dalsich zasadnich skute¢nosti se ndm bude hodit tzv. Steinitzova véta o vyméné. Ta tikd, ze pro
libovolnou linedrné nezavislou posloupnost NV délky k lze v libovolné posloupnosti generujici V vymeénit nékterych
k ¢lent za ¢leny N tak, ze vznikla posloupnost stale generuje V.

Véta 5.50 (Steinitzova véta o vyméné). Necht N = (vi,va,...,Vg) je linedrné nezdvisld posloupnost ve vek-
torovém prostoru V. nad T a necht G = (wi,Wa,...,w;) generuje V. Pak k < | a pfi vhodném uspoidaddni
G' = (Wi, Wy, ..., W) posloupnosti G plati, Ze (Vi,Va,..., Vi, Wi |, Wi io,..., W) generuje V.

Dikaz. Dokadzeme indukci podle k. Pro £ = 0 je tvrzeni zfejmé, takze predpoklddame, ze k > 0 a ze tvrzeni plati
pro |N| < k.
Podle indukéntho predpokladu plati £ — 1 <! a miZeme najit pfeusporadani G" = (w{, w5, ..., w;’) takové, ze

_ " " "
P = (vi,Va, .., Vi1, Wi, Wiy, e ., W)

generuje V. Zbyvéa do P umistit vektor v vyménou za néktery z vektort wy, wi , ...
Protoze P generuje V, vektor vy, jde napsat jako linedrni kombinace vektort z P:

Vi =ai1Vy +a2ve + -+ Qp—1Vi—1 + akw;c' + Gk+1W;¢I+1 + -4 alw;' .

Posloupnost N je linedrné nezavisla, proto v neni linedrni kombinaci vektord vq,...,vi_1. To znamenad, Ze plati
k <l anavic alespon jeden z prvki ay, agy1, - .-, a; télesa T je nenulovy. Predpokladejme, Ze ay # 0, jinak miZeme
posloupnost G"' preusporadat do posloupnosti G’ (a patifiéné zménit P), aby toto platilo.

Ukazeme, ze

_ " n "
Z = (V1,Va, .o, Vi, Wi 1, Wi,y W)
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generuje V. Vektor wy jde napsat jako linedrni kombinace vektord vy, ..., Vg, Wiy, ..., W, coz Ize nahlédnout
z rovnosti vySe (z rovnosti vyjadiime arwj a vynasobime a,;l). Takze linedrni obal Z obsahuje vektor wj a tim
padem
(Z)y D <v1,v2,...,vk_l,wz,wZ+1,...,w;'> =(P)=V .
O

vew

Nejdilezitéjsi dasledek Steinitzovy véty je, Ze vSechny baze obsahuji stejny pocet vektort. To umoznuje dat
presny vyznam slovu dimenze.

Ddsledek 5.51. KaZdé dvé baze konecné generovaného vektorového prostoru maji stejny pocet prvkii.

Diikaz. Predpokladejme, ze B = (vy,...,vg) a C = (wy,...,w;) jsou dvé baze vektorového prostoru V. Protoze
posloupnost B je linedrné nezavisld a posloupnost C' generuje V, plati podle Steinitzovy véty k < l. Z téze véty
plyne také [ < k, protoze C je linearné nezavisla a B generuje V. Dohromady dostavame k = I. |

Definice 5.52. Dimenzi kone¢né generovaného vektorového prostoru V nad T rozumime pocet prvki jeho libovolné
béze. Dimenzi prostoru V znacime dim (V).

Priiklad 5.53. V souladu s intuici je dimenze aritmetického vektorového prostoru T" rovna n, protoze kanonicka
baze ma n prvki.

Trividlni prostor {o} ma dimenzi 0 protoZze prazdna posloupnost je jeho béze.

Prostor {(1,1,1)) < R® m4 dimenzi 1, protoze ((1,1,1)) je jeho bazi. To odpovida geometrické predstavé, Ze dany
prostor je primkou.

Dimenze prostoru

2 1 6 1 3

IR 4 3 4 5 A

V‘< sl s [ 1] 4 2 >SZ7
0 0 1 1 3

je 3, protoze v prikladu 5.43 jsme nalezli tfiprvkovou bézi.

Zdtvodnéni nésledujicich tvrzeni prenechdme do cviceni. Dimenze prostoru vSech matic nad T typu m X n je
mmn. Dimenze prostoru realnych polynomt stupné nejvyse n je n+ 1. Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru
nad R je 2.

V dusledku 5.47 jsme vidéli, Ze z kazdé kone¢né mnoziny generatord lze vybrat bazi. Pii hledani baze mtuzeme
postupovat i opacné — k linedrné nezavislé mnoziné doplnit vektory, aby vznikla baze. Nasledujici dusledek 1ika, ze
to jde, navic mtzeme dopliiovat pouze vektory z libovolné zvolené mnoziny generatord. Dusledek formulujeme pro
koneéné mnoziny, obecnéji nechame diikaz do cviceni.

Duisledek 5.54. Necht G je konecnd mnoZina generdatoru vektorového prostoru V. KaZdd linedrné nezdvisld po-
sloupnost N ve V jde doplnit prvky G na bazi V.

Diikaz. Oznaéme N = (vy,va,...,vy) Nejprve pomoci disledku 5.47 vybereme z G bazi B = (wy,...,w;). Ze
Steinitzovy véty dostaneme, Ze pii vhodném pieuspoiddani baze B, posloupnost Z = (vi,Va, ..., Vi, Wgi1,..., W)
generuje V. Ze Z jde podle dusledku 5.47 vybrat bazi. My ale vime, Ze dimenze V je | (protoZe B je baze), takze
jiz Z musi byt béze. O

Formulujeme dva trividlni dtsledky.

Dausledek 5.55. Mazimdlni linedrné nezavisld posloupnost v konecné generovaném prostoru je bazi.
Obecnéji, mazximdlni linedrné nezdvisld podposloupnost konecné mnoziny generdtori je bdzi.

Piiklad 5.56. V prikladu 5.43 jsme hledali néjakou bézi prostoru

2 1 6 1 3
1 4 3 4 5
V:<V1,V2,V3,V4,V5>:< 3 ) 5 ) 1 ) 6 2 > SZ$ .
0 0 1 6 3
Ted z vektort vy, va, ..., v bazi V vybereme. Z disledku 5.47 plyne, Ze to jde. Pfedchozi dusledek 5.54 ndm dava
navod, jak to jde udélat. Stadi totiz vzit libovolnou maximalni linedrné nezavislou podmnozinu {vy,...,vs}, ta jiz

musi byt bazi. MiZeme postupovat napiiklad tak, Ze zatneme s linedrné nezéavislou posloupnosti (vy). Pokusime se
pridat vo — otestujeme fadkovymi Gpravami, zda (v, vs) je linedrné nezévisla.

2130 213 0
1 4 5 0 0 0 0O
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Dvojice (vi,Vvs) je linedrné zavisla, vektor vo tedy pridavat nebudeme. Zkusime vs.

213 0 2130
6 3 1 1 00 6 1

Méme linedrné nezavislou posloupnost (v, v3). Pokusime se k ni pfidat v4. P¥i testovani linearni zdvislosti mizeme
vyuzit jiz provedenych tprav.

2 1 3 0 2 1 3 0 21 3 0
006 1 |~]100®©6T1]~(00T®61
1 4 6 6 0 016 0 0 0O
Vektor v, pridavat nebudeme. Nakonec zkusime vs.
21 3 0 2 1 3 0 21 3 0
006 1 |~100©61]~100°©671
3 5 2 3 0 01 3 0 0 0 4

Protoze (vi1,v3,vs) je linedrné nezavisla posloupnost a navic je maximalni linedrné nezévisla posloupnost tvotrena
vektory v mnoziné {vi,vs,...,vs} (nebot pfidinim v nebo vy, jiz vznikne linedrné zavisld mnozina), tvori tato
posloupnost bézi V.

Doké4zan4 tvrzeni umoziiuji dokazovat a zobeciiovat i dalsf fakta, kterd jsou geometricky zfejméa pro R? nebo R?:

Pozorovani 5.57. V kaZdém prostoru V dimenze n plati:

(1) Kazda mnoZina generdtori V obsahuje alespoti n vektori.

(2) Kazda n-prvkovd posloupnost generdtori je bazi V.

(3) Kazda linedrné nezdvisld posloupnost ve V obsahuje nejuyse n vektori.
(4) Kazda n-prvkovd linedrné nezdvisld posloupnost ve V je bdzi V.

Diikaz. 7 kazdé mnoziny generdtorii lze vybrat bazi a vSechny baze obsahuji n vektord. Z toho plynou prvni dva
body.
Kazdou linearné nezavislou mnozinu lze doplnit na n-prvkovou bazi. Z toho plynou zbylé dva body. O

Priklad 5.58. V piikladu 5.29 jsme zdtivodnili, ze posloupnost (3i + 5,2,3)7, (5,2 +i,1)7, (4,2,12)7, (7, e™,4)T
v prostoru C? je linedrné z4visld. Ted mame krat$i zdtivodnéni — podle tfetiho bodu v pozorovani nemiize z4dn
line4arné nezavisla posloupnost v C? obsahovat vice nez 3 vektory.

Podobné miizeme bez jakéhokoliv po¢itani rozhodnout, 7e mnozina {(1, 3, i+e™, —10)7, (i, 2i,3+2i, —=311)T (2, 7,7, —4)T}
negeneruje C* podle prvniho bodu.

O\

Nakonec ukazeme, ze podprostor méa nejvyse takovou dimenzi jako piivodni prostor.

Tvrzeni 5.59. Je-li W podprostor konecné generovaného prostoru V, pak W je konecné generovany a plati
dim(W) < dim(V), pricem?Z rovnost nastane prdavé tehdy, kdyz W =V.

Diikaz. Nejprve dokdZeme, Ze W je kone¢né generovany. (Pozor, zde se ¢asto déla chyba. Toto ,intuitivné ziejmé“
tvrzeni je tfeba dokazat.) Pfedpoklddejme pro spor, ze W nemé kone¢nou mnozinu generdtort. Vezmeme libovolny
nenulovy vektor wi € W. ProtoZe {w;} negeneruje Wa, existuje vektor wo € W takovy, ze wo & (wy), atd.: Indukei
najdeme pro libovolné i vektor w; € W, ktery nelezi v linedrnim obalu predchozich vektort wq,...,w;_ 1. Podle
pozndmky za tvrzenim 5.26 (cvifeni ?77?) je pro kazdé i posloupnost (wi, ws, ..., w;) linedrné nezavisla (ve W, tedy
i ve V), coZ je spor s bodem (3) pfedchoziho pozorovéni.

Jiz vime, ze W je konecné generovany, takze ma bazi B podle dlsledku 5.48. Baze B prostoru W je linearné
nezavisla mnozina ve V, takze dim(W) = |B| < dim(V), opét podle bodu (3). Pokud se dimenze rovnaji, pak B je
bazi W podle (4), z ¢ehoz vyplyvé, ze V = W. (Naopak z V = W trividlné plyne dim(V) = dim(W).) O

P¥iklad 5.60. Podle tvrzeni maji podprostory R? dimenzi 0 (trividlni podprostor {o}), 1 (podprostory tvaru (u),
kde u je nenulovy vektor, tedy piimky prochézejici poc¢atkem), 2 (podprostory tvaru (u,v), kde (u,v) je linedrné
nezavisld, tedy roviny prochazejici po¢dtkem) nebo 3 (trivialni podprostor R?). Nyni tedy méame precizni diikaz, 7e
diskuze o podprostorech R?® v ¢4sti 5.2.1 byla spravna.

Obecnéji z tvrzeni vyplyvé, Ze kazdy netrividlni podprostor T" lze zapsat jako linedrni obal 1 az n — 1 (linedrné
nezavislych) vektord.
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5.4.3. Baze jako soutadnicovy systém. Vratme se ted k pozorovani 5.38, které fikd, ze mame-li bazi B = (vq,va,...,Vy)
prostoru V, pak kazdy vektor v ve V lze jednoznacnym zpiisobem vyjadrit jako linedrni kombinaci vektori
Vi,...,Vy. Koeficientim této linearni kombinace rikame soutadnice v vzhledem k B.

Definice 5.61. Necht B = (vy,Vvs,...,V,) je bize vektorového prostoru V nad télesem T a w € V. Souiadnicemi
(té% vyjddrenim) vektoru w vzhledem k B rozumime (jednozna¢né uréeny) aritmeticky vektor (a1, as,...,a,)? € T#
takovy, ze

W =a1Vy +a3Vs + -+ a,Vy .

Soutadnice w vzhledem k B znaéime [w]g, tj.
a2

an

ZNOVU OBRAZEK

Souradnice zavisi na poradi vektort v bazi. Z tohoto divodu jsme bazi definovali jako posloupnost vektort,
nikoliv mnozinu.

Zvolime-li v prostoru V nad télesem T dimenze n bazi B, pak pfedchozi definice jednoznac¢né prifazuje kazdému
vektoru v € V aritmeticky vektor [v]p € T™. Naopak, kazdy aritmeticky vektor v T™ je roven [v]g pro néjaky
(jednozna¢né urceny) vektor v € V. Zobrazeni pfifazujici [v]p vektoru v je tedy bijekci mezi V a T™.

Priklad 5.62. V prikladu 5.39 jsme si v8imli, Ze pro kanonickou bézi K = (ey, es, ..., e,) prostoru T™ a libovolny
vektor v € T™ plati
[Vlk =V .

Jednou z bazi prostoru V = ((1, 2,3)T, (4,5, 6)T> < R? je posloupnost B = ((1,2,3)7, (4,5,6)T) (viz piiklad 5.42.
Vektor (9,12,15)7 lezi v prostoru V, protoze (9,12,15)7 = (1,2,3)7 + 2 (4,5,6))”. Jeho vyjadieni v bazi B je
podle tohoto vztahu

[(9,12,15)]p = (1,2)T .

Posloupnost B = (z, 22, 1) je bzi prostoru redlnych polynomt stupné nejvyse dva. Souradnice vektoru a+bz+cx?

vzhledem k této bazi je
[a+ bz + cz®|p = (b, c,a)! .

Priiklad 5.63. Uvazujme posloupnost

1 1 2
B:(Vl,Vz,Vg): 2 ’ 3 ) 1
3 4 1

v prostoru Z2. Ovéfime, ze B je bazi a najdeme soutadnice vektoru w = (4,0,1)” vzhledem k B.

Oboji udélame najednou, pokusime se w vyjadrit jako linedrni kombinaci vektort v B. Z mnohokrat pouzitého
pohledu na nasobeni jako na linedrni kombinovani nahlédneme, Ze soufadnice [w]p jsou FeSenim soustavy rovnic
Ax = w, kde A = (v1|va|vs) (tj. vektory z baze napiSeme do sloupcit). Soustavu vyfesime.

1 1 24 11 2|4 11 2|4
23 1|0 ~1012|2]~101 2|2
3 4 1|1 01 0|4 0 0 3|2

Vidime, ze A je reguldrni (odstupfiovany tvar je horni trojahelnikovd matice s nenulovymi prvky na diagondle),
takze B je baze podle poznamky za piikladem 5.41. ReSenim soustavy je

2

Pro kontrolu muZzeme ovérit, ze skuteéné plati w = 2vy + 4vay + 4vs.

Korespondence mezi vektory a souradnicemi ve zvolené bazi je jesté tésnéjsi, zachovava totiz operace vektorového
prostoru. Konkrétné, souradnice sou¢tu vektort ve V (vzhledem k B) jsou rovny souétu jejich souradnic (vzhledem
k B) v prostoru T". Podobné pro nasobeni skaldrem.

Tvrzeni 5.64. Necht B = (v1,Va,...,V,) je bdze vektorového prostoru V nad télesem T, nechfu,w € V at € T.
Pak plati
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(1) [u+w]p =[u]p + [w]p a
(2) [tu]p = t[u]p

Na levych stranach vystupuji operace v prostoru V, na pravych stranach jsou operace v 'T".

Diikaz. Je-li [u]lg = (a1,a2,...,a,)T a[w]g = (b1, b, ...,b,)T, pak podle definice soufadnic plati
u=a;vy+asve + -+ a,v,, W=0bvi+byvy+---+0b,v, .
Sectenim a upravou ziskdme
u+w=(ay+b)vi+ (az +ba)vo + -+ (an + by)vy ,

coz podle definice znamend [u + w|p = (a; + b1, az + ba, ..., a, +b,)T = [u]g + [v]B.
Druhad ¢ast tvrzeni je rovnéz snadné cviceni. O

Piiklad 5.65. V prostoru V = ((1,2,3), (4,5,6)) < R® uvazujme bazi B = ((1,2,3)7,(4,5,6)7) a vektory u, w se
soufadnicemi (1,2)7, (3,~1)7 vzhledem k B:

-1

u = fg ,[u]B:<;>, w = ; a[W]B=<_31)

Sou¢tem u a w je vektor (8,13,18)7 jeho soutadnice vzhledem k B jsou (1,2)T + (3,-1)T = (4,1)T. Skutec¢ns,
4-(1,2,3)T +1-(4,5,6)7 = (8,13,18)T.

Ted jiz vidime pfesny vyznam hesla ,v8echny koneéné generované vektorové prostory jsou v podstaté T™«.
Zvolime-li v prostoru bazi B, muzeme misto puvodnich vektort pocitat s jejich souradnicemi vzhledem k B a tim
se vSe prevadi do T". Otazku, jak se soutadnice méni pri prechodu od baze B k jiné bazi, vyresime v kapitole 7 o
linedrnich zobrazeni.

Do T"™ miiZzeme pievadét celé podmnoziny, tj. pro X C V definujeme

X]p={[vlg:ve X} CT" .

Tento prechod také zachovava dilezité vlastnosti, jako linedrni nezavislost, generovani, baze, apod. Dtkaz tohoto
pozorovani prenechame jako cviceni.

Pozorovani 5.66. Necht B je bdze vektorového prostoru V nad télesem T dimenze n. Pak plati

(1) posloupnost (vi,Va,..., V) je linedrné nezdvisld ve V prdvé tehdy, kdyz je posloupnost ([vi1]g, [v2]B; - -, [Vk]B)
linearné nezdvisla v T™;

(2) mnoZina X generuje V prdvé tehdy, kdyZ [X|p generuje T";

(3) posloupnost (vi,va,...,vy) je baze V prdvé tehdy, kdyz je posloupnost ([v1]s,[va]B,- .., [Vk]B) bdze T™.

5.5. Dimenze podprostora uréenych matici, soustavy rovnic podruhé.

K matici A nad télesem T typu m x n mame piifazeny fadkovy a sloupcovy prostor Im AT < T" aIm A < T™.
Ukézeme, Zze maji stejnou dimenzi. Dile dame do souvislosti dimenzi prostoru Ker A < T™ a Im A, a podiviame
se jesté jednou na TeSeni soustav linedrnich rovnic v terminologii zavedené v této kapitole. V této casti budou
vystupovat pouze aritmetické vektorové prostory a jejich podprostory.

5.5.1. Bdazové sloupce matice. Po prevodu soustavy linearnich rovnic elementarnimi fadkovymi Gpravami do od-
stuphiovaného tvaru jsme rozdélili proménné na bézové a volné (parametry). Nyni ukdzeme, Ze toto rozdéleni nezavisi
na konkrétnich provedenych Gpravach, ale pouze na ptvodni soustavé (viz tvrzeni 5.71). Vysledek samoziejmé for-
mulujeme v jazyku matic.

Definice 5.67. Nechf A je matice nad T. Rikdme, Ze i-ty sloupec matice A je bdzovy, pokud neni linedrni kombinaci
predchozich sloupci, tj. pokud plati

A*i € <A*17 A*27 s 7A*(i71)>

Pojmenovani ospravedliuje skutecnost, ze bazové sloupce tvori bazi sloupcového prostoru matice. To si rozmyslete
jako cviceni.

Pozorovani 5.68. Pro libovolnou matici A tvori bdazové sloupce bazi sloupcového prostoru. Specidlné, dimenze
Im A je rovna poctu bazovijch sloupci.
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Priklad 5.69. V matici

0 1 2 3 4
0O 3 6 3 6
0 -2 -4 4 2

je bazovy druhy a ¢tvrty sloupec. Prvni, tieti ani paty sloupec neni bazovy. Je to vidét u prvniho a tfetiho sloupce,
paty je souctem druhého a ¢tvrtého, takze také neni bazovy.

Za okamzik ukdzeme, ze radkové tpravy neovliviuji skutecnost, zda je sloupec bazovy nebo ne. Nejdiive ale
ukdzeme, Ze bazové sloupce matice v odstupfiovaném tvaru jsou pravé sloupce obsahujici pivoty.

Tvrzeni 5.70. Bdzové sloupce matice A nad T typu m X n v odstupriovaném tvaru jsou pravé sloupce ki, ks, ...,
ky, kde v, k1, ..., k. jsou parametry z definice 2.10 odstupriovaného tvaru.

Diikaz. OBRAZEK
Pro j =1,2,...,n ozna¢me W, linedrni obal prvnich j sloupct, tj. W; = (A1, Asa, ..., Ay;) . Déle necht V; je
nasledujici podprostor T™:

V}' :{(1‘1,1’2,...,lj,0,0,...,O) X1, T2,. .., T4 GT} .

Pro libovolné i je Wy, 1 podprostorem prostoru V;_;. Sloupec A,x, do tohoto prostoru nepatii, takze je bazovy.

Zbyva ukazat, ze ostatni sloupce bazové nejsou. Za tim tcelem si vSimneme, ze Wy, = V; pro libovolné i. Je
to proto, Ze za prvé (A.k,, Askoy - .-, Axk;) je linedrné nezavisld posloupnost (Zadny z vektori v posloupnosti neni
linedrni kombinaci pfedchozich, takze posloupnost je linedrné nezavisla podle cviceni ?7), ¢ili dim(Wy,) > i, a za
druhé dim(V;) = i. Prostor W; dimenze alespoi i je podprostorem V; dimenze i, takze skutetné plati Wy, = V;
podle tvrzeni 5.59.

Nyni jiz dikaz dokon¢ime snadno. Sloupce A.q, Aiz,..., Ak, —1 jsou celé nulové, takze nejsou bazové. Sloupce
Askr4+1)s Ashi42)5 - - +» Ax(ro—1) DEjSOU bdzoVé, protoze patii do Vs, tedy i do W, , atd. O

Tvrzeni 5.71. Necht A je matice nad télesem T typu m X n a R je requldrni matice ¥ddu m. Pak pro libovolné
i €{1,2,...,n} plati, Ze i-ty sloupec matice A je bazovy pravé tehdy, kdyz je bdzovy i-ty sloupec matice RA.

Dikaz. Tvrzeni je disledkem definice a pozorovani, Ze matice A ma stejné linearni zavislosti mezi sloupci jako matice
RA (toho jsme si vSimli v pozndmce za tvrzenim 5.59). Obsirnéji, i-ty sloupec matice A je bazovy pravé tehdy,

kdyZz neni linedrni kombinaci predchozich sloupci, tj. pravé tehdy, kdyz A(ay, ..., a;_1, 1, 0, 0, ...,0)¥ = o pro
néjaké prvky ay,...,a;_; € T. To nastane pravé tehdy, kdyz RA(ay, ..., a;_1,1,0,0,...,0)7 = o. (Pfipomefime,
7e implikaci zprava doleva v této ekvivalenci lze dokézat naptiklad vynasobenim zleva matici R7!.) O

Priklad 5.72. Jako ilustraci provedeme v piredchozim pifkladu Gaussovu eliminaci a presvédéime se, ze bazové
sloupce jsou pravé sloupce obsahujici pivoty.

0 1 2 3 4 012 3 4 01 2 3 4
o 3 6 36 ]~1000 -6 -6 |~100011
0 -2 -4 4 2 0 0 0 10 10 00 0 0O

5.5.2. Hodnost. Z dokézaného tvrzeni je jiz jen krok k ditkazu, ze sloupcovy a fddkovy prostor matice maji stejnou
dimenzi. Této dimenzi fikdAme hodnost matice.

Véta 5.73. Pro libovolnou matici A plati dim(Im A) = dim(Im AT).

Dukaz. Myslenka je takova, Zze pro matice v odstupfiovaném tvaru tvrzeni plati a ani jedna dimenze se fadkovymi
Upravami neméni, takze tvrzeni plati pro jakoukoliv matici.

Detailnéji. Kazdou matici 1ze elementarnimi faddkovymi ipravami prevést do odstupnovaného tvaru. Jinymi slovy,
existuje reguldrni matice R takovd, ze RA je v odstuphovaném tvaru. Dimenze sloupcového prostoru matice A i
RA je pocet bazovych sloupcti (viz pozorovani 5.68), tyto dimenze jsou stejné (viz tvrzeni 5.71) a rovnaji se poc¢tu
nenulovych fddkt matice RA (viz tvrzeni 5.70).

Dimenze Fadkového prostoru matice RA je také rovna poctu nenulovych 7adkid, protoze nenulové fadky tvoii
linedrné nezavislou posloupnost (viz tvrzeni 5.33), kterd ziejmé generuje fadkovy prostor. Ale nésobeni reguldrni
matici zleva neméni linedrni obal fadkt (viz tvrzeni 5.22), specilné, dimenze fadkového prostoru matice RA je
stejnd jako dimenze fadkového prostoru matice A. |

Definice 5.74. Hodnosti matice A rozumime dimenzi fddkového (sloupcového) prostoru matice A. Znacime
rank(A).

Shrneme nékteré duilezité trivialni dasledky do pozorovani.
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Pozorovani 5.75. Pro libovolnou matici A plati rank(A) = rank(A”). Hodnost se neméni elementdrnimi radkovimi

ani sloupcovymi upravami. Hodnost matice v Tadkové odstupriovaném tvaru je rovna poctu nenuloviych rddki.
Posledni véta pozorovani také vysvétluje volbu pismena r pro pocet nenulovych radkt v odstupnovaném tvaru.

Piiklad 5.76. V zavislosti na a,b € Z3 urcime dimenzi prostoru

a 1 1
Va,b:< 1 ) b ) 2 >SZga

2 2 1

pricemz nas nebude zajimat konkrétni baze.
Vektory si napiseme do fadkd nebo sloupct a urc¢ime hodnost matice. Pfitom mtzeme vyuzivat jak radkové, tak
sloupcové tpravy. Zvolime napiiklad radky.

o

b+2 2 0 0 a+1

V prvni dpravé jsme preusporadali fadky a v druhé jsem prohodili sloupce. Byva totiz vyhodnéjsi mit parametry
co nejvice vpravo dole, aby se do uprav dostaly co nejpozdéji. Nasledné jsme vyeliminovali prvni sloupec a nakonec
jesté prohodili radky.

Pokud b # 1 a a # 2, pak je matice v odstupfiovaném tvaru se tfemi nenulovymi Fadky a dim(V, ;) = 3. Pokud
b#1aa =2, pak je matice rovnéz v odstuphovaném tvaru tentokrat s dvéma nenulovymi fadky a dim(V, ;) = 2.
Pokud b = 1, pak miZeme jeSté upravit (pozor, v tomto pripadé je matice v odstuphiovaném tvaru pouze kdyz
a=2!

a 1 2 1 21 1 2 1
10 2 |~]lal 2 ]|~21a]l~
1 21 1 b 2 2 b1

1 2 1 ) 1 2 1

1 2 1 1 2 1
0 0 2 ~1 0 0 2
0 0 a+1 0 00

a dimenze je 2.
Shrnuti: Pokud b # 1 a a # 2 je dim(V, ) = 3, ve v8ech ostatnich piipadech je dim(V,p) = 2.

Hodnost matice A je rovna dimenzi obrazu pfislu§ného zobrazeni f,. Mame-li jesté matici B, aby byl definovan
sou¢in AB, pak hodnost AB je rovna dimenzi obrazu zobrazeni fsp. Ale obraz zobrazeni fip = fa o fg je
podprostorem obrazu zobrazeni f 4, takZe hodnost AB je mens$i nebo rovna hodnosti A. Tuto nerovnost a obdobnou
nerovnost pro nasobeni zleva dokazeme algebraicky.

Tvrzeni 5.77. Necht A je matice nad T typu m X n a B matice nad T typu n X p. Pak plati
rank(AB) < rank(A4), rank(AB) <rank(B) .

Dikaz. Opét pouzijeme tvrzeni 4.14 o pohledu na ndsobeni jako poc¢iténi linedrnich kombinaci. Dostdvéame Im (AB) <
Im (A), takze rank(AB) < rank(A) (podle tvrzeni 5.59 o dimenzi podprostoru). Podobné Im (AB)T < Im B7, takze
rank(AB)T < rank(B7), z toho plyne rank(AB) < rank(B). O

Dusledek 5.78. Necht A je matice nad T typu m X n a R je requldrni matice nad T fidu m. Pak rank(RA) =
rank(A). Podobné pro ndsobeni requldrni matici zprava.

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni plati rank(RA) < rank(A), ale také rank(A) = rank(R™'(RA)) < rank(RA). O

Pomoci hodnosti mtzeme také doplnit charakterizaci regularnich matic dokézanou ve vété 4.30. Uvazujme ctver-
covou matici A nad T faddu n. Bod (2) ve vété ¥ika, Ze fa je zobrazeni na, neboli Ax = b mé feSeni pro kaz-
dou pravou stranu, neboli Im A = T™ (sloupce generuji T™), coz nastane podle tvrzeni 5.59 pravé tehdy, kdyz
dim(Im A) = rank(4) = n. Bod (4) fikd, 7e Ax = o mé jediné feSeni, neboli sloupce A jsou linedrné nezavislé.
Protoze rank(A) = rank(AT) mizeme podobné charakterizace formulovat i pro fadky. Dostavame nésledujici pozo-
rovani.

Pozorovani 5.79. Necht A je ctvercovd matice nad T Tddu n. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(1) A je reguldrni.
(2) rank(A) = n.
(3) Sloupce (tddky) matice A jsou linedrné nezdvislé.
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(4) Sloupce (tddky) matice A generuji T™.
(5) Sloupce (tddky) matice A tvoii bdzi T™.

Vsimnéte si, Ze ekvivalence sloupcovych (a faddkovych) verzi také plyne z pozorovani 5.57.

Priklad 5.80. UkaZeme feSeni jedné kombinatorické tilohy pomoci hodnosti matice. Piiklad byl prevzat ze sbirky
Sestndct miniatur Jittho Matougka, kde jsou popsany nékteré zajimavé aplikace linedrni algebry v jinych oborech.
Lze ji najit na domovské strance autora.

Ve mésteé zije n obcant, kteri jsou sdruzeni v m klubech. Podle vyhlasky méstské rady ma kazdy klub lichy pocet
¢lend, zatimco pro kazdé dva razné kluby musi byt pocet spolenych ¢lent sudy. Dokdzeme, Ze v této situaci je
m < n, tedy klubt neni vice nez obcant.

Obcany oznac¢ime ¢isly 1,2,...,n a kluby ¢isly 1,2,...,m. Utvofime matici A = (a;;) typu m x n nad télesem
Zy tak, Ze a;; = 1, pokud obcan j je v klubu ¢, a a;; = 0, jinak. Kazdy fadek tedy popisuje ¢leny jednoho klubu,
ma na j-té pozici jednicku pravé tehdy, kdyz obcan j je jeho ¢lenem. Napiiklad

1 11 0 0

A=1 0 1 1 1 0
0 00 01
popisuje situaci, kdy ve mésté je 5 obéanti a 3 kluby. Cleny klubu 1 jsou obéané 1,2, 3, ¢leny klubu 2 jsou obéané
2,3,4 a jedinym clenem klubu 3 je obcan 5. VSimnéte si, ze tato situace je v souladu s vyhladskou meéstské rady.

Spo¢itame souéin matic AAT = (by;). Prvek na misté kl je souétem n séitanctl apia; + apoais + - - + Gpnan.
Scitanec agp,apy, je roven jedné pravé tehdy, kdyz ob¢an m je v obou klubech k1, jinak je roven nule. Pocitame v
Zs, takze cely soucet je roven jedné, pokud je pocet spole¢nych ¢lend klubtl k a [ lichy, jinak je roven nule. Vyhlasku
nyni miizeme pfeformulovat tak, Ze agr, = 1 a ag; = 0 pro libovolnd k # . Jinymi slovy AAT = I,,,.

Hodnost matice A je nejvys n, protoze hodnost nemuize byt vyssi nez pocet sloupct. Z tvrzeni 5.77 o hodnosti
soucinu dostaneme

rank(A) > rank(AAT) = rank(I,,) = m .

Celkové n > rank(A) > m a jsme hotovi.

5.5.3. Jesté jednou soustavy rovnic, dimenze jadra a obrazu. Nyni si zopakujeme rtizné pohledy na reSeni soustav
linedrnich rovnic a ut¥idime jiz zndmé skuteénosti o existenci a tvaru feseni. Vétsina tvrzeni jiz byla dokdzana (hlavné
ve vété 2.14), presto nékteré diikazy struéné zopakujeme, aby vynikla elegance a uZite¢nost pojmi zavedenych v
této kapitole. (Navic véta 2.14 byla formulovéna jen nad realnymi ¢isly, formélné jsme ji nedokazovali pro piipad
libovolného télesa.)
Budeme predpokladat, ze A je matice nad télesem T typu m X n a b € T™. Na feSeni soustavy Ax = b se

miizeme divat nékolika zptisoby:

(1) Hledani priniku m ,nadrovin® v prostoru T™ (kazda rovnice, neboli ¥ddek matice A, urCuje jednu ,nadro-

vinu“).
(2) Hledani koeficientt linedrnich kombinaci sloupctt matice A, jejimZ vysledkem je b.
(3) Urcovani vzoru vektoru b pii zobrazeni f4.

Pomoci pojmu hodnost mzeme formulovat kritérium fesitelnosti.
Véta 5.81 (Frobeniova véta). Soustava Ax = b md Teseni prdvé tehdy, kdyz rank(A) = rank(A | b).

Diikaz. Rovnost Ax = b je pro néjaké x € T splnéna pravé tehdy, kdyZz b je linedrni kombinaci sloupcti matice
A, coz plati pravé tehdy, kdyz Im A = Im (A4 | b). Uvéazime-li, Ze In A < Im (A | b), vidime, Ze podprostory jsou
rovny pravé tehdy, kdyz se rovnaji jejich dimenze (viz tvrzeni 5.59). O

Prakticky, hodnosti vidime z odstupnhovaného matice soustavy, protoze hodnost je rovna poctu nenulovych radka
v odstuphiovaném tvaru, takZe kritérium ve Frobeniové vété se shoduje s pfedchozim kritériem na FeSitelnost (nee-
xistence fadku tvaru (0,0,...,0,a), a # 0 v odstuphiovaném tvaru).

Tvar feSeni je urceny fefenim piislusné homogenni soustavy. Refenim je vzdy posunuti podprostoru o néjaky
vektor, tedy obecny rovny atvar.

Tvrzeni 5.82. Pokud je soustava Ax = b 7esitelnd, pak mnoZina vsech jejich teseni je rovnd mnoziné
ut+KerA={u+w:weKeA},

kde u je libovolné (partikuldrni) Teseni soustavy.



60 LIBOR BARTO A JIRT TUMA

Diikaz. Libovolny vektor tvaru u+ w, w € Ker A je feSenim soustavy, protoze A(u+w) = Au+ Aw=b+o0=D>b
(dokazali jsme vlastné (p3) z véty 2.14).

Naopak, pokud v fesi soustavu Av = b, pak v € u+ Ker A, protoze v =u+ (v —u) a vektor v —u lezi v Ker A,
jak ukazuje vypocet A(v —u) = Av — Au =b — b = o (zde znovu dokazujeme (p4) z véty 2.14). O

Prostor Ker A miizeme urcit nalezenim jeho baze. Oznacme j; < jo < --+ < jn—, nebdzové sloupce matice A
(pfislusnym proménné nazyvame volné). Kazdy prvek x = (z1,...,z,) € Ker A (neboli kazdé feSeni homogenni
soustavy Ax = o) je jednoznac¢né urcen vektorem (z;,, % ,,...,2;, ) € T"7" (a naopak, libovolny vektor v T"~"
urcuje jedno feSeni). Toto jsme nahlédli v pozorovéani 2.13 pouzitim odstuphiovaného tvaru, miZeme to ale dokdzat
piimo z definice bazovych sloupcii (viz cviceni).

Bézi Ker A mZeme ziskat volbou néjaké baze T~ " (ve vété 2.14 jsme pouzili kanonickou bézi) a dopo¢itanim
zbylych slozek (prakticky provedeme z odstupiiovaného tvaru; ve vété 2.14 jsme vysledné vektory znagili v(»)).
Dimenze n — r prostoru Ker A je rovnd poctu nebdzovych sloupci, ta je rovnéd pocet viech sloupcii (to je n) minus
pocet bazovych (to je hodnost r matice A). Po Gpravé dostdvame vétu o dimenzi jadra a obrazu.

Véta 5.83 (Véta o dimenzi jadra a obrazu). Pro libovolnou matici A nad T typu m x n plati
dim(Ker A) + dim(Im A) =n ( = dim(Ker A) + rank(4) ) .

Priklad 5.84. Vratime se k soustavé z ¢asti 2.3.4.

00 1 0 2|-3

2 4 -1 6 2|1

12 -1 3 0] 2
Ptrevodem do odstupnovaného tvaru jsme ziskali

1 2 -1 3 0] 2

00 1 0 2|-3

00 0 000

Vidime, %e dim(Im A) = rank(A4) = rank(A | b) = 2, takZe soustava je feSitelnd. Dimenze Ker A je 6 — 2 = 4.
Partikularni feseni ziskame dopocitanim z libovolné volby volnych proménnych. V 2.3.4 jsme zvolili nulovy vektor
a dostali jsme vektor (—1,0,—3,0,0)7. Bazi Ker A ziskdme dopocitanim z néjaké baze T°. V 2.3.4 jsme volili
kanonickou bazi T® a ziskali jsme nasledujici bazi Ker A: ((—=2,1,0,0,0)%, (=3,0,0,1,0)7, (=2,0,-2,0,1)7). Celkovée

muzeme FeSeni psat ve tvaru

1 —92 -3 )
0 1 0 0
-3 |+ < o |, o [|,]| -2 > .
0 0 1 0
0 0 0 1

Podivejme se je$té na geometrickou interpretaci véty o dimenzi jadra a obrazu. Matice A urcuje zobrazeni
fa:T"™ — T™. Dimenze jadra urcuje dimenzi prostoru vektori, které se zobrazi na nulovy vektor. To si mzeme
predstavovat jako pocet dimenzi, které zobrazeni f4 ,zkolabuje“ do bodu. Vétu lze nyni interpretovat tak, ze
dimenze obrazu je rovnéd dimenzi prostoru, ktery zobrazujeme (n) minus pocet zkolabovanych dimenzi. Napiiklad
pokud f4 : R® — R3 je projekce na néjakou rovinu, pak dim(Ker A) = 1 a rank(A4) = dim(Im A) = 2. Pro zobrazeni
fa : R? — R® (viz obrézek ?7), které ,vérné“ zobrazuje rovinu do néjaké roviny v R3, je dim(Ker A) = 0 a
rank(A4) = 2.

5.6. Prunik a soucdet podprostori.
Prinik dvou i vice podprostorti néjakého vektorového prostoru je vzdy podprostor.

Tvrzeni 5.85. Jsou-li V;,i € I podprostory vektorového prostoru V, pak (\;c; Vi je podprostorem V.

Diikaz. Staci ovérit, Ze prunik je neprézdny a je uzavieny na s¢itani a ndsobeni skaldrem (viz tvrzeni 5.6). Prinik je
neprazdny, protoze obsahuje nulovy vektor. Jsou-li u, w dva vektory z priniku, pak pro kazdé i € I plati u,w € V;.
Protoze V; jsou podprostory, plati u+w € V; pro kazdé i € I. To ale znamen4, ze u+ w lezi v priiniku podprostort
V;. Uzavfenost na nasobeni skalarem se dokaze podobné. |

Sjednoceni dvou podprostort je ziidkakdy podprostorem. Napiiklad sjednoceni dvou riznych ptimek v R? ziejmé
neni podprostorem, protoze neni uzaviené na séitani. Nejmensi podprostor obsahujici dané podprostory nazyvame
jejich soucten.
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Definice 5.86. Necht V;,7 € I jsou podprostory vektorového prostoru V. Soudtem (téZ spojenim) podprostori
Vi,i € I rozumime linedrni obal jejich sjednoceni, znacime jej Zie[ Vi, tj.

>vi-(Un)

iel i€l
Soucet podprostoru Vi, Vs,...,V, také znacime V| + Vo + -+ - + V.

Jako cviceni dokazte, ze soucet je asociativni.

P1i tvorbé linedrniho obalu staci sjednoceni V3 U Vo U - - - U Vy, uzavfit na soucty vektord z riznych podprostorti,
tj. plati

Vi+Vo+4--+V, Z{Ul +vg+--tvp v EViyug €V, Ll v, € Vk} .

Dikaz prenechame jako cviceni. Rovnéz si vSimnéme, ze sjednocenim mnoziny generatorti prostoru U a mnoziny
generatort prostoru V je mnozina generatort prostoru U + V.

Pro dimenze dvou podprostori a jejich souctu a priniku plati podobny vztah jako pro pocty prvki ve dvou
mnozinach a jejich sjednoceni a priniku.

Véta 5.87 (Véta o dimenzi souétu a praniku). Pro libovolné dva konecné generované podprostory U,V vektorového
prostoru W plati
dim(U) + dim(V) = dim(UNV) +dim(U + V) .

Diikaz. Prostor UNV je podprostorem koneéné generovaného prostoru U, proto je koneéné generovany (viz tvr-
zeni 5.59). Vezmeme libovolnou bdzi B = (wi, Wa, ..., W) pruniku UNV (baze existuje v libovolném konecéné
generovaném prostoru podle dusledku 5.48). MnoZina B je linedrné nezavisld v prostoru U, takZe ji mizeme do-
pluit na bazi C = (wy,wa,..., Wi, uy,us,...,u;) prostoru U (viz disledek 5.54). Podobné doplnime B na bézi
D = (wy,Wo,..., Wy, V1,Va,..., V) prostoru V.

Ukazeme, ze E = (wy,Wa,...,Wg,Uy,...,;,V],Va,...,Vy,) je bdze U + V. Posloupnost E generuje U + V
podle pozndmky nad vétou (cviceni ?7?). Zbyva ukizat, ze E je linedrné nezavisla. Predpokladejme, ze

k 1 m
E a;wW; + E b;u; + E Cc;iV; =0 .
i=1 i=1 i=1

Chceme dokazat, ze vSechny koeficienty jsou nutné nulové. Vztah drobné upravime.
1

m k
E billi = — E C;V; — E a;W;
i=1 1=1

i=1

Vektor u = 22:1 b;u; lezi v prostoru U a také lezi, podle odvozeného vztahu, v linedrnim obalu vektort
Vi,.ees Vi, Wi,..., Wy, Cili v prostoru V. Vektor u tedy lezi v priniku U NV a proto jej lze vyjadrit jako li-
nearni kombinaci vektori wy, ..., wy baze B.

k
u= E dzwz
i=1

Z toho ziskame nasledujici vyjadieni o jako linearni kombinaci prvka C:

k l
OZZdiwi— E biui 5
i=1 i=1

takze by = by = ---=b; =dy =dy = --- =dy = 0, protoze C je linearné nezavisla. .
Podobné bychom dokazali, Ze koeficienty ¢y, ¢a, ..., ¢y jsou rovnéz v8echny nulové. Nyni ale ay = ay = --- =
ar, = 0, protoze B je linearné nezavisla. O

Véta se geometricky dobie predstavi, kdyz si ze vztahu vyjadiime dimenzi sou¢tu podprostorid jako soucet
dimenzi jednotlivych prostorii minus dimenze spolefné ¢asti (priniku). Véta se mtze hodit tfeba pii urcovéani
dimenze priniku, protoze dimenze prostort a jejich sou¢tu nebyva problém spocitat.

P¥iklad 5.88. Ur¢ime dimenzi priiniku podprostortt U,V < Z}.

(D~

LW Wk W

w o =
— N
— N
— O
~—
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Dimenzi U a V zjistime tim, ze si vektory napiSeme do radki a fadkovymi Gpravami pievedeme do odstupnovaného
tvaru (vime, Ze hodnost se neméni ani sloupcovymi Gpravami, my ale pozdéji vyuZijeme toho, ze fadkové tpravy
neméni linedrni obal fadku).

Il
o

2 10 1 0 3 210 3
3 4 2 ~ 0 2 4 |~100 2 4
3 4 3 0 3 1 0 0 0O

—_= O O N

3
1
3
2

3 4 234 1\_p
4.4 01 032 4)°

Vidime, Ze dim(U) = 2 a dim(V) = 2. Nenulové fadky matice A generuji U a rfddky matice B generuji V (protoze
elementédrni fadkové Gpravy neméni linedrni obal), takZe dohromady méme mnozinu generatortt U + V, kterd uz je
¢asteéné upravena. Dokonc¢ime Gaussovu eliminaci.

2 10 3 2 1 0 3 2 1 0 3
00 2 4 00 2 4 0 2 4 3
23411710243 1oo0o24]"”
0 3 2 4 0 3 2 4 0 3 2 4
2 10 3 2 1 0 3
0 2 4 3 0 2 4 3
“l1oo02 4| 7|00 2 4
00 1 2 0000

Vidime, ze dim(U + V) = 3. Z véty o dimenzi sou¢tu a priniku dostavame

dim(UNV)=dim(U) + dim(V) —dim(U+V)=2+2-3=1 .
Ptiklad 5.89. Dokézeme, Ze prinikem dvou riiznych podprostorti U,V dimenze 2 (rovin) v prostoru W dimenze
3 (napi. R®) je podprostor dimenze 1 (ptimka).

Protoze podprostory U a V jsou rtzné, U je vlastnim podprostorem U + V. Podle tvrzeni 5.59 o dimenzi
podprostort méame 2 = dim U < dim(U + V) < dim(W) = 3, takZe dimenze souctu je 3 (soucet je podle stejného
tvrzeni cely prostor W). Z véty o dimenzi sou¢tu a praniku ted mtizeme spocitat

dim(UNV)=dim(U) + dim(V) —dim(U+V)=2+2-3=1 .

Na rozdil od sjednoceni a priniku, pro soucet a prinik neplati distributivni zdkony. Z toho ddvodu také
neplati ,pfimocaré zobecnéni® véty o dimenzi souctu a priniku na pripad t¥i podprostori, viz cviceni.

Jak jsme si jiz v8imli, kazdy vektor v souctu V.=V 4+ Vs +---4+V lze psat jakou soucet v; +wvs +- - - +vg. Pokud
je tento zapis jednoznac¢ny hovoiime o direktnim souc¢tu. Tento pojem je obdobou pojmu baze pro podprostory.
Definice 5.90. Rikdme, Ze V je direktnim souctem podprostortt Vi, Vs, ..., V. pokud jsou splnény dvé podminky.

(1) V=V +Vo+---+Vy
(2) VN (V1 +Vo+--4+V,1+Vi 1+ Vo 4+ 4+ Vk) = {O} pro libovolné i € {1,2, .. ,k‘}
Skutecnost, ze V je direktnim souc¢tem Vi, Vs, ...,V zapisujeme
V=Vi&VaE---dVy .

Pro dva podprostory Vi, Vs se podminky zjednodusi na Vi + Vo =V a VNV, = {o}

Tvrzeni 5.91. Necht Vi,Va,..., Vg jsou podprostory vektorového prostoru V. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvi-
valentni.

(1) V=ViaVyd--® V.
(2) Kazdy vektor v € V lze zapsat pravé jednim zpisobem ve tvaru v = vy + Vo + -+ + v, kde v; € V; pro
kazdé i € {1,2,...,k}.

Dikaz. Predpokladejme, ze V = Vi + Vo + --- + V. Pak V je souctem podprostord Vi, Vo, ..., Vi, takze
kazdy vektor v € V lze zapsat ve tvaru v = vy + vy + - -+ + v, kde v; € V; pro kazdé i € {1,2,...,k}. K dtikazu
jednoznacnosti uvazujme dvé takova vyjadieni

V=V +vVva+- -+ Vg :V'l—i—v'Q—}—~--—+—v§C .
Pro kazdé i € {1,2,...,k} lezi vektor v; — v} v prostoru V;, ale také v souctu zbylych podprostort, jak je vidét z
vyjadieni

vi—vi=(vi—v)+(va—v2) o (Vicr = Visg) + (Vipr = Vig) oo+ (vie— vg)
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Podle podminky (2) z definice direktniho souctu plati v; — v, ¢ili v; = vi.
Predpokladejme naopak, ze plati podminka (2). Pak V =V 4+ V5 4 -+ 4+ V. Pro spor predpokliddejme, Ze pro
néjaké i existuje nenulovy vektor u v priniku V; a Z#i V;. Pak existuji a;,as,- - € T takovd, ze

u=a1vi+ava+---+a;-1Vi—1 +0vi + @11 Vipr + -+ apvg
:OV1 +0V2+"'+0Vi_1+11+0V,'+1+"'+0Vk .

Dostali jsme dvé razna vyjadreni vektoru u jako soucet vektora z Vi, Vs, ..., Vg, spor. O

Direktni soucet lze chdpat jako rozklad podprostoru na vzajemné nezdvislé ¢asti. V§imnéte si, ze V je direktnim
sou¢tem jednodimenziondlnich podprostordt V = (v1) @ (vo) ® - - - & (vy,) pravé tehdy, kdyz (vi,va,..., Vi) je baze.

5.7. Prostory nekone¢né dimenze.

Pro zjednoduseni jsme pojmy linearni nezavislosti a baze definovali pro konecné posloupnosti vektort, a tim
padem jsme mohli dokazovat nékterd tvrzeni jen pro koneCné generované prostory. V této Casti strucné probe-
reme obecny pripad. Priklady prostort, které nejsou konecné generované, zahrnuji prostor redlnych funkci redlné
proménné, nebo realna ¢isla chdpand jako vektorovy prostor nad Q.

Lineéarni (ne)zavislost a bazi definujeme jako indexovany soubor vektori:

Definice (Zobecnéni definic 5.24 a 5.37). Soubor (v; : ¢ € I) vektori ve V nazyvame linedrné zdvisly, pokud
néktery z vektor v; je linedrni kombinaci ostatnich vektord v;,j # ¢. V opacném piipadé iikdme, Ze je soubor
linearné nezdvisly.

Bazi rozumime linedrné nezavisly soubor generatort.

Tato definice skutecné rozsiruje stavajici definici, protoze posloupnost n vektord mutzeme chapat jako soubor
indexovany mnozinou I = {1,2,...,n}.

Pfipomenme, Ze v linedrni kombinaci mize mit nenulovy koeficient pouze kone¢né mnoho vektori, soucet neko-
necné mnoha vektort nemame definovan. Tedy napiiklad v prostoru R¥ vSech nekonecénych posloupnosti redlnych
Cisel soubor (e; : i € N), kde e; = (0,0,...,1,0,0,...) s jednickou na i-tém misté, negeneruje R*. Tento soubor
generuje podprostor R(“) vech posloupnosti s koneénym poé¢tem nenulovych ¢lent a je jeho bazi.

Mnoho dokazanych tvrzeni lze zobecnit, konkrétné plati obdoby néasledujicich tvrzeni. Dikazy délat nebudeme.

e Tvrzeni 5.26 charakterizujici linedrni nezavislost.

e Pozorovani 5.38, které rika, ze kazdy vektor lze vyjadrit jako linedrni kombinaci prvki béze. To umozinuje
zavést soufadnice vektoru vzhledem k bézi. Roli aritmetickych vektorovych prostorti hraji prostory T():
Vektory jsou ,skoro vSude nulové I-tice prvkil télesa I, formalnéji, soubory (a; : i € T), takové, Ze vSechna
a; € T az na koneény pocet jsou nulové. Operace jsou definovany po slozkach. Obdoba tvrzeni 5.64 o sou-
fadnicich a operacich i obdoba pozorovani 5.66 o zachovavani dilezitych vlastnosti jako linedrni nezavislost
plati.

e Minimdlni soubor generatort je vidy baze (obdoba tvrzeni 5.46). Obdoba disledku 5.47, tj. Ze z kazdé
mnoziny generatort lze vybrat bazi plati, ale neni to zfejmé, protoze neni apriori jasné, ze miniméalni
generujici podmnozina existuje. Specidlné, kazdy koneéné generovany vektorovy prostor mé bazi (obdoba
dusledku 5.48). Poznamenejme, Ze dikaz vyZzaduje axiom vybéru.

e Vsechny bédze maji stejnou mohutnost (obdoba disledku 5.51), takze mé smysl zavést dimenzi jako mohut-
nost libovolné baze. Rovnéz plati obdoba disledku 5.54, Ze libovolny linedrné nezavisly soubor lze doplnit
do béaze vektory z libovolné mnoziny generatord. Z toho plyne obdoba disledku 5.55, Ze maximalni line4drné
nezavisly soubor je baze.

e Obdoba tvrzeni 5.59 plati jen Castecné. Je pravda, ze podprostor ma vzdy dimenzi mensi nebo rovnou
dimenzi pivodniho prostoru. Neni ale pravda, Ze rovnost nastane pouze tehdy, kdyz se prostory rovnaji.
Napiiklad dimenze prostoru R(*) skoro viude nulovych posloupnosti je stejna jako dimenze jeho vlastniho
podprostoru tvoreného posloupnostmi, které zac¢inaji nulou.

5.8. Samoopravné kdédy. Predstavime zakladni pojmy teorie samoopravnych kédi a ukazeme si, jak se v ni
uplatiiuje linedrni algebra.

5.8.1. Kddy neformdlné. V roce 1947 byl v Bellovych laboratofich v provozu jeden z prvnich reléovych pocitaci.
Relé byla usporadana do pétic. Jednotlivé cifry 0,1, ...,9 byly reprezentovany tak, ze vzdy dvojice z péti relé byla
sepnuta a zbyla tii nikoliv. Protoze existuje deset moznych vybért dvojice prvki z péti, kazda z dvojic reprezentovala
pravé jednu cifru.

Pokud béhem vypoc¢tu doslo k néjaké chybé, projevila se tak, ze v néjaké pétici relé byl pocet sepnutych relé
rizny od dvou. Pocita¢ to zaregistroval a zastavil se. V té chvili nastoupila obsluha, néjakym zptisobem zjistila,
jaka dvojice relé ma byt spravné sepnuta, ru¢né to zaridila, a spustila pokracovani vypoctu.
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V rezimu bez obsluhy (mimo pracovni dobu) pocita¢ vypocet ukonéil a ze zasobniku programi vzal ten nésle-
dujici. Toto ukon¢ovani vypoétu bez nahrady motivovalo Richarda W. Hamminga (1915-1998) k névrhu prvnich
samoopravnijch kddi.

Belltiv pocita¢ pracoval s desetiprvkovou abecedou 0,1,...,9. Kazdou z téchto cifer reprezentoval pomoci po-
sloupnosti péti nul a jednotek: 00110,01010, atd. Bindrni vyjadieni prvkt néjaké abecedy jako posloupnosti nul a
jednotek je v soucasnosti tak bézné, Ze je povazujeme za samoziejmé. Tak naptiklad odpovédi v testu s vybérem
ze Ctyl moznosti a, b, c,d mlizeme pielozit do binarniho vyjadreni tfeba nasledovné:

a=00, b=01, ¢c=10, d =11.

Vyplnény test s 90 otdzkami a nabidkou ¢ty moznych odpovédi je pak totéz, co posloupnost 180 nul a jednotek.
Analogicky mizeme zapsat cely geneticky kdéd c¢lovéka, pouzijeme-li preklad

G =00, C=01, T=10, H=11.

Zapis bude jenom o néco delsi.

Morseova abeceda je priklad jiného kédovani. Pouziva sice také jenom dva symboly - tecka, ¢arka - ale mezi
symboly do abecedy je tfeba také zaradit mezeru. To je cena, kterou je nutné zaplatit za to, Ze posloupnosti tecek
a carek reprezentujici rizna pismena abecedy mohou mit riznou délku a Morseova volba byla takova, ze vyjadieni
jednoho pismene miize byt pocateénim tisekem jiného pismene. Napt. e = -, a = -—.

My se budeme v dal§im zabyvat pouze kédovanim, které kazdému symbolu piivodni abecedy prirazuje posloupnost
n nul a jednic¢ek pro néjaké pevné n.

Definice 5.92. Bindarni blokovy kod délky n je libovolnd podmnozina C' aritmetického vektorového prostoru Z7.
Prvkim C fikdme slova nebo také bloky kédu C. Zprdvou v kédu C' potom rozumime posloupnost slov kédu C.

Tak napifklad, je-li C = {000,001, 010,001,110, 111} kéd délky 3, pak posloupnost
000 111 110 010 001

je zprava v tomto kédu. Mezery mezi jednotlivymi slovy kédu délame pro pohodli. Také vynechavame zavorky
pri zapisu vektortt a ¢arky mezi jejich slozkami, jak je v teroii kédovani bézné. Stejna délka jednotlivych blokd v
binarnim kédu umoziuje jednoznac¢né interpretovat tutéz zpravu zapsanou bez mezer

000111110010001.

Zpravu zapsanou v jakékoliv abecedé s kone¢nym poctem symboli mizeme jednoznac¢né zakédovat pomoci bloki
bindrniho kédu vhodné délky n. Stacéi pouze, aby bylo ¢islo 2™ aspon tak velké jako pocet znaki v ptivodni abecedé.

V této ”digitalizované” podobé mizeme zpravu prenést néjakym komunikacnim kandlem. Pokud je kanal bez
jakéhokoliv Sumu, neni zadné nebezpeci, ze prijimajici strana prijme zpravu v jiné podobé, nez v jaké byla vyslana.
Takové kandly ale v redlném svété neexistuji, vzdy je nenulova pravdépodobnost, ze nékterd z cifer 0 nebo 1 se
béhem pienosu zméni na opacnou. Pro kandly se Sumem nejsou blokové kédy typu C' = Z% vhodné. Skutecnost, ze
kazdy blok z n cifer 0 nebo 1 je kédovym slovem, znamend ze pfijimajici strana nema moznost poznat, ze béhem
prenosu zpravy byl néjaky blok pozménén. Kazdy prijaty blok mohl byt také vyslan.

ReSenim je nepouzivat jako kédova slova viechny bloky dané délky n, ale pouze nékteré. Pokud jsou kédova slova,
dobfie vybrana, maze piijimajici strana poznat, ze béhem prenosu bloku zpravy doslo k néjaké chybé diky tomu, Ze
prijme posloupnost délky n, ktera neni kédovym slovem. Takovy blok vysilajici strana nemohla vyslat. Dani, kterou
je nutné za to zaplatit, je snizeni rychlosti prenosu informace, mnozstvi informace, kterou kanalem preneseme za
jednotku ¢asu. Do kédu vnasime nadbytecnost, cizim slovem redundanci - pro prenaSeni informace pouzivame vice
symboli, nez kolik je potieba. nadbytecnost ale umoznuje odhalovat a opravovat chyby pfi prenosu dat.

Nejjednodussi zptsob jak bojovat se Sumem, je vyslat kazdy blok dvakrat po sobé. Prikladem takového opako-
vactho kodu je nasledujici kod délky 4:

C = {0000,0101, 1010, 1111}.

Kazdé slovo ma dvé ¢asti. Prvni dva symboly jsou informacni symboly, zbylé dva jsou kontrolni symboly. Kontrolni
symboly nenesou zadnou informaci, pouze opakuji predchozi dva symboly. Z kazdych ¢tyt symbola vyslaného slova
pouze prvni dva nesou informaci. Rychlost pfenosu informace pomoci takového kddu je polovi¢ni oproti rychlosti
prenosu informace kédem D = {00,01,10,11}.

Narozdil od kédu D ale kéd C umoziuje piijimajici strané poznat, pokud béhem pienosu slova doslo k jedné
chybé. Prvni a druh polovina pfijatého étyiprvkového bloku se v takovém piipadé lisi. Rikdme, ze kéd C odhali
jednu chybu.

V opakovacim kédu mizeme pocatecni informacni ¢ast opakovat vicekrat. Kéd

{000,111} C Z3



LINEARNI ALGEBRA 65

obsahuje pouze dva bloky, v kazdém z nich se prvni symbol opakuje tiikrat. Je to piiklad 3-opakovaciho kddu.
Jinym piikladem 3-opakovaciho kédu je

{000000, 010101, 101010, 111111} C ZS,

ve kterém opakujeme tiikrat vzdy prvni dva informac¢ni symboly. Rychlost prenosu informace kterymkoliv z téchto
dvou kédt je 1/3. V kazdém bloku je pouze jedna tfetina symbold informacnich, zbylé dvé t¥etiny jsou kontrolni.

Kazdy 3-opakovaci kéd odhali jednu chybu — zménime-li v libovolném bloku jeden symbol, dostaneme slovo, které
do kédu nepatii. Oproti prostému opakovacimu kédu ale dokaze navic lokalizovat (opravit) jednu chybu. Ukdzeme
si to na prikladu, kdy vyslany blok 010101 pfijme pfijimajici strana jako 010001. Graficky to zndzornime takto:

010101 — 010001.

Rozdélime-li libovolné slovo 3-opakovaciho kédu na tii stejné dlouhé tseky, jsou tyto tseky stejné. Tak jsou kédova
slova definovdna. Pokud tomu tak u pfijatého slova neni, doSlo béhem prenosu informace k néjaké chybé. Pokud
doglo k jedné chybé, dva z téchto tsekil zistanou stejné, tieti (ten, ve kterém se chyba vyskytla) se od nich lisi.
Predpokladame, ze vyslano bylo to kddové slovo, ve kterém se vSechny tii iseky rovnaji tém dvéma stejnym prijatym.
Je to jedind moznost, jak z prijatého slova dostat kédové slovo zménou jediného symbolu. V nasem piipadé zménime
¢tvrty prijaty symbol z 0 na 1 a dostaneme kédové slovo. Jakékoliv jiné kdédové slovo dostaneme z piijatého pomoci
zmény aspon dvou symbolt. Napiiklad tak, ze obé pfijaté 1 zménime na 0.

Pokud pfedpoklddame, Ze pravdépodobnost zmény symbolu vlivem Sumu je p < 1/2, a tedy pravdépodobnost,
7e symbol byl pfijaty spravné (tj. tak jak byl vyslan) je 1 —p > 1/2 > p, pak v pfipadé pfijeti nekédového slova je

wevs

5.8.2. Hammingova vzddlenost. Pro teorii samoopravnych kddu je nasledujici definice klicova.

Definice 5.93. Jsou-lia = ajas---a, ab =b1by - - b, libovolné dva prvky Z%, pak jejich Hammingova vzddlenost
h(a,b) se rovna poctu indexii i € {1,2,...,n}, pro které plati a; # b;. Hammingova viha slova a € Z7 je definovna
jako Hammingova vzdalenost h(a, o) slova a od nulového slova o.

Hammingova vzdélenost je tak definovina pro posloupnosti téze délky a rovnd se po¢tu mist (indext), na kterych
se obé posloupnosti lisi. Hammingova vaha slova a se pak rovna poctu cifer 1 ve slové a. Pro Hammingovu vzdalenost
ziejmé plati h(a,a) = 0 a h(a,b) = h(b,a) pro libovolna dvé slova a, b € Z%. Plati také trojihelnikovi nerovnost

h(a,c) < h(a,b) + h(b, c)

pro libovolnd t¥i slova a, b, ¢ € Z%. Snadno si to ovéfite sami. Pokud totiz pro néjaky index i € {1,2,...,n} plati
a; # ¢;, plati také a; # b; nebo b; # ¢;. Jestlize index 4 p¥ispiva ke vzdalenosti h(a, c), pFispiva také k aspon jedné
ze vzdalenosti h(a,b) nebo h(b,c).

Hammingovu vzdalenost si mizeme také predstavit pomoci délky (poctu hran) cest v néjakém neorientovaném
grafu. Jeho vrcholy jsou prvky Z% a dva vrcholy a,b jsou spojené hranou pokud se lisi v pravé jednom symbolu,
tj. pokud je jejich Hammingova vzdéalenost rovna 1. Pro n = 2 se tento graf rovna Ctverci, pro n = 3 je jim
tfidimenziondlni krychle. Hammingova vzdélenost libovolnych dvou vrcholt a, b € Z% se pak rovna délce (tj. poctu
hran) v nejkratsi cesté z a do b. Proto se také nékdy tomuto grafu ¥ikd Hammingova krychle i v pfipadé libovolného
n.

Pro schopnost kédu odhalovat a lokalizovat chyby je dilezity pojem minimalni vzdéalenost kédu.

Definice 5.94. Je-li C' C Z% binarni blokovy kéd délky n, pak definujeme minimdini vzddlenost kédu C jako &islo
h(C) = min{h(a,b);a,b € C,a # b}.

Priklad 5.95. e Minimalni vzdalenost 3-opakovaciho kédu {000,111} se rovné 3.
e Minimdlni vzdélenost opakovaciho kédu {0000, 0101,1010, 1111} se rovna 2.
e Minimalni vzdalenost kédu pouzivaného v roce 1947 v reléovém pocitaci v Bellovych laboratotich se rovna
2.
e Minimdlni vzdalenost kédu C' = Z% se rovna 1.

Nyni mizeme presné formulovat, co myslime tim, ze né&jaky kéd C' C Z% odhali jednu chybu. Pokud pfi pfenosu
slova a € C' dojde k jedné chybé, ptijimajici strana to pozné, piijme-li v takovém piipadé slovo, které neni prvkem
C. Znamena to, ze zadné slovo b € C, jehoz Hammingova vzdalenost od a se rovnd 1, neni blokem kédu C. Jinak
fe¢eno, Hammingova vzdalenost libovolnych dvou rtznych kédovych slov a,b € C je aspon 2, a to znamend, ze
minimalni vzdalenost kédu C' je aspon 2.

Kazdy kéd C, jehoz minimalni vzdalenost je d > 1, odhali az d — 1 chyb. Pokud pfi pfenosu slova a € C' dojde
k nejvyse d — 1 chybam, pfijimajici strana pfijme slovo c, jehoz Hammingova vzdélenost od vyslaného slova a je
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nejvyse d — 1. Slovo ¢ tak nepatii do kédu C, a piijimajici strana proto odhali, Zze pii pfenosu doslo k néjakym
chybam. Pocet chyb ale jednoznac¢né nezjisti stejné jako kde k nim doslo.

Piedpokladdejme nyni, ze minimalni vzdalenost néjakého kédu C C Z% se rovna 3. Pokud pii pienosu slova a
dojde k jedné chybé, pfijimajici strana p¥ijme slovo ¢, které mé od slova a Hammingovu vzdélenost h(c,a) = 1.
Vzdalenost piijatého slova ¢ od jakéhokoliv jiného slova b € C' je v diisledku trojihelnikové nerovnosti

h(cab) > h(av b) - h(av C) >3-1=2,

pouzili jsme navic skutecnost, Ze minimalni vzdalenost kédu C je 3, a tedy h(a,b) > 3 pro jakékoliv dva rizné
bloky a,b € C.

Vyslané slovo a je tedy ze vSech moznych vyslanych slov b € C nejblize (vzhledem k Hammingové vzdalenosti)
k prijatému slovu c. Predpokladame, ze pravdépodobnost poskozeni prendSeného symbolu Sumem v kandlu je
p < 1/2 a tedy mensi nez pravdépodobnost 1 — p Ze k poskozeni symbolu nedoslo. V piipadé pfijeti slova ¢ je
nejpravdépodobnéjsi, ze bylo vyslano slovo a € C, které je ze vSech slov kédu C nejbliZe k pfijatému slovu c. V
tomto smyslu tedy kéd s minimélni vzdalenosti 3 dokéaze opravit (lokalizovat) jednu chybu.

Zcela analogicky lze odivodnit, ze kdd s minimalni vzdalenosti 2d + 1 dokaze opravit d chyb. Schopnost kédu
odhalovat a opravovat dany pocet chyb je tak dana jeho minimalni vzdalenosti.

5.8.3. Paritni kod, linearni kody. Nejjednodussi priklad kédu, ktery je schopen odhalit jednu chybu, je paritni kod.
Definice 5.96. Paritni kod délky n je podmnozina S C Z% tvofend vSemi slovy, které obsahuji sudy pocet jednotek.

Minimalni vzdalenost paritniho kddu S je 2, paritni kéd tedy dokaze odhalit jednu chybu. Zname-li ayas - - - a,_1,
existuje pravé jedno a, € {0,1} takové, Ze slovo a = ajas---ap—1a, € S. Prvnich n — 1 symbola ve slové a tak
miZzeme povazovat za informacni symboly, zatimco posledni symbol a, je kontrolni. Nenese zddnou dodate¢nou
informaci, lze jej doplnit na zakladé znalosti ajas - --a,_1. Proto se kontrolnimu bitu fika také paritni bit nebo
paritni kontrola. Samoziejmé mizeme za kontrolni bit povazovat kterykoliv symbol ve slové a a zbylé symboly
za informacni. Obvyklé ale byva sefadit symboly v kédovém slové tak, Ze informacni symboly jsou na zacatku a
kontrolni symboly nésleduji po nich. Rychlost pfenosu informace paritnim kédem je tak n — 1/n.

Kédy, které dokazou nejen odhalit, ale i opravit chyby se konstruuji kombinaci vice paritnich kontrol.

Paritni kéd S délky n méa jednu dtlezitou vlastnost. Tvoii nejenom podmnozinu Z?%, ale dokonce podprostor.
Obsahuje totiz nulové slovo o, je proto uzavieny na nasobeni skalary ze Zy a zfejmé také na s¢itani. Takové kody
jsou dulezité a zaslouzi si zvlastni pojmenovani.

Definice 5.97. Binarni blokovy kéd C' C Z# délky n se nazyva linedarni kod, je-li C podprostor Z%. Je-li dimenze
C rovna r, fikdme také, Ze jde o linedrni (n,r)-kéd.

Minimalni vzdélenost linedrnich kddt lze zjistit snéze nez u obecnych kédi.
Tvrzeni 5.98. Minimalni vzddlenost linearniho kodu C se rovnd
min{h(a,o0);a € C,a # o},
tj. rovnd se minimdlni Hammingové vdze nenulovyjch prvki C.

Diikaz. P¥ipomehme si, Ze minimdln{ vzdédlenost kédu C oznacujeme h(C). Je-li C linedrni kéd, plati o € C a
h(a,0) > h(C) pro libovolné nenulové slovo a € C. Déle plati pro libovolnd dvé slova a,b € C, 7e

h(a,b) = h(a+b,0).

Je-li tedy h(C) = h(a,b), plati, ze h(C) se rovnd Hammingové vaze vektoru a + b. O

Je-li C linedrni (n,r)-kéd, mé prostor C' dimenzi r. Zvolime-li v ném néjakou bazi ay,...,a,, je kazdy prvek
b kédu (podprostoru) C' jenozna¢né uréen r-tici jeho soufadnic vzhledem ke zvolené bézi. K jeho jednozna¢nému
urc¢eni nam tedy staci posloupnost koeficienti linedrni kombinace, kterd vyjadiuje b pomoci prvka zvolené baze.
Naopak, kazda posloupnost r nul a jednotek urcuje jednoznacné néjaky prvek kédu C. To jenom jinak vyjadiujeme
skutecnost, ze C je izomorfni aritmetickému prostoru Z5. K predani informace o bloku b ndm tedy staci predat
r koeficientit vyjadiujicich b jako linearni kombinaci baze ai,...,a,.. Kéd C ale pfedava cely vektor b délky n.
Intuitivné tak mizeme Fict, Ze rychlost pfenosu informace linedrnim (n,r)-kédem je r/n.
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5.8.4. Hammingovy kody. Hamming piedlozil tii konstrukce kédi, které opravuji jednu chybu. VSechny tii jsou
zalozené na kombinaci nékolika paritnich test. VSechny tii navrhy jsou linearni kédy. Jejich konstrukei si ukdzeme
na piikladu, ktery ma ¢tyti informacni symboly. Protoze kédy maji opravovat jednu chybu, musi byt jejich minimalni
vzdalenost 3.

Piiklad 5.99. V prvni konstrukci si ¢tyfi informac¢ni symboly a, b, ¢, d napiS§eme do prvnich dvou radkt a prvnich
dvou sloupcti ¢tvercové matice radu 3.

o

b
d
?

-~
\3‘ [EVEREN]

Misto otazniki doplnime dalsi prvky tak, aby v kazdém fadku a kazdém sloupci byl sudy pocet jednotek.
Doplnéna matice je

b r1
c d|ry |,
S1 So t

kde
rm=a+b ro=c+d, ss=a+c, s9o=b+d, t=s1+ss=a+b+c+d=ry +7rs.
Celé kdédové slovo je potom abrycdrysyset. Informad¢ni symboly jsou na prvnim, druhém, ¢tvrtém a patém misté,
zbylé symboly jsou kontrolni.
Kéd C je tvofen viemi slovy a = ajas - -+ ag € Z3, pro kterd plati

a3 = ai + a»
(e = a4 + as,
a7 = a1 + aq,
ag = az + as,
g = a1 + as + a4 + as.

Prvky aq, as, a4, a5 mizeme zvolit libovolné a pravé uvedené rovnosti ukazuji, Ze matice

splhuje v8echny pozadované paritni testy, tj. kazdy radek a kazdy sloupec obsahuje sudy pocet jednotek.

Z kostrukce kédu také snadno nahlédneme, ze kéd C opravuje jednu chybu. Pokud totiz pfi pfenosu slova
a = ajas---ag € C dojde k jedné chybé, prijaté slovo nebude spliiovat dva paritni testy, jeden pro radek a
druhy pro sloupec, ve kterych lezi chybné piijaty symbol. Tyto dva neplatné paritni testy tak presné urcuji polohu
poskozeného symbolu.

Kéd C je linearni, protoze jeho prvky jsou pravé vSechna feSeni x5 - - - ©g homogenni soustavy linearnich rovnic
s matici

11100 0 00O
000111000
A=]11 0 01 0 0 1 0 O
010010010
110110001

Treti sloupec spolu s poslednimi ¢tyfmi sloupci jsou linearné nezavislé, hodnost matice A je tedy aspon 5, fadky
matice A jsou tedy linedrné nezdvislé, rank(A) = 5, dimenze Ker (A) je tudiz podle véty o dimenzi jadra a obrazu
rovna 9 — 5 =4 a pocet prvki kédu C je 16.

Pfijimajici strana tak snadno ovéfi, patii-li pfijaté slovo ¢ = cic - - - ¢g do kédu C. Staci ovérit rovnost Ac” = o

Posledni pozorovani vede k nasledujici dilezité definici.

Definice 5.100. Je-li C linedrni (n,r)-kéd a pro matici A typu (n —r) x n plati, zZe C = Ker A, pak matici A
nazyvame kontrolni matice kédu C.

Z definice kontrolni matice a z véty o dimenzi jadra a obrazu matice plyne, Ze rank(A4) = dim(Im (A4)) = n—7, tj.
7e posloupnost fadkt matice A je linedrné nezavisla. Pozdé&ji si ukdZeme obecné tvrzeni, ze kterého plyne existence
kontrolni matice pro jakykoliv linedrni kéd. Ve skutecnosti jsou linedrni kédy zadavany tak, ze napiSeme jejich
kontrolni matici.

Pomoci kontrolni matice miizeme snadno zjistit, jaka je minimélni vzdalenost linedrniho kédu.
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Tvrzeni 5.101. Necht C je (n,r)-linedrni kéd a A jeho kontrolni matice. Minimdlni vzddlenost kédu C se rovnd
d pravé kdyz libovolnd (d — 1)-prvkovd podposloupnost sloupci matice A je linedrné nezdvisld a ezxistuje d-prvkovd
podposloupnost sloupci A, kterd je linedrné zavisld.

Diikaz. Kontrolni matice A kédu C je typu (n —r) x n. Necht x = xq1@s - - - &, je nenulovy prvek kédu C. Pak plati
AxT = o”, neboli
T1Aq +x0Aue + - an*n = OT-

Je-li | Hammingova véha prvku x a x;,,%;,,...,2; jsou vSechny nenulové slozky vektoru x, pak plati rovnéz
_ T
T A*jl + xjéA*Jé + leA*jz =0,

l-prvkové podposloupnost sloupcovych vektortt A.;,, ..., A.j, je tedy linedrné zavisla.

Jestlize naopak existuje linedrné zavisla podposloupnost A.;,, A, ..., Asi,, sloupcovych vektorti matice A,

existuji prvky x;; € Zs, ne vSechny nulové, takové, ze

i, Aviy + Tig Ay + -+ + 33, Ayi,, =07
Doplnime tuto linedrni kombinaci zbyvajicimi sloupcovymi vektory matice A s koeficienty z; = 0. Vektor x =
xq -+ x, pak spliuje Ax” = o7, je tedy blokem kédu C a jeho Hammingova vaha je nejvyse m.

Je-li tedy minimalni vzdéalenost kédu C rovna d, je podle Tvrzeni 5.98 minimalni Hammingova vdha nenulovych
vektori v C' rovna d. Kazda podposloupnost d—1 sloupcovych vektorti matice A je tedy linedrné nezavisla a existuje
podposloupnost d sloupcovych vektorti matice A, kterd je linedrné zavisla.

Jestlize naopak je kazda podposloupnost d — 1 sloupcovych vektorti matice A linedrné nezdvisla, neobsahuje
C nenulovy vektor, ktery by mél Hammingovu vahu mensi nebo rovnou d — 1. Pokud je navic néjaka d-prvkova
podposloupnost sloupcovych vektortt A linedrné zavisla, existuje v C' = Ker A nenulovy vektor, jehoz Hammingova
vaha je nejvySe d. Minimalni Hammingova vdha nenulovych vektora v C' je tedy rovna d. |

Priklad 5.102. Kontrolni matice A kédu C z Prikladu 5.99 neobsahuje nulovy sloupcovy vektor, kazdd jedno-
prvkova podposloupnost sloupcovych vektori matice A je tedy linedrné nezdvisla. Libovolné dva sloupcové vektory
matice A jsou ruzné, linedrné nezavisla je proto rovnéz kazda dvouprvkova podposloupnost sloupcovych vektori
v A. Plati dokonce, Ze zadny ze sloupcovych vektorti se nerovna souctu jinych dvou sloupcovych vektord, a tak
kazda triprvkova podposloupnost sloupci matice A je linedrné nezavisld. Naproti tomu prvni sloupcovy vektor se
rovna souctu jinych tii sloupcovych vektori, existuje tedy ¢tyiprvkova linearné zavisla podposloupnost sloupcovych
vektortt matice A. Minimélni vzdélenost kédu C je tedy 4.

Kéd C tak opravi jednu chybu a odhali az tfi chyby. Rychlost pfenosu informace timto kédem je 4/9, coz je
zlepseni oproti 3-opakovacimu kédu, ktery také dokaze opravit jednu chybu.

Priklad 5.103. Druhy kéd, ktery Hamming navrhnul, se od toho prvniho lisi v tom, Ze nepouziva paritni kontrolu
tretiho radku a tfetiho sloupce, tj. nepotiebuje prvek ¢. Matici

a b|7?
c d|?
7 717
doplni na matici
a b|lnrn
c d|ry |,
S1 82

kde
rm=a+b ro=c+d, sy =a+c, s5 =b+d.
Jde opét o linedrni kdd, oznac¢me jej D. Kontrolni matici tohoto kédu dostaneme tak, Ze z kontrolni matice
puvodniho kédu vynechame posledni fadek a posledni sloupec. Dostaneme tak matici

11100 00O
B =

O = O
—= o O
o OO
O =
=N
OO =
O = O
_= o O

Libovolna dvouprvkova podposloupnost sloupct matice B je linearné nezavisla ze stejného duvodu, jako v pripadé
prvniho Hammingova navrhu. Existuji linedrné zavislé triprvkové podposloupnosti sloupct v B. Minimdlni vzdale-
nost kédu D je tak rovna 3, kéd dokéaze opravit jednu chybu a odhalit az dvé chyby. Rychlost prenosu informace
kédem D je 1/2, coz je dalsi vylepSeni.
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Muze kéd se ¢tyfmi informacénimi symboly opravovat jednu chybu a soucasné prenaSet informaci rychlosti vétsi
nez 1/27 Ukazeme si tvrzeni, které ukazuje, ze by to mohlo jit jeSté o néco rychleji.

Tvrzeni 5.104. Predpoklidejme, Ze kod délky n ma r informacnich symboli a n — r kontrolnich symboli. Pokud
opravugje jednu chybu, musi platit
27’l
>
n+17~

Dikaz. Kod C délky n, ktery ma r informacnich symboli, musi obsahovat aspon 2" riznych slov. Kazda volba
informacnich symboli musi vést k néjakému kédovému slovu, rizné volby k riznym sloviim. Jinak by dekédovani
nebylo jednoznacné.

Vyuzijeme geometrické predstavy kédu jako podmnoziny vrchold Hammingovy krychle. Pro kazdy vektor a € Z%
nazveme 1-okoli slova a mnozinu

Vi(a) = {x € Z3; h(a,x) < 1}.
Snadno nahlédneme, ze 1-okoli kazdého vektoru a obsahuje pfesné n + 1 prvki.

Ma-li kéd C opravovat jednu chybu, musi byt jeho minimélni vzdalenost aspon 3. To znamen4, ze pro libovolna dvé
rizna kédova slova a, b € C musi byt jejich 1-okoli disjunktni. V opa¢ném piipadé by totiz v disledku trojuhelnikové
nerovnosti pro Hammingovu vzdélenost platilo h(a,b) < 2, coz je spor s tim, Ze minimdlni vzdélenost kédu je aspon
3.

Sjednotime-li vSechna 1-okoli v8ech slov a € C, bude mit toto sjednoceni asponn 2"(n + 1) prvki. Tento pocet
mus{ byt mensi nebo rovny poc¢tu vSech prvki (vrchold Hammingovy krychle) Z7, tj. 2. Odtud po snadné tpravé
vyplyvé dokazovand nerovnost. O

Analogickou nerovnost muzeme dokazat pro kédy, které opravuji d chyb, podrobnosti ve cvicenich.

Pror =4 an = 6 plati 2* -7 > 2%, kéd délky 6 se ¢tyimi informaénimi symboly, ktery by opravoval jednu chybu
proto neexistuje.

V piipadé n = 7 plati rovnost 24 -8 = 27, existence kédu délky 7 se étyimi informa¢nimi symboly, ktery opravuje
jednu chybu, tak vylouc¢ena neni. Viimnéme si, ze pokud by takovy kéd C' C ZI existoval, platila by rovnost

VAR U Vi(a).
acC

To znamena, ze pro takovy kéd by kazdy vrchol Hammingovy krychle Z7 mél vzdélenost 1 od n&jakého (jednozna¢né
uréeného) kédového slova a. Viechny vrcholy Hammingovy krychle ZJ by tak byly pokryté 1-okolimi kédovych slov.
Takovy kéd by byl optimalni v tom smyslu, 7e mnoZina Z by neobsahovala 74dna ”zbyte¢na”slova, kazdé ze slov
délky 7 by se vyskytovalo ve vzdalenosti nejvyse 1 od néjakého kddového slova.

Definice 5.105. Kdéd délky n, ktery ma r informacnich symbolt a opravuje jednu chybu, se nazyva perfektni kdd,
pokud plati rovnost
2"(n+1) =2".

Jako posledni piiklad kdédu si ukdzeme perfektni linedrni (7, 4)-kéd, ktery opravuje jednu chybu.
Piiklad 5.106. Kéd Hj; definujeme pomoci kontrolni matice

100 1 101
A=101 01 0 11
0010111

Prvky C jsou prvky jadra Ker (A) matice A. Tato matice je v Fadkové odstuphovaném tvaru, jeji hodnost se tedy
rovné 3, a dimenze kédu Hz = Ker (4) je tedy rovna 4. Plati-li Ax” = o pro x = z125- - 27, jsou neznadmé
T4,T5, T, Ty volné, muzeme je zvolit libovolné a povazujeme je za informacni symboly. Nezndmé zi,zs,z3 jsou
volbou x4, z5, xg, x7 urcené jednoznacné:

Tl =%4+T5+2T7, To =Tq +Tg +T7, T3 = T5 + Tg + T7.

Neznédmé 1, x5, z3 jsou tedy kontrolni (paritni) bity. I tento kéd Hj je zaloZen na kombinaci ti{ paritnich kontrol.
Sloupce matice A tvori vechny nenulové vektory z prostoru Z3. Kazdd dvouprvkovd podposloupnost sloupcii
matice A je tedy linedrné nezavisld a minimalni vzdalenost kédu C je tak aspon 3, (ve skutec¢nosti je pravé 3), a
kéd Hj tak opravuje jednu chybu.
Jak najdeme kdédové slovo xixs - --x7, jsou-li dany informadni symboly w4, x5, xg, x7, jsme si uz fekli. Pokud
ptijimajici strana piijme slovo y = y1ys - - - y7, spocita souéin Ay”. Plati-li Ay” = o7, je y kédové slovo a bylo tedy
preneseno bez chyby.
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Je-li AyT # o”', doglo béhem pfenosu k chybé a zbyva uréit, ktery symbol v pfijatém slové y = y1y» - - - y7 je ten
poskozeny. Ozna¢me Ay” = (s15953)7

Protoze matice A obsahuje vSechny nenulové vektory Z3 jako sloupce, existuje jednozna¢né urceny sloupec
A.j = (s159s3)". Plati A.; = Ae] pro j-ty vektor e; standardni béze v Z3. Slovo y + e; se od y lisi pouze v j-tém
symbolu. Plati navic

Ayt + eJT) = AyT + AejT = (s18983)T + A= (s18283)T + (s18283)T = ol
Slovo y + e; tak patii do kédu Hs a md Hammingovu vzdélenost 1 od prijatého slova y. Je to tedy to slovo, které

bylo vyslano a pfi prenosu byl poskozen j-ty symbol.

Priiklad 5.107. Pii pouziti Hammingova kédu Hs bylo pfijato slovo 1010101. Doslo béhem pienosu k chybé a
pokud ano, jaké slovo bylo vyslano?
Vynésobime kontrolni matici A vektorem (1010101)?. Dostaneme

1

0
1001101 1 0
0101011 0O |=11
001 0111 1 1

0

[y

Vektor (0,1,1)7 je Sesty sloupcovy vektor matice Az, poskozen byl tedy Sesty symbol ve slové 1010101, vyslano
bylo slovo 1010111.

Definice 5.108. Hamminguv kod H, je binarni blokovy kéd délky n = 2" — 1 urceny kontrolni matici typu r x n,
jejiz sloupce tvori vSechny nenulové aritmetické vektory dimenze r nad Zs.

Detaily diikkazu nésledujiciho tvrzeni prenechdme do cviceni.

Tvrzeni 5.109. Hamminguv kod H, je perfekini linedrni kod délky 2" — 1 a dimenze 2" — r — 1, jehoZ minimalni
vzdalenost je 3.

Cviceni
1. Vysvétlete, pro¢ mnozina vSech polynomi stupné pravé 173 s redlnymi koeficienty s béznymi operacemi s¢itani polynomt
a nasobeni polynomu realnym c¢islem neni vektorovym prostorem.

2. Pro libovolné t&leso T a libovolnou mnozinu X definujeme vektorovy prostor TX) jako mnoZinu téch zobrazeni f z X do
T, pro ktery je mnoZina {z : f(z) # 0} je kone¢nd. S¢itani a ndsobeni definujeme po soufadnicich, tj. (f+g)(z) = f(z)+g(z)
a (af)(z) = af(z). Dokazte, ze T'*X) je vektorovy prostor.

Timto zpisobem bychom zobecnili definici 5.2 na pfipad nekone¢né dimenze — prostor T mize byt nazyvan aritmetic-
kym vektorovym prostorem nad T dimenze | X]|.

3. U vsech prikladi vektorovych prostori za definici ovéfte, Ze se skutecéné jednd o vektorové prostory.

4. Q(v/2) DOKONCIT

5. Mnozina v8ech podmnoZzin mnoziny {1,2,3,...,n} (nebo jiné dané mnoZiny X) spolu s operaci symetrické diference, tj.
A+ B = (A\ B)U (B A), je vektorovy prostor nad Zy. (Nésobeni skaldrem je jednozna¢né dané axiomy. ) DokaZzte a
vysvétlete, pro¢ je tento prostor ,v podstaté“ Zy.

6. Dokazte tvrzeni 5.4 a formulujte a dokazte obdoby vlastnosti (8) a (9) z tvrzeni 3.3.

7. Dokazte, ze T jako vektorovy prostor nad T mé pouze trividlni podprostory.

8. Dokaite, ze jedinymi netriviadlnimi podprostory prostoru T? jsou mnoZinu tvaru {tx : t € T}, kde o # x € T>.

9. Necht A je matice nad T typu m x n a b € T™. DokaZte, Ze mnozina {x : Ax = b} je podprostorem T" privé tehdy,
kdyz b = o.

10. Zjistéte linearni obal mnoziny X z prikladu 5.18 a dokazte, Ze mnozina Y tvori podprostor.

11. Dokazte, Ze posloupnost vektort (vi,...,vy) ve vektorovém prostoru V nad T je linedrné nezavislad pravé tehdy, kdyz
zadny z vektort neni v linedrnim obalu pfedchozich (tj. pro kazdé ¢ plati vi & (vi,va,...,vi—1)).

12. Dokazte, ze sloupce matice v fadkové odstupiiovaném tvaru jsou linedrné nezavislé pravé tehdy, kdyz prislusnd homogenni
soustava nemd zadné volné proménné.

13. Dokoncete ptiklad 5.44 o Fibonacciho posloupnostech.

14. Dokazte, Ze sloupce (fddky) ¢tvercové matice A nad T Fadu n tvofi bazi T™ pravé tehdy, kdyz A je reguldrni.

15. Dokazte:



LINEARNI ALGEBRA 71

e Dimenze prostoru vSech matic nad T typu m X n je mn.

e Dimenze prostoru redlnych polynomi stupné nejvyse n je n.

e Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru nad R je 2.
16. Najdéte bazi podprostoru R* tvofeného posloupnostmi (a1, as,...), pro které plati a, = 2an—1 —an—2 (pro kazdé n > 3).
Pomoci nalezené baze najdéte vzorec pro vypocet a,, kdyz a1 = 3, a2 = 7.
17. Dokazte, ze z kazdé mnoziny generdtori konecné generovaného prostoru lze vybrat bazi.

18. Dokazte, ze disledek 5.54 plati bez pfedpokladu kone¢nosti G. Pfedpoklad tedy zménime na ,G je mnozina generatoru
konecné generovaného prostoru V.

19. Spoditejte pocet vSech riznych bdzi V vybranych z vektort vi,...,vs z ptikladu 5.56.
20. Dokazte druhou ¢ast tvrzeni 5.64.
21. Dokazte, Ze bazové sloupce tvori bazi sloupcového prostoru matice.

22. Pfimo z definice bazovych sloupct dokazte, Ze feSeni x = (z1,Z2,...,%,) € T" soustavy Ax = b je jednozna¢né uréeno
vektorem (zi,,Tiy,...,xi,) € TF, kde i1,is,...,ix je seznam nebédzovych sloupcti matice A, a naopak, 7e kazdy vektor
(Tiy, Tigs ..., Tip,) v T* vanikd z néjakého fefeni (z1,2,...,2n).

23. Dokazte, Ze pro libovolné t¥i podprostory Vi, Va, V3 prostoru V plati
Vi+Va)+Va=Vi+(Va+V3) .
24. Dokazte, ze
Vi+Vot--+Vi={vi+va+---+uvp:v1 € Vi,v2 € Va,...,u € Vi} .
25. Necht V;,i € I jsou podprostory vektorového prostoru W a G; je mnoZina generdtort prostoru V; pro kazdé i € I.
Dokazte, 7e |J,c; Gi generuje /., V.
26. Najdéte podprostory U, V, W prostoru R? takové, ze UN(V+W) # (UNV)+(UNW), U+(VNW) # (U+V)N(U+W).
27. Jedna inkluze v obou (neplatnych) distributivnich zédkonech vzdy plati. Zjistéte které a dokazte.
28. Dokazte, ze rovnosti v distributivnich zakonech plati za predpokladu U < W nebo W < U.
29. Rozhodnéte, zda pro podprostory U, V, W vektorového prostoru Z plati
dim(U) + dim(V) + dim(W) = dim(U + V + W) + dim(UN V) + dim(V N W)+
+dim(UNW) —dim(UNVNW)
30. Jakou dimenzi miZe mit prinik podprostoru dimenze 3 a podprostoru dimenze 4 v Z$;? Pro kazdou z moznosti uvedte
priklad.
31. Pii komunikaci byl pouzit Hammingiv kéd Hs. Prijimajici strana pfijala slova
0101011,0011111,1011100,1111110,011111,0001110,1100101.

Rozhodnéte, kterd z nich byla béhem pienosu poskozena a u kazdého z poskozenych slov rozhodnéte, ktery ze symboli byl
prenesen nespravné a jaké slovo bylo vyslano.

32. Dokazte Tvrzeni 5.109.
33. Definujeme d-okoli slova a € Z5 jako mnoZinu

Vi(a) = {x € Zy; h(x,a) < d}.

()« ()= ()= 0)

34. Dokazte, Ze je-li C kéd dimenze n s r informac¢nimi symboly, ktery opravuje d chyb, pak plati nerovnost

(@) ) ()

35. Hamming svij linedrni (7,4)-kéd D definoval pomoci kontrolni matice

Dokazte, ze pocet prvki Vy(a) se rovna

1 01 0 1 0 1
B = 0 1.1 0 0 1 1
0 00 1 1 11

Pokud bylo pfijaté slovo y a By = (s1s253)7 # o7, dokazte Ze s3s251 je bindrni vyjadieni indexu poskozeného symbolu.
36. Dokaite, Ze existuje permutace 7 na mnoziné {1,2, ..., 7} takovd, Ze plati a1az - - - ar € H3 pravé kdyZz ar(1)ar(2) - - - ar(7) €
D, kde D je kéd z ptredchoziho cviceni. Jak souvisi permutace 7 s permutaci sloupcii, pomoci které dostaneme z kontrolni
matice A kédu H; kontrolni matici B kédu D.
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6. DETERMINANT

Cil. Budeme se vénovat pojmu determinantu matice. Motivaci
je porozuméni, jak zobrazeni urcené matici méni obsah (v R?) a
objem (v R3). K definici budeme potrebovat permutace, naucime
se je ruznymi zpusoby zapisovat a urcovat znameénko.

6.1. Motivace. Ctvercovd matice A f4du n nad R uréuje zobrazeni f4 : R® — R™. Tato zobrazeni maji tu vlastnost,
7e nasobi n-dimenzionélni objemy (obsahy v pfipadé n = 2, objemy v p¥ipadé n = 3) konstantnim ¢islem. Toto
Cislo je rovno absolutni hodnoté tzv. determinantu, ktery zavedeme v této kapitole. Znaménko determinantu urcuje,
zda zobrazeni méni ,orientaci prostoru“. Napiiklad pokud je determinant matice A fadu 2 rovny 1,3, piislusné
zobrazeni néasobi obsah kazdého Gtvaru ¢islem 1,3 a neméni orientaci. To, Ze se orientace neméni si lze predstavit
tak, Ze obraz lze dostat spojitou deformaci roviny z ptivodniho atvaru. Pokud je determinant A rovny —1,3, pak
zobrazeni ndsobi obsah kazdého utvaru c¢islem 1,3 a orientaci méni.

F A g\

A=1, det A=1,3 det A=-1,3

Odvodime si vzorec na vypocet determinantu v pfipadé redlnych ¢tvercovych matic fddu n = 2 an = 3. V
obecné definici pro vétsi n a nad jinymi télesy vizualni predstava chybi, ale determinant mtzeme definovat stejné a
bude mit podobné vlastnosti.

6.1.1. Determinant v R2. Budeme se snazit odvodit vzorec pro determinant &étvercovych matic A fadu 2. Matici se
sloupci u, v budeme znacit (u|v) a jeji determinant det (u|v). Cislo det (A4), kde A = (u|v), m4 vyjadfovat zménu
obsahu a orientace pii zobrazeni f4. Protoze zobrazeni f4 zobrazuje vektor e; = (1,0)” na vektor Ae; = u a vektor
ey = (0,1)7 na vektor Aes = v, fa zobrazuje jednotkovy ¢tverec se stranami ey, e; na rovnobéznik se stranami u,
V.

fa(ez)

€

faler)

€1

Obsah tohoto rovnobézniku mizeme vyjadrit vhodnym doplnénim na obdélnik a znaménko urcit diskuzi mozné
vzéjemné polohy vektord u a v podle obrazku (viz cviceni).

OBRAZEK

Podivame se na jiny postup, ktery se nam rovnéz bude hodit v obecnéjsi situaci.

KdyZz vynasobime jeden z vektort ¢islem ¢ € R, pak se obsah vysledného rovnobézniku zvétsi (nebo zmensi)
|t|-krat. Pitom orientace se pro kladné ¢ nezméni a pro zdpornd t zméni. Dostavame vztahy

det (tu|v) = tdet (u|v) = det (utv)

OBRAZEK (zvetseni rovnobezniku)
Z nésledujiciho obrizku mtzeme nahlédnout (sta¢i presunout trojthelnik ...), Zze plati

det (u; + us|v) = det (u1|v) + det (uy|v)
a podobny vztah plati, kdyZ soucet je v druhém sloupci.
det (u|vy + vo) = det (u|vy) + det (u|va)
Jesté si uvédomime, ze

det (e1,e2) =1, det(ez,eq) =—1, det(er,e;)=det(ey,e3) =0
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protoze prvni matice odpovidé identickému zobrazeni, které neméni obsah ani orientaci, druhd matice odpovida
preklopeni kolem osy prvniho kvadrantu, kterd neméni obsah a méni orientaci, tfeti a ¢tvrtd matice odpovida
zobrazeni, ktera Ctverci pritadi ,zdegenerovany rovnobéznik“ — tasecku.

Z odvozenych vztaht jiz jde spocitat determinant obecné matice

A=) = (o)

a21 a22

det (A) = det (u]v) = det (a11€1 + az1€z2|ajze; + azses)
= det (ar1e1]|aize; + aznes) + det (az1ez]ainer + axes) =
= det (aj1e1|aizer) + det (ar1eq|aznes) +
+ det (az1€2]ai2e1) + det (az;ez]azses) =
= aj1a12 det (e1]e1) + ayaqs det (eg|es) +
+ asra;o det (es]er) + azyass det (ea]es) =
= G11022 — (21012

Determinant jsme odvodili pouZitim jednotkového ¢tverce. Obecné obsah a orientace obrazu libovolného tGtvaru (u
néjz lze mérit obsah) se zméni tak, jak udava determinant. Tento fakt nebudeme odvozovat.

6.1.2. Determinant v R?. Pro matice fadu 3 udéva determinant zménu objemu a orientace. Pro zobrazeni f, urcené
matici A = (u|v|w) je obrazem jednotkové krychle se stranami e;, e2, e3 rovnobé&Zznostén se stranami u, v, w. Z
geometrického néhledu dostdvame podobné vztahy jako v pifpadé R2.

det (tu|v|w) = det (u|tv|w) = det (u|v|tw) = det (u|v|w)

det (u; + uz + uz|v|w) = det (uq|v|w) + det (uz|v|w) + det (us|v|w)

Podobny vztah plati, kdyz soucet je ve druhém nebo tietim sloupci.

K vypoctu jesté potiebujeme determinanty matic, jejichz sloupce jsou vektory v kanonické bazi. Pokud jsou dva
ze sloupct stejné, pak prislusné zobrazeni degeneruje krychli na ¢tverec, nebo dokonce tsecku, takze determinant
je 0. Déle

det (e1,eq,e3) = det (eq,e3,e1) = det (e3,er,e2)

protoze prislusnd zobrazeni jsou rotace, které orientaci neméni. Zbyvaji tfi matice, jejichz determinant je —1, protoze
prislusné zobrazeni jsou zrcadleni a ta orientaci méni.

det (el, es, 62) = det (eg, e, 83) = det (e3, es, e1) s
Determinant ted mtzeme spocitat jako v p¥ipadé n = 2, vyrazy ale budou ponékud delgi.
air Q2 Qg

A= (ulviw)=| a2 ax axs
az1 agz ass
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det (A) = det (u|v|w) =

= det (a11e1 + azies + asies|ainer + azes + azaeslaize; + azzes + asses)

3 3 3
=3 33 ar1apams det (eg, e, ep,) =

k=11=1 m=1
= aj1azazz det (e, e, e3) + ajjazaazz det (er, e, ex) +
+ as1a12033 det (82, e, 63) + as1a32a13 det (82, es, el) +
+ asi1aisass det (e3, ey, eg) + asiassars det (83, es, el) =
= 011022033 + (21032013 + 431012023 — 611032023 — (31022013 — 021012033
Kazdy scitanec je soucinem trech prvki matice agia;2a.,3, kde k, I, m jsou navzajem riizné, se znaménkem odpovi-
dajicim orientaci trojice ey, e;, €,,. Jeden s¢itanec tedy odpovidd vybéru jednoho prvku s prvniho sloupce, jednoho

prvku z druhého sloupce a jednoho prvku z t¥etiho sloupce, kde prvky vybirdme s navzijem rtiznych fadka (ostatni
¢leny budou nulové).

6.2. Permutace. Vypocet vzorce pro ,vicerozmérny objem“ by probihal podobné. Museli bychom zjistit, ktera
poradi vektorii kanonické baze odpovidaji kladné orientaci a kterd zaporné. To lze pomoci pojmu znaménka per-
mutace, které definujeme v této ¢asti. Délame tim maly vylet z linedrni algebry do algebry obecné.

Permutaci definujeme jako bijekci mnoziny na sebe samu.

Definice 6.1. Permutaci mnoziny X rozumime bijekci X — X. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné X znacime

Sx. Pro mnozinu permutaci na mnoziné X = {1,2,...,n}, kde n je pfirozené ¢islo, také pouzivime znaceni S,.
Nejcastéji budeme pouZivat permutace na konefné mnoziné, konkrétné mnoziné {1,2,...,n}. Pro kone¢nou

mnozinu X je kazdé prosté zobrazeni X — X jiz bijekei, a také kazdé zobrazeni X — X na je bijekci. (Pfipomenme,
Ze ani jedna z téchto implikaci nen{ pravdiva pro nekoneéné mnoziny.)

Vyznatnou permutaci na X je identické zobrazeni idx : X — X, pro néz idx () = x pro kazdé x € X. Protoze
inverzni zobrazeni k bijekci je bijekce, je inverzni zobrazeni 7! k permutaci 7 na X opét permutace na X . Slozenim
permutaci je rovnéz permutace. Slozeni permutaci p a o znac¢ime o o p nebo op, tj. op(xz) = o(p(z)). Mnozina Sx
spolu s témito operacemi opét spliiuje vlastnosti podobné sc¢itani v télese, nebo sc¢itani ve vektorovém prostoru, s
vyjimkou komutativity:

(1) Pro libovolné w, p,0 € Sx plati w(po) = (7p)o.

(2) Pro libovolné 7 € Sx plati idy # = widx = 7.

(3) Pro libovolné 7 € Sx plati 7! = 7~ 1r = idx.
Tim padem nemusime pii skladani psat zavorky a také mtzeme teSit jednoduché rovnice typu apf = v, kde «, 8,y
jsou dané permutace, podobnym zptisobem jako pro ¢isla, akorat musime dat pozor na nekomutativitu.

6.2.1. Zapis permutace. Permutaci 7 na koneéné mnoziné X mtzeme zapsat tabulkou, kdy do horniho radku
napigeme v néjakém pofadi prvky mnoziny X a pod kazdy prvek x € X napiSeme jeho obraz 7 (z). Napiiklad
permutaci 7 € Sg danou vztahy (1) =7, 7(2) =6, 7(3) = 1, 7(4) = 8, n(5) = 5, 7(6) =4, n(7) = 3, 7(8) =2

mizeme zapsat
(1 2 3 456 78\ (6 47 281335
™\76 185 432) " \483%6271:5

Tabulkou miZeme zapsat libovolné zobrazeni z X do X (nebo i do jiné mnoziny). To, Ze 7 je permutace, se v tabulce
projevi tak, ze v druhém radku bude kazdy prvek mnoziny X pravé jednou.

Dalsi moznosti je si permutaci nakreslit. Prvky X si nakreslime jako body (tzv. vrcholy) a pro kazdé z € X si
nakreslime $ipku (tzv. hranu) z z do 7(x). Takovému obrazku ¥{kdme graf permutace 7. ProtoZze 7 je zobrazeni,
vede z kazdého bodu préavé jedna Sipka, a protoze je to bijekce, vede do kazdého bodu pravé jedna Sipka.

m
I
OBRAZEK 6. Obréizek permutace

Kdyz graf trochu piekreslime, vidime, ze permutace je sjednocenim nezavislych cykli.
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OBRAZEK 7. Lepsi obrazek permutace

To neni ndhoda, kazda permutace je sloZzenim nezévislych cykla.

Definice 6.2. Cyklus délky k je permutace na X spliujici 7(z1) = 22, m(22) = 23, ..., T(Tp—1) = Tp, T(Tg) = 21
a7(y) =y pro kazdé y € X \ {z1,22,...,2}, kde 1, 9, ..., x4 jsou po dvou rizné prvky X. Zapisujeme
™ = (.’El o ... mk)

Cykly nazyvame nezdvislé, pokud jsou mnoziny prvka vyskytujici se v cyklech disjunktni.
Transpozice je cyklus délky 2, tj. permutace tvaru 7 = (x y).

Vsimnéte si, ze poradi prvka v cyklu mazeme cyklicky otocit a dostaneme stejnou permutaci:

(z1 20 . zp) = (22 ... 2 1) == (T T1 T2 ... Tp_1)

Jak najit pro danou permutaci 7 rozklad na nezavislé cykly aniz bychom kreslili obrazek? Zvolime libovolny
vychozi prvek z; a podivame se na jeho obraz x5 = 7 (z1), pak se podivime na jeho obraz z3 = w(z53), atd. Kdyz
poprvé narazime na prvek, ktery se jiz vyskytl, tj. zx41 = x; pro néjaké i < k, pak nutné ¢ = 1, jinak by =
zobrazovala dva ruzné prvky z;_; a zp na stejny prvek z;. TakZe méame 7(z;) = z; a mizeme cyklus uzavtit.
Pokud jsou v mnoziné X jesté jiné prvky, vybereme kterykoliv z nich a nalezneme dalsi cykly. Tyto cykly musi byt
nezavislé, jinak bychom opét méli dva prvky, které se zobrazi do stejného prvku, a zobrazeni 7 by nebylo prosté.
Naznacili jsme dtkaz, ze rozklad na nezavislé cykly je mozny. Potfadi sklddani nezavislych cyklt mtzeme libovolné
ménit (na rozdil od obecnych cykli) a az na tuto skutecnost je rozklad jednoznacny. Detaily si rozmyslete jako
cviceni.

Tvrzeni 6.3. KaZdou permutaci na konecné mnoziné X lze zapsat jako sloZeni nezdavislych cykli. Tento zapis je
jednoznacng aZ na poiadi cykli (a cykly délky 1).

Priklad 6.4. Podle navodu rozlozime nasi permutaci 7 na nezavislé cykly. Zaéneme napiiklad s prvkem 1. Jeho
obraz je (1) = 7, obraz 7 je w(7) = 3 a obraz 3 je m(3) = 1. Nalezli jsme prvni cyklus (1 7 3). Nyni vezmeme
néjaky prvek, ktery se doposud neobjevil, t¥eba 2. Spo¢itdme 7(2) = 6, 7(6) = 4, 7(4) = 8, 7(8) = 2 a nalezli jsme
dalsi cyklus (2 6 4 8). Zbyvéa prvek 5, ktery je pevnym bodem, tj. ©(5) = 5, coz mlzeme zapsat cyklem (5) délky 1
(to je identickd permutace), chceme-li tento fakt zdtraznit. Celkové tedy mame

7=(173)(2648) .

Poradi skladani mtzeme diky nezavislosti prohodit a rovnéz miizeme v tomto zapisu cyklicky otacet prvky v
zavorkach, protoze tim vznikaji pouze rtizné zapisy stejné permutace. Takze napiiklad také

T=(6482)(317).
Cyklickym zdpisem rozumime rozumime zapis pomoci nezavislych cykli s vyznacenymi pevnymi body, napiiklad
m=(173)(2648)(5) .

Pokud pevné body neuvadime, hovorime o redukovaném cyklickém zapisu.

Cyklicky (nebo redukovany cyklicky) zépis je vét§inou daleko vyhodnéjsi nez zapis tabulkou, protoZe 1épe vidime,
co permutace ,déla“. Zapis tabulkou budeme dale pouzivat jen ziidka.

Na prikladu si rozmyslime, jak permutace invertovat a sklddat v cyklickém zapisu.

Ptiklad 6.5. Inverzni permutace pfifadi kazdému prvku jeho vzor. Pro permutaci 7 = (1 7 3)(2 6 4 8) je napiiklad
7 1(3) = 7, protoze 7(7) = 3. Stadi tedy pievratit poradi prvki v cyklu. Na obrazku bychom oto¢ili smér sipek.

7 t=(137)(2846)
Na tomto misté si rovnéz uvédomme, Ze inverzni permutace k transpozici je tataz transpozice.

(i) =65(=3G1))
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Vypocitame slozeni permutace m a permutace p = (1 74 6)(2 8)(3 5):
pr=(1746)(28)(35)(173)(2648)=(142)(375)

Cyklovy zapis tvofime jako pro samotnou permutaci: vyjdeme z libovolného prvku, podivame se, kam ho slozena
permutace zobrazi a takto pokracujeme. Vysli jsme z prvku 1, permutace 7 ho zobrazi na 3 a permutace p prvek 3
zobrazi na 5, takze slozend permutace pm zobrazi prvek 1 na prvek 5, tj. za 1 napiSeme ¢islo 5. Cislo 5 permutace
m zobrazi na 5 a permutace p zobrazi ¢islo 5 na 3, takze piSeme 3, atd.
Jesté jednou pripomenime, Ze sklddani komutativni neni (ale tfeba nezavislé cykly spolu komutuji). Slozenim p a
7w vyjde permutace
p=(135)(678),
coZ je jind permutace nez wp. M4 ale stejnou strukturu — ma stejné jako pm jeden dva cykly délky 3. To neni
nahoda, viz cviceni.
Kazdy cyklus lze zapsat jako slozeni transpozic, naptiklad
(1 22 ... z) = (21 T2)(22 T3) ... (Tp—1 Tk)
nebo
(1 o ... xp) = (21 @1) ... (1 x3)(21 T2) -
Ovéite obé rovnosti! Protoze kazda permutace je slozenim cykli (dokonce nezédvislych), mizeme kazdou permutaci
napsat jako slozeni transpozic. Dokazali jsme

Tvrzeni 6.6. KaZdd permutace na konecné mnoziné je sloZenim transpozic.

Tvrzeni vlastné 1ika, ze jakkoliv promichdme prvky mnoziny, 1ze ptivodni usporadani dostat postupnym proha-
zovanim dvojic. Zapis permutace jako slozeni transpozic neni samoziejmé jednoznacny, napiiklad

(123)=(13)(12)=(12)(23)=(12)(23)(12)(12)=(12)(13)(23)(12)=...

6.2.2. Znaménko. 1 kdyz kazdou permutaci mtizeme zapsat jako slozeni transpozic mnoha zptsoby, parita poctu
transpozic (tj. zda je pocet sudy nebo lichy) se neméni. K dikazu tohoto tvrzeni si nejdiiv vSimneme jak se méni
pocet cykli v cyklovém zapisu pii slozeni s transpozici. V nésledujicim tvrzeni poc¢itame i cykly délky jedna.

Tvrzeni 6.7. Necht X je koneénd mnoZina, m € Sx a (x y) € Sx. Pak pocet cykli v permutaci (z y)m a 7w se lisi
o 1 a pocet sudych cykli v permutaci (x y)m a m se rovnéZ lisi o 1.

Diikaz. Rozebereme dva piipady. Nejprve predpokladejme, Ze = a y leZi ve stejném cyklu (z = x1 @2 ... o y =
Y1 Y2 ... Y1) permutace 7. Pak

(zyyn=(xy..(xz0 ... T yy2 ... y)...=...(x 22 ... Te)YY2 - Y1) ,

kde ostatni cykly permutace 7 ztistanou beze zmény. Pocet cykld se v tomto pripadé zvysi o 1. Rozborem piipadi
dostaneme druhou &ast tvrzeni (napiiklad pokud k i1 je sudé, pak se pocet sudych cyklt zvétsi o jedna, pokud &
je sudé a [ je liché, pak se pocet sudych cykli také zvétsi o jedna, atd.).

Pokud jsou prvky x a y v riznych cyklech (x =1 z2 ... @), (y =y1 y2 --. y1), pak

(y)yr=(ry)...(c2z2 ... 2p)(Yy2 .. Y)e..=.. (T T2 ... TLYY2 or Y)oee

takze se pocet cykld snizi o 1. Druhou ¢ast ziskdme opét rozborem pripadi. |

Diisledkem je, ze parita poc¢tu transpozic je stejnd v libovolném zéapisu permutace jako slozeni transpozic. Tuto
paritu navic pozname podle poc¢tu cykli sudé délky v cyklickém zapisu permutace.

Ddsledek 6.8. Pro libovolnou permutaci m na konecné mnoZiné X nastane jedna z ndsledujicich moznosti:

(1) Kazdy zapis m jako sloZeni transpozic obsahuje sudy pocet transpozic. To nastane pravé tehdy, kdyz pocet
cykli sudé délky v (redukovaném) cyklickém zapisu permutace 7 je sudy.

(2) Kazdy zapis w jako sloZeni transpozic obsahuje lichy pocet transpozic. To nastane pravé tehdy, kdyz pocet
cykli sudé délky v (redukovaném) cyklickém zdpisu permutace 7 je lichy.

Dukaz. Je-li w slozenim transpozic pips ... pg, pak nékolikanasobnou aplikaci predchoziho tvrzeni dostaneme, Ze
parita poc¢tu cykli sudé délky v permutaci 7 je rovnd parité k: Pocet cykli sudé délky v permutaci pg je lichy
(jeden cyklus délky 2), v permutaci pg—_1px je sudy, atd. O

Tento disledek ndm umoznuje zavést znaménko permutace.
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Definice 6.9. Permutace 7 na koneéné mnoziné X se nazyva sudd, pokud nastane moznost (1) v disledku 6.8.
Rovnéz iikame, ze znaménko 7 je 1 a piseme sgn(n) = 1.
V opa¢ném piipadé je m lichd, m& znaménko —1 a definujeme sgn(w) = —1.

Znaménko snadno vypoéteme z (redukovaného) cyklického zapisu. Staci spoéitat pocet cyklt sudé délky. Zna-
meénko Ize také uréit podle poc¢tu vsech cykli v cyklickém zéapisu, viz cviceni.

Priklad 6.10.
sgn ((1234)(567)(89)(10 11)) = -1
protoze mé permutace v cyklickém zapisu 3 cykly sudé délky.

Znaménko inverzni permutace a slozené permutace je ur¢ené znaménkem puvodnich permutaci.

Tvrzeni 6.11. Necht X je konecnd mnozina a w,p € Sx. Pak plati
(1) sgn(idx) =1,
)=s

(2) sgn(m~!) =sgn(n) a
(3) sgn(mp) = sgn(m) sgn(p)
Diikaz.

(1) Identickd permutace mé 0 cykld sudé délky.

(2) Inverzni permutace m4 stejuy pocet cykld sudé délky.

(3) Pokud 7 lze zapsat jako slozeni k transpozic, tj. sgn(m) = (—1)*, a p lze zapsat jako slozeni I transpozic,
tj. sgn(p) = (—1)!, pak mp lze zapsat jako slozeni k + [ transpozic, tj. sgn(mp) = (=1)k* = (=1)*(-1)! =
sgn(m) sgn(p).

O

Slovy, identickd permutace je sudd, inverzni permutace k sudé (resp. liché) je suda (resp. lichd), sloZenim dvou
sudych nebo dvou lichych permutaci je suda permutace a sloZzenim liché a sudé permutace v libovolném poradi je
lichd permutace.

Priiklad 6.12. Ve hie ,15“ mame ctvercovou krabicku se 4 x 4 policky, v niz jsou kosticky cislované 1 az 15 a
jedno prazdné policko, pomoci néhoz jdou kosticky vodorovné nebo svisle presouvat. Ukdzeme, ze zdkladni pozici
na obrazku vlevo nelze ziskat z pozice na obrazku vpravo.

4

9 6 || 7| 8 5 || 6 7[8]

9 || 10 || 11 || 12 9 || 10 || 11 | 12
13 || 14 || 15 13 || 15 || 14

OBRAZEK 8. Hra 15

Mista v krabicce si ocislujeme podle zakladni pozice. Misto vpravo dole ocislujeme 16. Libovolnou pozici zapiSeme
pomoci permutace 7 € Sig tak, Ze definujeme 7 (i) = j, pokud se na misté ¢ nalézd kosticka s ¢islem j. Jeden tah
je vlastné prohozenim umisténi prazdného policka a néjaké kosticky i € {1,2,...,15}. Nova pozice tedy odpovida
permutaci (16 i)m.

Budeme si v§imat parity permutace 7 a parity pozice prazdného policka. Na zacatku vyjdeme z pozice odpovida-
jici liché permutaci (14 15) a prazdné policko je na sudém misté 16. Po provedeni jednoho tahu permutace 7 zméni
paritu a rovnéz se zméni parita pozice prazdného policka, protoze suda mista sousedi pouze s lichymi a naopak. Z
toho plyne, ze

e po provedeni sudého poc¢tu tahti bude 7 lichd a prazdné policko bude na sudém misté;
e po provedeni lichého poc¢tu tahtt bude 7w sudé a prazdné policko bude na lichém misté.

Ani v jednom z obou pfipadi nemizeme ziskat zakladni pozici, pro kterou je permutace 7 sudé (je to identicka
permutace) a prazdné poli¢ko je na sudém misté (16).
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6.2.3. Pocet permutaci. Jak jiz asi vite, pocet permutaci na n-prvkové mnoziné X = {z1,zs,...,x,} je n!l. Mame
totiz n moznosti, kam zobrazit x;, pak n — 1 moznosti, kam zobrazit x», atd. Dohromady n(n —1)...1 =nl.

Pocet lichych permutaci spoc¢itame z nasledujiciho pozorovani, které také pouzijeme pro dikazy tvrzeni o deter-
minantech.

Tvrzeni 6.13. Necht X je konecna mnoZina a w € Sx. Pak plati:
(1) Soubor (p=*: p € Sx), soubor (wp: p € Sx) i soubor (pm: p € Sx) obsahuje kaZdou permutaci v Sx prdve
jednou.
(2) Pokud 7 je lichd, pak soubor (wp : p € Sx,sgn(p) = 1) i soubor (pw : p € Sx,sgn(p) = 1) obsahuje pouze
lich€ permutace v Sx, kaZdou prdvé jednou.

Diikaz. Rovnice 0 = p~! m4 pro dané o pravé jedno feseni p = o~1. (Rozmyslete si podrobné toto i dalsi tvrzeni

pouzitd v tomto diikazu. Zdivodnéni je podobné jako v tvrzeni 3.3 o vlastnostech téles.) To znamend, Ze kazdou
permutaci o 1ze zapsat ve tvaru p~! pravé jednim zptisobem, tj. soubor (p~! : p € Sx) obsahuje kazdou permutaci
v Sx pravé jednou.

Rovnice o = 7p mé pro dané o a 7 pravé jedno feSeni p = 7 1o. Z toho plyne, ze v souboru (7p : p € Sx) je kazda
permutace pravé jednou. Podobné pro tieti soubor v &asti (1). Pokud jsou permutace o a 7 liché, pak p = 7710
je sudd, protoze sgn(m~to) = sgn(r~1)sgn(o) = sgn(nw)sgn(c) = (=1)(—1) = 1 (viz tvrzeni 6.11). Kazdou lichou
permutaci 1ze tedy zapsat ve tvaru wp, kde p je sudd, prévé jednim zptsobem. Navic wp je licha, pokud 7 je licha
a p je sudé. Z toho plyne prvni ¢ast bodu (2). Druhd ¢ast se dokdze podobné. a

Tvrzeni mtizeme formulovat v jazyku zobrazeni. Napiiklad druhd ¢ast tvrzeni v bodé (1) tiké, Ze zobrazeni
f:Sx = Sx definované f(p) = mp je bijekce. Prvni ¢ast bodu (2) fika, ze je-li w liché, pak zobrazeni f definované
stejnym predpisem je bijekci z mnoziny vSech sudych permutaci v Sx na mnozinu vSech lichych permutaci v Sx.

Disledkem je, ze pocet lichych permutaci na n-prvkové mnoziné X je stejny jako pocet sudych permutaci na
X, kdykoliv na X néjaka lichd permutace existuje, tj. v pfipadé n > 1. Pro n > 1 je tedy pocet lichych i sudych
permutaci n!/2.

6.3. Definice determinantu a zakladni vlastnosti. Pifipomenme, ze determinant redlné ctvercové matice
A = (u|v|w) fadu 3 urcuje, jak zobrazeni f4 méni objem a orientaci. Jeho absolutni hodnota je rovna objemu
rovnobéznosténu o stranach u, v, w. Odvodili jsme vzorec

= (11022033 + G21032013 + G31012023 — A11032023 — 431022013 — A21012033 -

Kazdy clen souctu je soucin tiech prvki agya;2a.,3, kde k,I,m jsou navzdjem rtizné, a znaménko udava orientaci
trojice vektori (ey,e;,en,). Kazdy ¢len lze tedy zapsat jako ar(1)1Gx(2)20x(3)3, kde 7 € Sy je permutace 7(1) = k,
m(2) = I, m(3) = m a v8imnéte si, Ze znaménko €lenu je rovno znaménku permutace 7. To geometricky odpovida
tomu, Ze prohodime-li dva vektory kanonické baze, orientace se zméni.

6.3.1. Definice. Podobné definujeme determinant libovolné ¢tvercové matice nad libovolnym télesem.

Definice 6.14. Je-li A = (a;;) ¢tvercova matice nad télesem T fadu n, pak definujeme determinant matice A
predpisem

det (A) = Z Sgn(ﬁ)aﬂ(l)’laﬂ(2)72 c-Qr(n)n -
TES,

Determinant tedy pfiradi ¢tvercové matici nad T prvek télesa T. Soucet ma n! ¢lenti, jeden pro kazdou permutaci
m € S,. S¢itanec odpovidajici permutaci 7 je soufinem n prvka matice, z kazdého sloupce ¢ obsahuje soucin prvek
ar(i),i» Zznaménko scitance je rovné znaménku permutace 7. (Pro prehlednost oddélujeme indexy prvki matice
¢arkou.)

Pro determinant matice A se také uziva znaceni |A|.

Ptiklad 6.15. V piipadé n = 2 mame dvé permutace v Sz — identickou permutaci a transpozici (1 2). Identické per-
mutace je sudd a odpovidajici s¢itanec je ajias2, transpozice je lichd a odpovidajici s¢itanec je —asa12. Dostavame

stejny vzorec jako diive:
air a2
det = = ai10a22 — (21012
a21  a32

OBRAZEK (diagonaly)
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Napriklad
cos(a) —sin(a . .
. () () = cos?(a) +sin?(a) =1,
sin(a)  cos(a)
coz neni prekvapivé, protoze rotace o a nemeéni ani obsah ani orientaci.
(Pfi zépisu determinantu pomoci svislych ¢ar vynechdvame kulaté zévorky.)

Priklad 6.16. V piipadé n = 3 mame Sest permutaci v S5 — identické permutace a trojcykly jsou sudé, transpozice
jsou liché. Odpovidajici s¢itanci jsou:
T

id 11022033
(]. 2 3) a21Qa32013
(1 3 2) a31a12023
(2 3) —@11032023
(13) —0a31a22013
(12) —021012033

a opét dostavame vzorec odvozeny vySe. Mnemotechnickou pomtckou je tzv. Sarrusovo pravidlo na obrazku.

i
y — ‘ 13

a1 ai2 a13 431422013 ( )
a1 G232 033 | T 11a32023 (2 3)
g g » —0210120G33 (1 2)

a31 @32 633

a12a22a id
ot g Seas +ai2a22a33

+CL21(L32(L13 (1 3 2)

a1 A2z 623
+as31G12093 (]. 2 3)

OBRAZEK 9. Sarrusovo pravidlo

Pocitat matice z definice neni vhodné uz pro matice fadu 3, je lepsi vyuzit jiné metody. Sarrusovo pravidlo tedy
nebudeme pouZivat. V piipadé n = 4 ma jiz vyraz 24 ¢lent (vypiste je jako cvifeni) a definice je pro vypocet jiz
zcela nevhodnd. Vsimnéte si, ze pravidlo podobné Sarrusovu pro matice fddu n > 3 neplati.

6.3.2. Zakladni vlastnosti. Pro horni trojihelnikové matice vypocitame determinant jako soucin prvka na diagondle.
Tvrzeni 6.17. Je-li A horni trojihelnikovd matice, pak det (A) = a11a22 .. . Qppy.

Diikaz. Podivejme se na jeden scitanec sgn(m)ar(1),1Gx(2),2---Gr(n),n v definici determinantu. Pokud je jeden z
Ciniteld v tomto soucinu nulovy, cely s¢itanec je roven nule a mizeme jej ignorovat. Prvni sloupec matice A je cely
nulovy, az na hodnotu a;;, kterd mize byt nenulova. Pokud tedy m(1) > 1, pak ar(1),1 = 0 a s¢itanec je nulovy.
Piedpokladejme proto m(1) = 1. Podobné, pokud 7(2) > 2 miiZzeme na s¢itanec zapomenout, protoze a(z)2 = 0.
TakZe muiZeme predpokladat 7(2) < 2. Ale 7(2) nemuze byt 1, protoZe mame (1) = 1 a 7 je prosté zobrazeni, ¢ili
m(2) = 2. Postupné dostavame 7(3) = 3, 7(4) =4, ..., m(n) = n.

Jediny mozna nenulovy s¢itanec tedy odpovida identické permutaci, ta je sudd, takze det A = ajja92 ... apny,. O

Pro matice 2 x 2 nad R je geometrické vysvétleni na obrazku ??. Rovnobé&znik o stranich (a;1,0)7, (as1,azs)”
m4 stejny obsah jako obdélnik o strandch (ai1,0)” a (0,as2)?, protoze oba rovnobézniky maji stejnou vysku. Také
maji stejnou orientaci.

OBRAZEK

Podobné bychom mohli dokdzat, ze determinant dolni trojuhelnikové matice je soucin prvki na diagondle. Délat
to ale nebudeme, dokazem obecnéji, Ze determinant se nezméni transponovanim.

Tvrzeni 6.18. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati det (A) = det (AT).
Diikaz. Scitanec v definici det (AT) odpovidajici permutaci 7 je

SE(T)a1,r(1)@2,7(2) - - - n,m(n) -
Soucin lze preusporadat na

SEN(T)Ar=1(1)10rx-1(2),2 - - - Q=1 (n),n »
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protoze 7 1(i)-ty ¢initel v ptivodnim soucinu je roven Ar=1(i\r(x=1(:)) = Qr-1(i),i- Lento Cinitel jsme presunuli na
i-té misto. Mame

det (AT) = Z Sgn(ﬂ)alm(l)az’ﬂ(z) -+ G n(n)

TESy

= Z Sgn(ﬂ')aﬂ'*l(l),laﬂflﬂ)ﬂ - Qr=1(n)n
TESy

_ —1

= > sen(@ ar-1(1)10a-1(2)2 - Gt (m)n
TESH

= Z Sgn(p)ap(l),lap(Z),Z - - Qp(n),n
TESy, p=n~1

Z sgn(p)ap(l),lap(z),z - Qp(n),n = det (A)
pPESy

Ve treti Gpravé jsme pouzili vztah sgn(7~!) = sgn(w) (viz tvrzeni 6.11) a v paté tpravé jsme zacali s¢itat pres
inverzy permutaci, coz vysledek nezméni, protoze soubor (77! : 7 € S,,) obsahuje viechny permutace v S,, prave
jednou (viz tvrzeni 6.13). O

Dokazané tvrzeni jinymi slovy rika, ze

det (A) = Z Sgn(ﬂ-)al,ﬂ(l)alﬂ'@) - Qpor(n)
TESH

coz je trochu tradi¢néjsi verze definice.
Tvrzeni se hodi se k tomu, Ze véty, které dokdzeme pro radky, budeme moci pouzit i pro sloupce.
Ted dokéZeme vlastnosti determinantu pouzité pii odvozeni vzorc v dimenzi 2 a 3 nad R, jsou to body (1) a

(2) v nésledujicim tvrzeni. Zaroven spocitdme, jak se méni determinant pii elementarnich sloupcovych apravéch,
to jsou body (2), (3) a (4).

Tvrzeni 6.19. Necht T je téleso, n € N, i,j € {1,2,...,n}, i #j,u, vi, Vo, ..., v, €T t €T ap € S,. Pak
plati.

(1) det (vq|vae]...|vic1] vi+ @ |Vig1]. . |Vn)
=det (vi|...|vic1| Vi [Vig1] .- |vn) Fdet (vi] .. | vioq] @ | viga| .- Va)
(2) det (vy|vel|...|vic1| tvi |Vig1| ... |Ve) =t det (vi|ve]|...|vy)
(3) det (Vo) Vo)l - - - [Von)) = sgnlp) det (vi|va|...|vy)
(4) det (vi|va|...|vic1|vs +tvj|Viga] ... | V) = det (V1] va|...|vy)
Diikaz. Oznatime A = (a;;) = (vi|va|...|vy), Cli a;; je i-té slozka vektoru v;.

(1) Oznadime-li u = (b, bs,...,b,), plati
det (V1|V2| - |V2’—1| v t+u |Vi+1| . |Vn)

= Z Sgn(ﬂ-)aﬂ(l)Jaﬂ'(Q),Z s Q(i—1),i— 1(a7r (2) it b7r( )aﬂ' (i+1),i+1 - - - Cn(n),n
TES,

Z (Sgn aﬂ'(l 107(2),2 - - - aﬂ'(n),n+
TESh
+Sgn(ﬂ-)aﬂ'(l),1aﬂ'(2),2 <A (i—-1),i— 1b i) A (i41),i41 - aw(n),n)

= Z Sgn(ﬂ)aﬂ(1)7laﬂ(2),2 < Qr(n)n
TES,

+ Z Sgn a7r (1),10x(2),2 - - - Ar(i—1),i— 1b i) Ar(i+1),i4+1 - - - Ax(n),n
TESn

= det (V1| - |Vi—1| Vi |Vi+1| . |Vn) + det (V1| - |Vi—1| u |Vi+1| . |Vn)

V tpravach jsme rozndsobili zavorku a rozdélili sumu na dvé ¢asti.
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(2) K dikazu tohoto bodu staci vytknout ¢ pred sumu:

det (V1|V2| A |V,'_1| tv; |Vi+1| . |Vn)

= Z SEN(T)Ar(1),105(2),2 - - - Or(i—1),i—1 (EAr(i),i)Qr(it1),it1 - - - Or(n),n
TES,

=1 Z Sgn(’”)aﬂ'(l),laﬂ@)ﬂ -2 Qr(n),n

TESh
=t det (V1|V2| . |Vn)
3) Uvédomime si, ze prvek na misté (¢,7) v matici (v,1)|V,(2)| ---|Von)) j€ @i 5. K rozepsani determinantu
p(1)1Vp(2) p(n) #(4)

pouZijeme alternativni definici.
det (v [V [Vpim)

= Y sen(m)ar p(r(1)@2,p(x(2)) - - T p(r(n))
TESH

= > sgn(p) sgn(pm)as, pn(1)02,pm(2) - - - Grrypr(n)

TESH
=sgn(p) > sgn(pm)a1 pn(1)02,pm(2) - - - Grrypr(n)
TES,
= sgn(p) Z Sgn(g)al,u(l)a2,0(2) o Oy o (n)
TESy ,0=pT

= Sgn(p) Z Sgn(a)al,a'(l)a2,cr(2) - - Qnoo(n)
g€ESn

= sgn(p) det (vi|vz]...|vy)
V predposledni Gpravé jsme zacali s¢itat pres permutace o = wp misto m, coz vysledek nezméni, protoze
soubor (pm : m € S,,) obsahuje vSechny permutace v S,, pravé jednou (viz tvrzeni 6.13).
Nejprve dokdZeme pomocné tvrzeni: Determinant matice B = (bg;) ¥adu n, kterd mé dva sloupce ¢, (i # 7)
stejné, je nula.

Pro vétsinu téles bychom mohli pouZzit pFedchozi bod: Protoze (i,j) je lichd permutace a prohozenim

sloupcti 7 a j se matice nezméni, plati det (B) = — det (B). BohuZel z toho plyne det (B) = 0 pouze pro
télesa charakteristiky rtizné od 2. Proto obecné musime postupovat jinak. V sumé

det (B) = Z bix1)b2,7(2) - - - Onr(n)
TESH
k sobé seskupime pro kazdou sudou permutaci 7 s¢itanec odpovidajici 7 a s¢itanec odpovidajici permutaci
(i j)m. Toto seskupeni miizeme provést a vyCerpame jim vSechny scitance, protoze soubor ((i j)m : w €
Sn,sgn(m) = 1) obsahuje vSechny liché permutace v S, pravé jednou (viz tvrzeni 6.13). Dostaneme
det (B) = Z (sgn(m)b1 r(1)b2,7(2) - - - bryr(m) +
TESy ,sgn(m)=1
+sgn((i H)mb1 (i Ha()b2,6 jyx() - (i rim)
= > (sen(mbraybea) - bpr(n)—
TES, sgn(m)=1
—5g0(m)b1 x(1)b2,(2) « + - bu(m))
=0,
kde jsme pouzili sgn((i j)m) = —sgn(n) a fakt, Ze B méa shodny i-ty a j-ty sloupec.
Tim jsem dokézali pomocné tvrzeni a diikkaz ¢tvrtého bodu snadno dokon¢ime uzitim predchozich.

det (vi|ve|...|vic1|vi +tVi|Viga] ... Vi)

=det (vi|va]...|vp) +det (vi|va|...|Vici| tV; |[Viga] ... |[V2)
=det (vi|va|...|vn) + tdet (Vi|va|...|Vic1| Vi [Vigi]|. .. [Vn)
=det (vi|va]...|vy)
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ProtoZe determinant matice se shoduje s determinantem transponované matice (tvrzeni 6.18), podobné tvrzeni
muzeme formulovat pro fadky. Bod (2) tikd, Ze vynasobime-li néktery sloupec (nebo fadek) prvkem ¢ € T', determi-
nant se zvétsi t-krat. Dalsi bod ukazuje, Ze prohodime-li sloupce (fadky) podle néjaké permutace 7, pak determinant
nanejvys zméni znaménko, a to v pfipadé, Zze m je lichd. Specidlné, pokud prohodime dva sloupce (fadky), deter-
minant zméni znaménko. Posledni bod mtzeme formulovat tak, Ze pfi¢teme-li ¢-ndsobek nékterého sloupce (resp.
fadku) k jinému sloupci (resp. fddku), determinant se nezméni.

Protoze vime, jak spocitat determinant horni (dolni) trojihelnikové matice (tvrzeni 6.17), mizeme k vypoctu
determinantu obecné matice pouzit Gaussovu eliminaci. Pfitom si mizeme pomoci také sloupcovymi Gpravami.

Geometricky jsme si jiz zdivodnili vlastnosti (1) a (2) v pfipadé T = R a n = 2,3. Prohozeni dvou sloupcti
odpovida zrcadleni podle pfimky nebo roviny, takZze determinant zméni znaménko. To odivodhuje (3). Nasledujici
obrazek vysvétluje ¢tvrtou vlastnost pro n = 2. Pricteme-li k jednomu z vektori nasobek druhého, prislusny
rovnobézniky budou mit stejnou jednu ze stran a stejnou vysku na tuto stranu jako ptivodni rovnobéznik.

OBRAZEK

Priklad 6.20. Spocitime determinant realné matice

2 4 2
A= 7 -1 4
5 0 -6

V prvnich dvou tpravich vynasobime pro pohodli posledni sloupec ¢islem 1/2 a prohodime prvni a tfeti sloupec,
abychom dostali na pozici (1,1) prvek 1. Dale budeme pouZivat uz jen fadkové Gpravy. V jedné z nich vynasobime
druhy fadek ¢islem 1/3. Musime dat pozor na to, ze prohazovani a nisobeni determinant méni. Na ndsobeni se
muzeme v tomto kontextu divat jako na vytykani inverzniho skalaru pred determinant.

2 4 2 2 4 1 1 4 2

7T -1 4 |=2-|7 -1 2 |=-2-| 2 -1 7

5 0 -6 5 0 =3 -3 0 5
1 4 2 1 4 2 1 4 2
=-2-10 -9 3 |[=-2-3-/0 -3 1 |=—-6-|10 =3 1
0 12 11 0 12 11 0 0 15

=—6-1-(—3)-15=270

Vypocet budeme umeét provést sikovnéji pomoci elementérnich tprav kombinovanych s rozvojem.

Piiklad 6.21. Prohozenim sloupct spocitdme determinant redlné matice.

2 13 5 3 5 1 2
3 8 0 -2 0 -2 8 -3
7 50 o |—@423)-15 5 5 -
4 00 0 0 0 0 4

=sgn((1423))-3-(—2)-5-4=120
Provedli jsme prohozeni sloupcti odpovidajici permutaci p = (1 4 2 3) — sloupec 1 jsme ptesunuli na misto 4, sloupec
4 na misto 2, atd. Tato permutace je lichd. Alternativné bychom postupné mohli prohazovat sloupce po dvou.

6.3.3. Dalsi kriterium regularity. Z tvrzeni 6.19 mizeme odvodit dalsi kriterium pro regularnost matice: matice je
regularni pravé tehdy, kdyz ma nenulovy determinant. Geometricky to pro redlné matice fadu 3 mizeme odivodnit
tak, ze f nuluje objemy pravé tehdy, kdyz obraz f4(R?) je obsazen v néjaké roviné (tj. zobrazeni zkolabuje prostor
do roviny nebo dokonce p¥imky ¢i bodu).

Tvrzeni 6.22. Ctvercovd matice je requldrni pravé tehdy, kdyz det (A) # 0.

Diikaz. Elementarni rddkové tpravy sice determinant méni, ale neméni ,,nulovost* determinantu: prohozenim radki
determinant zméni znaménko, vynasobenim nenulovym c¢islem ¢ se determinant zvétsi t-krat a pri¢teni nasobku
néjakého Fadku k jinému determinant nezméni. TakZe oznacime-li B odstupiiovany tvar matice A, pak det (4) =0
pravé tehdy, kdyZ det (B) = 0. Matice B je v hornim trojihelnikovém tvaru, takZe det (B) je soucinem prvkil na
diagonéle (tvrzeni 6.17). Tento soucin je nulovy pravé tehdy, kdyZz ma B nulovy fadek, coZ se stane prévé tehdy,
kdyz A je singularni podle bodu (5) véty 4.30 charakterizujici reguldrni matice. g

Implikace zprava doleva zobechuje fakt dokdzany v dikazu bodu (4), Ze determinant matice, kterd ma dva
sloupce stejné, je nulovy.
Obecnéji 1ze hodnost libovolné matice urcit podle determinanti ¢tvercovych podmatic.
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Definice 6.23. Minorem fadu k matice A rozumime determinant matice vzniklé z A vybérem k radku a & sloupci.

Priklad 6.24. Jednim ze minord fadu 2 matice

je

6 8
det (B) = det < 10 12 )
Matice B vznikne z A vybérem fadkt 2 a 3 a vybérem sloupci 2 a 4.

Tvrzeni 6.25. Hodnost libovolné matice A je rovna nejuétsimu cislu r takovému, Ze existuje nenulovy minor matice
A fadu r.

Diikaz. Pro odstupnhovany tvar se tvrzeni nahlédne snadno a c¢islo r se fadkovymi tpravami neméni. Detaily si
rozmyslete jako cviceni. O

Naprtiklad hodnost matice A je rovna 2 pravé tehdy, kdyz kazdy subdeterminant fadu 3 je nulovy a existuje
nenulovy subdeterminant fadu 2.

6.3.4. Determinant soucinu. Dalsi aplikaci tvrzeni 6.19 je véta o determinantu sou¢inu matic. K tomu si nejprve
vSimneme, jaké jsou determinanty elementdrnich matic:

e Matice odpovidajici prohozeni dvou fadkt mé determinant —1, protoze vznikne z jednotkové matice pro-
hozenim téchto fadkd (mizeme pouZit napiiklad bod (3) z tvrzeni na jednotkovou matici, nebo pifimo
definici).

e Matice odpovidajici vynésobeni néjakého faddku prvkem ¢ € 7" ma determinant ¢, naptiklad podle véty o
determinantu horni trojihelnikové matice, nebo podle bodu (2).

e Matice odpovidajici pfi¢teni t-ndsobku néjakého rfadku k jinému ma determinant 1, naptiklad opét podle
véty o determinantu horni nebo dolni trojihelnikové matice, nebo podle bodu (4).

Z bodi (2),(3),(4) nyni vyplyva, Ze pro libovolnou elementarni matici E a libovolnou ¢tvercovou matici B stejného
fadu plati det (EB) = det (E) det (B). Kazda regularni matice R je soucinem elementarnich matic R = E1Es ... E,
(podle tvrzeni 4.39), takZe dostadvame

= det (E;) det (E») . ..det (Ey) det (B) = -+ = det (R) det (B)
Tento vztah plati i pro singularni matice R, tedy obecné plati, Zze determinant soucinu je soucin determinanti.

Véta 6.26 (véta o determinantu soucinu). Pro libovolné matice A, B fddu n nad stejnym télesem plati det (AB) =
det (A) det (B).

Diikaz. Pro regularni matici A jsme vétu dokézali. Pokud A je singularni, pak AB je rovnéz singularni. To lze
zddvodnit napiiklad pomoci tvrzeni 5.77 o hodnosti sou¢inu: rank(AB) < rank(A) < n. Obé strany rovnosti jsou
proto rovny nule. O

Véta ma opét ndzorny geometricky vyznam. Pro redlné matice fadu t¥i uddvaji determinanty matic A, B koefici-
enty zmény objemu a orientace pro zobrazeni f4, fg. Matice AB odpovida slozenému zobrazeni f4 o fg, jeho koefi-
cient zmény objemu a orientace je ziejmé souéinem téchto koeficient pro matice A, B. Napfiiklad, je-li det (4) = 2
a det (B) = 3, zobrazeni fg jakykoliv Gtvar zvétsi tiikrat a f4 pak jesté dvakrat, takZe dohromady se Gtvar zvétsi
Sestkrat.

Pro soucéet podobna véta neplati, napriklad proto, ze soucet dvou singularnich matic mize byt regularni.
Pro determinant inverzni matice dostaneme vzorec z véty o determinantu soucinu.

Dusledek 6.27. Je-li A requldrni matice, pak det (Afl) = det (A)fl.
Diikaz. Podle véty o determinantu soucinu je
1 =det (1) = det (AA™") = det (A)det (47") .

z CehoZz dostaneme vzorec vydélenim det (A). (Determinant matice A je nenulovy podle tvrzeni 6.22. ) O
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6.3.5. Cramerovo pravidlo. Jako posledni aplikaci zédkladnich vlastnosti determinantu dokazeme Cramerovo pravidlo
pro feSeni soustav linedrnich rovnic s regularni matici.

Véta 6.28 (Cramerovo pravidlo). Necht A je reguldrni matice fddu n a j € {1,2,...,n}. Pak j-td slozka vektoru
reseni x = (x1,Ta,...,T,) soustavy Ax =b je

det (A])

Tj=———

det (A)
kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b, tj.
Diikaz. Vztah Ax = b muzeme zapsat jako

1A + 2040+ -+ A, =b .

Dostavame

= det <A*1|A*2| Aoy ) mr Akl A - |Am>

k=1
= det (A*1|A*2| e |A*(j_1) |£I?jA*j|A*(j+1)| e |A*n)
kde ve treti tpravé jsme vyuzili toho, Ze pric¢tenim linedrnim kombinace sloupct riznych od j k sloupci j se
determinant nezméni (to plyne z bodu (4) v tvrzeni 6.19) a ve ¢tvrté upravé jsme pouzili (2).
Z toho ihned vidime dokazovany vztah. O

Cramerovo pravidlo mizeme pouzit pouze pro regularni matice, tj. pro ¢tvercové matice s nenulovym determi-
nantem (viz tvrzeni 6.22). SpiSe nez pro praktické pocitani se vyuZiva ve vypoctech a tvahéch, kdy se mize hodit
explicitni vzorec pro néjakou slozku reseni.

Priklad 6.29. Vypocitame tfeti slozku feSeni soustavy Ax = b nad Zjs.

1 3 2|0
2 4 12
0 2 2|4
Spoditdme determinant matice A.
1 3 2 1 3 2 1 3 2
2 4 1|=]0 3 2|=]0 3 2|=2
0 2 2 0 2 2 0 0 4
Matice A je tedy reguldrni a muZzeme pouzit Cramerovo pravidlo. Spocitame jeSté determinant matice As.
1 30 1 30 1 30
2 4 2|=|03 2|=|03 2|=3
0 2 4 0 2 4 0 0 1
Trteti slozka feseni je
T3 = § =4
3= 5 =4

6.4. Rozvoj, adjungovana matice.

Vezmeme-li v definici vSechny ¢leny obsahujici vybrany prvek a;; a vytkneme jej, v zdvorce dostaneme tzv.
algebraicky doplnék prvku a;;. Az na znaménko je roven determinantu matice, kterd vznikne vynechanim fadku a
sloupce obsahujici a;;. To dokdzeme ve vété o rozvoji podle sloupce. Nejprve potiebny pojem.

Definice 6.30. Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice fadu n a i,j € {1,2,...,n}. Algebraickym dopliikem (téz
kofaktorem) prvku a,;; matice A rozumime skalar

Aij = (1) det (My5)
kde M;; je matice fadu n — 1, kterd vznikne z A vynechdnim é-tého fadku a j-tého sloupce.

Definice mé smysl pro matice fddu n > 1. Pro matici fddu 1 definujeme A;; = 1. Tento pfipad je potieba v
nékterych tvrzenich této kapitoly rozebrat zvlast, ale explicitné na to upozorhovat nebudeme.
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Priklad 6.31. Algebraickym doplikem prvku ays v redlné matici

2 4 7
A:(aij): 3 -2 —4
5 1 -3
je
=] 3 Ty = o - (a0 = -1

Véta 6.32 (o rozvoji podle sloupce). Je-li A ¢tvercovd matice fddun a j € {1,2,...,n}, pak

n
det (A) = Z CL,’inj = alelj + (J,QjAQj + -4 a'njAnj .
i=1
Diikaz. Potiebujeme dokdzat, Ze koeficient u a;;, vytkneme-li tento prvek ze vSech clend, které jej obsahuji, je rovny
A;;. Pro pohodlnost zvolime trochu jiny postup dikazu.
1. krok. Pokud a,, =1 a v8echny ostatni prvky v n-tém sloupci jsou nulové, pak det (4) = A,,.
Plati

det (A) = Z SEN(T)Ar(1),10pi(2),2 - - - Ar(n).n
TES,

= Y sg(M)an)10pi2)2 - - - Gr(n)in

TES,,m(n)=n

= Z Sgn(ﬂ-)aﬂ(l),lapi(?),Z --Qr(pn—1),n—1 =
wESy,m(n)=n

= (—1)n+n Z Sgn(ﬂ)an(lm%i(z),z - Qr(n-1),;n—-1 = Apn -
TESH_1
V druhé Gpravé jsme vynechali nulové s¢itance, ve tieti jsme pouzili a,,, = 1, ve étvrté jsme pouzili (—1)(”’1”(”*1) =
1 a skute¢nost, ze znaménko permutace w € S,,, pro kterou 7(n) = n, je stejné jako znaménko permutace = zizené
na mnozinu {1,2,...,n — 1} (to plati, protoZe tyto dvé permutace maji stejny redukovany cyklicky zapis).

2. krok. Pro libovolné i,j € {1,2,...,n}, pokud a;; = 1 a v8echny ostatni prvky v j-tém sloupci jsou nulové,
pak det (A) = A”

Posuneme-li v matici A fadek i na posledni misto a potom sloupec j na posledni misto, dostaneme matici B,
jejiz determinant je B, podle 1. kroku. Posunuti i-tého rfadku na n-té misto odpovidd permutaci radkt o =
(n (n—1) ... 4) a posunuti j-tého sloupce na n-té misto odpovidd permutaci sloupcti p = (n (n —1) ... j). Podle
bodu (3) tvrzeni 6.19 0 zméné determinantu p¥i permutaci sloupct a analogického tvrzeni pro fadky méme

det (A) = Sgn(a) sgn(p) det (B) = Sgn(g) Sgn(p)Bnn = (_1)i+jBnn = Aij ,
kde sgn(o)sgn(p) = (—=1)i*7 je vidét z toho, Ze parita délek cykli o,p je stejné pravé tehdy, kdyz parita i a j je
stejna.

3. krok. Pomoci 2.kroku a bodt (1) a (2) z tvrzeni 6.19 nyni vypocet dokonéime.

det (A) = det (As1|As2| ... |Asn)

= det (A*1|A*2| Aoyl D aie [Adgiy] - |A*n>

i=1

= ajjdet (Au|Aua| .. [As_1)| & [Ausyl - |Aun)
=1

n
= Z aiinj .
i=1
Rovnéz jsme vyuzili trividlni skutecnosti, ze algebraicky doplnék prvku a;; se nezméni, zménime-li j-ty sloupec.) O
g J

Diky tvrzeni 6.18 o transponovani mutzeme provadét rozvoj podle radku:

n
det (A) = Zaiinj =ap A tapAp+ -+ aindin

=1
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Piiklad 6.33. Provedeme rozvoj podle druhého radku.

2 4 7
3 -2 —4 |[=3- (-1 47 +(=2) - (=1)**2 270y
1 -3 5 -3
5 1 -3
2 4
_ C(_1)\3+2
+(=4) - (=1) 51

Vsimnéte si, ze se znaménka v algebraickém dopliku stridaji, stac¢i tedy urcit prvni.

Rozvoj podle sloupce (fadku) vznikne pouhym pieskupenim vyrazu z definice determinantu. Kdybychom provedli
rozvoj pro matici fddu n, na vzniklé matice provedli rozvoj, atd., po n — 1 krocich bychom dostali znovu vyraz z
definice determinantu. Pro praktické pocitani se rozvoj hodi v situaci, Ze néktery fadek nebo sloupec je skoro cely
nulovy, nejlépe, kdyz obsahuje jen jeden nenulovy prvek. Pak je totiz vétsina s¢itanct v rozvoji nulova a nemusime
pocitat mensi determinanty. Efektivni postup je vyeliminovat jeden fadek nebo sloupec, provést rozvoj a pokracovat
s jednim mensim determinantem.

Piiklad 6.34. Spocitame znovu determinant v prikladu 6.20.

2 4 2 30 0 18
7 -1 4 |=|T7 -1 4 |=(-1)?2"
5 0 -6 5 0 -6

30 18
5 —6
= —180 — 90 = -270

V prvni Gpravé jsme 4-nasobek druhého radku pricetli k prvnimu, pak jsme provedli rozvoj podle 2. sloupce a zbyly
determinant jsme spocitali z definice.

Priklad 6.35. Vypocitame determinant vétsi matice.

-3 -1 -3 4 -3 2 0 7 0 2
-7 -1 -10 5 =2 -2 0 0 1 3
4 0 6 -4 —-1|= 4 0 6 —4 -1
5 1 10 -4 5 5 1 10 —4 5
5 3 4 —4 3 -10 0 -26 8 —12
2 7 0 2 2 7 0 2
| -2 0 1 3| 0 0 1 0
- 4 6 -4 -1 | -4 6 —4 11
-10 -26 8 -—12 6 —26 8 -—36
2 7 2 2 7 2
=—| -4 6 11 (=—-10 20 15
6 —26 —36 0 —47 —-42
20 15 4 3
=-2- ‘ AT —42 ‘ =10- A7 42 | = 10(168 — 141) = 270.
Nejprve jsme témér vynulovali 2. sloupec eliminaci, uzitim 4. fddku. Potom jsme determinant rozvinuli podle 2.
sloupce, mame jediny nenulovy ¢len se znaménkem (—1)2T* = 1. Déle jsme vyeliminovali 2. fddek (pomoci 3.
sloupce). Nasledoval rozvoj podle 2. ¥f4dku, nenulovy ¢len ma znaménko (—1)>+2 = —1, atd.

6.4.1. Adjungovand matice. Rozvoj podle j-tého sloupce probihd tak, ze vezmeme prvni prvek v j-tém sloupci, vy-
nésobime znaménkem (—1)7*! a determinantem matice, kterd vznikne vynechanim prvniho fddku a j-tého sloupce.
Pak postupujeme obdobné s dal§imi prvky v j-tém sloupci a vSechny takové vyrazy secteme. Pokud ,,omylem® vzdy
vynechavame jiny sloupec k, dostaneme nulovy prvek télesa.

Véta 6.36 (o falesném rozvoji). Je-li A ¢tvercovd matice fddun a j, k € {1,2,...,n}, j # k, pak

n
0= Zaiink =ajAir + azjAog + -+ anjAnk -

i=1
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Diikaz. Ozna¢me B matici, kterd vznikne nahrazenim k-tého sloupce matice A sloupcem A.;. Protoze B méa dva
sloupce stejné, je B singuldrni (md linedrné zavislé sloupce, takze muZeme pouzit bod (3) pozorovani 5.79), a
proto det (B) = 0 podle kritéria v tvrzeni 6.22. Na B pouZijeme rozvoj podle k-tého sloupce a vyuZijeme toho, Ze
By, = Ay, protoze algebraicky doplnék prvku b;; na k-tém sloupci nezavisi.

0 =det (B) = bigBig + bagBog + -+ - + bpp Bk = a1 A1 + a2 Aok + -+ - + apnjAni
O

Z algebraickych doplitkti matice A = (a;;) vytvofime tzv. adjungovanou matici tak, Ze prvek na misté (i, j) bude
algebraicky doplnék prvku a;;. Pozor na zménu poradi indext.

Definice 6.37. Adjungovanou matici ke ¢tvercové matici A rozumime matici adj (A) stejného ¥adu, kterd mé na
misté (¢,7) prvek Aj;.

Radkovou i sloupcovou verzi vét o rozvoji a falesném rozvoji jde formulovat maticovym vztahem.
Véta 6.38. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati
adj(A) A=A adj(A) =det (4) I, .

Specialné, pokud A je requldarni, pak
-1 _ adj (4)
det (A)

Diikaz. Prvek na misté (i,j) v soucinu adj (4) A je Ay a1; + Assas; + ... Apian;. Pokud i = j je vysledkem det A,
protoze vyraz je roven rozvoji podle i-tého sloupce. Pokud i # j je vysledkem O podle véty o faleSsném rozvoji.
Dohromady dostavame adj (A) A = det (A) I,. Rovnost A adj (A) = det (A) I, dostaneme obdobné podle vét o
rozvoji a falesném rozvoji podle fadku. O

Véta nam také dava explicitni vyjadreni inverzni matice. Inverzni matici pro fady 2 a 3 lze jeji pomoci pocitat
rychle bez eliminace.

Priklad 6.39. Pro reguldrni matici A fddu 2 dostdvame

ay; a2 _ @22 —a12
a1  A92 a110a29 — 12021 —asy ail

Piiklad 6.40. Spocitame inverzni matici k redlné matici

-2 1 -3
A= 3 4 -2
0 2 5
Nejdiiv spocitame adjungovanou matici.
4 -2 |1 =3 1 -3
2 5 2 5 4 -2
. 3 -2 -2 -3 -2 -3
adj (4) = _‘0 5 ‘ ‘ 0 5 _‘ 3 —2‘
3 4 -2 1 -2 1
0 2 0o 2 3 4
24 —-11 10
= -15 —-10 -13
6 4 11

Determinant matice A by ted bylo neefektivni pocitat zvlast. Staci spocitat napiiklad prvek na misté (3, 3) v souéinu
A adj (4).
det (A)=0-10+2-(-13)+5-(—11) = -81.
Vidime, 7e A je regularni a plati
1 24 —11 10 1 -24 11 -10
ATt = —zg | "B -0 -3 = | 15 100 13
81\6 4 -un) 8\ -6 -4 1
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6.5. Vandermonduav determinant.

Tzv. Vandermondova matice vznika pri interpolaci polynomem. Budeme hledat polynom f nad télesem T stupné
nejvyse n — 1, tj.

f:ko-f-klm-f-"'-f-kn,ll’n,l, ko,kl,...knfleT s
ktery splhuje podminky
flar) = b1, flaz) =b2, ..., flan) =an ,

kde ay,as,...,ay,,b1,02,...,b, jsou dané prvky télesa T, pricemz ay, as, - . . , a, jsou navzajem ruzné. Pro koeficienty
dostavame soustavu rovnic

1 ajq a% N a?_l ko b1
-1

1 a9 a% . CL;L kl b2

1 a, a2 an—! kn_1 by,

Matice této soustavy se nazyva Vandermondova matice a jeji determinant Vandermonduv determinant. Indukci
podle n dokdzeme, Ze je roven

2 n—1
1 a1 ay ... af X
1 ay a3 ... a}”
Viar,as,y...;an) =1 . . . . = H a; — a;
o -2 : ) 1<i<j<n
e
1 ap, a; ... a}
Z toho mimo jiné vyplyvd, Ze Vandermondova matice je regularni (za predpokladu, ze aj,as,...,a, jsou po dvou

rizné) a tedy hledany polynom f existuje a je jednozna¢né urceny; nazyva se Lagrangetiv interpola¢ni polynom.
Vzorec snadno ovéiime pro n = 2 (pro n = 1 by vzorec platil, pokud bychom definovali prézdny soucin jako 1).

Predpokladejme n > 2 a ze vzorec plati pro mensi hodnoty n. Za¢neme tim, Zze vyeliminujeme prvni sloupec, tj.

(—1)-nédsobek prvniho Fadku pfi¢teme ke vSem ostatnim, a pak provedeme rozvoj podle prvniho sloupce. .

2 n—1 2 n—1
1 a a7 ... a] 1 ax ay aq
2 n—1 2 2 n—1 n—1
1 ay a5 ... aj 0 as—a1 a3—ay ... ay —a;
2 n—1 2 2 n—1 n—1
1 a, aj an 0 a,—a1 a,—aj ay” —ay
2 _ 2 n—1 n—1
az—a; az—ajy ... a, 1—a1 X
2 2 n— n—
a3 — a1 a3 — ay ... Q3 — aq
; - -1
an—a1 a’—a3 ... a’!'—a}

Vytkneme z prvniho fadku vyraz as — ay, z druhého vyraz as — as, atd., a vyuzZijeme vzorce

F—d =(c—d (T + F A PP+ ed T Y

ag—a; a3—a} ... ayt—a!
az —ar ai—al ... ag_l —a?_l
= (a2 —a1)(as —a1)...(a, —ay)-
an—ay a2 —a} ... a¥ ' —al?
: —2 -3 —2
1 ay+a; a3+asa;+al ... a} "+a}) Ca+-+af
: c —2 -3 —2
1 az+a; ai+azar+a? ... a} > +al Pa;+--+al
. . _ _ —2
1 ap,+a a2 +apa+a? ... a' ?+a"3a;+--+a}
Déle pfi¢teme (—ay)-ndsobek predposledniho sloupce k poslednimu, . .., (—a;)-ndsobek druhého sloupce ke tfetimu,
a nakonec (—a;)-nasobek prvniho sloupce ke druhému.
. —2 -3 —2
1 az+ar a3+aar+a? ... ay > +a)Par+--+af
—2 -3 —2
1 az+a; ad+aza;+a} ... a} " +ay Ca+--+al

‘ ‘ _ _ —2
1 ap+a a’+agar+a} ... a??+a"3a; +- +al
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. _9 : —2
1 ay+a ai+aza;+a ... aSQ 1 as+a; a3 ... aSQ
1 az+ar ad+aza;+a? ... a}” 1 az+a; a} ... af”
1 a,+a a2+apa +al ... a?7? 1 a,+a a2 ... a2
2 n—2
1 ay a3 ... a; ,
1 a3 ai ... a}”
= . . . ) . :V(a27-"7an)
2 n—2
1 ay, a; ... al
Vznikne Vandermondiv determinant pro as,as,...,a,, takze vypocet mizeme dokoncit uzitim indukéniho pred-
pokladu.
V(ala cee an) = (a2 - al)(ai‘s - al) s (a'n - al)v(GQJ LR an)
= (az —ay)(az —ay)-..(an — a1) H a; — a; = H a; — a;
2<i<j<n 1<i<j<n
Odvozeny vzorec plati i v pfipadé, ze ay, ..., a, nejsou navzajem rizné, protoze pak ma Vandermondova matice

dva stejné Fadky, takze jeji determinant je nulovy, stejné jako vyraz [[; <icj<n @ — i
Cviceni
1. Vypoctéte obsah rovnobézniku urceného vektory u, v podle obrazku 77.
2. Promyslete si detailné dikaz tvrzeni 6.3.
3. Najdéte vsechna FeSeni rovnic am = 3, ma = 8 a any = 3, kde a, 8,7 € Sio-
a=(15327)(46), 3=(239104)(78), y=(17)(26)(45)
4. Dokaite, 7e pro libovolné k € N permutace na kone¢né mnoziné X mda permutace mpm~ ' v zapisu pomoci nezédvislych
cykli stejny pocet cykla délky k jako permutace p. Odvodte z toho, Ze stejné tvrzeni plati pro permutace 7p a pmw.
5. Ozna¢me k podet cyklit v cyklickém zapisu permutace w € S, (po&itdme i cykly délky 1!). Dokaite, 7e sgn(w) = (—1)"T*.
6. Vypiste z definice vyraz pro determinant matice fadu 4.
7. Najdéte vzorec pro determinant ¢tvercovych matic A = (a;;) Fadu n takovych, Ze a;; = 0 kdykoliv i > n+1 — j.
8. Necht A je blokové horni trojihelnikovi matice, tj. matice tvaru

A11 A12 . Alr
0 | Az | ... | Ao

A= ,
0 0 | A

kde Ai1, Asa, ..., Arr jsou Ctvercové matice (ne nutné stejného fddu). Dokazte, Ze det (A) = det (A11) det (A22) ... det (Arr).
9. Z predchoziho cviceni by se mohlo zdat, Zze determinanty mtzeme pocitat blokové. Neni tomu tak. Naleznéte matici

A | Az
A =
( Az | A2 )
se ¢tvercovymi bloky takovou, Ze det (A) # det (Ai1) det (Az2) — det (A12) det (Aa1).
1

10. Dokazte, Zze pro reguldrni matici A ¥addu n plati det (adj (A)) = det (4)" .
11. Dokazte tvrzeni 6.25
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7. LINEARNI ZOBRAZENI
Cil.

7.1. Definice a priklady.
Pfipomenime, Ze matice A nad télesem T typu m x n uréuje zobrazeni f4 : T™ — T™ piedpisem fa(x) = Ax.
Tento pohled motivoval fadu zavedenych pojmi:
e Nasobeni matic: Je-li B matice nad T typu p x m, pak slozené zobrazeni fg o fs : T™ — TP je rovno
zobrazeni fpa.
e Inverzni matice: Je-li m = n a f4 je bijekce, pak inverzni zobrazeni (f4)~! je rovno fa-1.
e Jidro matice: Ker A je rovno mnoziné vech vektoria x € T, které f4 zobrazi na nulovy vektor.

KerA={z: fa(x)=0}<T"
e Sloupcovy prostor matice a hodnost: Im A je roven obrazu zobrazeni f4. Hodnost A je rovna dimenzi
Im A.
ImA={fa(x):x € T"} = f4(T") <T™, rank(A)=dim(Im A)
e Determinant: Jelli T =R am =n = 2 (resp. m = n = 3), pak det (4) udavd zménu obsahu (resp.
objemu) a orientace pii zobrazeni f4.
Rovnéz ndm tento pohled poskytl geometrickou interpretaci fady tvrzeni.
Ne kazdé zobrazeni T™ — T™ je tvaru fa pro néjakou matici A. Zobrazeni tvaru f4 maji tu vlastnost, Ze

»zachovavaji“ sc¢itdni a nasobeni. Takovym zobrazenim tikame linedrni a za okamzik nahlédneme, Ze linearita tato
zobrazeni charakterizuje. Linedrni zobrazeni definujeme mezi obecnymi vektorovymi prostory (nejen aritmetickymi).

Definice 7.1. Necht V, W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T. Zobrazeni f : V — W nazyvame
linedrni zobrazeni (nebo homomorfismus) z V do W, pokud

(1) flu+v)= f(u)+ f(v) pro libovolné u,v € V a
(2) f(tu) =tf(u) pro libovolné ueV ateT.
Skutec¢nost, ze f je linedrni zobrazeni z V do W zapisujeme f: V — W.
Vlevo v rovnostech vystupuji operace v prostoru V a vpravo operace v prostoru W. Zdiraznéme, ze prostory V
a W musi byt nad stejnym télesem. V8imnéte si rovnéz, ze kazdé linedrni zobrazeni zobrazuje nulovy vektor ve V

na nulovy vektor v W.
Pro libovolnou matici A nad T typu m X n je zobrazeni fa : T™ — T™ linedrni, protoZe

falu+v)=A(u+v) =Au+ Av = fa(u) + fa(v)

fa(tu) = A(tu) = t(Au) = tfa(u) .
To ndm davéa fadu prikladd linedrnich zobrazeni mezi aritmetickymi vektorovymi prostory (a jak jsme zminili, jind
linedrni zobrazeni mezi aritmetickymi prostory neexistuji, viz nize).

Priklad 7.2. Piiklady linedrnich zobrazeni z R? do R?:

e Otoceni (rotace) o dany thel.
e Zkoseni

€ (=4

Otoceni Zkoseni

OBRAZEK 10. Zobrazeni v roviné: otoceni a zkoseni

e Projekce na prfimku prochazejici pocatkem.
e Osova soumérnost podle piimky prochézejici pocatkem.
e ZvétSeni (zmenSeni)
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Projekce ZvétsSeni Osova soumérnost

OBRAZEK 11. Zobrazeni v roving: projekce, zvétSeni a osovd soumérnost

Linearni zobrazeni z R* do R? jsou napiiklad rotace, zrcadleni podle roviny prochazejici po¢atkem, osova soumérnost
podle primky prochazejici pocatkem, projekce na rovinu nebo piimku prochazejici pocatkem.
Ptikladem linedrniho zobrazeni z R? do R? je zobrazeni f4 pro matici

1 2
A=11 0
1 3

OBRAZEK

Linearni zobrazeni z R® do R? pouzivame pii kresleni trojrozmérnych ttvart na tabuli (papir):

OBRAZEK

Ptikladem linedrniho zobrazeni z R® do R je zobrazeni d udévajici orientovanou vzdalenost od zvolené roviny
prochéazejici pocatkem.

/

OBRAZEK 12. Linedrni zobrazeni z R do R: orientovand vzdalenost od plochy

Jesté nez popiSeme, jak vypadaji linedrni zobrazeni obecné, podivame se na dalsi priklady.

Priklad 7.3.

e Identické zobrazeni idy na libovolném vektorovém prostoru V je linearni zobrazeni V. — V.

o Tzv. nulové zobrazeni 0 z V do W pfitazujici v§em vektorim ve V nulovy vektor ve W je linearni.

e Necht B = (vq,Va,...,V,) je bize vektorového prostoru V. Zobrazeni f z V do T™ definované f(v) = [v]p
je linearni zobrazeni V. — T podle tvrzeni 5.64 o souradnicich a operacich.

e Zobrazeni p¥ifazujici matici nad T typu n xn souet prvki na diagondle (tzn. stopu) je linedrnim zobrazenim
T — T.

e Determinant mizeme chapat jako zobrazeni prirazujici n-tici vektort z T™ prvek T, tedy jako zobrazeni

Det : T" xT" x -« xT" =T .

~~
nx

Toto zobrazeni je tzv. multilinedrni, tj. zvolime-li pevné n—1 z celkovych n argumentt, vznikne linearni zob-
razeni T" — T. Naptiklad jsou-li vi,vs € T2 libovolné vektory, je zobrazeni f(x) = det (v1|x|v3) linearni
zobrazeni z T2 do T. Linearita byla pouzita p¥i odvozovani vzorctl na zacatku kapitoly o determinantech a
formulovana jako body (1) a (2) v tvrzeni 6.19.
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e Derivace je linedrnim zobrazenim (napf.) z prostoru realnych diferencovatelnych funkeci do prostoru vsech
realnych funkeci.

e Zobrazeni pritazujici funkei jeji urcity integral od 1 do 10 je linedrnim zobrazenim z prostoru vsech realnych
spojitych funkci na [1,10] do R.

7.2. Matice linearniho zobrazeni.
Z definice linedrniho zobrazeni se snadno indukci dokdZe, Ze obrazem linearni kombinace je linedrni kombinace
obrazi, tj. pro libovolné linearni zobrazeni f : V — W, vektory vq,va,...,v, € V a skalary t1,t2,...,tx € T plati

ftavi +tava + -+ tpvy) =t f(vi) +taf(va) + -+ 1 f (Vi)

Toto jednoduché pozorovani méa dilezity disledek, ze linedrni zobrazeni je jednoznac¢né urcéené obrazy prvku libo-
volné baze. Tvrzeni formulujeme pro kone¢né generované prostory, zobecnéni nechame do cviceni.

Tvrzeni 7.4. Necht V. a W jsou vektorové prostory nad télesem T, B = (vy, Va, ..., V,) je bize V a
Wi, W, ..., W, € W jsou libovolné vektory. Pak existuje pravé jedno linedrni zobrazeni f : V. — W spliujici
f(vi) =w; pro kazdé i € {1,2,...,n}.

Diikaz. Predpokladejme, Ze f je linedrni zobrazeni spliujici f(v;) = w;. Kazdy vektor x € V lze zapsat jedinym
zpusobem jako linedrni kombinaci x = vy + tova + - - - + t, v, (jinymi slovy, [x]g = (t1,t2,...,t,)) a pak podle
vySe uvedeného vztahu plati
f(X) = t1W1 + t2W2 + L + tnwn

To dokazuje jednoznac¢nost.

Na druhou stranu je potieba ovéfit, ze zobrazeni f definované timto predpisem je linedrni a spliwje f(v;) = wy,
a tim bude dokdzana existence. Vztah f(v;) = w; nechame k ovéfeni ¢tenari. K ditkazu linearity uvazujme vektory
X,y € V, jejichz vyjadieni vzhledem k B jsou

[X]B:(t17t27"'7tn)T7 [y]B:(SDSQ;"':Sn)T .

Pak [x +y]p = (t1 + s1,t2 + 82, - -, tn + 5,) T (viz tvrzeni 5.64 o soutadnicich a operacich) a tedy

fx+y)=(ti +s1)wi + (ta + s2)Wo + -+ + (tn + 55) Wy,
=tiwy +lawa + o+ LWy + 51W1 + SaWa + -0 5 W
=f(x)+ f(y) -

Podobné se ukaze zachovavani nasobeni skalarem. O

Tvrzeni ndm dava geometrickou predstavu linedrnich zobrazeni: podivame se na obrazy prvka néjaké baze, obrazy
zbylych vektord jsou urceny linearitou. Na obrazku je znazornéné linearni zobrazeni z prostoru dimenze 2 s bazi
(u,Vv), obraz vektoru —u + 2v a obraz komplikovanéjsiho Gtvaru.

OBRAZEK

Algebraickym disledkem je, ze kazdé linearni zobrazeni je ,urcené“ matici. Nez zformulujeme pifislusné definice
a tvrzeni obecnéji, ukdzeme, ze kazdé linedrni zobrazeni f z T™ do T™ je rovno f4 pro jistou (jednoznacéné uréenou)
matici A nad T typu m X n. Skute¢né, pro libovolny vektor x = (1, z2,. .., z,) plati

f(x) = f(z1e1 + maea + -+ 2pe,) =71 f(e1) + 22f(€2) +- - + 20 flen) ,

coz lze maticové zapsat jako
fx) = (flen)lf(e)]...[f(en))x

takZze sta¢i polozit A = (f(e1)|f(e2)|..-|f(en)) a mame f = f4. Matice A je urCena jednozna¢né, protoze i-ty
sloupec musi byt f-obrazem i-tého vektoru kanonické baze.

Linearni zobrazeni f : V.— W, kde V, W jsou kone¢né generované, mizeme obdobné popsat maticové, pocitame-
li v prostorech V.a W vzhledem ke zvolenym bdzim B a C. Konkrétné, existuje (jednozna¢né urCend) matice A
typu dim(W) x dim(V) takova, Ze

[f(®)]e = Alx]p

pro libovolny vektor x € V. Této matici fikdme matice f vzhledem k B a C'. Odvozeni, jak tato matice vypada, se
udéld podobné jako vyse.

Definice 7.5. Necht V, W jsou kone¢né generované vektorové prostory nad télesem T, f : V — W, B =
(Vi,va,...,vy) je baze V a C je baze W. Matici linedrniho zobrazeni f vzhledem k bdzim B a C rozumime
matici

(116 = [FvD)lellf v2)lel - 11f (va)le)
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V matici f vzhledem k B a C je tedy i-ty sloupec roven souradnicim obrazu i-tého vektoru baze B v bazi C.
Matice je typu dim(W) x dim (V).

Tvrzeni 7.6. Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T, B bize V, C bize W a f :
V — W, pak pro libovolny vektor x € V' plati

[f®)]e = [f18X]s -
Diikaz. Pro libovolny vektor x € V s vyjadfenim [x]g = (21, %2,...,2,)? vzhledem k bézi B = (vq,Vva,...,Vy)
plati
f(x) = flzvi +zava+ -+ 2nvn) =21 f(Vi) + 22 (V2) + -+ 2nf(Va)
pro vyjadieni vzhledem k bazi C' pak podle tvrzeni 5.64 o sourfadnicich a operacich plati
[f®)]e = zilf(vi)le + z2[f(va)le + -+ anf(va)le

coz se maticové prepise

[f®)le = (Fv)lellf (vo)lel - lf (v)lo) (@, 22, . 2n)T = [fIE[X]s -

Sami si rozmyslete, 7e [f]Z je jedind matice splitujici rovnost [f(x)]c = [f]18[x]s-
Matice linedrniho zobrazeni fa : T — T vzhledem ke kanonickym bézim je pivodni matice A, tj.

[falir = A,
kde K; zna&i kanonickou bézi T*.

Priklad 7.7. Uvazujme zobrazeni f : Z2 — Z2 dané piedpisem

f il _ 2I1 + 3$2 + 3
2 B 41‘1 =+ 21’3
T3
Vztah lze maticové zapsat
T
2 31
e |= ( 40 2
T3

Z toho vidime, ze f = f4 pro matici

?

A
€3

2 31
A= ( 40 2
takZe f je linedrni zobrazeni a podle pfedchozi pozndmky | f]gz = A

Urc¢ime matici f vzhledem k bazim B a C, kde

1 2 3
B = 1

L)L) = e=(G)(3)
2 0 4
K tomu dosazenim spocitame obrazy vektort v bazi B:
f,L2)7T=2-1+3-1+1-24-1+2-2)" = (2,3)7
f2,2,00F =(2-24+3.-241-0,4-24+2-0)7 =(0,3)T
f3,4,47=(2-3+3-4+1-44-3+2-47 =(2,0)7
a obrazy vyjadiime v bazi C' tim, Ze vyfeSime tfi soustavy rovnic se stejnou matici zaroven.
<1 312 0 2>~<1 312 0 2>
2 313 30 0 2(4 3 1
Zpétnou substituci dostavame [(2,3)1]c = (1,2)7, [(0,3)1]c = (3,4)T, [(2,0)T]c = (3,3)T (toto je dobré oveérit

,2
zkouskou, napi. (2,3)7 = 1-(1,2)7 +2-(3,3)7, takze soutadnice vektoru (2,3)7 vzhledem k C jsou spocteny
spravné). Matice f vzhledem k B a C' je
s (133
[f]C - ( 2 4 3

Ovéifme vztah [f(x)]c = [f]8[x] pro vektor [x]p = (1,2,3)%, tj.
x=1-(1,1,2)7 +2-(2,2,00" +3-(3,4,4)" = (4,2,4)" .
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Obraz tohoto vektoru je podle definice
[ 2-443-24+1-4\ [ 3
ﬂ”‘( 4-4+2-4 )‘(4)

Podle [f(x)]c = [f]2[x]s musi také platit
1

1 3 3 1
role=( 5 5 )2 )=(4)
3
coz odpovida, protoze 1-(1,2)T +4-(3,3)T = (3,4)7, takze skute¢né [(3,4)T]c = (1,4)7.

Priklad 7.8. S nabytymi znalostmi mizeme nyni rychleji ur¢ovat matice nékterych linedrnich zobrazeni. Budeme
hledat matici A, aby p¥islusné zobrazeni f4 byla rotace o a. V nové&js terminologii, hleddme matici rotace f v R?
o thel a vzhledem ke kanonickym bazim. K tomu staci urcit obrazy prvki kanonické baze a napsat je do sloupcii.

Mame . 0 )
cos & —sina
f<0>:<sina>’ f<1>:<cosa>’

Az[f]% _ < cosa —sina >

sina@  cos«

tedy

Srovnejte tento vypocet s odvozenim v ¢asti 4.2.1.

Piiklad 7.9. Uvazujme zrcadleni f : R? — R? podle piimky p prochazejici pocatkem se smérem (2,5)”. K nalezeni
matice f vzhledem ke kanonickym bazim, bychom potifebovali nalézt obrazy vektort kanonické baze, coz vyzaduje
netrividlni vypocet. Je ale snadné urcit obrazy vektorfi vhodné zvolené béze, napiiklad B = ((2,5)7,(=5,2)T).
Méme totiz f(2,5)7 = (2,5)T, protoze tento vektor (2,5)7 lezi na p¥imce p, a f(—5,2)% = (5,—2)%, protoze vektor
(-5,2)7 je kolmy na p. Matice f vzhledem k B a K je tedy

=3 %)

Zanedlouho si ukdZzeme, jak z nalezené matice urcit matici f vzhledem k jakymkoliv jinym bazim, napiiklad kano-
nickym.

Piiklad 7.10. Urc¢ime matici derivace chapané jako linedrni zobrazeni f z prostoru polynomt stupné nejvyse 3 do
stejného prostoru vzhledem k bazim B = (1,z,22%,23) a stejné bazi B. K tomu sta¢i vypocitat vyjaddieni f-obrazt
prvkd B vzhledem k bazi B:

115 = [0]s = (0,0,0,0)"
[z']g = [1]s = (1,0,0,0)T
[(xQ)I]B = [2213]3 = (07270=0)T
[(z*)']5 = [32”]8 = (0,0,3,0)"
Hledand matice je
0100
00 20
0000

Matici identity vzhledem k bazim B a C' nazyvame matici ptechodu od B k C, protoze ndm umoznuje rychle
pocitat souradnice vektoru vzhledem k C ze souradnic vzhledem k B.

Definice 7.11. Necht V je kone¢né generovany prostor a B, C' jsou jeho baze. Matici prechodu od B k C rozumime
matici idy vzhledem k bézim B a C, tj. matici [idy]Z.

V matici pfechodu od B k C je tedy ¢tvercovd matice ¥addu dim(V), ktery ma v i-tém sloupci vyjadieni i-tého
vektoru baze B vzhledem k bazi C.

Tvrzeni 7.12. Je-li V konecné generovanyj prostor a B, C jeho bdze, pak pro libovolny vektor x € V' plati
x]e = lidv]E[x]s -

Diikaz. Tvrzeni je okamzitym dtsledkem tvrzeni 7.6. g



LINEARNI ALGEBRA 95

Index V budeme vétsinou vynechévat, tedy piSeme pouze [id]8
V aritmetickych prostorech je snadné urcit matici prechodu od dané k baze ke kanonické. To odpovid4 skutecnosti,
7e soufadnice vzhledem ke kanonické bazi se uréi snadno ze soufadnic vzhledem k dané bézi (ale ne naopak).

Priklad 7.13. Matice pfechodu od baze B = ((1,2,3)7,(6,7,8)7, (m,7,10)7) ke kanonické bazi prostoru R? je

]z, =

W N =

6
7
8

=33

protoze vyjadreni i-tého vektoru baze B v kanonické bazi je ten samy vektor.

Piiklad 7.14. Matice pfechodu od B k B je vidy identickd matice, protoze vyjadieni i-tého vektoru baze B
vzhledem k bézi B je e;.

7.3. Operace s linearnimi zobrazenimi. Linearni zobrazeni a matice spolu zce souvisi, proto neni prekvapivé,
ze s linedrnimi zobrazenimi mtuzeme provadét podobné operace jako s maticemi: mizeme je nasobit skaldrem, séitat,
nasobit (pro zobrazeni tim myslime sklddat) a invertovat, samoziejmé jen za urcitych podminek. P¥i¢em? operace
s linedarnimi zobrazenimi odpovidaji pfi maticovém popisu prisluSnym operacim pro matice.

Tvrzeni 7.15. Necht V, W, Z jsou vektorové prostory nad T, B,C,D bize V,W.,Z, f,g: V > W, h: W > Z
ateT. Pak plati:

(1) Zobrazeni tf definované vztahem

tf)x)=t-f(x), xeV
je linearni zobrazeni V.— W a plati
[tflc =tf1e -
(2) Zobrazeni f + g definované vztahem

(f+9)(x) =f(x)+g9(x), xeV

je linedrni zobrazeni V.— W a plati

[f + 918 = [f16 + [916

(3) SloZené zobrazeni hg je linedrni zobrazeni V. — Z a plati

[hg] 5 = [h]5[g)E
(4) Je-li f bijekce, pak zobrazeni f~1 je linedrni zobrazeni W — V a plati

% = (16!
Dukaz. Pro ovéreni linearity vezmeme libovolné vektory u,v € V' a skalar s € T'.

(1) Je tieba oveéfit, ze (tf)(u+v) = (¢f)(u) + (tf)(v) a (tf)(su) = s(tf)(u). Oboji je snadny vypocet.

(2) Je tieba ovéiit, 7e (f + g)(u+v) = (f + g)(u) + (f + 9)(v) a (f + g)(s12) = 5(f + g) (). Oboji je snadng
vypocet.

(3) Zde musime ovéfit, ze (hg)(u+ v) = (hg)(u) + (hg)(v) a (hg)(su) = s(hg)(u). Opét snadné.

(4) V tomto piipadé ovéiujeme f~l(u+v) = f~(u) + f~1(v) a f~(su) = sf~1(u). Toto vyzaduje drobny
trik, podivame se na prvni rovnost. Protoze f je bijekce, rovnost plati pravé tehdy, kdyz plati rovnost
f(f Y (u+v)) = f(f1(u) + f1(v)), tuto novou rovnost jiz ovéiime snadno z linearity f.

Dukaz, Ze matice zobrazeni jsou uvedeny spravné muzeme provést v bodech (1),(2) a (3) tak, Ze zkontrolujeme
rovnost v tvrzeni 7.6. Opét pouze vypiSeme ovéfované rovnosti a jednoduchy vypocet pfenechdme ¢tenafi.

(D) [N )] = tfIE)x]s

(2) [(f +9)(X)]c = (1€ + [98) |5

(3) [(hg)x)]p = (RS [91E)[x]5

U bodu (4) mfizeme vyuzit piedchozi bod: podle (3) plati [f 1G£8 = [ff Y5 = [id]E = I,, takze skutecnd
[F~15 = (F16) 7 O

Ukézeme si pouziti pravidel (3) a (4) na pocetnich prikladech.
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P#iklad 7.16. Uréime matici piechodu od kanonické baze prostoru R? k bazi B = ((2,5)%,(—5,2)T). Matici
prechodu od B ke kanonické bazi ur¢ime snadno.

B (2 -5
[ld]K2 - ( 5 2 >
Vyuzijeme id™' = id a (4):

mﬁzmﬂ?ﬂwawz(ﬁﬁ)lzg(ig)

Inverzni matici jsme spocitali pomoci adjungované matice (viz p¥iklad 6.39).
Nalezenou matici pfechodu miizeme pouzit k vypocétu matice zrcadleni f : R — R? podle pfimky p prochazejici
poc¢atkem se smérem (2,5)7 vzhledem ke kanonickym bazim. V piikladu 7.9 jsme nahlédli, ze matice f vzhledem k

B a kanonické béazi je
B _ (2 5
[f]K2 - < 5 —2

Pomoci (4) nyni miZeme spocitat matici f vzhledem ke kanonickym bazim:

A e = (203 VL2 5y 1 (-2 %
U= 5 2 Jog\ =5 2 ) T 29\ 20 2
P#iklad 7.17. V prostoru Z2 jsou dény baze B = ((2,4)7,(3,3)T) a C = ((1,3)T, (2,4)T). Vektor v € Z2 m4

vzhledem k bézi B soufadnice [v]p = (z1,72)?. Najdeme soufadnice vektoru v vzhledem k bazi C.
K tomu ur¢ime matici pfechodu od B k C uzitim (3) a (4):

]2 = [id]5 i) wﬂ;*waz(
1
4

1[4 3\ (2
“3\2 1 4
Souradnice v vzhledem k C jsou
. 0 2
Ve =i48Ma = ] 3

T takze v = (2,4)T. Podle
T K nabyti tplné jistoty

S~
/N
8 8
[
O\_/
I
S«
8
—
+¥
ml\./
8
(V)

Vysledek jesté miizeme ovéfit napiiklad volbou (z1,z2)T
odvozeného vzorce by mélo platit [v]c = (0,1)T a skutecén.
bychom mohli je§té ovéfit pro (zy,x2)” = (0,1)7.

— ||
)
[\D\_/
I
=

é

Priklad 7.18. V piikladu 7.7 jsme uréili matici linedrniho zobrazeni f : Z§ — ZZ daného predpisem

f il o 2z + 3T+ 23 (2 31 il
L 4z + 223 “\4 0 2 2
T3 T3

vzhledem k bazim B a C, kde

B = 1

Letz)l)) e e ((2) ()

)

Spocitame tuto matici jingym postupem. Ze zadani mizeme piimo urcit [f]gz, [id],'?3 a [id]%, pomoci téchto matic

Ize spocitat [f]8 uzitim (3) a (4):

(116 = GdIE*[ReNidIR, = (%)~ IR fdIR,
1 2 3

2 3 1
(33) (3o i)y
1 1
2 3

(3 1) (5

o

w o
o N
N—
I
w
N
=N O

—
—
Il
N
[NR
= W
w W
N~
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7.4. Jadro, obraz. Nésledujici definice zavadi terminologii pro rizné typy linedrnich zobrazeni.

Definice 7.19. Necht V, W jsou vektorové prostory nad télesem T a f: V — W je linedrni zobrazeni.
Pokud f je prosté, tfikame, ze f je monomorfismus.

Pokud f je na, fikame, ze f je epimorfismus.

Pokud f je bijekce, fikdme, ze f je izomorfismus.

Pokud V = W, fikdme, Ze f je endomorfismus prostoru V (téZ linedrni operdtor na V).

Pokud W = T, fikdme, Ze f je linedrni forma na V.

Pokud f je izomorfismus a endomorfismus, fikame, ze f je automorfismus.

Piiklad 7.20. Rotace a osové soumérnosti jsou automorfismy R?* — R2.

Zobrazeni pfifazujici vektoru z V soufadnice ve zvolené bazi B = (vy,...,v,) je izomorfismus z V do T".

Zobrazeni ptifazujici vektoru z R? jeho orientovanou vzdélenost od zvolené roviny prochdzejici pocitkem je
line4rni forma na R3, je to epimorfismus, ktery neni monomorfismus.

Projekce na rovinu prochézejici po¢atkem (chéapand jako zobrazeni R® — R3) je endomorfismus, ktery neni ani
epimorfismus ani monomorfismus.

Zobrazeni f : R? — R® definované vztahem f(z1,z2)7 = (z1,22,0)T (vloZeni roviny do R?) je monomorfismus a
neni to epimorfismus.

Jako defekt prostoty zavedeme jadro linearntho zobrazeni.

Definice 7.21. Necht f: V — W je linedrni zobrazeni. Jadrem f rozumime mnozinu
Kerf={xeV:f(x)=o0}.

Snadno se dokéze, ze Ker f je podprostorem V' (viz nésledujici tvrzeni). Tento podprostor diky linearité piesné
urcuje, které dvojice vektorii se zobrazi na stejny vektor: f(u) = f(v) plati pravé tehdy, kdyz u — v € Ker f (viz
cviceni). To je ilustrovdno na obrazku niZze, kde f : R* — R? je projekce na pifmku p podél roviny U.

OBRAZEK

Z ekvivalence f(u) = f(v) & u—v € Ker f je také vidét, 7e f je monomorfismus pravé tehdy, kdyz Ker f = {o}.

Obraz i jadro linedrniho zobrazeni uré¢ime snadno z jeho libovolné matice — v pfisluSnych béazich je to sloupcovy
prostor resp. jadro této matice. Toho jsme si jiz diive v8§imli pro zobrazeni mezi aritmetickymi prostory a jejich
matici vzhledem ke kanonickym bazim.

Tvrzeni 7.22. Necht V, W jsou konecné generované vektorové prostory, B je baze V, C je baze W a f : V - W
je linearni zobrazeni. Pak plati:
e Obraz f je podprostorem W a plati

[F(V)]le = Tm [f]E.
Specidlné, f je epimorfismus prave tehdy, kdyZ rank([f]8) = dim(W)
e Jadro f je podprostorem V a plati

[Ker f]p = Ker [f]5

Specidlné, f je monomorfismus pravé tehdy, kdyz dim Ker [f]g =0.
e (véta o dimenzi jddra a obrazu)

dim(Ker f) + dim(f(V)) = dim(V) .
Dikaz.

e Obraz je zfejmé neprizdny. Ovéfime uzavienost na séitani, uzavienost na nasobeni skaldrem se dokaze
podobné. Jsou-li wy, ws € W v obrazu f, pak existuji vi,vy € V takové, ze f(vi) = wy a f(va) = wy. Z
linearity f(vy + vo) = f(v1) + f(v2) = wy + wa, takZe v obrazu lezi i soudet wy + wa.

Z tvrzeni 7.6 o matici homomorfismu dostavame

WMo =HfV) :veVle ={f()]c:veV}={[fléMz:veV}
= {[f1fx: x e TV} =Im[f]¢ .

e Jadro je neprazdné, protoze obsahuje nulovy vektor. Je uzaviené na scitani, protoze z u,v € Ker f plyne
flu+v)=f(u)+ f(v) = o, ¢li u+ v € Ker f, a podobné se ukiZe uzavienost na ndsoben{ skaldrem.
Pouzijeme opét vzorec pro matici homomorfismu:

[Ker flg = [{v : f(v) = o}]p = {[V]p : f(v) = o} = {[V]p : [f(V)]c = o}
= {Vl : [/IéV]s = o} = {x € T : [f]fx = o} = Ker [f]¢’
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e 7 predchozich bodd vyplyva, Ze dimenze obrazu f je rovna dimenzi sloupcového prostoru matice [ f]g a
dimenze jidra f je rovna dimenzi jadra [f]5. Matice [f]8 ma dim(V) sloupct, takZe tvrzeni vyplyva z
véty 5.83 o dimenzi jadra a obrazu pro matice.

O

Priklad 7.23. Linedrni zobrazeni f : R® — R? méame ddno matici vzhledem k bazim B a C:
2 3

o)) e=(G)(3)
1 0

2 1 -3
— B _
A_[f]0_<_4 ) 6 )
Uréime Ker f a f(R?).
Nejprve spocitdame Ker A (tj. uréime néjakou bazi Ker A), tedy vyfesime homogenni soustavu rovnic s matici A.
2 1 -3 2 1 -3
-4 -2 6 0 0 O

Béze Ker A je naptiklad (—1,2,0)7,(3,0,2)” (za parametry jsme volili (2,0)7 a (0,2)”, aby vychézela hezéi ¢isla).
Takze

—_

B =

w N

-1 3
[Kerf]B:KerA:< 2 , 1 0 > ,
0 2

z ¢ehoz dopocteme

3 9 3
-1 9 -1

Nyni faddkovymi Gpravami uré¢ime bazi Im A:

2 -4 1 -2
1 -2 ~ 0 0
-3 6 0 0
Takze
1
sEe=ma=(( 1))
a

e =(1(1)-2(7))=((2))

Dimenze jadra f je 2 a dimenze obrazu f je 1, coz je v souladu s vétou o dimenzi jddra a obrazu. Zobrazeni f je
znazornéné na obrazku
OBRAZEK

7.4.1. Izomorfismus. Kratce se jeSté zastavime u pojmu izomorfismu.

Piedpokladejme, ze V a W jsou konefné generované prostory a f : V — W je izomorfismus (pfedpoklad o
kone¢né generovanosti lze vynechat, ale my jsme tvrzeni v této kapitole formulovali jen pro takové prostory). Pak
dim(f(V)) = dim(W) a dim(Ker f) = 0. Z véty o dimenzi jadra a obrazu dostavame dim(W) = dim(V'). Naopak,
mezi prostory stejné dimenze vzdy existuje izomorfismus, stac¢i bazi jednoho prostoru zobrazit na bazi druhého
prostoru:

Véta 7.24. Necht V. a W jsou dva konecné generované prostory. Pak ndsledugici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) Ezistuje izomorfismus f : V — W.
(2) dim(V) = dim(W).
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Diikaz. Implikace (1) = (2) byla dokdzdna pred vétou. Jiny dikaz je ve cvi¢enich.

Rozvedeme myslenku dikazu druhé implikace. Zvolime bazi B = (vi,Vva,...,Vv,) prostoru V a bdzi C =
(Wi, wa,...,w,) prostoru W a vezeme linedrni zobrazeni f : V — W splaujici f(v;) = w; pro kazdé i €
{1,2,...,n} (takové linedrni zobrazeni existuje podle tvrzeni 7.4 o rozSifovani zobrazeni definovaného na béazi
na linedrni zobrazeni). Toto linedrni zobrazeni je izomorfismem napiiklad proto, Ze | f]g = I, takZe f je prosté i
na podle tvrzeni 7.22 o jadie a obrazu. |

Izomorfismus je bijektivni zobrazeni, které zachovavad obé operace ve vektorovém prostoru. Izomorfni prostory
(tedy prostory, mezi kterymi existuje izomorfismus) jsou tedy ,v podstaté“ stejné, lisi se jenom piejmenovanim
vektori. Jesté trochu jinak feceno, vektory v izomorfnich prostorech mohou ,vypadat® jinak, ale ,chovaji se“
naprosto stejné. Predchozi tvrzeni vlastné znova formuluje skutecnost, Ze vektorovy prostor nad danym télesem
dané dimenze je ,v podstaté“ jen jeden (napi. T™).

Jak pozname, Ze linedrni zobrazeni f : V. — W je izomorfismus podle jeho matice vzhledem k néjakym bazim?
ProtoZze musi platit dim(V) = dim(W), musi byt ¢tvercova. Navic (napiiklad z Ker f = {o}) musi byt tato matice
reguldrni. A naopak, regularni matice je vzdy matici izomorfismu. Dikaz prenechdme jako cviceni, rovnéz srovnejte
s body (1)—(4) z charakteriza¢ni véty 4.30 reguldrnich matic.

Tvrzeni 7.25. Necht V, W jsou vektorové prostory nad télesem T stejné, koneéné dimenze, B je baze V, C je
baze W a f : V — W je linedrni zobrazeni. Pak je ekvivalentni

(1) f je izomorfismus.

(2) f je monomorfismus.

(3) f je epimorfismus.

(4) [f18 je reguldrni matice.

Cviceni

1. Zobecnéte tvrzeni 7.4 na pripad nekonecné dimenze.

2. Dokaite, 7e matice [f]2 v tvrzeni 7.6 je jedind matice splitujici rovnost [f(x)]c = [f12[x]s-

3. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Dokazte, ze f(u) = f(v) pravé tehdy, kdyZ u — v € Ker f.

4. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni a B je baze V. DokaZte, Ze f je monomorfismus pravé tehdy, kdyz obraz B je
linedrné nezavisla posloupnost.

5. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni a B je baze V. DokaZte, 7e f je epimorfismus prévé tehdy, kdyz obraz B generuje
W.

6. Necht f: V — W je linedrni zobrazeni a B je bdze V. DokaZte, ze f je izomorfismus pravé tehdy, kdyZz obraz B je baze
W. To podava jiny dikaz implikace (1) = (2) ve vét& 7.24.

7. Necht V, W jsou kone¢né generované prostory nad télesem T. UkaZte, Ze mnozina vSech linedrnich zobrazeni z V.do W
tvo¥i vektorovy prostor izomorfni TdmW)xdim(V),

8. Dokazte 7.25.
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8. SKALARNI SOUCIN

Cil.
V abstraktnim vektorovém prostoru nemame metrické pojmy jako délka vektoru nebo thel dvou vektort. Tyto
pojmy zavedeme pridanim skalarniho soucinu.
8.1. Standardni skalarni soué¢in v R” a C".

8.1.1. R™. Podivame se nejprve na standardni skaldrni soucin - v aritmetickém vektorovém prostoru R™. Pro dva
vektory u = (z1,72,...,2,)" , v = (y1,¥2,-..,yn) v R? je definovan vztahem

u-v=u'v=mzy + 2oy ToYn -
Pomoci standardniho skaldrniho sou¢inu mizeme vyjadrit eukleidovskou délku (téZ zvanou normu) vektoru u € R™.
lall = va-u .

Délka vektoru u = (z1,Zs,...,7,)" je podle vzorce

lall = /2 + 23+ + a2,

coz pro n =2 a n = 3 vidime z Pythagorovy véty (a pro n =1 mame ||u|| = |z1|, coZ rovnéz souhlasi).

OBRAZEK 13. Eukleidovska norma v R3

Ze standardniho skaldrniho souc¢inu mtizeme rovnéz urcit thel o mezi vektory u a v. Plati totiz
u-v=|u|-||v| cosa .

Presvédcime se o platnosti tohoto vztahu tak, Ze zapomeneme na chvili na ptvodni definici standardniho skalarniho
souc¢inu, misto toho budeme za definici povaZovat tento vztah a pivodni vzorec odvodime. P#i odvozovani budeme
pouzivat geometrickou intuici, takze si budeme predstavovat situaci n = 2 nebo n = 3.
Nejprve si vSimneme, zZe vyraz je symetricky, tedy
u-v=v-u,

a ze délka vektoru u je rovna
Jull = vau .
Vyraz |[u]| - ||v]| - cos @ miZeme chépat jako soucin délky vektoru u a délky ortogondlni (kolmé) projekce vy
vektoru v na piimku (u):

cos &

Wl

OBRAZEK 14. Geometricky vyznam standardniho skaldrniho soudinu

(Symetricky se na vyraz mizeme divat jako na soucin délky v a délky ortogondlni projekce u.)
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Z toho mtzeme nahlédnout, ze skaldrni soucin je linedrni v prvni proménné, tj. pro libovolné u, v, w € R” a
t € R plati
(tu)-v=t(u-v), (u+v) - w=u-w+v-w.
OBRAZEK
Ze symetrie nebo podobnym odvozenim ziskame linearitu v druhé proménné
u-(tv)=t(u-v), u-(v+w)=u-v+u-w.

Vektory kanonické béze jsou na sebe kolmé a maji délku 1, takze

16]':0 (Z?é]), elwei:l.

Z odvozenych vztaht dostaneme ptvodni vzorec pro skalarni sou¢in sou¢in u = (x1, xs, . .., Ty)
Pro prehlednost uvedeme nejprve odvozeni v pripadé n = 2.

T

u-v = (r1e; + 12€2) - (y1€1 + Y2€2)
= (z1€1) - (y1€1 + y2€2) + (22€2) - (y1€1 + Y2e2)
= (z1€1) - (y1e1) + (z1e1) - (y2€2) + (22€2) - (y1€1) + (22€2) - (y202)
=mzy1(er - e1) + T1y2(er - €x) + Tayi(es - e1) + Taya(es - e2)
= T1Y1 + T2Y2

Obdobné v obecném piipadé:

u-v= (Z iL'iei) . <Z yie¢> = ZZ(xzez) ) (yjej)

i=1 j=1

n n n
= E E $¢yj(ez‘ ep) = E TiY;
i=1 j=1 i=1

Vsimnéte si, ze odvozeni probihalo podobné jako odvozeni vzorce pro determinant: Ukazali jsme linearitu ve vSech
proménnych a v8imli jsme si, jak skaldrni sou¢in (determinant) vypada na kanonické bézi.

T

8.1.2. C". Nad komplexnimi ¢isly je standardni skaldrni soucin vektortiu = (z1, s, ..., z,)" av = (y1,Y2, .- Yn) "

definovan trochu jinym vzorcem:

u-v==Iy +T2y2 ++Tnln ,
kde T znadi ¢islo komplexné sdruzené k z, tj. a + bi = a — bi. Pro redlné vektory tato definice souhlasi s predchozi,
protoze komplexni sdruzovani s redlnymi ¢isly nic nedéla.

Vyhodou takové definice je tfeba to, Ze skaldrni souéin u - u je vZdy kladné redlné ¢islo (je sou¢tem druhych
mocnin absolutnich hodnot slozek), takze délka definovand vztahem u = y/u - u je redlné ¢islo, které je nulové pravé
tehdy, kdyZz u = o. (Pokud bychom definovali skaldrni sou¢in bez komplexniho sdruzovéani, vyraz u - u by nebyl
vzdy redlny a byl by roven nule i pro nékteré nenulové vektory.)

V realném piipadé mizeme standardni skaldrni soudin definovat maticovym souc¢inem u”v. Abychom mohli
maticové zapsat standardni skalarni souc¢in nad komplexnimi ¢isly, zavedeme pojem hermitovsky sdruzené matice.

Definice 8.1. Hermitovsky sdruZend matice k matici A = (a;j)mxn je matice A* = (bj;)nxm, kde b;; = @;; pro
libovolné indexy i € {1,2,...,m} aj€ {1,2,...,n}.

Hermitovsky sdruZzenou matici k A tedy dostaneme transponovanim a nahrazenim vSech prvkia prvky komplexné
sdruzenymi. Hermitovské sdruzovani se chova k ostatnim operacim podobné jako transponovani, viz cviceni.

Priklad 8.2.

1+2 3 i\ 1_32’ 34?21
0 3-2 4 ) — . .
—1 —43

S timto znacenim muZeme psat
u-v=-u'v
Standardni skalarni sou¢in nad komplexnimi éisly je stale linedrni v druhé proménné a plati (u+v) - w =u-w+v-w,
ale neni linedrni v prvni proménné a neni symetricky. Misto toho mame prou, v, w € C" a t € C vztahy

(tu) - v=¢tu-v), v.u=u-v .

av = (y17y27"'7yn

)t
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8.2. Obecny skalarni souéin. Obecné definujeme skalarni soucin jako zobrazeni pfifazujici dvojici vektort skalar,
které ma podobné vlastnosti jako standardni skaldrni soucin. Skalarni soucin vektori u a v budeme znadit (u|v),
znaceni u - v budeme pouzivat pouze pro standardniho skalarni souc¢in v R™ nebo C”. Skalarni soucin se definuje
pouze pro vektorové prostory nad télesem R nebo C.

Definice 8.3. Necht V je vektorovy prostor nad R (resp. nad C). Zobrazeni (|) z V x V do R (resp do C), které

dvojici u, v pfifadi vektor (u |v), se nazyva skaldrni soucin, pokud pro libovolné u,v,w € V at € R (resp. t € C)
plati

(SL1) (tulv) =t(u|v), (ultv) =t(ulv),
(SL2) (u+v|w) =(u|w)+(v|w), (ul[v+w)=(ulv)+ (ulw),
(SCS) (v|u) =(u|v) a
(SP) (uu) je nezdporné redlné ¢islo, které je nulové pravé tehdy, kdyz u = o.

Axiomy nejsou nezéavislé, napiiklad druhé ¢asti axiomu linearity (SL1) a (SL2) vyplyvaji ze zbylych axiomt. Z
axiomu (SL1) plyne, ze (u|o) = (o|u) = 0. V pfipadé redlnych vektorovych prostorti mizeme v axiomech (SL1) a
(SCS) vynechat komplexni sdruzeni.

8.2.1. Priklady.

e Standardni skaldrni sou¢in v R" (resp. C*) je skaldrnim sou¢inem v R™ (resp. C"). VSechny vlastnosti se
ovéii snadno z definice.

e Je-li A ¢tvercovd matice nad R (resp. C), pak zobrazeni z R"™ x R™ — R (resp. C"* x C" — C) definované
vztahem

(ulv) =u*Av

vzdy spliuje (SL1) a (SL2) (cviceni). Vlastnost (SCS) je splnéna pravé tehdy, kdyz A* = A (cviceni). V
realném piipadé to znamend, ze A je symetrickd, v komplexnim piipadé se maticim spliiujicim A* = A fik4
hermitovské. Hermitovskym maticim, pro které takto definované zobrazeni spliwje i (SP) se ik pozitivné
definitni.

Definice 8.4. Hermitovskd matice A fddu n se nazyva pozitivné definitni, pokud u* Au je pro libovolné
u € C" nezaporné realné cislo, které je nulové pravé kdyz u = o.

Piikladem pozitivné definitnich matic (viz cvifeni) jsou matice typu A = B*B, kde B je regularni matice
fadu n nad R (resp. nad C). Pozdgji ukdzeme, ze plati i opak, tj. kazd4d pozitivné definitni matice A je tvaru
A = B*B, pro regularni matici B. Dokonce kazdy skaldrni soucin na R" (a na C") je tohoto tvaru.

Shrnuti: Je-li A = B*B, pak zobrazeni definované (u|v) = u*Av je skaldrni soucin. Pro A = I,
dostavame standardni skaldrni soucin. Jako ukézku jiného konkrétniho prikladu vezmeme

1 0
p=(25)
e o (12 1 0\ (5 =2
A_BB_BB_<O _1)<2 _1>_<_2 1).

Prislugny skalarni soucin v C" je dan vztahem

_ 5 =2 _ _ __ __
(u|v) = (71, 72) ( 9 1 > ( 9 > = 5T1Yy1 — 2T1Y2 — 2T2y1 + Tay2

tedy

Y2

kde u = (z1,22)" a v = (y1,y2)7. Stejny vztah (kde nemusime komplexné sdruzovat) definuje skaldrni
soucin v R”.
e Na prostoru spojitych redlnych (nebo komplexnich) funkei na intervalu (1, 10) je

(ulv) = /110uv

10
<u|v):/ avw
1

skalarni soucin. Obecnéji napriklad

kde w je néjakd kladna vahova funkce.
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8.2.2. Norma. Normu vektoru v prostoru se skaldarnim souc¢inem zavedeme stejnym vztahem jakym jsme vyjadrili
eukleidovskou normu (délku) pomoci standardniho skaldrniho soucinu.

Definice 8.5. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (|). Normou vektoru v € V rozumime redlné
Cislo
all =/ (ulua) .
Vektor u se nazyva jednotkovy, pokud ||ul| = 1.
Definice dévé smysl, protoze vyraz pod odmocninou je podle (SP) vZdy nezdporné redlné ¢islo. Norma zavisi na

skalarnim soucinu, takze kdyz pouzivame symbol normy, musi byt z kontextu jasné, se kterym skalarnim soucinem
pracujeme. Podobné i pro dalsi pojmy jako tthel nebo kolmost, které budou zavedeny pozdéji.

Priklad 8.6. Norma vektoru (1+4,2,3 — 2i)? v prostoru C?® se standardnim skaldrnim souc¢inem je

2 =1 +i2+]22+[3+2i]2= V17 .

1+z 1—z 141
—21 3—}—22 3—2

Norma urcené skaldrnim souc¢inem maé nasledujici vlastnosti.

Tvrzeni 8.7. Necht' V je vektorovy prostor nad R (resp. C) se skaldrnim soucinem (|), u,v € V at € R (resp.
t € C). Pak plati

(1) |lul| > 0, pricem?z ||u|| = 0 prdvé tehdy, kdyZ u = o.

(2) ljtwl] = [¢]Jul]. | | |

(3) (Rovnobéznikové pravidlo.) |u + v|* + ||u — v|* = 2|ju)® + 2||v|*.

(4) (Polarizacni identita.) Re((u|v)) = 3(|lu+ v = |[ull® = |[v]|*), kde Re(x) znaéi redlnou cast z.
Diikaz.

(1) Snadny disledek (SP).
(2) Pouzitim (SL1) dostavame

[tull = V/(tuftu) = 1/tE (ufu) = V]t (uu) = [t]y/(afu) = [¢] [[u]

(3) Ve vypoctu staci pouzit (SL2).

||2:(u-|-v|u+v>+<u—v|u—v>

=(ulu) +(ulv) +(viju) +(v|v)
+ (ufu) — (u|v) —(v|u) +(v|v)
= 2(ulu) +2(v|v) = 2|ull’ + 2 ||v|]

lu+v]* + [lu—v

(4) Ze (SL2) a (SCS) vypocteme
la+vI” = (ufu) + (uv) + (v|u) + (v]v) = Jul* + [|v]]" + (u|v) + {u]v) .
Protoze z + T = 2Re(x), dostdvame

2Re((u|v)) = [lu+v|* = ul® - |lv|*

Dusledkem (1) a (2) je, Ze pro nenulovy vektor u je jeho nasobek
u
[[ull

jednotkovy vektor. Rikdme, ze ﬁ vznikl z u znormovdnim.

Rovnobéznikové pravidlo je ilustrovano na obrazku.

Polariza¢ni identita vyjadiuje redlnou ¢ast skalarniho sou¢inu pouze pomoci normy. Podobny vztah jde napsat i
pro imagindrni ¢ast (pokud pracujeme v prostoru nad C), viz cvieni. Skalarn{ souéin je tedy uréen normou. Riizné
dalsi varianty polarizac¢ni identity jsou ve cvicenich.
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vl

OBRAZEK 15. Rovnobéznikové pravidlo

8.2.3. Cauchy-Schwarzova nerovnost, ihel. Pro vektory u,v € R? jsme nahlédli, Ze u-v = ||u|| ||v|| cosa. Z toho
také vyplyva, ze absolutni hodnota |u - v| nemize byt vétsi nez soucin norem ||u|| ||v||, protoZe kosinus ahlu je vidy
v intervalu (-1, 1).

Vztah (u|v) = [Ju]|||v||cosa jde naopak pouZit pro zavedeni Ghlu mezi dvéma vektory v libovolném pro-
storu se skaldrnim soucinem. Aby byl Ghel dobfe definovan, musime dokédzat, 7e obecné plati | (u|v) | < |Ju|l||v]|-
Tato nerovnost se nazyva Cauchy-Schwarzova nerovnost (téZ Bunjakovského nerovnost, nebo Cauchy-Schwarzova-
Bunjakovského nerovnost, apod.) a je asi jednou z nejdulezitéjSich nerovnosti v matematice.

Véta 8.8 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Necht' V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (|) a u,v € V.
Pak plati

[ (a|v) | < lulllivll
piicemz rovnost nastavd pravé tehdy, kdyz (u,v) je linedrné zdvisld posloupnost.
Diikaz. Pokud je posloupnost (u,v) linearné zavisla, pak u = ¢tv nebo v = tu pro néjaké ¢ € C. V prvnim piipadé
je
< 2
[(ulv) [ =[@v[v)|[=[E{v V)] = [t vl

2
[all IvIF = lgv [ IvIF = T

V pripadé v = tu se rovnost odvodi podobné.
Predpokladejme, Ze (u,v) je linedrné nezavisla posloupnost a odvodme ostrou nerovnost. Diky linedrni nezévis-
losti pro libovolné ¢t € C plati

0< |lu—tv|” .

Zvolime t € C tak, aby platilo (v |u — tv) = 0. Geometricky vyznam v piipadé standardniho skaldrniho souéinu v
R™ je vyznalen na obrazku: vektor tv je ortogonélni projekei vektoru u na (v). Pozdé&ji ddme této intuici presny
vyznam pro obecny skalarni soucin.

u—tv

OBRAZEK 16. K diikazu Cauchy-Schwarzovy nerovnosti

Vztah (v ju —tv) = 0 je ekvivalentni (v |u) —¢(v|v) =0, coz je ekvivalentni

(v[u)

t =
2
[Ivll

(Nulou nedélime, protoze vektor je v je nenulovy podle predpokladu o linedrni nezavislosti (u, v).)
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Pii této volbé ¢t dostavame
O<|lu—tv|P=(u—tviu—tv)=(ulu—tv) —i(vju—tv) = (uju—tv)
(v [u) 2 _ (u|v)(ufv) 2 [(uv)?
5 (u|v) = [Juf]” = ———5— = [Ju]|" = =5~
Il vl vl

. , 2 o . . , . o . . , .
Po vynésobeni ||v||”, drobné Gpravé a odmocnéni (oba vyrazy, z nichZ se po¢ita druhd mocnina jsou kladné) vyjde
dokazované nerovnost:

= (ufu) ~ t(u|v) = |ju]* -

2 [(ulv)?
2
Il
2 2
0 < [l IvI]® = [{ulv)

2 2

| (alv) P < [[ull” vl

[ (ufv) | <l {v]l

0 < [ull

Priklad 8.9. Pro standardni skaldrni sou¢in v C™ fikd Cauchy-Schwarzova nerovnost

[Trys + Taye + -+ Tyl < V2P e+ PV e oyl

V piipadé skaldrniho soucinu na C? daného vzorcem

<(331a372)T |(1/1;.7J2)T> = 5Z1y1 — 2T1y2 — 2T2Y1 + T2y>
dostavame
5Z1y1 — 2T1ys — 2Tay1 + T2y
< V5|21 [? — 4Re(@1zs) + [22]2/5]y1]? — 4Re(Fry2) + [92]? -

Pro prostor spojitych komplexnich funkei na intervalu (1, 10) se skaldrnim sou¢inem (f |g) = f110 fg je nerovnost

| ! 7| < \//Ifl\// ol

Dilezitym disledkem Cauchy-Schwarzovy nerovnosti je trojihelnikova nerovnost.

Dusledek 8.10 (Trojahelnikova nerovnost). Necht' V' je prostor se skaldrnim soucinem (|) a u,v € V. Pak plati
[[a+ vl < [[al| + []v]
Diikaz.
[u+v|* = (u+ viju+v) = (ufu) + (u|v) + (u[v) + (v|v)
= |[ull® + 2Re((u |[v)) + [[v[* < [[ul|* + 2| (w[v) | + [Iv]]*
< lalf® + 2 fal[ ]v]| + [IVII* = (lall + [Iv])?

Cauchy-Schwarzovu nerovnost jsme pouzili v predposledni Gpravé. Vyrazy pod druhymi mocninami jsou kladné,
takZe nerovnost plyne odmocnénim. a

Geometricky vyznam je patrny z obrazku.
u+v

[l

vl

OBRAZEK 17. Trojahelnikové nerovnost
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Zobrazeni, které vektoru piiradi skalr, které spliiuje podminky (1) a (2) z tvrzeni 8.7 a trojihelnikovou nerovnost,
se nazyva norma. Existuje mnoho norem, které nepochézi ze skaldrniho soucinu, napiiklad v R"™ mame normu
(z1, T2, ..., xn)|| = |#1]| + |T2] + -+ + |74|, kterd m&F{ vzdalenost, kdyZ se miizeme pohybovat pouze pravoihlym
smérem (proto se ji nékdy ¥ikd manhattanskd norma). Norma pochdzi ze skaldrniho soucinu pravé tehdy, kdyz
spliuje rovnobéznikové pravidlo, viz cviceni.

Cauchy-Schwarzova nerovnost nam umoziuje definovat tthel mezi vektory. Uhel definujeme v p¥ipadé realnych
vektorovych prostort.

Definice 8.11. Nechf V je prostor nad R se skaldrnim souc¢inem (|) a o # u,v € V. Uhlem mezi vektory u a v
rozumime reélné ¢islo a € (0, 7) spliujici
(ulv)

cosa =
[[al[ IVl

Uhel mezi vektory existuje a je uréen jednozna¢né, protoze zlomek je v intervalu (—1, 1) podle Cauchy-Schwarzovo
nerovnosti a funkce cos je bijekci (0, 7) na interval (—1,1).
Pro libovolny skaldrni soucin nad redlnymi ¢isly tedy mame vztah

(ulv) = luf[[[v]lcos o .
Z tohoto vztahu snadno odvodime kosinovou vétu.
Tvrzeni 8.12 (Kosinova véta). Necht' V' je prostor nad R se skaldrnim soucinem (|) a o #u,v € V. Pak plati

2 2 2
[a = v = [[al” + [[v]I” = 2|luf/{[v] cos o ,
kde a je uhel mezi vektory u a v.
Diikaz.
2
[u—v|"=(u-v]u-v)=(ulu) -2(u|v)+(v|v)
2 2
= [[al” +[[vIl” = 2|luf|[[v]| cos o

O

Nad komplexnimi ¢isly se thel definuje jako ¢islo z intervalu (0, 7/2) splijici cosa = “‘i;l‘llﬁ"’)“‘, ale tento pojem
nebudeme pouzivat.

8.3. Kolmost.
Ze vztahu (u|v) = [|ju]|||v||cosa vidime, Ze (nenulové) vektory sviraji tthel =/2 pravé tehdy, kdyz je jejich
skalarni soucin nula. To vede k prirozené definici kolmosti vektort.

Definice 8.13. Necht V je prostor se skaldrnim sou¢inem (| ). Vektory u, v € V nazyvame kolmé (nebo ortogondlni)
a piSeme u L v, pokud (u|v) =0.

Mnozina, nebo posloupnost, M vektort z V' se nazyva ortogondlni, pokud u L v pro libovolné dva rizné prvky
mnoziny (nebo posloupnosti) M.

Mnozina (posloupnost) M se nazyva ortonormdlni, pokud je ortogonélni a kazdy vektor v M je jednotkovy.

Z vlastnosti (SCS) plyne, Ze ortogonalita nezadvisi na pofadi vektort. Z vlastnosti (SL1) vidime, Ze jsou-li
dva vektory kolmé, pak jsou kolmé i jejich libovolné nasobky. Mame-li ortogonalni mnozinu nenulovych vektort
{v1,va,..., v}, miZzeme z ni vytvorit ortonormalni mnozinu znormovanim, tj.

{ Vi Vy Vi }
Ivell” vl (vl
je ortonormalni.

Z geometrického ndhledu v R?® vidime, Ze ortogondlni posloupnost nenulovych vektort je linedrné nezavisla.
Obecné:

Tvrzeni 8.14. Necht'V je prostor se skaldrnim soucinem (|). Ortogondlni posloupnost nenulovjch vektori z V je
linedrné nezdvisld.

Dikaz. Je-li (vi,va,...,Vvy) ortogonélni posloupnost vektort z V' a plati

a1vy +asve +---+apvg =0 s
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pak skalarnim vyndsobenim obou stran zleva vektorem v; (i € {1,2,...,k}) a vyuzitim (SL1), (SL2) a kolmosti
dostévame

(vilaivi 4+ asve + -« + apvy ) = (o |v)
ay (Vi|vi) +as (vi|va) + -+ agp{vi|vg) =0

a; (Vi |Vz> =0 .

Protoze vektor v; je nenulovy, plati podle (SP) vztah (v;|v;) = ||vi]|* > 0, takze z odvozeného vaztahu vyplyva
a; = 0. Ukéazali jsme, ze jedind linedrni kombinace, kterd dava nulovy vektor, je trividlni, takze posloupnost je
linedrné nezavisla (viz bod (2) tvrzeni 5.26). O

Z tvrzeni vyplyva, ze ortogonalni posloupnost n nenulovych vektortt v prostoru dimenze n je ortogonalni béaze,
protoZe je linedrné nezavisld a linedrné nezavisla posloupnost n vektoru je baze podle bodu (4) v pozorovani 5.57

Piiklad 8.15. V prostoru R™ (nebo C™) se standardnim skaldrnim soucinem je kanonickd baze ortonormélni.
Posloupnost vektorti ((1,2,2)%, (=2, -1,2)T) v R? (nebo C?) je ortogonélni, ale neni ortonormalni. Znormovénim
dostaneme ortonormaélni posloupnost

1(1, 2,2)7, 1(—2, -1,2)7
(30227 5-2-127)

Tuto posloupnost lze doplnit na ortonormalni bazi: posloupnost
1 1 1
-(1,2,2)7, 2 (-2,-1,2)7, (2, -2,1
(30227 52 -127 2 -21)

je ortonormalni, takze je to podle poznamky za tvrzenim ortonormdalni baze. Pozdéji budeme pomoci Gram-
Schmidtova ortogonalizaéniho procesu umét kazdou ortogondlni (resp. ortonormélni) posloupnost nenulovych vek-
toril v konefné generovaném prostoru doplnit do ortogondlni (resp. ortonormélni) baze.

Piiklad 8.16. V prostoru R? se skaldrnim sou¢inem danym

2 1
<($1;$2)T|(y17y2)> = (z1,22) ( 11 ) < z; > =2z1y1 +T1Y2 + T2y + T2y

(ovéite, ze je to skuteéné skaldrni souéin) je posloupnost
1 -1
0 )’ 2

((LO)"|(-1,2)") = (1,0) < f } > ( _21 ) =(2,1) ( _21 ) =0,

tedy tvori ortogondalni bazi. Spocitdme normy vektorti a vytvorime ortonormalni bazi.

(Dl (D)= (4)-
(- D () fan(3)-

< < 0 ) NG < 2 >>
\/5 ’ \/5
je tedy ortonormaélni béze.

Pokud si nakreslime tyto dva vektory jako kolmé vektory jednotkové velikosti a ostatni vektory kreslime v tomto
soufadném systému, pak délky a thly pfi daném skalarnim soucinu jsou bézné, eukleidovské délky a tthly na obrazku.
Tento fakt dokdzeme v tvrzeni 8.21.

ortogonalni, protoze

Posloupnost

Ptiklad 8.17. V prostoru spojitych funkci na intervalu (—m,7) se skaldrnim sou¢inem

o) = [ fa

-

je mnozina {1, sin z, cos z, sin(2x), cos(2z), . .. } ortogondlni. Toto je zakladni fakt v oboru Fourierovych fad.

Jednoduchym disledkem definice kolmosti je zobecnéni Pythagorovy véty pro libovolny skaldrni soucin:
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Y

2 (]
_r 4
1 1— ) - V2
1 —* 1
: e
: x

-1 =L 1 1 =L E o

vz V2 V2 vz

Tvrzeni 8.18 (Pythagorova véta). Necht'V' je prostor se skalarnim soucinem (|). Jsou-li vektory u,v € V kolmé,
pak

2 2 2
o+ v = [[al” + [IvII”
Diikaz.
lu+v|* = (u+v]a+v) = (ulu) + (ulv) + (v]u) + (v|v)
Diky kolmosti jsou prostFedni dva ¢leny nulové, takie vyraz je roven |[ul* + ||v||°. O
M
u
2 i+ v
[l
v
Indukei 1ze Pythagorovu vétu zobecnit na libovolny konecény pocet vektoru: Je-li {vq,va,..., vy} ortogondlni

mnozina, pak
Vi 4 v 4o+ Vel = il + valP + - 4 fvalP

Zobecnéni této rovnosti na nekonecné mnoziny vektort se nékdy ik Parsevalova identita.

8.3.1. Soutadnice vektoru vzhledem k ortonormadlni bazi. Vzhledem k ortonormadlni bazi se souradnice vektoru poci-
taji velmi snadno:

Tvrzeni 8.19. Necht'V je prostor se skalarnim soucinem (|), B = (v1,...,Vy) jeho ortonormdlni bdze a u € V.
Pak

u=(vi|u)vi+(vafu) vy +---+(vpu) vy ,
Jingmi slovy,
[u]p = ((vi[u), (valu), .., (va u)" .
Diikaz. Ozna¢éme [u]p = (ai,as,...,a,)T, neboli
u=a;vy+azvy +---+a,vy, .

Podobné jako v dikazu linedrni nezavislosti ortogondlni mnoziny nenulovych vektord skaldrné vynasobime obé
strany zleva vektorem v; a dostaneme

(vilu) = (vilavi + agva + - - + apvy)
ay (vi[vi) +ax (vi|va) + -+ +ag (vi|v)
(vilu) =a;{vi|vi) = a; ,

takze a; = (v; |u). O
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Soutadnicim vzhledem k ortonormélni bazi se nékdy tika Fourierovy koeficienty vzhledem k této bazi. Obecnéji
z dlikazu vidime, ze pro ortogonalni B plati

T
i = <<v1 ) (va fu) <vn|u>>

2 20 2
[vall™ vl [Ivall

P#iklad 8.20. Uréime soufadnice vektoru u = (3 +4,2,4)7 € C3 vzhledem k ortonormélni bézi

) -2 2

1! 1 1
B = (vi,v2,v3) = 3 2 '3 -1 '3 -2
21 2 1

prostoru C? se standardnim skaldrnim skalarnim souéinem.

[ulp = (V] -u,v} -u,v}i u)
1 3+z 3+
= | (=i, ~2i, —2i) —92,-1,2 2 |,
3

3 T

1 +1
2,-2,1 2
(2-21)
i
T

1 8 1
=(=(3=7i).—-2.2(2
(3(3 7i), 3,3( +3z)>
Skutec¢né
3+1 ) -2 2
1 1 8 1 1 1
2 |=z@-7)-2 2 |-2.2| -1 S@2+3) - | -2
. g3-T)-3 | % 33 T3@+30) -3
i 21 2 1

Vzhledem k ortonormaélni béazi prechazi skalarni soucin na standardni. Pfesnéji, skalarni sou¢in dvou vektori je
roven standardnimu skaldarnimu soucinu souradnic téchto vektort vzhledem k ortonormadlni bézi.

Tvrzeni 8.21. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem (|), B = (v1,Va,...,Vy) jeho ortonormdlni bdze a
u,w e V. Pak

(u|w) = [u]p[w]s -
Diikaz. Oznacéme [u]p = (a1, as,...,a,)T, [W]p = (b1, ba,...,b,) 7T, tedy
u=aivy+asve + -+ apvy, W=0bvi+byvyo+---4+b,v, .

Pomoci (SL2), (SL1) a ortonormality postupné dostdvame

= <2n:aivi Zn:bivi> = 2”:2”: (a;v;|bjv;)
=1 j=1 i=1 j=1
n mn n
=33 aibi(vilvy) =Y aib = [u]z[wls
i=1 j=1 i=1

O

Tvrzeni ospravedliiuje pozndmku z piikladu 8.16: Pokud si nakreslime vektory ortonormadlni béaze jako jednotkové
navzajem kolmé vektory a ostatni vektory kreslime v tomto souradném systému, pak délky a thly piri daném
skalarnim soucinu jsou bézné, eukleidovské délky a thly na obrazku.

Piiklad 8.22. V prostoru R? se skaldrnim soucinem

T 2 1
{((@1,22)" |(y1,92) ) = (z1,2) ( 11 ) < - ) =2z1y1 + T1Y2 + T2Y1 + T2y

Y2
(s

)7 (%))

je posloupnost



110 LIBOR BARTO A JIRT TUMA

ortonormaln{ baze (viz piiklad 8.16. Uvazujme vektory u = (2,3)7 a v = (1,1)?. Z tvrzeni 8.19 spocteme jejich
soufadnice vzhledem k B a pak vypocitame skaldrni soucin podle tvrzeni 8.21.

o= () (2)) -5 (3)
(B () () - 50)

1 1 3
(i) = fola - Mo = —=(13) 55 (] ) =12

To muZeme ovérit z definice skaldrniho soucinu.
8.3.2. Ortogondlni doplnék. Definici kolmosti rozsifime na mnoziny vektoru.

Definice 8.23. Nechf V je prostor se skalarnim sou¢inem (|) a v € V, M, N C V. Rikdme, Ze v je kolmy na M,
zapisujeme v L M, pokud v je kolmy na kazdy vektor z mnoziny M.

Rikdme, Ze M je kolméa na N, zapisujeme M L N, pokud kazdy vektor mnoziny M je kolmy na kazdy vektor
mnoziny N.

Pokud M je kolma na N, pak v jejich priniku miZze byt pouze nulovy vektor (rozmyslete si jako cviceni).
Napiiklad tabule neni kolma na podlahu, i kdy?Z sviraji ahel 7/2 (thel mezi podprostory definujeme pozdéji jako
nejvétsi thel, ktery sviraji vektory jednotlivych podprostort). Kolmost se pfenasi na linedrni obal:

Pozorovani 8.24. Necht'V je prostor se skaldrnim soucinem (|) a M,N CV. Pokud M L N, pak (M) L (N).
Dikaz. Pokud u = Zle a;u;, kde a; jsou skalary au; € M, av = 23:1 bjv;, kde b; jsou skaldry a v; € IV, pak z
linearity, tj. z vlastnosti (SL1) a (SL2), mame

k

k 1 l
(ulv) = <Zaiui ijvj> =Y @b (vilv;) =0 .

i=1j

Nejvétsi mnozina vektortt kolmé na danou mnozinu M se nazyva ortogonalni doplnék.

Definice 8.25. Necht V je prostor se skaldrnim sou¢inem (|) a M C V. Ortogondlni dopliikem mnoziny M
rozumime mnozinu viech vektorti kolmych na kazdy vektor z M, znac¢ime M*:

M+ ={veV:vlM}.
Podle definice M je kolmé na M~ a M~ je nejvétsi takovd mnozina. Dalsi jednoduché vlastnosti:

Pozorovani 8.26. Necht'V je prostor se skaldrnim soucinem (|) a M,N C V. Pak plati
(1) M* je podprostor V,
(2) Je-li M C N, pak N+ C M+,
(3) M+ = (M)",
Dikaz. Dukaz se provede snadno z definic a predchoziho pozorovani. Prenechdme jej do cviceni. O
V R3 se standardnim skaldrnim sou¢inem je ortogondlni doplnék mnoziny M = {u, v} dvou linedrné nezavislych

vektoril piimka kolm4 na rovinu (u, v). Ortogonlnim doplitkem nenulového vektoru (nebo jeho linedrniho obalu)
je rovina.

Priklad 8.27. Urcéime ortogonalni doplnék roviny U = <(1, 2,5)7,(0,1, 1)T)> v prostoru R® se standardnim ska-
larnim souc¢inem. Podle (3) je U+ rovna mnoziné viech vektort x kolmych na oba generatory, tj. mnoziné vektori,
pro které (1,2,5)x =0 a (0,1,1)x = 0. Maticové

125\ [0
01 1) o
Hledame tedy feseni homogenni soustavy s matici, jejiz fadkové vektory jsou generdtory U:

D-((7))

U+ = Ker <

= N

1
0
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V piikladu jsme vidéli, Ze k uréeni ortogonalniho doplitku mnoZiny vektord M = {vi,va,...,Vi} (nebo pod-
prostoru (M)) v aritmetickém vektorovém prostoru R” se standardnim skaldrnim soudinem sta¢i napsat vektory
V1,Va, ...,V do fadkd matice a vytesit prislusnou homogenni soustavu. Pti standardnim skalarnim soucinu tedy
plati

(Im AT): = Ker A4 .
To nam dava nad R dalsi interpretaci feSeni homogenni soustavy rovnic Ax = o — urc¢ujeme ortogonalni doplnék
radkid matice A. V C" se standardnim skalarnim soucinem je jesté tfeba pridat komplexni sdruzovani:

(Im A*)* = Ker 4 .

Obecnéji, poditame-li vzhledem k ortonormalni bézi, pak skalarni souéin se chova jako standardni (viz tvrzeni 8.21),
takze ortogonalni doplnék mnoziny vektorti muzeme spocitat podobné:

Pozorovani 8.28. Necht'V je konecné generovany prostor se skalarnim soucinem (|), B jeho ortonormdlni bdze,

M ={v1,ve,...,v}. Oznacme A matici s Fadky [v1]%, [v2]h, -- ., [Vk]g- Pak
[M1t]p =KerA .
Diikaz.
M5 = {[u]z s u L M} = {[ug : (vi [u) = (vo [u) = - = (v Ju) = 0}
={[u]z : Vi]p[u]p = [valp[ulp = --- = [Vi]p[u]p = 0}

={x:Ax=o0}=Ker A

Diilezité netrivialni vlastnosti ortogonalniho dopliku jsou shrnuty v nasledujici vété.

Véta 8.29. Necht'V je konecné generovany prostor dimenze n se skaldrnim soucinem (|) a W je podprostor V.
Pak plati

(1) dim(W+) =n — dim(W),

2 V=WwWaowt,

(3) WhHr=W.

Dukaz. V dikazu pouzijeme skutecnost, kterd bude dokazana teprve pozdéji ve vété 8.44, a to, ze kazdy prostor
kone¢né dimenze mé néjakou ortonormélni bazi B.
Zvolme néjakou bézi (wq,ws, ..., wy) prostoru W, tj. dim(W) = k.
(1) Ozna¢me A matici s fadky [w1]s, [W2]B, ..., [Wi]B. Ortogondlni doplnék prostoru W vyjadfeny v bézi
B je podle pozorovani 8.28 jadrem matice A. Matice mé4 k linedrné nezavislych fadkf, takze rank(A4) =
rank(A) = k. Podle véty 5.83 o dimenzi jadra a obrazu mame dim(Ker A) =n — k.
(2) Protoze podprostor W je kolmy na W+, jejich prinikem je trividlni podprostor {o}. Podle véty 5.87 o
dimenzi sou¢tu a priniku mame

dim(W + W) = dim(W) + dim(W+) —=dim(WNW+) =k+n—-k—-0=mn .

Podprostor dimenze n v prostoru dimenze n je cely prostor (tvrzeni 5.59), takze W + W+ = V.
(3) Podprostor W je kolmy na W+, takze W je podprostorem (W=)+. Podle (1) mame dim(W+) =n —k a
dim((WH)1+) =n — (n — k) = k. Takze W = (W) opét podle tvrzeni 5.59.
(I

Kazdy vektor ve V lze podle (2) vyjadfit jednoznaéné jako soucet vektoru vy ve W a vektoru vy kolmého na
W

V=Vw +VpL

Definice 8.30. Vektoru vy tikdme ortogondlni projekce vektoru v na W. Vektor vy 1 se nazyva kolmice vektoru
v na W. (Kolmice je tedy ortogonalni projekce v na W+.)

Disledkem Pythagorovy véty je, ze vektor vy je nejlepsi aproximaci vektoru v v prostoru W:

Tvrzeni 8.31. Necht V' je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem (|), W je podprostor V, v € V.
Vektor v — vy (=vy 1) md nejmensi moZnou normu ze viech vektori v —w, w € W.
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/

Vi

Diikaz. Uvazujme libovolny vektor w € W, w # vy . NapiSeme si vektor v — w ve tvaru
v-w=(vV-vy)+Vw —w)=vyL+ (viyg — W) .
Vektor vy 1 je kolmy na vy — w protoze je kolmy na oba dva vektory vy a w. Podle Pythagorovy véty 8.18 je
v = wl* = [V [* + v = wi* > v |*
O

Predpoklad konetné generovanosti V' v bodech (2), (3) véty 8.29 a v predchozim tvrzeni lze nahradit slabsim
predpokladem, ze W je kone¢né generovany. To ziskame jako disledek Gram-Schmidtovy ortogonalizace, viz cviceni.

8.3.3. Prostory urcené matici a kolmost. Metody a aplikace hledani nejlepsi aproximace budeme studovat v dalsi
¢asti. Ted se jesté kratce podivame na vztahy prostort uréenych matici z hlediska kolmosti a geometricky interpre-
tujeme izomorfismus Im A7 a Im A.

Uvazujme standardni skaldrni soucin nad redlnymi ¢isly a redlnou matici A typu m X n.

Vgimli jsme si, ze pro standardni skalarni sou¢in nad R mame (Im A7)+ = Ker A. Podle bodii (3) a (2) z véty 8.29
také plati

(KerA)t =Im AT | KerA@ImAT =17 |
kde n je pocet sloupci matice A.

Jadrem linedrniho zobrazeni fy : R® — R™ je Ker f4 = Ker A. Jeho zGzeni na libovolny doplnék Ker A, tj.
libovolny podprostor U < R”™ takovy, ze Ker A & U = R” je izomorfismus U — Im A, viz cviceni. Pro ortogonalni
doplnék Ker A, coz je Im A7, mame izomorfismus Im A” — Im A. Z toho napiiklad vidime, Ze prostory Im A7 a
Im A maji stejnou dimenzi, takZe ziskdvame v redlném piipadé dalsi dikaz, ze dimenze sloupcového a faddkového
prostoru matice se shoduji (véta 5.73).

Priklad 8.32. Pro matici

1 2 =3
A= 1 -1 2
2 1 -1

mame
Ker f4 =KerA=((-1,5,3)"), ImA” =((1,2,-3)7,(1,-1,2)T)
Skuteénd Ker A L Im A7 a Ker A @ Im AT = R3.
Ztzeni f na Im A7 je izomorfismem rovin In A7 aIm A = <(1, 1,2)T, (2,1, 1)T>.
OBRAZEK
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Obdobné pro prostory Im A a Ker AT mame vztahy.
(Im A)* =Ker AT, (KerAT): =ImA, KerA? @ImA=Tm,

kde m je pocet fadku matice A.
Nad komplexnimi ¢isly vychazi stejné vztahy, jen je potieba transponovani nahradit komplexnim sdruzovanim.

8.4. Ortogondlni projekce.

V této Casti se naucime hledat ortogondlni projekci vektorid na podprostor. Ortogondlni projekce je nejlepsi
aproximace vektoru v podprostoru, coz také vyuzijeme na hledani nejlepsich ptibliznych feSeni soustav linedrnich
rovnic.

8.4.1. Ortogondlni projekce na primku. Jednoduchym piipadem ortogondlni projekce je projekce na pfimku W =
(w), w # {o}. Projekce vektoru v je vektor vy = aw, pro ktery je vektor viyr = v — vy kolmy na w. Z toho
dostavame

(Wlv—aw) =0
(Wlv) —a{w|w) =0
(

wlv)

takze ortogonalni projekce vektoru v na W je

V pripadé, ze je vektor w jednotkovy, se vzorec zjednodusi na
vy = (W|v)w .

OBRAZEK
Vzorec také mizeme v R? nahlédnout z geometrické interpretace skaldrniho sou¢inu jako soudinu norem vynéso-
beného kosinem thlu jimi sevieného. Norma projekce je kosinus Ghlu mezi v a w krat norma v, tj.

(wlv)

v flwl]

(wlv)
[[wll

a projekce je rovna této normé vynasobené znormovanym vektorem w, tj.

Ivll =

(wiv) w _ (wlv)
Wl Wil jfwl?
OBRAZEK
Rovnéz si viimnéme souvislosti s vyjddienim vektoru v vzhledem k ortonormdlni bazi (wy,ws,...,w,) z tvr-
zeni 8.19:

v=(wi|V)W] + (W |[V)Wa + -+ (W, |v)wW, .

Séitanec (w; |v) w; je ortogondlni projekei vektoru v na piimku (w;).
Ortogonélni projekci miuzeme chapat jako endomorfismus prostoru V, ktery vektoru v pfitazuje vektor vyy. V
pfipadé aritmetického vektorového prostoru V = C™ nebo V = R™ a standardniho skaladrniho sou¢inu mame

*

Vw = 72W
[Iwli

. . 2 N .
Soucin skalaru w*v/||w||” a vektoru w lze zapsat maticovym soucinem
Vi =W——s = ——5V

Z toho vidime, Ze matice Py projekce p(wy na pifmku (w) vzhledem ke kanonickym bazim je

wWwW™

2
[[wl]

Py = [pwlk =
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Priklad 8.33. V R? se standardnim skaldrnim souc¢inem je projekce vektoru v = (21,72, 23)? na piimku W = (w),
kde w = (1,2,3)T, vektor

T
1,2,3 T
(w|v) 2 o L 1 1
W = 3 = 1 2 = Z(xl + 25 + 3133) 2
[lwl| 1 3 1 3
T + 29 + 323
= ﬂ 2.’1)1 + 41‘2 + 61’3
31’1 + 65(]2 + 9.%'3
Matice projekce na W vzhledem ke kanonickym bazim je
1
2 1(1,2,3)
ww’l 3 1 123
PW = P} = - - 2 4 6 5
]| 14 4\ 5 6 9

coz dava stejny vzorec.

Obecnéji, pro konec¢né generovany prostor V' s ortonormalni bazi B mame podle tvrzeni 8.21 o skalarnim soucinu
vzhledem k ortonormalni bazi

takZe matice vzhledem k bézim B a B je

8.4.2. Ortogondlni projekce na obecny podprostor. Nyni odvodime vzorec pro ortogondlni projekci vektoru v na
obecny podprostor W = (wy,Wa, ..., W) konetné generovaného prostoru V' se skalarnim soucinem (|). (Pfedpo-
klad, Ze V' je kone¢né generovany muZeme vynechat.)

Vektor vy lezi v prostoru W, takze je linedrni kombinaci generatori:

Vww = Q1 W1 +G2Wa + -+ QWi .

K tomu, aby vy byl ortogondlni projekci v, je nutné a staci, aby vektor vy, = v — vy byl kolmy na W.

E W = (Wl, W2>
v |
>
Wo
VW
Wi
To nastane pravé tehdy (viz pozorovani 8.24), kdyz v — vy je kolmy na kazdy z vektortt wi,wo, ..., wy. Dosta-
vame
O=(wi|[v—vw)=(W;|V—a1W; —asWa — ... — apWg)
=(w; |V) —ay (W;|w1) —ag (w; |[wa) — ... —ag (W; |wg)
Upravou dostaneme pro kazdé i € {1,2,...,k} rovnici
ay (Wl |W1> + ao <W, |W2> + -t ag <Wl |Wk> = (Wl |V>
Vektor koeficientt (ay,as,...,a;)T € T™ je tedy feSenim soustavy rovnic
(wilwi) (wi|wa) .. (wi|wg) | (wi]v)
(walwi) (walwa) ... (walwg) | (w2|v)
(Wi lwi) (welwz) .. (wi|wg) | (wy|v)

Dokazali jsme:
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Tvrzeni 8.34. Necht'V je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem (|), wi,Wa,...,wg,v € V, W =
(W1, Wa,...,Wg). Ortogonalni projekce vektoru v na podprostor W je rovnd vektoru

Vi = a1Wi1 + aWa + -+ -+ apWy

kde (a1, as,...,a;)T je (libovolné) Feseni soustavy rovnic s rozsitenou matici
(wifwi) (wilwz) ..o (wi|wg) | (wi]v)
(wa wi) (walwz) ... (w2lwg) | (wav)
(Wewi) (Welwz) oo (welwg) | (wg|v)
Matice soustavy z tvrzeni se nazyva Gramova matice vektora wy, wa, ..., wy. Je-li B = (wy, ws, ..., wy) linedrné
nezavisla, pak (a1, as,...,a;)’ jsou soufadnice vektoru vyr € W vzhledem k bazi B. Ty jsou uréeny jednoznacné,

takze Gramova matice je reguldrni (detailné si promyslete jako cvi¢eni). Naopak, jsou-li vektory w; linedrné zavislé,
pak je Gramova matice singularni.

Determinant Gramovy matice vektort wi, wso,..., w; € R” vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu je
roven k-rozmérnému objemu rovnobéznosténu o stranidch wi,ws, ..., wy. Dikaz pro k¥ = n nechdme jako cviceni,
obecné jej délat nebudeme.

Priklad 8.35. V prostoru redlnych polynomi stupné nejvyse dva se skalarnim soucinem (f |g) = fol fg najdeme
nejlepsi aproximaci polynomu z? pomoci linedrniho polynomu a + bz a chybu této aproximace.

Chceme tedy nalézt ortogonalni projekci vyy = a+ bz a kolmici vektoru v = x? na prostor W = (wy, wy) = (1, ).
Koeficienty a, b jsou podle tvrzeni feSenim soustavy

1 1 1
( (Wi wi) (wi|wz) | (wi|v) > _ foll fgﬂf folﬂl72 :< ! % % )
(wa[wi) (wa|wa) | (w2 |v) Iz [y | [, =* 7 3l1
Resenim soustavy dostaneme vektor (a,b)? = (—%, 1)T. Nejlepsi aproximaci vektoru v = z? je tedy
1
Vww = awW +bW2 = —6-{'.17,
chybovy vektor je
. 1
VL :v—vwzmz—x+6

a velikost chyby je

1 2 1

1 4 1 1

||VV[/J_||:\//0 <x2—x+6> :\//0 x4—2m3+§z2—§m+%
_\/1 L4 1 1 [1
V5 29 6 36 V30

Y
/
i
4 / .
1 // //
L
3
— 2 /
1
2
1
R 4
= T
1
- 1 1l

il

N
BN
N
—f
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8.4.3. Reseni neresitelné soustavy linedrnich rovnic. Mé&jme soustavu rovnic Ax = b, kterd nem4 feSeni. Reknéme,
ze A je matice typu m x n nad R nebo C, typicky m >> n. Takova soustava muze napiiklad vzniknout sestavenim
rovnic z velkého mnozstvi méteni, kterd jsou zatizend chybami. Chceme nalézt ,co nejlepsi“ priblizné feseni x v
tom smyslu, aby skute¢nd pravé strana Ax byla co nejbliZe idedlni pravé strané b, tj. aby norma ||b — Ax|| byla co
nejmensi mozné. V praktickych aplikacich nas bude nejspise zajimat eukleidovskd norma na C™ (nebo R™), proto
také fikame, Ze soustavu reSime metodou nejmensich ctverciu. ZapiSeme-li Ax jako linearni kombinaci sloupcii,
muZeme se na tento problém podivat tak, Ze hleddme x = (z1,...,2,), aby Az + Az + -+ + Aypzy, byl co
nejblize vektoru b. Podle tvrzeni 8.31 (kde V. =T™ W =Im A, v = b) je Ax ortogonélni projekce vektoru b na
Im A, kolmice vektoru b na Im A je chybovy vektor b — Ax.

ImA

Pieformulujeme si tvrzeni 8.34 na tento dulezity specidlni piipad. Matice soustavy z tohoto tvrzeni, tj. Gramova
matice vektortt A.i, A, ..., Asn, ma na misté (4, 5) ¢islo A.; - Ay; = A%, A,;. Je tedy rovnd matici A*A. Pravou
stranu soustavy z tvrzeni mizeme maticové zapsat A*b. Dostavame:

Tvrzeni 8.36. Necht A je matice typu m X n nad R nebo C, b € R™ (resp. C™). MnoZina vsech feseni soustavy
Ax = b metodou nejmensich ctverci je rovna mnoZiné vsech (pfesnyjch) feSeni soustavy

A*Ax = A™b
Soustavé A*Ax = A*b ¥ikdme soustava nmormdlnich rovnic p¥islusnd soustavé Ax = b. Pokud A m4 linedrné

nezavislé sloupce, pak je vektor x urcen jednoznaéné, takze A*A je regularni a dostdvame jednoznacné feSeni
plvodni soustavy metodou nejmensich ¢tvercd.

P#iklad 8.37. Reseni redlné soustavy (A|b), kde

2 0] 3
(Alb) = 1 1 5 ,
-2 -1 -2
metodou nejmensich ¢tvercu je feSeni soustavy
ATAx = ATb

2 1 -2 ) < 2 1 -2 >
1 1 X = )
(01—1 L 01 -1)\ 2
9 3 x— 15
3 2 I\
Eliminaci dostaneme (z1,z2)7 = (1,2)7.

Pravé strana ptivodni soustavy vyjde A(1,2)7 = (2,3, —4), je to ortogonélni projekce vektoru b na prostor Im A.
Chybovy vektor je
bimay: =(3,5,-2)7 - (2,3, -497 = (1,2,2)"
a velikost chyby je

bt | = VEFE 57 =3
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Jednou ze situaci, ktera vede na priblizné fesSeni soustavy rovnic, je linedrni regrese, kdy chceme co nejlépe prolozit
piimku y = az 4+ b danymi naméfenymi hodnotami (z1, 1), (z2,y2), - .-, (Tn, yn). V tomto piipadé hleddme nejlepsi
yreseni” soustavy

1 1|y
zo 1|y
T, 1 Yn

dy -
(wlayl).

(72,12) ©

OBRAZEK 18. Linedrni regrese — minimalizujeme > d?.
Daty muZeme prokladat sloZitéjsi atvary, jako paraboly, polynomy vyssiho stupné, elipsy (napf. pfi hledani drahy
planety), apod. Takové tlohy vedou na hledani feSeni soustavy metodou nejmensich ¢tverct.

Priklad 8.38. Metodou nejmengich ¢tverct prolozime body (0,1), (1,1), (2,2), (3,4), (4,5) v R? pifmku y = az+b.
Koeficienty a, b jsou feSenim soustavy rovnic

0 1|1
1 11
2 1|2
3 1|4
4 1|5

metodou nejmensich ¢tvercti. Prislusnd soustava normalnich rovnic je

0 1 1
(01234>;i<a>_<01234>;
1 1 1 11 3 1 b 1 1 1 11 4
4 1 5

30 10 a\ [ 37

10 5 b )\ 13

Resenim vyjde (a,b)? = (11/10,2/5) takZe hledana piimka je

11
yzﬁx+5.

Y (
15 / 15
—4 —A4
—3 —3
— 2 — 2
B — 14

,/ x x
-1 1 2 3 4 5 -1 1 2 3 4 5
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Piiklad 8.39. Stejnymi body prolozime co nejlépe parabolu y = az® + bx + c. Koeficienty jsou fesenim soustavy

0 0 11
1 1 1)1
4 2 1|2
9 3 1|4
16 4 1|5
metodou nejmensich ¢tvercii. Vyjde (a,b,¢)’ = ...
y =

8.4.4. Matice ortogondlni projekce. Uvazujme podprostor W dimenze n aritmetického prostoru C™ (nebo R™)
se standardnim skaldrnim soucinem. Urcéime matici Py ortogondlni projekce py na podprostor W vzhledem ke
kanonickym bazim.

Napiseme si do sloupct matice A vektory néjaké baze prostoru W, tj. A je matice typu m X n s linearné
nezavislymi sloupci. Ortogondlni projekce vektoru b na Im A = W je podle diskuze vyse vektor Ax, kde x je
feSenim rovnice A*Ax = A*b. Protoze A m4 linearné nezavislé sloupce, je Gramova matice A* A regularni, takze
miizeme psit x = (A*A) 'A*b. Projekci tedy miizeme vyjadiit pw(b) = Ax = A(A*A) 'A*b a matice py
vzhledem ke kanonickym bazim je

Py = A(A*A)71A* .

Kazda takova matice je, jak se snadno ovéfi, hermitovska a spliuje Py Py = Py, coz je téz geometricky vidét
z toho, ze fw je projekce. Naopak, libovolnd matice spliwujici tyto dvé podminky je matici projekce na néjaky
podprostor:

Tvrzeni 8.40. Necht P je ¢tvercovd redlnd nebo komplexni matice adu m. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni
(1) P je hermitovskd (tj. P* = P) a P2 =P
(2) P je matict ortogondlni projekce na néjaky podprostor W aritmetického vektorového prostoru R™ (resp. C*)
se standardnim skaldrnim soucinem vzhledem ke kanonickym bdzim.

Diikaz. (2) = (1) jsme jiz dokézali. Necht P je tedy hermitovskd matice, pro kterou plati P? = P. Polozime
W = Im P (jind volba neni, ma-li byt fp projekce na néjaky podprostor, pak tento podprostor musi nutné byt
obrazem fp). Z vlastnosti P2 = P plyne, ze Pu = u pro libovolny vektor u € W, protoze pro kazdy takovy vektor
u existuje v takové, ze Pv = u, z ¢ehoz dostédvame

Pu=P(Pv)=PPv=Pv=u.
Nyni Ker P je podle diskuze o podprostorech ortogonalni doplnék Im P* a tento prostor je rovny Im P = W,
protoze P je hermitovska. Plati tedy W+ = Ker P. Nyni pro libovolny vektor v je vy . € Ker P, takze
Pv=P(vw +vw1)=Pvw + Pvyy. = Pvyy = vy .
Z toho vidime, Ze obraz vektoru v pii zobrazeni fp je skutecné ortogondlni projekce vektoru v na W, jak jsme

chtéli. d

8.5. Gram-Schmidtova ortogonalizace, QR-rozklad.

Vzorec pro ortogonélni projekci vektoru v € V na podprostor W se zna¢né zjednodusi, je-li baze (wy, wa,
.., Wy) prostoru W ortogonalni. Gramova matice v tvrzeni 8.34 je totiz v tomto p¥ipadé diagonalni. Protoze
odvozeni tvaru ortogondlni projekce je kratké, zopakujeme jej v tomto specidlnim piipadé. Hledame vektor vyy =

a1 Wy + asws + - - - + apwy, tak, aby vektor v — vy byl kolmy na kazdy z vektorti wi,ws, ..., wg. Dostavame
O=(w;|v—vw) =(W;|v—-—a1W; — aaWa — ... — apWyg)
=(w;|v) —ay (W; |[W1) —as (W; [Wa) — ... — ag (W; |wg)

= (w; [v) —a; (w;|w;)

o ilY)
(Wl
Tvrzeni 8.41. Necht'V je koneéné generovany prostor se skaldrnim soucinem (|), {w,wa,..., Wy} ortogondlni
mnozina nenulovych vektori, v € V, W = (wy,wa,...,wy). Ortogondlni projekce vektoru v na podprostor W je
rovnd vektoru
wi |v wy |V wp |v
g = ) ) )

2
[Iwal [Iwell
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Jinymi slovy, soufadnice vy vzhledem k bazi B = (wq,wa, ..., W) prostoru W jsou
_ [ walv) (walv) (Wi [v)
[VW]B - 2 R 9
W™ llwl [Iwell

V pripadé, ze B je dokonce ortonormaélni, vzorec se déle zjednodusuje na
vy = (W1 [V) W1 + (W2 [V) Wa + -+ (W [v) wy, .

Vyraz na pravé strané je shodny (aZ na preznaceni) s vyrazem z tvrzeni 8.19 o soufadnicich vzhledem k ortonormaélni
bézi. Skutecné, tvrzeni 8.41 je jeho zobecnénim. Pokud v € W, pak v = vy a vzorec dava vyjadieni v vzhledem
k ortonormalni béazi (wy,wa, ..., wy) prostoru W. V piipadé, Ze v ve W nelezi, stejny vzorec ndm davéa souradnice
jeho ortogonalni projekce.

Ptiklad 8.42. V R? se standardnim skalarnim souc¢inem Je ((1,1,2)T, (2,0, —1)T) ortogonalni mnozina. Ortogondlni
projekce vektoru v = (1,2,3)” na rovinu W = ((1,1,2)7, (2,0, 1)) je tedy

L1223 (1), @0-n23" [ 2
Vi = 1 + 0
( ( 5172 (2507_1)(270a_1)T -1
11
1
32
Skute¢né, chybovy vektor vy = v — vy —1,5,-2)7 je kolmy na oba dva vektory (1,1,2)%, (2,0,—-1)%

8.5.1. Gram-Schmidtova ortogonalizace. Jiz nékolikrat jsme si vSimli, Ze je vyhodné mit v prostoru ortogonalni
nebo ortonormélni bazi. Vzhledem k ortonormalni bézi se snadno pocitaji soufadnice (tvrzeni 8.19), skaldrni sou-
¢in prechdzi na standardni (tvrzeni 8.21), dobie se podcitaji ortogondlni dopliky (pozorovéni 8.28) a mame-li v
podprostoru ortogondlni bézi, mizeme na tento podprostor jednoduse pocitat ortogonalni projekce (tvrzeni 8.41).

Gram-Schmidtiv ortogonaliza¢ni proces ,,vyrobi“ z jakékoliv béze (v, va, ..., v,) ortogondlni bézi (wy, wa, ..., wy)
a to tak, Ze se pro kazdé ¢ € {1,2,...,n} zachovaji linedrni obaly prvnich i vektort, tj. (vi) = (wy), (vy,va) =
(w1, w2), atd.

Prvni vektor zvolime w; = v;. Vektor wy bude kolmice vs na p¥imku (w;) = (v;), vektor ws bude kol-
mice na rovinu (wy,ws) = (v, vs), atd. Obecné, w; uréime jako kolmici na linedrni obal pfedchozich vektorii
Wi, W2,...,Wi_1.

OBRAZEK

V priabéhu procesu se zachovava vlastnost (vq,va,...,v;) = (W1, Wa,..., W;), protoze novy vektor w; se voli

wi = (Vi)wr =Vvi— (Vi)w

kde W = (wy,wa,...,w;_1) = (V1,Va,...,V;_1). Specidlné, (w1, wa, ..., W,) generuje V, takZe je to baze (dim(V)-
prvkové posloupnost generatord je vzdy bazi, viz bod (2) v pozorovéani 5.57). Tato baze je ortogonélni, protoze w;
se voli tak, aby byl kolmy k vektorim wy,wo,... , w;_1.

Protoze wq,...,w;_1 je ortogonalni baze linearniho obalu téchto vektort, médme pro vektor w; explicitni vzorec
z tvrzeni 8.41:

W1 |V; Wy |V, W;_11|V;
walv) o (walvi) o el
Il Il Iwial

Wi:Vi_(Vi)W:Vi_<

Pokud chceme najit ortonormaélni bézi, mizeme bud vektory znormovat na konci, nebo je normujeme pribézné,
¢imz nam také ve vzorci odpadaji Jmenovatele.

Priklad 8.43. V podprostoru
W ={vi,vy,vs} ={(1,2,0,1)7,(1,-1,1,0)",(0,1,1,3)"}

prostoru R* se standardnim skaldrnim sou¢inem najdeme ortonormalni bazi w, wa, w3. PouZijeme Gram-Schmidtovou
ortogonalizaci aplikovanou na vektory vi,vs,vs. Budeme pribézné normovat, vektory wi, ws, wg pied znormo-
vanim ozna¢ime wi{, wh, wi. Uvedomme si, Ze nemusime ovéfovat linedrni nezavislost vektord v; (tj. Zze tvori
bazi W), pokud je totiz vektor v; linedrni kombinaci pfedchozich, pak w;, jakozto kolmice v; na linedrni obal
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(V1,Va2,...,V;_1), je nulovy vektor.
1
p 2
Wi =V = 0
1
1
w wi 1 2
L= -
Iwill  v6 | 0
1
1 1
- s _ vl |2
Wy = Vo — <W1 |V2>W1 - 1 \/6(1’2’0’ 1)(17 la 150) \/6 0
0 1
1 1 7
! n 2 | _1f -4
o 1 0| 6 6
0 1 1
7
W wy, 1 —4
*Twall T vioz | 6
1
wi = vy — (w1 |v3)wy — (Wa|vs) wy
0 1
1 1 7 1 2
= - —(1,2,0,1)(0,1,1,3)" —
R (UECRMCAR RS I
3 1
7
1 1 —4
- ——(7,-4,6,1)(0,1,1,3)T —
\/102( ) ) Vvioz | 6
1
0 1 7 —120 —15
IO N U TR T I D U B I R
! 6| 0 102 6 | 102 72 © 51 9
3 1 1 216 27
-15
e — wy 1 —6
P lwhll T Vios9 | 9
27
Ziskali jsme ortonormadlni bazi
1 7 —15
12 1 —4 1 —6
vel 0 |'vio2| 6 [’v1039 | 9
1 1 27

Z Gram-Schmidtovy ortogonalizace vidime, ze kazdy konecné generovany prostor mé ortonormdlni bazi, protoze
sta¢i zortogonalizovat a znormovat libovolnou béazi. Obecnéji, kazdou ortogonalni posloupnost mizeme rozsitit do
ortogonalni baze.

Véta 8.44. Necht'V je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem (|). KaZdd ortogondlni (resp. ortonor-
malni) posloupnost nenulovych vektori z V' jde doplnit do ortogondlni (resp. ortonormdlni) bdze.
Specidlné, kaZdy konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem md ortonormdlni bdzi.
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Diikaz. Necht C = (wy,ws,...,wy) je ortogonalni posloupnost nenulovych vektorti. Tato posloupnost je linedrné
nezavisla (viz tvrzeni 8.14), proto jde doplnit vektory vi41,...,V, na bazi V (viz disledek 5.54). ,Dokon¢enim*
Gram-Schimdtovy ortogonalizace ziskdme vektory wyy1,...,w, takové, ze (wi,ws,...,w,) je ortogonalni bézi.
Je-li C navic ortonormalni, mtzeme vektory wg41,... znormovat a ziskdme ortonormalni bazi.

Poznamka: Mohlo by se zdat, Ze jsme existenci ortonormélni baze dokazali kruhem. Ve vété 8.29 o ortogonalnim
dopliiku jsme existenci predpokladali a z této véty plyne existence ortogonalni projekce a kolmice vektori. Ke Gram-
Schmidtové ortogonalizaci tuto vétu ale nepotiebujeme, prosté definujeme vektory w; odvozenym vzorcem a ziskame
ortogonalni bazi. O

Gram-Schmidtova ortogonalizace je numericky nestabilni. Na ortogonalizaci se v nékterych praktickych alohach
proto pouzivaji jiné, numericky stabilni algoritmy, napfiklad algoritmus vyuzivajici Householderovy transformace,
nebo algoritmus vyuzivajici Givensovy rotace.

8.5.2. QR-rozklad. Ze vzorce pro Gram-Schmidtovu ortogonalizace je vidét, ze ptvodni vektory v; lze vyjadrit

jako linearni kombinaci vektortt wi, we, ..., w; (ty jsou navzajem kolmé a miZeme je volit jednotkové). PouZijeme-
li tento fakt na aritmetické vektory a standardni skaldrni soudin, ziskdme vyjiadfeni matice (vq|vs]...|v,) jako
souinu matice (wy|ws|...|w,) a horni trojihelnikové matice. Tomuto vyjadfeni fikame QR-rozklad.

Tvrzeni 8.45 (o QR-rozkladu). Necht A je redlnd nebo komplexni matice typu m X n s linedrné nezdvislymi
sloupci. Pak ezistuje matice ) typu m xn nad stejnym télesem s ortonormdlnimi sloupci (vzhledem ke standardnimu

skaldrnimu soucinu) a horni trojihelnikovd matice R Tddu n s kladngmi redlngmi prvky na hlavni diagondle takovd,
Ze plati A = QR.

Diikaz. Oznac¢ime vy, ..., v, sloupcové vektory matice A. S témito vektory provedeme Gram-Schmidtovu ortogo-
nalizaci s pribéznym normovanim, tj.

!
Wi

W; =V; — <W1 |Vi>W1 — <W2 |V2'>W2 —_ ... — <Wi—1 |Vi>Wi_1, W; = ||Wl|| .
%

Z toho ziskame vyjadieni
Vi =W, + (Wi [Vi) Wi 4+ (Wa |V ) W + - 4 (Wi [Vi) Wy g
= (Wi [vi) Wi+ (W |[vi) wo + o (Wi [vi) Wiy + [wilwy

Tyto vztahy miizeme maticové zapsat

Wil (wilva) ..o (wilva)
0 [[wy]] (W2 Vi)
(vi|va]...|ve) = (Wi]...|wy) : :
0 0 cee o IWL
O
Priklad 8.46. Vypocitaime QR-rozklad realné matice

1 1 0
2 -1 1
A=10o 1 1
1 0 3

Je potieba provést Gram-Schmidtovu ortogonalizaci s priibéznym normovani pro vektory vy = (1,2,0,1)7, vo =
(1,-1,-1,0)7, v3 = (0,1,1,3)7. To jsme provedli v piikladu 8.43. Nalezli jsme vektory

1 7 —-15
D 2 | 1| -4 | 4| -6
(W17W2)w3)_ 0 76 6 751 9

1 1 27
1 7 —15
(Wi, wa,w3) = R RN 1 =6

1, W2, W3 \/é 0 ) 102 6 ’ /71039 9

1 1 27
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a z pribéhu ortogonalizace ziskdme vztahy

! ]‘ !
Wi =V, W1 = %Wl
Wy =vy — Lw Wy = 6 W
2 — V2 \/6 1, 2 — \/m 2
1
W'y = Vg — iW1 - LWz, W3 = 57w'3
V6 V102 44/1039

Z téchto vztaht vyjadiime vektory v;
V] = \/éwl
1 V102
W, + ——

V2=% 1 6 W2
V3=iW1+i 2 mes
V6 V102 51
a zapiSeme maticové
U 15
sy A N T I ACH
R il B Y U
1 0 3 BN 5% 0 0 41039
V6 V102 /1039

QR-rozklad jde pouzit na hledani feSeni soustavy metodou nejmensich ¢tvercd. VS§imnéte si, ze pro matici ) v
rozkladu A = QR plati Q*Q = I,, (diky ortonormalité sloupcii), takZe pfislusnou normélni soustavu rovnic mizeme
zapsat

A*Ax = A"b
(QR)*QRx = (QR)"b
R*Q*"QRx = R*Q"b
R*Rx = R*Q"b
Rx=Q"b .
Posledni soustava méa horni trojihelnikovou matici, takze feSeni mizeme spocitat zpétnou substituci. Postup v této

podobé miZeme samoziejmé pouZit jen pro matice A s linedrné nezavislymi sloupci.
QR-rozklad se také pouziva v jednom z algoritmi na hledédni vlastnich ¢isel, viz ?7.

8.6. Unitarni a ortogonalni matice.

Poslednim pojmem kterym se budeme struc¢né zabyvat je unitarni matice. Pro jednoduchost budeme uvazovat
pouze standardni skaldrni souc¢in v R™ nebo C". Ctvercova matice U fddu n uréuje endomorfismus fr; tohoto pro-
storu. Pokud tento endomorfismus zachovévé skalarni soucin (tj. také v8echny metrické vlastnosti jako délky a thly),
nazyvame matici U unitdrni, v redlném pripadé téz ortogonalni. Tuto vlastnost lze vyjadrit mnoha ekvivalentnimi
zpusoby, napriklad:

Tvrzeni 8.47. Necht U je redlnd (resp. komplexni) ctvercovd matice fddu n. Ndsledugjici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(1) fu zachovdva standardni skaldrni soucin, tj. pro libovolné u,v € R™ (resp. C") plati Uun-Uv =u-v.
2) fu zachovdvd eukleidovskou normu, tj. pro libovolny vektor v € R™ (resp. C™) plati | = vl
fU zobmzuye ortonormalni bdzi na ortonormalni bazi.

(2)
(3)
4) U t=U*, t. UU* =UU =1,
:

Rddky matice U tvori ortonormdlni bdzi.

6) Sloupce matice U tvoti ortonormadalni bazi.

Diikaz. SkuteCnost, ze fadky matice U jsou ortonormélni (tedy tvoii ortonormélni bdzi) miZzeme maticové zapsat
UU* = I,. Podobné, sloupce jsou ortonormélni prévé tehdy, kdyz U*U = I,,. Trividlné tedy plati (4) = (5),(6).
Naopak, pokud UU* = I,, nebo U*U = I,,, pak U je regularni podle charakterizace regularnich matic ve vété 4.30
aplati a U~ = U*. Body (4),(5),(6) jsou proto ekvivalentni.

(4) = (1). Pokud UU* = U*U = I, pak fy zachovava standardni skaldrni soucin:

Uu-Uv=UuUv=uUlUv=u'v=u-v.
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(1) = (2). Pokud fi; zachovava standardni skaldrni souéin, pak také zachovava eukleidovskou normu, protoze ta je
uréend skaldrnim souéinem. Obsirngji: ||{Uv|| = VUV -Uv = /v -v = ||v||. (1) = (3) je rovnéz snadné.

(3) = (6). Kvuli (3) musi byt Ueq, Uey, ..., Ue, ortonormélni béaze, coz dava podminku (6).

K dokonéeni dikazu staci zdivodnit (2) = (1), tedy, Ze zachovdvani normy je postacujici podminkou pro za-
chovavani skaldrniho soucinu. To plyne z polarizac¢nich identit, které fikaji, ze skaldrni soucin je uren normou.
Obsirnéji, protoze U zachovava normu, dostaneme z bodu (4) tvrzeni 8.7

1 2 2 2
Re(Uu-Uv) = 5 ([[Uu + Uv[]" — [|Un|” — [Uv[])
1 5 2 2 1 2 2 2
= ST+ )" = [Tu]]” = [JUv[") = S(la+v[I" = [lal” = v])
=Re(u-v)
Rovnost imaginarnich ¢asti dostaneme podobné z polariza¢ni identity ve cvicenich. O

Definice 8.48. Redlnou (resp. komplexni) ¢tvercovou matici spliiujici ekvivalentni podminky z pfedchoziho tvrzeni
nazyvame ortogondlni (resp. unitdrni).

Standardni pojmenovani ortogonalni matice je ponékud matouci, smysluplnéjsi by bylo ortonormélni. Hezkou
vlastnosti téchto matic je snadné urceni inverzni matice — staci vzit podle bodu (4) matici hermitovsky sdruZenou.
Piiklady ortogondlnich matic jsou matice rotaci a zrcadleni podle podprostor.

Soucinem unitarnich matic stejnych fadu je opét unitarni matice. Bud miZzeme ovérit algebraicky nebo nahlédnout
geometricky z toho, Ze sloZenim dvou zobrazeni zachovavajicich skaldrni sou¢in (nebo jen normu) je zobrazeni,
které skalarni soucin rovnéz zachovéava. Detaily si promyslete jako cvi¢eni. Rovnéz jako cviceni dokazte, ze jakékoliv
zobrazeni f : C" — C" zachovavajici skalarni soucin je linearni.

8.6.1. Unitarni zobrazeni. Pro jednoduchost jsme se zabyvali pouze standardnim skalarnim soucinem. Obecnéji
se zobrazeni zachovavajici skalarni soucin nazyva unitdrni. Matice takového zobrazeni vzhledem k ortonormaélnim
bézim mé ortonormalni sloupce. Je-li toto zobrazeni navic izomorfismem (k tomu staé¢i, aby bylo na, protoze prosté
je vzdy), pak se nazyva izometrie a jeho matice vzhledem k ortonormalnim béazim je unitarni. Tyto vlastnosti
prenechame ¢tenéfi jako cviceni.

Cviceni

1. Jsou-li A, B matice nad télesem C typu m x n, C je matice typu n x p nad C a a € C, pak
(1) (A+B) = A"+ B",

(2) (ad)" =aA,
(3) (A7) = A.
(4) (BC)* =C*B”.
Dokazte.

2. Necht A je ¢étvercova matice nad C. Dokazte, Ze det (A*) = (det (A))*.
3. Necht A je reguldrni matice nad C. Dokaite, ze (A*)™' = (A7),
4. Necht A je ¢tvercovd matice fddu n nad C. DokaZte, Ze zobrazeni C x C — C definované vztahem (u|v) = u* Av spliiuje
podminky (SL1) a (SL2).
5. Necht A je ¢tvercova matice ¥ddu n nad C. Dokazte, Ze zobrazeni C x C — C definované vztahem (u|v) = u”Av splituje
podminku (SCS) pravé tehdy, kdyz A je hermitovska (tj. A* = A).
6. Necht B je reguldrni matice fddu n nad C a A = B* B. Dokazte, Ze zobrazeni Cx C — C definované vztahem (u|v) = u* Av
je skalarni soucin.
7. DokaZte, Ze v libovolném vektorovém prostoru se skaldrnim soucinem (|) plati
e Re((u|v)) = 3(|lull® +[[v]* — [lu—v|]*)
o Re((ulv)) = j(Jlu+v|* — [lu—v["
((ulv)) = Sl +iv]* = lall® = [|v*[]*)
((alv)) = Sl + [|v?]]° = [la = iv]®)
((ulv)) = ;(lla+iv]|” = flu = iv]*)

Im(z) znadi imagindrni ¢ast ¢&isla z € C.

[ ) [ )
[l

Re
Im
Im
Im

8. Nad redlnymi &sly lze Cauchy-Schwarzovu nerovnost dokdzat také nasledujicim zptsobem: Vyraz ||u+ tv|* definuje
kvadratickou funkci. Protoze musi byt nezdporna, jeji diskriminant je nekladny a to dava C-S nerovnost. Dopliite detaily.

9. Kdy nastévd v trojihelnikové nerovnosti rovnost?

10. Dokazte, ze norma pochézi ze skaldrniho soucinu pravé tehdy, kdyz spliiuje rovnobéznikové pravidlo.
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11. Dokazte, Ze plati-li M L N, pak M N N C {o}.

12. Dokazte pozorovani 8.26.

13. Dokaite, 7e prostorech nad R se skaldrnim soucinem plati opatné implikace v Pythagorové vété, tj. pokud |[u+ v||* =
[lull® + ||v]]*, pak u L v. Plati opa¢na implikace v prostorech nad C?

14. Necht f : V — W je linearni zobrazeni a U < V je doplnék Ker f, tj. Ker f & U = V. DokaZte, %e zizeni f na U je
izomorfismus z U na obraz f.

15. Dokazte, ze Gramova matice vektori wi, ws, ..., wy je reguldrni pravé tehdy, kdyz je (w1, wa, ..., wy) linedrné nezavisla

posloupnost.

16. Dokazte, %e determinant Gramovy matice vektorti wi,wa,...,w, € R" je rovny druhé mocniné determinantu matice
(wilwa|...|wy) .

Interpretujte geometricky.

17. Pomoci Gram-Schmidtovi ortogonalizace dokazte body (2) a (3) véty 8.29 za pfedpokladu, ze W je koneéné generovany

(prostor V konecné generovany byt nemusi).

18. Vyuzijte QR-rozklad na dikaz nasledujici nerovnosti pro komplexni matici A typu m X n a standardni skaldrni soucin:
det (A7 A) < [|Aa|” [ A | Al

Pfipomenime si geometricky vyznam determinantu det (A*A) a interpretujte nerovnost geoemtricky.

19. Dokazte, Ze souc¢inem unitarnich matic stejnych ¥ada je unitarni matice.

20. Dokazte, ze kazdé zobrazeni f : C" — C" zachovévajici skaldrni soucin je linedrni.

21. Dokazte, ze matice unitarniho zobrazeni vzhledem k ortonormélnim bazim mé ortonormalni sloupce.

22, Dokazte, ze unitarni zobrazeni je vzdy prosté.
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