
LINEÁRNÍ ALGEBRA

LIBOR BARTO A JIØÍ TÙMA

barto@karlin.mff.cuni.cz, tuma@karlin.mff.cuni.cz

Toto jsou prùbì¾nì vznikající zápisky z pøedná¹ky Lineární algebra a geometrie 1. Pokud naleznete jakoukoliv
chybu, dejte nám urèitì vìdìt!

1. Pøedpoklady

1.1. Komplexní èísla.

1.2. Teorie èísel. GCD, Bezout, inverzy modulo p, gcd a Bezout pro polynomy

1.3. Zobrazení. Zobrazení f : A! B má v¾dy de�nièní obor A (ne jak v analýze, nebo úvodním kurzu).
Bijekce právì kdy¾ má inverz.
Zobrazení je prosté právì kdy¾ má levý inverz, je na právì kdy¾ má pravý inverz.

Cvièení

1. Pøedpokládejme, ¾e f : A ! B je bijekce a g : B ! A je zobrazení zprava inverzní k f . Doka¾te, ¾e g je bijekce (a tím
pádem g = f�1).

2. Øe¹ení soustav lineárních rovnic

Cíl. Nauèíme se øe¹it soustavy lineárních rovnic Gaussovou eli-
minaèní metodou.

2.1. Aplikace.
Na øe¹ení soustavy lineárních rovnic vede celá øada praktických i teoretických úloh. Pro ilustraci uvedeme ètyøi

pøíklady.

2.1.1. Elektrické obvody. U elektrického obvodu na obrázku chceme urèit proudy protékající jednotlivými vìtvemi.
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Obrázek 1. Elektrický obvod z èásti 2.1.1

Date: 30. ledna 2013.
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2 LIBOR BARTO A JIØÍ TÙMA

Pou¾ijeme metodu smyèek. Proudy protékající jednotlivými elementárními smyèkami jsou oznaèeny I1; I2; I3
podle obrázku. Aplikací druhého Kirchho�ova zákona získáme pro ka¾dou smyèku jednu rovnici:

1I1 + 25(I1 � I2) + 50(I1 � I3) = 10

25(I2 � I1) + 30I2 + 1(I2 � I3) = 0

50(I3 � I1) + 1(I3 � I2) + 55I3 = 0

Zjednodu¹ením dostaneme soustavu tøech lineárních rovnic o tøech neznámých, která má právì jedno øe¹ení (I1; I2; I3) =
(0;245; 0;111; 0;117). Z toho dopoèteme proudy pro jednotlivé vìtve.
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Obrázek 2. Proudy v elektrickém obvodu z èásti 2.1.1

2.1.2. Prokládání kru¾nice danými body. Chceme najít kru¾nici v rovinì procházející body (1; 0), (�1; 2), (3; 1).
(Napøíklad víme, ¾e se nìjaký objekt pohybuje po kruhové dráze, máme zmìøeny tøi polohy a chceme urèit støed
obíhání. )

x

y

�1 1 2 3

1

2

3

4

Obrázek 3. Kru¾nice procházející danými tøemi body

Rovnice kru¾nice v rovinì má tvar
x2 + y2 + ax+ by + c = 0:

Dosazením daných tøech bodù získáme soustavu lineárních rovnic

1 + a+ c = 0;

5� a+ 2b+ c = 0;

10 + 3a+ b+ c = 0:

Soustava má právì jedno øe¹ení (a; b; c) = (�7=3;�13=3; 4=3), tak¾e hledaná kru¾nice má rovnici

x2 + y2 � 7

3
x� 13

3
y +

4

3
= 0:
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Chceme-li znát støed a polomìr, rovnici mù¾eme upravit na tvar�
x� 7

6

�2

+

�
y � 13

6

�2

=
85

18
;

z kterého vidíme, ¾e hledaná kru¾nice má støed (7=6; 13=6) a polomìr
p

85=18.

2.1.3. Vyèíslování chemické rovnice. Uva¾ujme chemickou reakci toluenu a kyseliny dusièné, pøi které vznikná TNT
a voda:

C7H8 +HNO3 �! C7H5O6N3 +H2O:

Vyèíslení chemické rovnice znamená nalezení pomìrù jednotlivých molekul, aby poèet atomù ka¾dého prvku byl na
obou stranách stejný.

xC7H8 + yHNO3 �! zC7H5O6N3 + vH2O:

Chceme tedy najít hodnoty x; y; z; v, které splòují soustavu rovnic To vede na rovnice

7x = 7z;

8x+ y = 5z + 2v;

y = 3z;

3y = 6z + w:

Vzhledem k výbu¹né povaze tohoto pøíkladu nebudeme na tomto místì radìji uvádìt øe¹ení.

2.1.4. Neznámá záva¾í. Máme tøi záva¾í. První vá¾í 2kg, ale hmotnost dal¹ích dvou bohu¾el neznáme. Podaøilo se
nám v¹ak najít dvì rovnová¾né polohy:

2 kgh c

50 40 30 20 10 10 20 30 40 50

2 kg hc

50 40 30 20 10 10 20 30 40 50

Obrázek 4. Neznámá záva¾í

Z tìchto informací mù¾eme hmotnosti urèit. Provnáním momentù toti¾ dostaneme soustavu lineárních rovnic

40h+ 15c = 50 � 2
25c = 25 � 2 + 50h;

kterou snadno vyøe¹íme.

2.2. Geometrická interpretace. Jedno øe¹ení soustavy lineárních rovnic o n neznámých budeme zapisovat jako
uspoøádanou n-tici èísel. To pøedpokládá nìjaké pevné uspoøádání promìnných. Z kontextu bude toho uspoøá-
dání zøejmé, promìnné jsou vìt¹inou znaèeny x1; : : : ; xn. Uspoøádanou n-tici èísel nazýváme n-slo¾kový aritmetický
vektor :

De�nice 2.1. Aritmetickým vektorem nad R s n slo¾kami rozumíme uspoøádanou n-tici reálných èísel.

V této kapitole budeme èasto místo þaritmetický vektor nad Rÿ øíkat pouze þaritmetický vektorÿ, nebo jen
þvektorÿ, proto¾e jiné druhy vektorù nebudeme pou¾ívat.

Vektory budeme psát sloupcovì, napøíklad

v =

0
@ 1

�33
5

1
A :

Pro úsporu místa vektor èasto napí¹eme øádkovì a pøidáme exponent T , napøíklad

v = (1;�33; 5)T :
Znak T bude zaveden v kapitole ?? obecnìji pro transponování matic.

Aritmetické vektory si pro n = 2 (resp. n = 3) mù¾eme pøedstavovat jako ¹ipky v rovinì (resp. prostoru) s danou
velikostí a smìrem.

OBRAZEK
Ka¾dý bod má svùj polohový vektor, co¾ je vektor urèený poèátkem a tímto bodem. Takto si vzájemnì jednoznaènì

odpovídají body a vektory a mù¾eme mezi tìmito pojmy libovolnì pøecházet. Napøíklad mno¾inu øe¹ení soustavy
lineárních rovnic mù¾eme chápat jako mno¾inu bodù, nebo jako mno¾inu polohových vektorù tìchto bodù.
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2.2.1. Jedna rovnice o dvou neznámých. Mno¾inou øe¹ení rovnice a1x1 + a2x2 = b1, kde a1; a2; b1 2 R jsou zvolená
èísla a x1; x2 jsou neznámé, je pøímka v rovinì, kromì triviálního pøípadu, ¾e a1 = a2 = 0, kdy je mno¾inou øe¹ením
buï celá rovina (v pøípadì b1 = 0) nebo prázdná mno¾ina (v pøípadì b1 6= 0). Kolmostí a skalárním souèinem se
budeme detailnìji zabývat v kapitole ??, teï jen pøipomeòme, ¾e (a1; a2)

T je normálový vektor této pøímky, tj.
vektor kolmý na její smìr.

OBRAZEK
Ka¾dá pøímka mù¾e být také vyjádøena parametricky. K tomu pøipomeneme operace sèítání vektorù a násobení

vektorù reálným èíslem.

De�nice 2.2. Jsou-li u = (u1; u2 : : : ; un)
T a v = (v1; v2; : : : ; vn)

T dva n-slo¾kové aritmetické vektory nad R, pak
jejich souètem rozumíme aritmetický vektor

u+ v =

0
BBB@

u1 + v1
u2 + v2

...
un + vn

1
CCCA :

Je-li u = (u1; : : : ; un) aritmetický vektor nad R a t 2 R reálné èíslo, pak t-násobkem vektoru u rozumíme vektor

t � u = tu =

0
BBB@

tu1
tu2
...

tun

1
CCCA :

Pro dva n-slo¾kové vektory u;v de�nujeme

�u = (�1) � u a u� v = u+ (�v) :

OBRAZEK

Pøíklad 2.3.

2 �
0
@ 1

3
7

1
A�

0
@ 5

2
�2

1
A =

0
@ 2

6
14

1
A+

0
@ �5

�2
2

1
A =

0
@ �3

4
16

1
A :

Parametrické vyjádøení pøímky v rovinì je zápis tvaru

fu+ tv : t 2 Rg ;

kde u a v jsou 2-slo¾kové vektory. Vektor u je polohovým vektorem bodu le¾ícího na pøímce a vektor v urèuje smìr.
OBRAZEK
V prostoru má parametrické vyjádøení pøímky stejný tvar, akorát vektory u;v mají tøi slo¾ky.

2.2.2. Více rovnic o dvou neznámých. Uva¾ujme libovolnou soustavu lineárních rovnic o dvou neznámých x1; x2.
Ka¾dá (netriviální) rovnice urèuje pøímku v rovinì a my se sna¾íme najít dvojice (x1; x2), které vyhovují v¹em
rovnicím. Øe¹ením je tedy prùnik pøímek daných na¹imi rovnicemi. Z toho je intuitivnì jasné jak mù¾e vypadat
mno¾ina v¹ech øe¹ení:

� Celá rovina. To se stane v pøípadì, ¾e v¹echny rovnice mají triviální tvar 0x1 + 0x2 = 0.
� Pøímka. To se stane v pøípadì, ¾e v¹echny (netriviální) rovnice popisují tuté¾ pøímku, neboli v¹echny rovnice
jsou násobkem jedné z rovnic.

� Bod. Nastane v pøípadì, ¾e soustavy popisují alespoò dvì rùzné pøímky a v¹echny tyto pøímky procházejí
jedním bodem.

OBRAZEK
� Prázdná mno¾ina. Nastane v pøípadì, ¾e dvì rovnice urèují rovnobì¾né pøímky, nebo rovnice urèují tøi
pøímky neprocházející jedním bodem, nebo jedna z rovnic je triviálnì nesplnitelná, napøíklad 0x1 + 0x2 =
123.

OBRAZEK
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2.2.3. Tøi neznámé. Mno¾ina øe¹ení jedné lineární rovnice o tøech neznámých tvaru a1x1 + a2x2 + a3x3 = b geo-
metricky odpovídá rovinì v R3, kromì triviálního pøípadu a1 = a2 = a3 = 0. Vektor (a1; a2; a3)

T je normálovým
vektorem roviny. Parametricky lze rovinu zapsat ve tvaru

fu+ sv + tw : s; t 2 Rg ;

kde u;v;w jsou vhodné (trojslo¾kové) vektory.
OBRAZEK
Øe¹íme-li tedy soustavu lineárních rovnic o tøech neznámých, hledáme prùnik rovin. Øe¹ením mù¾e být:

� Celý prostor. To nastane v triviálním pøípadì.
� Rovina.
� Pøímka. OBRAZEK
� Bod. OBRAZEK
� Prázdná mno¾ina. OBRAZEK

2.2.4. Více ne¾ tøi neznámé. Pro více promìnných je vizuální pøedstava obtí¾ná, ne-li nemo¾ná. Stále ale platí, ¾e
jedna netriviální rovnice urèuje þrovný útvarÿ s dimenzí o jedna men¹í ne¾ je poèet neznámých, tzv. nadrovinu.
(Dimenzi sice budeme de�novat pozdìji, ale pro malé dimenze de�nice souhlasí s intuicí.) Øe¹ení soustavy pak lze
chápat jako hledání prùniku nadrovin. Výsledkem bude þrovný útvarÿ nìjaké dimenze (bod, pøímka, rovina, . . . ).

2.3. Pøíklady. Princip øe¹ení soustav lineárních rovnic Gaussovou eliminaèní metodou pøedvedeme nejprve na
nìkolika pøíkladech. V dal¹í èásti pak shrneme obecný postup.

2.3.1. Soustava s jedním øe¹ením. Zaèneme s pøímoèarým pøíkladem soustavy tøech rovnic o tøech neznámých
x1; x2; x3.

2x1 + 6x2 + 5x3 = 0

3x1 + 5x2 + 18x3 = 33

2x1 + 4x2 + 10x3 = 16

Principem eliminaèní metody je pøevést soustavu ekvivalentními úpravami (tj. úpravami, které nemìní mno¾inu
øe¹ení) do tvaru, ze kterého se øe¹ení snadno dopoèítá. Ekvivalentními úpravami jsou napøíklad prohození dvou
rovnic, vynásobení nìkteré rovnic nenulovým èíslem a pøiètení nìkolikanásobku jedné rovnice k jiné. Tvar, o který
se sna¾íme, je tzv. odstupòovaný tvar. Pøesnì bude de�nován pozdìji, ale principem je, ¾e v ka¾dé dal¹í rovnici je
na zaèátku více nulových koe�cientù.

Nejprve docílíme toho, ¾e ve v¹ech rovnicích kromì první bude nulový koe�cient u x1. Tomuto procesu se také
øíká eliminace promìnné x1. V na¹em pøípadì bychom mohli (�3=2)-násobek první rovnice pøièíst k druhé a (�1)-
násobek první rovnice pøièíst ke tøetí. Aby nám v¹ak vycházely hezèí koe�cienty, vynásobíme tøetí rovnici jednou
polovinou a prohodíme ji s první rovnicí.

x1 + 2x2 + 5x3 = 8

3x1 + 5x2 + 18x3 = 33

2x1 + 6x2 + 5x3 = 0

Jsme pøipraveni k eliminaci promìnné x1: Pøièteme (�3)-násobek první rovnice ke druhé a (�2)-násobek první
rovnice ke tøetí.

x1 + 2x2 + 5x3 = 8

�x2 + 3x3 = 9

+2x2 � 5x3 = �16
Po eliminaci jedné promìnné ji¾ první øádek nebudeme mìnit a budeme se zabývat pouze zbylými øádky. V na¹em
pøípadì ji¾ zbývají pouze dva a k eliminaci promìnné x2 staèí pøièíst 2-násobek druhé rovnice ke tøetí.

x1 + 2x2 + 5x3 = 8

�x2 + 3x3 = 9

x3 = 2

Nyní ji¾ mù¾eme dopoèítat øe¹ení tzv. zpìtnou substitucí, kdy postupujeme od poslední rovnice k první a postupnì
dosazováním získáváme hodnoty promìnných. V na¹em pøípadì dostáváme x3 = 2, x2 = �3, x1 = 4. Pùvodní
soustava má právì jedno øe¹ení, a to aritmetický vektor (4;�3; 2)T .
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2.3.2. Maticový zápis. Pro zkrácení zápisu budeme místo soustavy psát její roz¹íøenou matici. Nejprve zavedeme
pojem matice:

De�nice 2.4. Maticí (nad R) typu m� n rozumíme obdélníkové schéma reálných èísel s m øádky a n sloupci.
Zápis A = (aij)m�n znamená, ¾e A je matice typu m� n, která má na pozici (i; j) (tedy v i-tém øádku a j-tém

sloupci) èíslo aij .

Pozor na poøadí indexù { první èíslo oznaèuje øádek, druhé sloupec.

De�nice 2.5. Maticí soustavy

a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + � � �+ a2nxn = b2

: : :

am1x1 + am2x2 + � � �+ amnxn = bm

rozumíme matici

A = (aij)m�n =

0
BBB@

a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 : : : amn

1
CCCA :

Vektor pravých stran je vektor b = (b1; b2; : : : ; bm)T a roz¹íøená matice soustavy je matice

(A j b) =

0
BBB@

a11 a12 : : : a1n b1
a21 a22 : : : a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 : : : amn bm

1
CCCA :

Roz¹íøená matice soustavy tedy vznikne tak, ¾e do i-tého øádku zapí¹eme koe�cienty v i-té rovnici u promìnných
x1; : : : ; xn a nakonec napí¹eme pravou stranu. Pro pøehlednost se pravé strany oddìlují svislou èarou. Roz¹íøená
matice se tímto rozdìlí na dva bloky. V levém je matice soustavy a v pravém je sloupec pravých stran.

Pro soustavu rovnic z pøedchozího pøíkladu

2x1 + 6x2 + 5x3 = 0

3x1 + 5x2 + 18x3 = 33

2x1 + 4x2 + 10x3 = 16

jsou její matice, sloupec pravých stran a roz¹íøená matice

A =

0
@ 2 6 5

3 5 18
2 4 10

1
A ; b =

0
@ 0

33
16

1
A ; (A j b) =

0
@ 2 6 5 0

3 5 18 33
2 4 10 16

1
A :

Prohození dvou rovnic se v roz¹íøené matici projeví prohozením dvou øádkù, vynásobení i-té rovnice èíslem t odpo-
vídá vynásobení i-tého øádku matice èíslem t a podobnì pøiètení t-násobku i-té rovnice k j-té se projeví odpovídá
pøiètení t-násobku i-tého øádku k j-tému. Pro vyznaèení, ¾e roz¹íøená matice vznikla z pøedchozí ekvivalentní
úpravou pou¾íváme symbol �. Úpravy provedené u na¹í soustavy tedy zapí¹eme takto:0

@ 2 6 5 0
3 5 18 33
2 4 10 16

1
A �

0
@ 1 2 5 8

3 5 18 33
2 6 5 0

1
A �

�
0
@ 1 2 5 8

0 �1 3 9
0 2 �5 �16

1
A �

0
@ 1 2 5 8

0 �1 3 9
0 0 1 2

1
A

Zápis úprav se tímto znaènì zkrátí a zpøehlední.
Místo þsoustava rovnic s roz¹íøenou maticí (A j b)ÿ budeme nìkdy struènì øíkat þsoustava (A j b)ÿ.
Poznamenejme je¹tì, ¾e u¾itím násobení matic z kapitoly ?? lze øe¹ení soustavy rovnic s roz¹íøenou maticí (A j b)

zapsat jako hledání v¹ech vektorù x takových, ¾e Ax = b. Maticový popis se hodí nejen ke zkrácení a zpøehlednìní,
je výhodnìj¹í i pro teoretické úvahy. Po zavedení v¹ech pojmù ji¾ vlastnì jiný zápis ani nebudeme pou¾ívat.
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2.3.3. Jeden parametr. Podívejme se na pøíklad soustavy rovnic o tøech neznámých, kdy øe¹ením je pøímka. Pou¾í-
váme rovnou maticový zápis. 0

@ 1 4 3 11
1 4 5 15
2 8 3 16

1
A �

0
@ 1 4 3 11

0 0 2 4
0 0 �3 �6

1
A �

�
0
@ 1 4 3 11

0 0 2 4
0 0 0 0

1
A �

�
1 4 3 11
0 0 2 4

�
:

V první úpravì jsme pøièetli (�1)-násobek prvního øádku k druhému a (�2)-násobek prvního øádku k tøetímu. V
druhé úpravì jsme (3=2)-násobek druhého øádku pøièetli k tøetímu. Nakonec jsme jen vynechali poslední øádek,
který odpovídá rovnici 0x1+0x2+0x3 = 0, která mno¾inu øe¹ení nemìní. Vzniklá soustava rovnic je v nematicovém
zápisu

x1 + 4x2 + 3x3 = 11

2x3 = 4 :

Z poslední rovnice umíme spoèítat x3 = 2 a z první rovnice x1, známe-li ov¹em x2. Promìnnou x2 lze volit libovolnì
a budeme jí øíkat parametr. Parametr oznaèíme t = x2 a vyjde x1 = 5� 4t. Mno¾ina v¹ech øe¹ení je tedy8<

:
0
@ 5� 4t

t
2

1
A : t 2 R

9=
; :

V na¹em konkrétním pøípadì lze za parametr zvolit promìnnou x1 = s, dopoèítat x2 = 5=4� s=4 a získat mno¾inu
øe¹ení ve tvaru f(s; 5=4 � s=4; 2)T : s 2 Rg. Nevýhodou této volby je, ¾e by nefungovala, pokud by byl koe�cient
u x2 v první rovnici roven nule. Volba parametrù, která funguje v¾dy bude diskutována u následujícího pøíkladu a
pak v plné obecnosti v èásti 2.4.

Vra»me se ale k mno¾inì øe¹ení f(5 � 4t; t; 2)T : t 2 Rg. Vektor (5 � 4t; t; 2)T lze pomocí sèítání a násobení
skalárem vyjádøit také jako0

@ 5� 4t
t
2

1
A =

0
@ 5� 4t

0 + t
2 + 0t

1
A =

0
@ 5

0
2

1
A+

0
@ �4t

t
0t

1
A =

0
@ 5

0
2

1
A+ t

0
@ �4

1
0

1
A :

Tak¾e mno¾inu v¹ech øe¹ení lze napsat ve tvaru8<
:
0
@ 5

0
2

1
A+ t

0
@ �4

1
0

1
A : t 2 R

9=
; :

Tento tvar je lep¹í ne¾ pøedchozí. Vidíme z nìj toti¾, ¾e øe¹ením je pøímka procházející bodem (5; 0; 2)T se smìrovým
vektorem (�4; 1; 0)T .

Uvedený postup na hledání øe¹ení soustavy nebudeme pou¾ívat. Vektory (5; 0; 2)T a (�4; 1; 0)T lze toti¾ spoèítat
jednodu¹¹ím zpùsobem, který teï popí¹eme. Budeme potøebovat pojem homogenní soustava rovnic:

De�nice 2.6. Soustava rovnic se nazývá homogenní, pokud v¹echny pravé strany jsou rovny nule.
Máme-li soustavu rovnic s roz¹íøenou maticí (A j b), pak pøíslu¹nou homogenní soustavou rozumíme homogenní

soustavu s maticí (A j o), kde o = (0; 0; : : : ; 0)T je nulový vektor.

Vra»me se ke tvaru rovnic po úpravách, èili�
1 4 3 11
0 0 2 4

�
neboli

x1 + 4x2 + 3x3 = 11
2x3 = 4

Zaèneme urèením parametrù. Je jeden, toti¾ promìnná x2 (více k tomuto tématu ní¾e). Mno¾inu øe¹ení budeme
hledat ve tvaru fu + tv : t 2 Rg. Vektor u urèíme jako libovolné (tzv. partikulární) øe¹ení soustavy. Vìt¹inou
bývá nejjednodu¹í zvolit za parametr(y) nulu a zpìtnou substitucí dopoèítat zbylé promìnné. Vektor v je øe¹ení
pøíslu¹né homogenní soustavy pøi volbì parametru t = 1, spoèítáme jej opìt zpìtnou substitucí. Prakticky
mù¾eme postupovat tak, ¾e napí¹eme mno¾inu v¹ech øe¹ení s doplnìnými zvolenými parametry8<

:
0
@ �

0
�

1
A+ t

0
@ �

1
�

1
A : t 2 R

9=
;
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a na prázdná místa doplòujeme odzadu zpìtnou substitucí dopoètené hodnoty. Pozor na nejèastìj¹í chybu, toti¾, ¾e
se pøi poèítání druhého vektoru zapomene vynulovat pravá strana!

V na¹em pøípadì dostaneme mno¾inu øe¹ení8<
:
0
@ 5

0
2

1
A+ t

0
@ �4

1
0

1
A : t 2 R

9=
; :

Vy¹el nám stejný tvar výsledku jako pøedchozím postupem (není to náhoda). Nová metoda je daleko pøehlednìj¹í
a rychlej¹í, zejména máme-li vìt¹í soustavu.

Nakonec si uká¾eme, ¾e nalezená mno¾ina S = f(5; 0; 2)T + t(�4; 1; 0)T : t 2 Rg je skuteènì rovná mno¾inì R
v¹ech øe¹ení soustavy (ani¾ bychom porovnávali výsledek ze star¹ím postupem).

� S � R. Je potøeba ukázat, ¾e ka¾dý vektor v S je øe¹ením soustavy. Podíváme se napøíklad na první rovnici.
Vektor u = (u1; u2; u3)

T = (5; 0; 2)T byl zvolen jako øe¹ení pùvodní soustavy, tj.

(1) u1 + 4u2 + 3u3 = 11 :

Vektor v = (v1; v2; v3)
T = (�4; 1; 0)T je øe¹ením pøíslu¹né homogenní soustavy, tj.

(2) v1 + 4v2 + 3v3 = 0 :

Vynásobením rovnice (2) èíslem t a pøiètením k (1) dostaneme

(u1 + tv1) + 4(u2 + tv2) + 3(u3 + tv3) = 11 ;

neboli vektor u+ tv je øe¹ením první rovnice. Je vidìt, ¾e dùkaz nezávisí na volbì rovnice (a ani na volbì
konkrétní soustavy).

� R � S. Nejprve si v¹imneme, ¾e prvky mno¾iny R jsou jednoznaènì urèeny hodnotou parametru (tedy
druhou slo¾kou vektoru). Skuteènì, druhá rovnice (v odstupòovaném tvaru) urèuje x3 a první rovnice
urèuje x1.

Uva¾ujme nyní libovolné øe¹ení w = (w1; w2; w3)
T 2 R. V S rovnì¾ existuje vektor, jeho¾ druhá slo¾ka

(odpovídající parametru) je w2, toti¾ w0 = (5; 0; 2)T + w2(�4; 1; 0)T . Ji¾ víme, ¾e S � R, tedy w0 2 R.
Druhé slo¾ky vektorù w a w0 se rovnají, tak¾e z poznámky v pøedchozím odstavci vyplývá, ¾e w = w0.
Proto¾e w0 2 S, máme w 2 S, co¾ jsme chtìli.

2.3.4. Více parametrù. Podíváme se na soustavu s více parametry, ze které ji¾ snad bude vidìt obecný postup.
Soustava bude mít pìt neznámých x1; : : : ; x5, tak¾e vizuální pøedstava je stì¾í mo¾ná.0

@ 0 0 1 0 2 �3
2 4 �1 6 2 1
1 2 �1 3 0 2

1
A �

0
@ 1 2 �1 3 0 2

2 4 �1 6 2 1
0 0 1 0 2 �3

1
A �

0
@ 1 2 �1 3 0 2

0 0 1 0 2 �3
0 0 1 0 2 �3

1
A �

0
@ 1 2 �1 3 0 2

0 0 1 0 2 �3
0 0 0 0 0 0

1
A :

V první úpravì jsme prohodili øádky, aby byl na prvním místì v prvním øádku nenulový prvek. V druhé úpravì
jsme (�2)-násobek prvního øádku pøièetli ke druhému. Ve tøetí úpravì jsme (�1)-násobek druhého øádku pøièetli
ke tøetímu.

Soustava je teï v odstupòovaném tvaru. K volbì parametrù nejprve urèíme pivoty, to jsou první nenulové prvky
v ka¾dém øádku. Promìnné odpovídající sloupcùm s pivotem se nazývají bázové promìnné. V na¹em pøípadì jsou
jimi x1 a x3. Zbylé promìnné jsou tzv. volné promìnné, v na¹em pøípadì x2; x4; x5. Volným promìnným také øíkáme
parametry. Proto¾e máme tøi volné promìnné, mno¾ina v¹ech øe¹ení bude tvaru

fu+ t(2)v(2) + t(4)v(4) + t(5)v(5) : t(2); t(4); t(5) 2 Rg :

Vektor u (partikulární øe¹ení) najdeme jako libovolné øe¹ení soustavy, nejjednodu¹¹í bude zvolit za volné promìnné
nuly. Vektory v(2);v(4);v(5) budou øe¹ení pøíslu¹né homogenní soustavy. Vektor v(2) získáme volbou (x2; x4; x5) =
(1; 0; 0), vektor v(4) volbou (x2; x4; x5) = (0; 1; 0) a vektor v(5) volbou (x2; x4; x5) = (0; 0; 1). Mno¾inu v¹ech øe¹ení
tedy hledáme ve tvaru8>>>><

>>>>:

0
BBBB@

�
0
�
0
0

1
CCCCA+ t(2)

0
BBBB@

�
1
�
0
0

1
CCCCA+ t(4)

0
BBBB@

�
0
�
1
0

1
CCCCA+ t(5)

0
BBBB@

�
0
�
0
1

1
CCCCA : t(2); t(4); t(5) 2 R

9>>>>=
>>>>;

:
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Ka¾dý ze ètyøech vektorù dopoèítáme zpìtnou substitucí. Vyjde8>>>><
>>>>:

0
BBBB@

�1
0
�3
0
0

1
CCCCA+ t(2)

0
BBBB@

�2
1
0
0
0

1
CCCCA+ t(4)

0
BBBB@

�3
0
0
1
0

1
CCCCA+ t(5)

0
BBBB@

�2
0
�2
0
1

1
CCCCA : t(2); t(4); t(5) 2 R

9>>>>=
>>>>;

:

Dùkaz, ¾e nalezená mno¾ina je mno¾inou v¹ech øe¹ení dané soustavy, by byl obdobný jako u pøedchozího pøípadu.
V druhé èásti bychom ukázali, ¾e pro libovolné w = (w1; w2; : : : ; w5)

T 2 R existuje v S vektor, jen¾ se s w shoduje
na druhé, ètvrté a páté pozici, toti¾ vektor u+w2v

(2) +w4v
(4) +w5v

(5). Proto byly hodnoty volných promìnných
voleny uvedeným zpùsobem.

Pøi výpoètu na papíøe je vhodné nalezené vektory zkontrolovat dosazením do pùvodních rovnic.

2.4. Øe¹ení obecné soustavy rovnic Gaussovou eliminací. Nyní pøedstavíme metodu øe¹ení soustav lineárních
rovnic ukázanou na pøedchozích pøíkladech v obecném pøípadì.

2.4.1. Odstupòovaný tvar.

De�nice 2.7. Ekvivalentní úpravou soustavy lineárních rovnic rozumíme úpravu, která nemìní mno¾inu v¹ech
øe¹ení.

Pøi øe¹ení soustav lineárních rovnic vystaèíme s jednoduchými úpravami tøí typù. Úpravy ve skuteènosti prová-
díme s øádky roz¹íøené matice soustavy, proto jim øíkáme elementární øádkové úpravy.

De�nice 2.8. Elementárními øádkovými úpravami soustavy lineárních rovnic (resp. její roz¹íøené matice) rozumíme
následující tøi typy úprav.

(i) prohození dvou rovnic (resp. øádkù matice),
(ii) vynásobení jedné z rovnic (resp. jednoho z øádkù) nenulovým èíslem,
(iii) pøiètení nìkolikanásobku jedné rovnice (resp. jednoho øádku) k jiné rovnici (resp. k jinému øádku).

Tyto úpravy skuteènì nemìní mno¾inu øe¹ení:

Tvrzení 2.9. Ka¾dá elementární øádková úprava soustavy lineárních rovnic je ekvivalentní úpravou.

Dùkaz. Oznaème S1 resp. S2 mno¾inu v¹ech øe¹ení pùvodní resp. nové soustavy. Je zøejmé, ¾e ka¾dé øe¹ení pùvodní
soustavy je øe¹ením nové soustavy, neboli platí S1 � S2. K dùkazu opaèné inkluze si staèí uvìdomit, ¾e lze efekt
úprav vrátit, tj. z nové soustavy jde dostat pùvodní elementárními øádkovými úpravami. V pøípadì (i) prohodíme
stejné øádky, v pøípadì (ii) vynásobíme stejnou rovnici inverzním èíslem a pøiètení t-násobku i-tého øádku k j-tému
lze vrátit pøiètením (�t)-násobku i-tého øádku k j-tému. �

Úpravu (i), tedy prohození dvou rovnic, lze docílit posloupností zbylých dvou úprav, viz cvièení.
Gaussova eliminaèní metoda na øe¹ení soustav lineárních rovnic je zalo¾ená na pøevodu soustavy na øádkovì

odstupòovaný tvar.

De�nice 2.10. Matice C = (cij)m�n je v øádkovì odstupòovaném tvaru, pokud existuje celé èíslo r 2 f0; 1; : : : ;mg
takové, ¾e øádky r + 1; : : : ;m jsou nulové, øádky 1; : : : ; r jsou nenulové, a platí k1 < k2 < � � � < kr, kde ki znaèí
sloupec, ve kterém je první nenulové èíslo v i-tém øádku (tedy platí ci1 = ci2 = � � � = ci;ki�1 = 0 a ci;ki 6= 0; je¹tì
jinak, ki = minfl : cil 6= 0g).

Prvkùm ci;ki , i = 1; 2; : : : ; r øíkáme pivoty.
Soustava lineárních rovnic je v øádkovì odstupòovaném tvaru, pokud její roz¹íøená matice je v øádkovì odstupòo-

vaném tvaru.

Jinak øeèeno, nenulové øádky jsou na zaèátku (jejich poèet je v de�nici oznaèen r) a v ka¾dém nenulovém øádku
(kromì prvního) je na zaèátku více nul ne¾ v pøedchozím.

OBRAZEK

Pøíklad 2.11. Matice

�
0 0 0
0 0 0

�
;

0
@ 1 7 2

0 3 1
0 0 7

1
A ;

0
BBBB@

0 1 0 3 4 0 0
0 0 2 0 0 �1 0
0 0 0 0 4 2 3
0 0 0 0 0 0 10
0 0 0 0 0 0 0

1
CCCCA
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jsou v odstupòovaném tvaru. Matice�
0 0 0
0 0 1

�
;

0
@ 1 7 2

0 0 1
0 0 7

1
A ;

0
@ 2 3 1

0 3 1
0 2 0

1
A

v odstupòovaném tvaru nejsou.

Gaussova eliminace pøevede ka¾dou soustavu lineárních rovnic do odstupòovaného tvaru posloupností elemen-
tárních øádkových úprav. Algoritmus budeme radìji pøedvádìt na roz¹íøené matici soustavy. Nech» C = (A j b) je
roz¹íøená matice soustavy m rovnic o n neznámých, C = (cij).

Eliminace jednoho sloupce (jedné promìnné) probìhne následovnì.

1. Najdeme první sloupec l, který není celý nulový. Pokud takový neexistuje, jsme hotovi.
2. Pokud je c1l = 0, prohodíme první øádek s libovolným øádkem i, pro který cil 6= 0.
3. Pro ka¾dé k = 2; 3; : : : ;m pøièteme (�ckl=c1l)-násobek prvního øádku ke k-tému øádku.

(V¹imnìte si, ¾e po provedení kroku 3 máme c2l = c3l = � � � = cml = 0.) Dále postupujeme tak, jako bychom
eliminovali matici bez prvního øádku. V dal¹ím kroku tedy najdeme sloupec l0, pro který je alespoò jedno z èísel
c2l0 ; : : : ; cml0 nenulové, øeknìme cij 6= 0; i � 2. Prohodíme druhý a i-tý øádek a pak pro ka¾dé k = 3; 4; : : : ;m
pøièteme (�ckl0=c2l0)-násobek prvního øádku ke k-tému øádku. Gaussova eliminace konèí buï v bodì 1, nebo ve
chvíli, kdy dojdou øádky.

Vìta 2.12. Gaussova eliminace pøevede ka¾dou soustavu lineárních rovnic do odstupòovaného tvaru.

Dùkaz. Dùkaz provedeme indukcí podle poètu rovnic. Pøedpokládejme tedy, ¾e vìta platí, pokud má soustava
ménì ne¾ m rovnic, a vezmìme soustavu s m rovnicemi. Pokud tvoøí roz¹íøenou matici soustavy samé nuly, pak se
eliminace zastaví v bodì 1. a vìta platí. Pøedpokládejme tedy, ¾e tomu tak není.

Oznaème C roz¹íøenou matici soustavy po provedení eliminace jednoho sloupce, D = (dij) roz¹íøenou matici po
provedení celé Gaussovy eliminace a C 0 (resp. D0 = (d0ij)) matici, která vznikne z C (resp. D) vynecháním prvního
øádku. Z algoritmu je patrné, ¾e D0 je matice, která vznikne z C 0 Gaussovou eliminací.

Podle indukèního pøedpokladu je D0 v odstupòovaném tvaru. Podle de�nice tedy existuje r0 takové, ¾e D0 má
øádky r0 + 1; : : : ;m � 1 nulové, øádky 1; : : : ; r0 nenulové a k01 < � � � < k0r0 , kde k

0
i = minfj : d0ij 6= 0g. Polo¾íme

r = r0+1 a ovìøíme, ¾e takové r splòuje de�nici odstupòovaného tvaru matice D. Nech» l je èíslo prvního nenulového
sloupce matice C nalezené v kroku 1. Proto¾e c1l = d1l 6= 0, je první øádek matice D nenulový. Tak¾e øádky 1; : : : ; r
matice D jsou skuteènì nenulové a øádky r + 1; : : : ;m nulové. Oznaème ki = minfj : dij 6= 0g; i = 1; : : : ; r.
Potøebujeme ovìøit, ¾e k1 < � � � < kr. Proto¾e pro i = 2; : : : ; r je ki = k0i�1, platí k2 < � � � < kr. Zbylá nerovnost
plyne z toho, ¾e v matici C a tím pádem i D máme prvních l � 1 sloupcù nulových a pro l-tý sloupec platí d1l 6= 0
a d2l = � � � = dml = 0. Je tedy k1 = l a k2; : : : ; kr > l. �

2.4.2. Dopoèítání øe¹ení. Mìjme nyní soustavu m lineárních rovnic o n neznámých x1; : : : ; xn s roz¹íøenou maticí
C = (A j b) v odstupòovaném tvaru. Nech» r, k1; : : : ; kr jsou èísla z de�nice 2.10, tj. èíslo r udává poèet nenulových
øádkù a èísla k1; : : : ; kr pozice pivotù.

Pokud kr = n+1, jinými slovy, pokud poslední nenulový øádek roz¹íøené matice soustavy je tvaru (0 0 : : : 0jbr),
kde br 6= 0, pak soustava (A j b) nemá ¾ádné øe¹ení: tato rovnice øíká 0x1 + 0x2 + : : : ; 0xn = br 6= 0, co¾ zøejmì
nejde.

Pøedpokládejme odteï, ¾e kr < n + 1. Uká¾eme, ¾e soustava (A j b) má alespoò jedno øe¹ení, a uká¾eme, jak
v¹echna øe¹ení popsat.

Oznaème P mno¾inu tìch sloupcù od 1 do n, které neobsahují pivot, tj.

P = f1; 2; : : : ; ng n fk1; : : : ; krg :

Promìnným xp, p 2 P øíkáme volné promìnné (nebo té¾ parametry). Ostatní promìnné, tj. promìnné xk1 ; xk2 ; : : : ; xkr
jsou bázové.

Nyní nahlédneme, ¾e ka¾dá volba hodnot volných promìnných dává právì jedno øe¹ení soustavy (A j b). Soustava
je tvaru

a1;k1xk1 + a1;k1+1xk1+1 + � � �+ a1;nxn = b1

a2;k2xk2 + a2;k2+1xk2+1 + � � �+ a2;nxn = b2

...

ar;krxkr + ar;kr+1xkr+1 + � � �+ ar;nxn = br ;
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co¾ je ekvivalentní soustavì rovnic

xk1 = a�11;k1
(b1 � a1;k1+1xk1+1 � : : :� a1;nxn)

xk2 = a�12;k2
(b2 � a2;k2+1xk2+1 � : : :� a2;nxn)

...

xkr = a�1r;kr (br � ar;kr+1xkr+1 � : : :� ar;nxn) :

Poslední rovnice jednoznaènì urèuje xkr , pøedposlední rovnice jednoznaènì urèuje xkr�1
, atd. Tomuto dopoèítávání

hodnot øíkáme zpìtná substituce. Stejnou úvahu lze provést pro libovolný vektor pravých stran c. Dokázali jsme
následující pozorování.

Pozorování 2.13. Pro libovolný vektor pravých stran c a libovolná reálná èísla xp 2 R, p 2 P existují jednoznaènì
urèená reálná èísla xk1 ; xk2 ; : : : ; xkr 2 R taková, ¾e aritmetický vektor (x1; x2; : : : ; xn) je øe¹ením soustavy (A j c).

Jsme pøipraveni najít mno¾inu v¹ech øe¹ení. Najdeme libovolné øe¹ení u soustavy (A j b) a pro ka¾dé p 2 P

najdeme øe¹ení v(p) = (v
(p)
1 ; v

(p)
2 ; : : : ; v

(p)
n ) pøíslu¹né homogenní soustavy (tj. soustavy (A j o)), pro které platí vpp = 1

a vpq = 0 pro ka¾dé q 2 P; q 6= p. Vektory u;v(p); p 2 P získáme zpìtnou substitucí.

Vìta 2.14. Mno¾ina v¹ech øe¹ení soustavy (A j b) je rovná mno¾inì

S =

8<
:u+

X
p2P

t(p)v(p) : (8p 2 P ) t(p) 2 R
9=
; :

Dùkaz. Nejprve uká¾eme, ¾e mno¾ina

S0 =

8<
:X
p2P

t(p)v(p) : (8p 2 P ) t(p) 2 R
9=
;

je rovná mno¾inì R0 v¹ech øe¹ení pøíslu¹né homogenní soustavy (A j o). Budeme pou¾ívat následující jednoduchá
pozorování, jejich¾ dùkazy pøenecháme ètenáøi jako cvièení.

(p1) Je-li vektor w øe¹ením soustavy (A j o) a t 2 R, pak je vektor tw øe¹ením soustavy (A j o).
(p2) Jsou-li vektory w; z øe¹ením soustavy (A j o), pak je vektor w + z øe¹ením soustavy (A j o).

Doká¾eme inkluze S0 � R0 a R0 � S0.

� S0 � R0. Musíme dokázat, ¾e pro libovolná èísla t(p) je vektor
P

p2P t
(p)v(p) øe¹ením soustavy (A j o).

Nech» tedy t(p) 2 R jsou libovolná èísla. Pro ka¾dé p 2 P je vektor v(p) øe¹ením (A j o), tak¾e je øe¹ením
této soustavy také vektor t(p)v(p) (podle (p1)) a proto je øe¹ením také vektor

P
p2P t

(p)v(p) (to plyne
nìkolikanásobnou aplikací (p2)).

� R0 � S0. Vezmeme libovolný vektor w = (w1; w2; : : : ; wn)
T 2 R a uká¾eme, ¾e le¾í v mno¾inì S0. Uva¾ujme

vektor
w0 =

X
p2P

wpv
(p) :

Vektor w0 = (w0
1; w

0
2; : : : ; w

0
n)
T le¾í v S0 podle de�nice této mno¾iny. V pøedchozí èásti dùkazu jsme ukázali,

¾e S0 � R0, tedy w0 le¾í také v R0. Nyní si uvìdomíme, ¾e pro ka¾dé q 2 P platí w0
q = wq. Skuteènì:

w0
q =

X
p2P

wpv
(p)
q = wqv

(q)
q +

X
p2Pnfqg

wpv
(p)
q =

= wq � 1 +
X

p2Pnfqg
wp � 0 = wq :

Z toho podle pozorování 2.13 vyplývá w = w0. Proto¾e w0 2 S0, je také w 2 S0 a jsme hotovi.

Pøejdeme k samotnému dùkazu, ¾e mno¾ina S je rovná mno¾inì R v¹ech øe¹ení soustavy (A j b). K dùkazu opìt
vyu¾ijeme dvì snadná pozorování.

(p3) Pokud je vektor w øe¹ením soustavy (A j b) a vektor z øe¹ením soustavy (A j o), pak je vektor w + z

øe¹ením soustavy (A j b).
(p4) Pokud jsou vektory w; z øe¹ením soustavy (A j b), pak je vektor w � z øe¹ením soustavy (A j o).

Doká¾eme, ¾e S � R a R � S.
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� S � R. Ji¾ jsme dokázali (viz inkluzi S0 � R0), ¾e pro libovolná èísla t(p) 2 R je vektor
P

p2P t
(p)v(p) øe¹ením

soustavy (A j o). Navíc vektor u øe¹í soustavu (A j b), tak¾e, podle (p3), je vektor u+Pp2P t
(p)v(p) øe¹ením

soustavy (A j b).
� R � S. Uva¾ujme libovolný vektor w 2 R. Podle (p4) je vektor w � u øe¹ením (A j o), tedy patøí do S0.
Proto¾e R0 � S0, existují èísla t(p) 2 R taková, ¾e w� u =

P
p2P t

(p)v(p), z èeho¾ po pøevodu u na pravou
stranu dostáváme w 2 S.

�

2.4.3. Shrnutí. Obecnou soustavu lineárních rovnic o n neznámých lze vyøe¹it následujícím postupem.

1. Gaussovou eliminací pøevedeme soustavu na ekvivalentní soustavu v odstupòovaném tvaru.
2. Rozhodneme, zda soustava má øe¹ení. Pokud ne, tj. existuje rovnice typu 0x1 + 0x2 + � � � + 0xn = b 6= 0,

skonèíme.
3. Urèíme volné promìnné (parametry) { promìnné odpovídající sloupcùm, kde nejsou pivoty. Mno¾inu tìchto

sloupcù oznaèíme P .
4. Mno¾ina v¹ech øe¹ení je 8<

:u+
X
p2P

t(p)v(p) : (8p 2 P ) t(p) 2 R
9=
; ;

kde u je libovolné øe¹ení soustavy a v(p) je øe¹ení pøíslu¹né homogenní soustavy, kde za parametr odpovídající
sloupci p volíme 1 a za zbylé parametry volíme 0. Ka¾dý z vektorù spoèítáme zpìtnou substitucí.

V¹imnìte si, ¾e poèet volných promìnných je roven èíslu n� r, kde r je poèet nenulových øádkù v odstupòovaném
tvaru. Zatím neumíme dokázat, ¾e toto èíslo nezávisí na tom, jaké ekvivalentní úpravy pou¾íváme k pøevodu na
odstupòovaný tvar. Nicménì je tomu tak, toto èíslo je rovné tzv. hodnosti (roz¹íøené) matice soustavy. Intuitivnì to
lze zdùvodnit tak, ¾e v popisu mno¾iny øe¹ení máme n�r parametrù, tak¾e mno¾ina øe¹ení je (n�r)-dimenzionální
objekt, pøièem¾ tato dimenze samozøejmì závisí jen na pùvodní soustavì, nikoliv na konkrétním odstupòovaném
tvaru.

Na popsaný postup na øe¹ení rovnic se dá také dívat takto: Na zaèátku máme rovnicový popis þrovného útvaruÿ
v n-rozmìrném prostoru, v bodì 1. nalezneme kompaktnìj¹í rovnicový popis stejného útvaru a v bodì 4. nalezneme
jeho parametrický popis.

Pøíklad 2.15. Najdìte v¹echna øe¹ení soustavy lineárních rovnic s roz¹íøenou maticí

()

2.5. Praktické problémy pøi øe¹ení rovnic.

2.5.1. Numerická stabilita. Pøi poèítání soustav lineárních rovnic na poèítaèi èasto reprezentujeme reálná èísla
s nìjakou pøedem urèenou pøesností. Problémem je, ¾e Gaussova eliminace je obecnì numericky nestabilní. To
znamená, ¾e malé zaokrouhlovací chyby mohou vést k výsledku, který se velmi li¹í od správného. Uva¾ujme napøíklad
soustavu � �10�4 1 1

1 1 2

�
;

jejím¾ pøesným øe¹ením je �
1

1;0001
;
1;0002

1;0001

�T
:

Pokud pou¾ijeme aritmetiku s tøemi platnými ciframi, Gaussova eliminace nám dá� �10�4 1 1
1 1 2

�
�
� �10�4 1 1

0 104 104

�
a zpìtnou substitucí dostaneme øe¹ení (0; 1)T , které se od správného li¹í významnì v první slo¾ce. Problémem je, ¾e
jsme pøi úpravì pøièítali 104-násobek prvního øádku k druhému a èíslo 104 je tak velké, ¾e sma¾e pro danou soustavu
podstatný rozdíl mezi 1 a 2 na pravých stranách. Tomuto problému lze pøedejít tak, ¾e v¾dy pøed eliminací jedné
promìnné prohodíme øádky tak, aby pivot byl co nejvìt¹í (v absolutní hodnotì). Tato tzv. èásteèná pivotace ale
nezamezí v¹em problémùm s numerickou stabilitou. Pøíkladem mù¾e být soustava� �10 105 105

1 1 2

�
;

která vznikne z pøedchozí vynásobením první rovnice èíslem 105. Øe¹ení pøi pou¾ití aritmetiky se tøemi platnými
ciframi vyjde opìt (0; 1)T a èásteèná pivotace tomuto problému nezamezí (øádky jsou ji¾ od zaèátku ve správném
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poøadí). U tohoto pøíkladu je problém ve znaèném rozdílu ve velikosti prvního øádku a druhého øádku. Tìmto i
dal¹ím typùm problémù lze zamezit úplnou pivotací, pøi ní¾ prohodíme pøed eliminací øádky a sloupce tak, aby pivot
byl co nejvìt¹í. Úplná pivotace je numericky stabilní v ka¾dém pøípadì. Pøi prohození sloupcù nesmíme zapomenout
na to, ¾e vlastnì prohazujeme promìnné.

2.5.2. ©patnì podmínìné soustavy. Jiný typ problémù uká¾eme na soustavì�
0;835 0;667 0;168
0;333 0;266 0;067

�
;

její¾ øe¹ením je (1;�1)T . Pokud èíslo 0;067 jen nepatrnì zmìníme na hodnotu 0;066, øe¹ení se zmìní na (�666; 834)T .
Dùvodem tohoto drastického rozdílu je, ¾e pøímky urèené rovnicemi jsou témìø rovnobì¾né, tak¾e malá zmìna jedné
z nich mù¾e posunout prùnik daleko od pùvodního.

OBRAZEK
Soustavám, její¾ øe¹ení je velmi citlivé na malou zmìnu koe�cientù, øíkáme ¹patnì podmínìné. U ¹patnì podmí-

nìných soustav nám nepomù¾e ani numericky velmi stabilní algoritmus, proto¾e koe�cienty jsou v praxi vìt¹inou
získány mìøením, tak¾e jsou zatí¾eny chybou. Je proto zapotøebí zmìnit model, navrhnout jiný experiment, apod.,
abychom se vyhnuli ¹patnì podmínìným soustavám.

Cvièení

1. Doka¾te, ¾e prohození dvou rovnic lze docílit zbylými dvìmi elementárními øádkovými úpravami.

2. Doka¾te pozorování (p1{4) z dùkazu vìty 2.14. Navrhnìte zobecnìní.

3. SLOZITOST
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3. Tìlesa

Cíl. Studiem vlastností reálných èísel, které pou¾íváme pøi øe¹ení
soustav lineárních rovnic, dojdeme k pojmu tìlesa. Uká¾eme si
nìkolik dùle¾itých pøíkladù tìles.

3.1. Motivace.
V minulé kapitole jsme øe¹ili soustavy lineárních rovnic nad reálnými èísly. Zcela stejný postup lze vyu¾ít pro

øe¹ení soustav lineárních rovnic nad jinými obory, napøíklad komplexními èísly. Obecnì lze stejný postup pou¾ít nad
libovolným tìlesem. Tìleso je tedy struktura, ve které jsou de�nované operace sèítání a násobení mající podobné
vlastnosti jako reálná èísla, konkrétnìji máme na mysli ty vlastnosti reálných èísel, které vyu¾íváme pøi øe¹ení
soustav lineárních rovnic.

Zamysleme se nejprve jaké vlastnosti reálných èísel vyu¾íváme pøi øe¹ení rovnice x+ a = b, konkrétnì tøeba

x+ 11 = 18 :

Sna¾íme se odhlédnout od toho, ¾e øe¹ení okam¾itì vidíme a ¾e nìkteré vlastnosti reálných èísel ji¾ pou¾íváme zcela
automaticky.

Vìt¹ina z nás by na tomto místì navrhla odeèíst od obou stran èíslo 11. My se budeme sna¾it vystaèit se
dvìmi základními operacemi, sèítáním a násobením. Ostatní operace, jako odèítání a dìlení, budeme pova¾ovat
za odvozené. Proto k oboum stranám radìji pøièteme èíslo �11. Proto¾e jsme zapomnìli na komutativitu sèítání,
musíme se domluvit, z které strany pøièítáme. V na¹em pøípadì potøebujeme pøièíst zprava. Dostáváme

(x+ 11) + (�11) = 7 ;

pøièem¾ na pravé stranì jsme rovnou spoèítali, ¾e 18 + (�11) = 7. Dal¹ím krokem je pøezávorkování levé strany:

x+ (11 + (�11)) = 7 :

Teï mù¾eme závorku vypoèítat:
x+ 0 = 7 :

Nakonec vyu¾ijeme skuteènosti, ¾e x+ 0 = x a dostáváme

x = 7 :

(Teï bychom je¹tì buï ovìøili, ¾e 7 je opravdu øe¹ením, pøípadnì nahlédli, ¾e úpravy jsou vratné.)
Pøi øe¹ení rovnic typu x + a = b tedy vyu¾íváme asociativitu sèítání, existenci neutrálního prvku a existenci

opaèných prvkù. Pøesnìji øeèeno, vyu¾íváme následující vlastnosti:

(S1) (þasociativita sèítáníÿ) Pro libovolná èísla a; b; c 2 R platí (a+ b) + c = a+ (b+ c).
(S2) (þexistence nulového prvkuÿ) Existuje èíslo 0 2 R takové, ¾e pro libovolné a 2 R platí 0 + a = a+ 0 = a.
(S3) (þexistence opaèného prvkuÿ) Pro ka¾dé a 2 R existuje b 2 R takové, ¾e a + b = b + a = 0. (Takové b

znaèíme �a.)
Pointa je v tom, ¾e kdykoliv máme na nìjaké mno¾inì operaci + s tìmito vlastnostmi, pak mù¾eme na øe¹ení rovnic
typu x + a = b (nebo a + x = b) pou¾ít zcela stejný postup. (Binární) operací na mno¾inì T se rozumí jakékoliv
zobrazení, které ka¾dé dvojici prvkù z T jednoznaènì pøiøadí prvek T . Formálnì:

De�nice 3.1. Binární operací na mno¾inì T rozumíme zobrazení z T � T do T .

Je-li � binární operace na T , pak její hodnotu na dvojici (a; b) zapisujeme vìt¹inou a � b, místo �(a; b), nebo
formálnì je¹tì správnìj¹ího �((a; b)).

V¹imnìte si, ¾e a � b musí být de�nované pro ka¾dou dvojici a; b 2 T a ¾e výsledek operace je opìt prvek
T . Pokud má � vlastnost (S1), pak ve výrazech typu a1 � a2 � � � � � an nemusíme psát závorky, proto¾e ka¾dé
smysluplné uzávorkování dá stejný výsledek (dùkaz je technicky docela nároèný, nebudeme jej provádìt). Obecnì
v¹ak nemù¾eme beztrestnì prohazovat poøadí.

Pøíklady mno¾in a operací splòující (S1), (S2), (S3) jsou

� T = Z a + je bì¾né sèítání.
� Podobnì T = Q (nebo T = R, nebo T = C) a + je bì¾né sèítání.
� Vìt¹ím pøíkladem je mno¾ina v¹ech reálných funkcí reálné promìnné s operací sèítání funkcí.
� Naopak velmi malým pøíkladem je T = f0; 1g s operací � de�novanou 0�0 = 1�1 = 0 a 0�1 = 1�0 = 1.
� Zcela odli¹ným pøíkladem pak je mno¾ina v¹ech permutací na nìjaké pevné mno¾inì s operací � skládání
permutací. Tento pøíklad vyboèuje tím, ¾e operace není komutativní (tj. nesplòuje a � b = b � a).
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Vra»me se nyní k problému, které vlastnosti reálných èísel vyu¾íváme pøi øe¹ení soustav lineárních rovnic. Uva-
¾ujme rovnici typu x � a = b, napøíklad x � 3 = 12. Postup øe¹ení je následující.

x � 3 = 12

(x � 3) � 3�1 = 4

x � (3 � 3�1) = 4

x � 1 = 4

x = 4

V¹imnìte si, ¾e postup je velmi podobný postupu na øe¹ení rovnice x + a = b. Rozdíl je v tom, ¾e místo operace
+ pracujeme s operací �, místo 0 pou¾íváme prvek 1 a místo �x pou¾íváme x�1. Vlastnosti �, které vyu¾íváme,
jsou proto velmi podobné vlastnostem (S1), (S2), (S3) s jedním dùle¾itým rozdílem { obdoba vlastnosti (S3), co¾
je existence inverzního prvku, platí pouze pro nenulová èísla. Pou¾ité vlastnosti jsou následující.

(N1) (þasociativita násobeníÿ) Pro libovolná èísla a; b; c 2 R platí (a � b) � c = a � (b � c).
(N2) (þexistence jednotkového prvkuÿ) Existuje èíslo 1 2 R takové, ¾e pro libovolné a 2 R platí 1 � a = a � 1 = x.
(N3) (þexistence inverzního prvkuÿ) Pro ka¾dé a 2 R takové, ¾e a 6= 0, existuje b 2 R takové, ¾e a � b = b � a = 1.

(Takové b znaèíme a�1.)
Pøi elementárních úpravách pou¾íváme je¹tì dvì dal¹í vlastnosti. Ty lze vidìt napøíklad z úprav, které mlèky

probíhají pøi pøièítání 2-násobku rovnice x+ 3y = 10 k rovnici (�2)x+ 4y = 15. V úpravách ji¾ vyu¾íváme (S1) a
(N1), tak¾e nepí¹eme závorky.

2(x+ 3y) + (�2)x+ 4y = 35

2x+ 2 � 3y + (�2)x+ 4y = 35

2x+ 6y + (�2)x+ 4y = 35

2x+ (�2)x+ 6y + 4y = 35

(2 + (�2))x+ (6 + 4)y = 35

0x+ 10y = 35

0 + 10y = 35

10y = 35

Kromì ji¾ formulovaných vlastností jsme vyu¾ili tyto:

(D) (þoboustranná distributivitaÿ) Pro libovolná èísla a; b; c 2 R platí a�(b+c) = a�b+a�c a (b+c)�a = b�a+c�a.
(S4) (þkomutativita sèítáníÿ) Pro libovolná èísla a; b 2 R platí a+ b = b+ a.

Je¹tì jsme vyu¾ili, ¾e 0 � x = 0. Pozdìji v¹ak uká¾eme, ¾e tento vztah plyne ze zbylých vlastností.
Shrneme-li v¹echny doposud zformulované vlastnosti, dostaneme pojem nekomutativního tìlesa. Nikde jsme toti¾

nevyu¾ili komutativitu násobení a soustavy lineárních rovnic lze Gaussovou eliminací øe¹it i nad nekomutativními
tìlesy, jen bychom se museli dohodnout, zda koe�cienty v rovnicích budeme psát zleva nebo zprava. Rovnice ax = b
toti¾ mù¾e mít jiné øe¹ení ne¾ rovnice xa = b. Dùle¾itým pøíkladem nekomutativního tìleso je tìleso kvaternionù,
viz ní¾e.

My ale budeme pracovat s tìlesy, kde násobení je komutativní, proto do de�nice tìlesa tuto vlastnost pøidáme.
Tím pádem staèí vy¾adovat jen jeden z distributivních zákonù a mù¾eme také zjednodu¹it vlastnosti (S2), (S3),
(N2) a (N3). Je¹tì pøidáme tzv. axiom netriviality, tj. po¾adavek ¾e tìleso má alespoò 2 prvky. Jednoprvkovou
mno¾inu toti¾ za tìleso nechceme pova¾ovat.

3.2. De�nice tìlesa.

De�nice 3.2. Tìlesem T rozumíme mno¾inu T spolu s dvìmi binárními operacemi +; � na T , které splòují násle-
dující axiomy.

(S1) (þasociativita sèítáníÿ) Pro libovolné prvky a; b; c 2 T platí (a+ b) + c = a+ (b+ c).
(S2) (þexistence nulového prvkuÿ) Existuje prvek 0 2 T takový, ¾e pro libovolné a 2 T platí a+ 0 = a.
(S3) (þexistence opaèného prvkuÿ) Pro ka¾dé a 2 T existuje �a 2 T takové, ¾e a+ (�a) = 0.
(S4) (þkomutativita sèítáníÿ) Pro libovolné prvky a; b 2 T platí a+ b = b+ a.
(N1) (þasociativita násobeníÿ) Pro libovolné prvky a; b; c 2 T platí (a � b) � c = a � (b � c).
(N2) (þexistence jednotkového prvkuÿ) Existuje prvek 1 2 T takový, ¾e pro libovolné a 2 T platí a � 1 = a.
(N3) (þexistence inverzního prvkuÿ) Pro ka¾dé 0 6= a 2 T existuje a�1 2 T takové, ¾e a � a�1 = 1.
(N4) (þkomutativita násobeníÿ) Pro libovolné prvky a; b 2 T platí a � b = b � a.
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(D) (þdistributivitaÿ) Pro libovolné prvky a; b; c 2 T platí a � (b+ c) = a � b+ a � c.
(: T) (þnetrivialitaÿ) jT j > 1.

Prvek 0 z axiomu (S2) té¾ nazýváme neutrální prvek vzhledem k operaci + a prvek 1 z axiomu (N2) je neutrální
prvek vzhledem k �. V následujícím tvrzení uká¾eme, ¾e jsou urèeny jednoznaènì. Tyto jednoznaènì urèené prvky
pak vystupují v axiomech (S3) a (N3).

Formulace (S3) mù¾e být trochu matoucí. Pøesnìji bychom mìli øíct, ¾e pro ka¾dé a 2 T existuje b 2 T takové,
¾e a+ b = 0, a poté libovolné takové b oznaèit �a. V následujícím tvrzení doká¾eme, ¾e b = �a je pro dané a urèeno
jednoznaènì. Podobnì pro inverzní prvky.

Stejnì jak je bì¾né u reálných èísel, prvek a � b èasto znaèíme jen ab. De�nujeme

a� b = a+ (�b) a
a

b
= ab�1:

Tìleso je zadané mno¾inou T a urèením dvou binárních operací + a � na mno¾inì T . Samotná mno¾ina tìleso
neurèuje. Rovnì¾ poznamenejme, ¾e vzhledem k de�nici binární operace (de�nice 3.1) musí být a+b a ab de�nované
pro ka¾dou dvojici prvkù a; b 2 T a výsledek musí le¾et v mno¾inì T .

Pøíkladem tìlesa je mno¾ina racionálních (nebo reálných, nebo komplexních) èísel spolu s bì¾nými operacemi.
Mno¾ina celých èísel spolu s bì¾nými operacemi tìleso netvoøí kvùli axiomu (N3). Døíve ne¾ se podíváme na dal¹í
pøíklady, doká¾eme nìkolik jednoduchých vlastností, které mají v¹echna tìlesa.

Tvrzení 3.3. V ka¾dém tìlese T platí

(1) nulový prvek je urèený jednoznaènì,
(2) rovnice a + x = b má v¾dy právì jedno øe¹ení, speciálnì, opaèný prvek �a je prvkem a 2 T urèený jedno-

znaènì,
(3) jednotkový prvek je urèený jednoznaènì,
(4) rovnice ax = b, a 6= 0, má v¾dy právì jedno øe¹ení, speciálnì, prvek a�1 inverzní k prvku 0 6= a 2 T , je

prvkem a urèený jednoznaènì,
(5) 0a = 0 pro libovolný prvek a 2 T ,
(6) je-li ab = 0, pak buï a = 0 nebo b = 0,
(7) (�1)a = �a pro ka¾dý prvek a 2 T ,
(8) z rovnosti a+ b = a+ c plyne b = c,
(9) z rovnosti ab = ac a pøedpokladu a 6= 0, vyplývá b = c,
(10) 0 6= 1

Dùkaz. (1) Pøedpokládejme, ¾e 0 a 00 jsou prvky, pro které a+ 0 = a = a+ 00 pro libovolné a 2 T . Pak platí

0 = 00 + 0 = 0 + 00 = 00:

V první rovnosti jsme vyu¾ili, ¾e a = a + 0 pro libovolné a (vyu¾ili jsme to pro a = 00), ve druhé rovnosti
vyu¾íváme komutativitu sèítání (axiom (S3)) a ve tøetí rovnosti vyu¾íváme, ¾e a+ 00 = a (pro a = 0).

Tedy 0 = 00, co¾ jsme chtìli.
(2) Vezmeme libovolné a; b 2 T a pøedpokládáme, ¾e x 2 T i x0 2 T splòují a+ x = b a a+ x0 = b. Pøièteme k

obìma stranám rovnosti a+x = a+x0 libovolný pevnì zvolený opaèný prvek �a k a, pou¾ijeme asociativitu
sèítání a axiomy (S3),(S4) a (S2). Dostáváme

a+ x = a+ x0

(�a) + (a+ x) = (�a) + (a+ x0)

((�a) + a) + x = ((�a) + a) + x0

0 + x = 0 + x0

x = x0 :

Tvrzení o jednoznaènosti opaèného prvku dostaneme volbou b = 0.
(3) Obdobnì jako (1)
(4) Obdobnì jako (2)
(5) Pro libovolné a máme u¾itím (D)

0a+ 0a = (0 + 0)a = 0a:

Rovnice 0a + x = 0a má tedy øe¹ení x = 0a, ale také x = 0 podle axiomu (S2). Z bodu (2) nyní vyplývá
0a = 0.
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(6) Pøedpokládejme, ¾e ab = 0 a a 6= 0 a doká¾eme, ¾e b = 0. Rovnice ax = 0 má øe¹ení x = b a také x = 0
podle pøede¹lého bodu. Tak¾e 0 = b podle bodu (2).

(7) Je tøeba ukázat, ¾e (�1)a je opaèný prvek k a. Pak tvrzení plyne z jednoznaènosti opaèného prvku (bod
(2)). Skuteènì

a+ (�1)a = 1a+ (�1)a = (1 + (�1))a = 0a = 0;

kde jsme vyu¾ili (N2), (D), (S3) a pøedchozí bod.
(8) Rovnice a+ x = (a+ c) má øe¹ení x = c (zøejmì) a x = b (podle pøedpokladu). Z bodu (2) plyne b = c.
(9) Podobnì jako pøede¹lý bod.
(10) Pokud 0 = 1, pak vynásobením obou stran libovolným èíslem a a u¾itím (5) a (N2) dostaneme 0 = 0a =

1a = a. Tedy ka¾dý prvek je roven nulovému, tak¾e jT j = 1.
�

Dal¹í spoleèné vlastnosti tìles jsou ve cvièeních.

3.3. Tìlesa Zp.
Dùle¾itými pøíklady tìles jsou tìlesa Zp, kde p je prvoèíslo. Tato a jiná koneèná tìlesa mají aplikace napøíklad v

informatice pøi studiu kódù nebo k návrhu rychlých algoritmù pro poèítání s celoèíselnými polynomy.
Tìleso Zp má prvky 0; 1; 2; : : : ; p� 1 (má tedy p prvkù) a operace �;� jsou de�novány

a� b = (a+ b) mod p; a� b = (a � b) mod p:

Na levých stranách jsou operace v Zp, které de�nujeme, a na pravých stranách jsou bì¾né operace v Z. Pøipomeòme,
¾e c mod p znaèí zbytek po dìlení èísla c èíslem p. Tento zbytek je v¾dy v mno¾inì 0; 1; : : : ; p�1, tak¾e operace jsou
dobøe de�novány.

Ve skuteènosti pro zápis operací �;� pou¾íváme symboly +; �. Z kontextu je tøeba rozhodnout, ve kterém tìlese
poèítáme. Napøíklad v Z5 máme

0 + 0 = 0; 1 + 4 = 0; 3 + 4 = 2; 2 � 2 = 4; 2 � 3 = 1; 3 � 3 = 4; : : : :

Vìta 3.4. Pro libovolné prvoèíslo p tvoøí mno¾ina Zp spolu s vý¹e de�novanými operacemi tìleso.

Dùkaz. Ovìøení témìø v¹ech axiomù tìlesa je vcelku snadné a pøenecháme to do cvièení.
Doká¾eme pouze axiom (N3) o existenci inverzních prvkù. Nech» 0 6= a 2 Zp, neboli a 2 f1; 2; : : : ; p � 1g.

Chceme najít inverzní prvek k a. Proto¾e p je prvoèíslo a 0 < a < p, platí gcd(a; p) = 1. Podle Bezoutovy vìty
(vìta ??)existují èísla s; t 2 Z taková, ¾e sa+ tp = 1. Tvrdíme, ¾e (s mod p) je inverzním prvkem k a. Platí

(s mod p)a � sa = 1� tp � 1 (mod p);

(kde v¹echny operace jsou bì¾né operace s celými èísly) neboli (s mod p)a mod p = 1. Z toho plyne, ¾e (s mod p)a =
1 v Zp. �

Dùkaz také dává návod na hledání inverzních prvkù. Pokud p je malé, je asi nejrychlej¹í urèovat inverzní prvky
zkusmo.

Pøíklad 3.5. V tìlese Z5 máme
1�1 = 1; 2�1 = 3; 3�1 = 2; 4�1 = 4 :

V tìlese Z7 je
1�1 = 1; 2�1 = 4; 3�1 = 5; 4�1 = 2; 5�1 = 3; 6�1 = 6 :

Inverzní prvky jsme na¹li zkusmo, napøíklad 2�1 = 3, proto¾e 2 � 3 = 1. Uvedeme nìkolik snadných pozorování,
které usnadní práci. Ka¾dé z nich ovìøte na uvedených pøíkladech.

V ka¾dém tìlese platí 1�1 = 1 a také (�1)�1 = �1. Tedy v Zp je (p � 1)�1 = (p � 1), proto¾e �1 = p � 1 (èti
þopaèný prvek k 1 je p � 1ÿ). Podle cvièení 3.5.6 je (�a)�1 = �(a�1), tak¾e známe-li inverzní prvek k a, mù¾eme
té¾ urèit inverzní prvek k �a = p� a. Podle stejného cvièení je inverzní prvek k inverznímu prvku pùvodní prvek,
tj. víme-li, ¾e b = a�1, pak a = b�1.

Pøíklad 3.6. V tìlese Z7 platí �3
5

=
4

5
= 4 � 5�1 = 4 � 3 = 5 :

Vyu¾ili jsme 5�1 = 3, co¾ jsme nahlédli v pøedchozím pøíkladu. Alternativnì se lze rovnou zeptat kolika je tøeba
vynásobit pìtku, abychom dostali 4. Je¹tì jinak mù¾eme poèítat

�3
5

=
4

�2 = �2 = 5 :
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Poznamenejme, ¾e zatímco v tìlese reálných (nebo racionálních) èísel je 4
5 èíslo, v tìlese Z7 jde o výraz þ4 dìleno

5ÿ. Takové výrazy by se ve výsledcích pøíkladù nemìly objevovat, proto¾e jdou je¹tì dopoèítat.

Pøíklad 3.7. Urèíme 13�1 v tìlese Z37. Prvoèíslo 37 je ji¾ pøíli¹ velké na to, abychom poèítali inverzní prvky
zkusmo, proto pou¾ijeme postup z dùkazu vìty 3.4. Je potøeba zjistit Bezoutovy koe�cienty pro èísla 13; 37.

37 = 2 � 13+ 11

13 = 1 � 11+ 2

11 = 5 � 2+ 1

Zpìtným chodem dopoèítáme Bezoutovy koe�cienty.

1 = 1 � 11� 5 � 2 =

= 1 � 11� 5 � (13� 1 � 11) = (�5) � 13+ 6 � 11 =

= (�5) � 13+ 6 � (37� 2 � 13) = 6 � 37+ (�17) � 13
Proto¾e (�17) mod 37 = 20, v tìlese Z37 platí 13�1 = 20. Mù¾eme ovìøit, ¾e opravdu platí 13 � 20 mod 37 = 1.

Pøíklad 3.8. V tìlese Z11 vyøe¹íme soustavu lineárních rovnic s maticí0
@ 2 4 1 2 10 3

4 1 3 8 6 7
7 5 0 2 6 8

1
A :

Soustavu pøevedeme do odstupòovaného tvaru.0
@ 2 4 1 2 10 3

4 1 3 8 6 7
7 5 0 2 6 8

1
A �

0
@ 2 4 1 2 10 3

0 4 1 4 8 1
0 2 2 6 4 3

1
A �

�
0
@ 2 4 1 2 10 3

0 4 1 4 8 1
0 0 7 4 0 8

1
A �

0
@ 1 2 6 1 5 7

0 1 3 1 2 3
0 0 1 10 0 9

1
A

V první úpravì jsme 9-násobek prvního øádku pøièetli ke druhému a 2-násobek prvního øádku jsme pøièetli ke
tøetímu.

Jak jsme pøi¹li napøíklad na èíslo 9 pøi nulování pozice (2; 1)? Jednou mo¾ností je spoèítat � 4
2 = �2 = 9. Pro

malá tìlesa, zejména Z2;Z3;Z5;Z7, je asi nejrychlej¹í urèit potøebné èíslo zkusmo. Tím myslíme v na¹em pøípadì
úvahou þkolika je tøeba vynásobit 2, aby po pøiètení 4 vznikla 0ÿ. Mo¾ná o nìco poèetnì pøíjemnìj¹í ne¾ pøièítat
9-násobek je pøièítat (�2)-násobek.

Na koe�cient 2 pøi nulování pozice (3; 1) mù¾eme obdobnì pøijít buï výpoètem nebo zkusmo. Výpoèet provedeme
pøímoèaøe

�7

2
= �7 � 2�1 = �7 � 6 = �9 = 2 ;

nebo ¹ikovnìji napøíklad takto:

�7

2
=
�7
2

=
4

2
= 2 :

V dal¹í úpravì jsme 5-násobek druhého øádku pøièetli k tøetímu. V poslední úpravì jsme vynásobili øádky èísly
tak, aby pivoty byly rovny 1. To nám usnadní zpìtné substituce pøi dopoèítání øe¹ení. Konkrétnì jsme první øádek
vynásobili èíslem 2�1 = 6, druhý øádek èíslem 4�1 = 3 a tøetí øádek èíslem 7�1 = 8.

Bázové promìnné jsou x1, x2 a x3 a volné promìnné jsou x4 a x5. Øe¹ení tedy bude tvaru8>>>><
>>>>:

0
BBBB@

�
�
�
0
0

1
CCCCA+ s

0
BBBB@

�
�
�
1
0

1
CCCCA+ t

0
BBBB@

�
�
�
0
1

1
CCCCA : s; t 2 Z11

9>>>>=
>>>>;

:

Zpìtnou substitucí dopoèítáme neznámé pozice a získáme øe¹ení8>>>><
>>>>:

0
BBBB@

1
9
9
0
0

1
CCCCA+ s

0
BBBB@

1
7
1
1
0

1
CCCCA+ t

0
BBBB@

10
9
0
0
1

1
CCCCA : s; t 2 Z11

9>>>>=
>>>>;

:
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3.4. Charakteristika. Dùle¾itým èíselným parametrem tìles je jejich charakteristika:

De�nice 3.9. Existuje-li kladné celé èíslo n takové, ¾e v tìlese T platí

1 + 1 + � � �+ 1| {z }
n

= 0 ;

pak nejmen¹í takové kladné èíslo nazýváme charakteristika tìlesa T.
Pokud ¾ádné takové kladné celé èíslo n neexistuje, tak øíkáme, ¾e tìleso T má charakteristiku 0.

Charakteristika tedy urèuje, kolikrát je nejménì tøeba seèíst jednièku, abychom dostali 0. Nìkdy se zápisem n
rozumí souèet n jednièek. Charakteristika je pøi této úmluvì nejmen¹í kladné celé èíslo n takové, ¾e n = 0. Pokud
takové n neexistuje, charakteristika je 0.

Vìta 3.10. Charakteristika ka¾dého tìlesa je buï 0 nebo prvoèíslo.

Dùkaz. Jestli¾e charakteristika tìlesa T není rovná 0, pak existuje nìjaké kladné celé èíslo n � 2, pro které platí

1 + 1 + � � �+ 1| {z }
n

= 0:

Jestli¾e je n slo¾ené èíslo, platí n = kl pro nìjaká kladná celá èísla k; l < n. V dùsledku axiomu distributivity (D)
platí

(1 + 1 + � � �+ 1| {z }
k

)(1 + 1 + � � �+ 1| {z }
l

) = 1 + 1 + � � �+ 1| {z }
n

= 0:

Podle tvrzení 3.3.(6) mù¾e být souèin dvou prvkù v tìlese rovný 0 pouze pokud je aspoò jeden z èinitelù rovný 0.
Proto je buï

1 + 1 + � � �+ 1| {z }
k

= 0

nebo

1 + 1 + � � �+ 1| {z }
l

= 0:

V ka¾dém pøípadì nemù¾e být slo¾ené èíslo n � 2 nejmen¹ím kladným celým èíslem, pro které platí

1 + 1 + � � �+ 1| {z }
n

= 0:

Proto¾e je 1 6= 0 podle tvrzení 3.3.(10), musí být nejmen¹í takové èíslo prvoèíslo. �

Charakteristika tìles Q;R;C je 0. Pro libovolné prvoèíslo p je charakteristika tìlesa Zp rovná p.
Tìlesa charakteristiky 2 mají tu pøíjemnou vlastnost, ¾e sèítání a odèítání splývají, viz cvièení. V nìkterých

situacích tato tìlesa tvoøí výjimeèné pøípady, které je tøeba zvlá¹» rozebírat. Jedním z dùvodù je fakt, ¾e v nich
nelze poèítat aritmetický prùmìr dvou èísel { výraz a+b

2 toti¾ nedává smysl, proto¾e dìlíme nulou.

3.5. Dal¹í pøíklady tìles.

3.5.1. Ètyøprvkové tìleso. Pokud n není prvoèíslo, pak Zn, de�nované podobnì jako Zp, není tìleso. Tedy napøíklad
Z4 není tìleso. Sel¾e axiom (N3), 2 nemá inverzní prvek. Mù¾eme také pou¾ít vìtu 3.10, proto¾e charakteristika by
byla 4, co¾ je nemo¾né.

Ètyøprvkové tìleso ale existuje. Nejlépe je poèítat s polynomy

GF (4) = f0; 1; �; �+ 1g
jedné promìnné � s koe�cienty v Z2. Sèítání je de�nované jako pøirozené sèítání polynomù (napø. � + (� + 1) =
(1 + 1)� + 1 = 1), pøi násobení pak polynomy vynásobíme pøirozeným zpùsobem a pak vezme zbytek po dìlení
polynomem

�2 + �+ 1 ;

napøíklad

(�+ 1)(�+ 1) =
�
(�+ 1) �bì¾né (�+ 1)

�
mod (�2 + �+ 1) =

= (�2 + 1) mod (�2 + �+ 1) = � :
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3.5.2. Dal¹í koneèná tìlesa. Tìleso s n prvky existuje právì tehdy, kdy¾ n je mocnina prvoèísla. Dùkaz uvidíte
pozdìji v kurzu algebry. Naopak, pokud n = pk pro nìjaké prvoèíslo p, pak tìleso s n prvky existuje a je dokonce
jednoznaènì urèené a¾ na pøeznaèení prvkù. Jde zkonstruovat podobnì jako ètyøprvkové tìleso. Prvky budou po-
lynomy stupnì nejvý¹e k � 1 s koe�cienty v Zp a poèítat budeme modulo pevnì zvolený nerozlo¾itelný polynom
stupnì k, tj. polynom, který se nedá napsat jako (bì¾ný) souèin polynomù ni¾¹ího stupnì.

Podobnì jako u tìles Zp by se existence inverzních prvkù dokázala pomocí Bezoutových koe�cientù, analogie
Bezoutovy vìty toti¾ platí i pro polynomy s koe�cienty v Zp. Dùle¾ité je, ¾e poèítáme modulo nerozlo¾itelný
polynom. Tento fakt hraje v dùkazu stejnou roli jako fakt, ¾e p je prvoèíslo v dùkazu vìty 3.4 { nejvìt¹í spoleèný
dìlitel zvoleného nerozlo¾itelného polynomu a libovolného nenulového polynomu ni¾¹ího stupnì bude díky tomu 1.

3.5.3. Podtìlesa komplexních èísel. Existuje celá øada tìles þmeziÿ racionálními a komplexními èísly. Napøíklad
mno¾ina komplexních èísel

fa+ bi : a; b 2 Qg
tvoøí s bì¾nými operacemi tìleso. K dùkazu musíme ovìøit, ¾e tato mno¾ina je uzavøena na sèítání a násobení.
Vìt¹ina zbylých axiomù je pak oèividná, kromì existence inverzního prvku. Úplný dùkaz pøenecháme do cvièení.

Dal¹ím pøíkladem je mno¾ina

fa+ b
p
2 : a; b 2 Qg

opìt s bì¾nými operacemi.
Tato a podobná tìlesa hrají velkou roli napøíklad pøi dùkazu slavné vìty, ¾e neexistuje vzoreèek (vyu¾ívající

operace +; �;�; :; n
p ) pro koøeny polynomu vìt¹ího ne¾ pátého stupnì, nebo pøi dùkazu nemo¾nosti kvadratury

kruhu, trisekce úhlu a zdvojení krychle.

3.5.4. Tìleso racionálních funkcí. Pøíkladem þvìt¹íhoÿ tìlesa je tìleso racionálních funkcí, tedy funkcí tvaru p(x)
q(x) ,

kde p(x) a q(x) 6= 0 jsou reálné polynomy s bì¾nými operacemi sèítání a násobení funkcí. Je potøeba ztoto¾nit
racionální funkce, které se li¹í pouze de�nièním oborem, napø. 1 je potøeba pova¾ovat za tu samou racionální funkci
jako (x+ 1)=(x+ 1), viz cvièení.

3.5.5. Charakteristika a koneènost. Ka¾dé tìleso charakteristiky 0má nekoneènì mnoho prvkù, proto¾e èísla 0; 1; 1+
1; 1 + 1+ 1 jsou v¹echna navzájem rùzná. Jde ukázat, ¾e takové tìleso v jistém smyslu obsahuje tìleso racionálních
èísel (viz cvièení).

Na druhou stranu, není pravda, ¾e tìleso nenulové charakteristiky má nutnì koneèný poèet prvkù. Pøíkladem je
tìleso racionálních funkcí nad Zp, které má charakteristiku p a není koneèné. Pøi zavádìní tohoto tìlesa je potøeba
postupovat opatrnìji ne¾ v pøípadì tìlesa racionálních funkcí nad R, musíme pracovat s formálními podíly (nikoliv
funkcemi tvaru podílu) a vhodné podíly ztoto¾nit. Detaily probírat nebudeme.

Ka¾dé tìleso charakteristiky p þobsahujeÿ tìleso Zp (opìt viz cvièení).

3.5.6. Kvaterniony. Dùle¾itým pøíkladem nekomutativního tìlesa jsou kvaterniony. Kvaterniony de�nujeme jako
výrazy tvaru

a+ bi+ cj + dk;

kde a; b; c; d 2 R a i; j; k; l jsou þimaginární jednotkyÿ. Sèítání je de�nováno pøirozenì, tedy

(a+ bi+ cj + dk) + (a0 + b0i+ c0j + d0k) = (a+ a0) + (b+ b0)i+ (c+ c0)j + (d+ d0)k:

Pøi násobení roznásobíme závorky a vyu¾ijeme vztahù ai = ia; aj = ja; ak = ka pro libovolné a 2 R a

i2 = j2 = k2 = �1; ij = k; jk = i; ki = j; ji = �k; kj = �i; ik = �j;

které se dobøe pamatují pomocí cyklu i! j ! k ! i:

i

jk
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Pokud násobíme po smìru cyklu, dostaneme tøetí promìnnou s kladným znaménkem, a násobení proti smìru
znaménko obrací. Tedy

(a+ bi+ cj + dk) � (a0 + b0i+ c0j + d0k) =

= aa0 + ab0i+ ac0j + ad0k + ba0i+ bb0i2 + bc0ij + bd0ik+

+ ca0j + cb0ji+ cc0j2 + cd0jk + da0k + db0ki+ dc0kj + dd0k2 =

= aa0 + ab0i+ ac0j + ad0k + ba0i� bb0 + bc0k � bd0j+

+ ca0j � cb0k � cc0 + cd0i+ da0k + db0j � dc0i� dd0 =

= (aa0 � bb0 � cc0 � dd0) + +(ab0 + ba0 + cd0 � dc0)i+

+ (ac0 � bd0 + ca0 + db0)j + (ad0 + bc0 � cb0 + da0)k :

Lineární algebru lze mimo jiné pou¾ít také ke zkoumání geometrických zobrazení. Rotace o úhel � kolem nìjaké
osy patøí mezi dùle¾itá geometrická zobrazení. V letním semestru si uká¾eme, ¾e slo¾ení dvou rotací kolem rùzných
os je opìt rotace kolem nìjaké osy. Najít osu a úhel slo¾ené rotace není vùbec jednoduché. Hledání toho, jak osa a
úhel slo¾ené rotace závisí na osách a úhlech rotací, které skládáme, vedlo k objevu kvaternionù.

Délkou kvaternionu a + bi + cj + dk rozumíme reálné èíslo
p
a2 + b2 + c2 + d2. Kvaternion délky 1 nazýváme

jednotkový kvaternion. Lze spoèítat (viz cvièení), ¾e souèin dvou jednotkových kvaternionù je zase jednotkový
kvaternion.

Rotaci kolem osy procházející poèátkem souøadnic a bodem (a; b; c) 6= (0; 0; 0) o úhel � v kladném smìru (tj.
proti smìru hodinových ruèièek díváme-li se na rovinu, ve které se body pohybují, z kladného smìru osy rotace)
zapí¹eme pomocí kvaternionu

cos(�=2) + sin(�=2)(ai+ bj + ck) :

Tak napøíklad otoèení o úhel �=2 kolem první souøadné osy zapí¹eme jako kvaternion
p
2
2 +

p
2
2 i. Otoèení kolem osy

z o úhel �=2 v kladném smìru zapí¹eme pomocí kvaternionu
p
2
2 +

p
2
2 k.

Pro ka¾dé kladné reálné èíslo r popisuje kvaternion cos(�=2) + sin(�=2)(rai + rbj + rck) stejnou rotaci jako
kvaternion cos(�=2) + sin(�=2)(ai + bj + ck). Oba vektory (a; b; c)T a (ra; rb; rc)T toti¾ urèují stejnou pøímku
procházející poèátkem. Ze v¹ech mo¾ných kvaternionù popisujících stejnou rotaci si vybereme jednotkový kvaternion.
Oba pøíklady z pøedchozího odstavce jsou jednotkové kvaterniony.

Slo¾íme-li dvì rotace, dostaneme osu a úhel slo¾ené rotace tak, ¾e vynásobíme pøíslu¹né kvaterniony v daném
poøadí.

Pøíklad 3.11. Slo¾íme rotaci kolem osy x o úhel �=2 a rotací kolem osy z o úhel �=2. Osu a úhel slo¾ené rotace
najdeme jako souèin kvaternionù p

2

2
+

p
2

2
k

! p
2

2
+

p
2

2
i

!
=

1

2
+

p
3

2

1p
3
(i+ j + k) ;

pou¾ili jsme rovnost ki = j.
Platí tedy, ¾e slo¾ená rotace je kolem osy prvního oktantu o úhel 2�=3 v kladném smìru.

Cvièení

1. Doka¾te, ¾e v libovolném tìlese T platí pro ka¾dé dva prvky a; b 2 T vztahy (�a)(�b) = ab, (�a)b = �(ab) a a
�b = �a

b
=

�a
b
.

2. Doka¾te, ¾e v libovolném tìlese T funguje pøevod na spoleèný jmenovatel, tzn. doka¾te, ¾e pro libovolná a; b; c; d 2 T ,
b; d 6= 0, platí

a

b
+
c

d
=

ad+ bc

bd

3. Doka¾te, ¾e v libovolném tìlese platí �0 = 0, 1�1 = 1, (�a)�1 = �a�1, (a�1)�1 = a pro libovolné 0 6= a 2 T .

4. Dokonèete dùkaz, ¾e Zp je tìleso pro libovolné prvoèíslo p.

5. Doka¾te, ¾e Zn je tìleso právì tehdy, kdy¾ n je prvoèíslo.

6. Doka¾te, ¾e v libovolném tìlese T charakteristiky 2 platí a = �a pro libovolný prvek a 2 T .

7. Vytvoøte tabulku poèítání ve ètyøprvkovém tìlese a ovìøte, ¾e se skuteènì jedná o tìleso.

8. Rozhodnìte (a odpovìï doka¾te), které z následujících podmno¾in C tvoøí s bì¾nými operacemi tìleso.

� fa+ bi : a; b 2 Qg
� fa+ b

p
2 : a; b 2 Qg

� fa+ b
p
n : a; b 2 Qg, kde n je pevnì zvolené pøirozené èíslo
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� fa+ b 3
p
2 : a; b 2 Qg

� fa+ b 3
p
2 + c 3

p
4 : a; b; c 2 Qg

� fa+ b
p
2 + c

p
3 : a; b; c 2 Qg

� fa+ b
p
2 + c

p
3 + d

p
6 : a; b; c; d 2 Qg

9. Proè je pøi de�nici tìlesa racionálních funkcí tøeba ztoto¾òovat racionální funkce, které se li¹í pouze de�nièním oborem?

10. Doka¾te, ¾e v tìlese charakteristiky 0 jsou v¹echna èísla 0,1,1 + 1,1 + 1 + 1, . . . navzájem rùzná.

11. Nech» T s operacemi �;� je tìleso charakteristiky 0. Opaèné prvky a dìlení v tomto tìlese budeme znaèit 	;�. Pro
libovolné pøirozené èíslo n oznaème

n = 1� 1� � � � � 1| {z }
n�

a �n = 	n

Doka¾te, ¾e pro libovolné p1; p2 2 Z a q1; q2 2 N platí, ¾e p1� q1 = p2� q2 právì tehdy, kdy¾ se racionální èísla p1=q1 a p2=q2
rovnají a platí

(p1 � q1)� (p2 � q2) = p1p2 � q1q2; (p1 � q1)� (p2 � q2) = p1q2 + p2q1 � q1q2 :

Prvky T typu p � q, p 2 Z, q 2 N se tedy sèítají a násobí jako racionální èísla. V tomto smyslu obsahuje ka¾dé tìleso
charakteristiky 0 tìleso racionálních èísel.

12. Po vzoru pøedchozího tvrzení pøesnì zformulujte a doka¾te tvrzení, ¾e ka¾dé tìleso charakteristiky p obsahuje tìleso Zp.

13. V tìlese kvaternionù najdìte prvek inverzní k prvku a+ bi+ cj + dk.

14. Doka¾te, ¾e souèin dvou jednotkových kvaternionù je opìt jednotkový kvaternion.
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4. Matice

Cíl. Dozvíme se, ¾e matice urèují zobrazení. Nauèíme se prová-
dìt základní operace s maticemi. Zajímavou operací je násobení,
které odpovídá skládání zobrazení, a invertování, které odpovídá
invertování zobrazení.

Matice pro nás zatím byly pouze pomùckou k pøehlednému zápisu soustav lineárních rovnic. V této kapitole se
budeme dívat na matice jako na samostatné objekty. De�nujeme základní operace, zmíníme nìkteré aplikace a zá-
kladní vlastnosti. K pochopení násobení matic nahlédneme, ¾e matice pøirozeným zpùsobem urèují zobrazení. Takto
jdou popsat napøíklad rotace nebo osové soumìrnosti v rovinì. Násobení matic pak odpovídá skládání zobrazení.

4.1. Matice a jednoduché operace.
Zaèneme de�nicí matice a speciálních typù matic. Nová de�nice roz¹iøuje stávající de�nice 2.1 a 2.4 tím, ¾e prvky

mohou být z libovolného pevnì zvoleného tìlesa.

De�nice 4.1. Nech» T je tìleso. Maticí nad tìlesem T typu m � n rozumíme obdélníkové schéma prvkù T s m
øádky a n sloupci. Matice typu m�m se nazývá ètvercová matice øádu m. Matice typu m�1 se nazývá (sloupcový)
aritmetický vektor a matice typu 1�m se nazývá øádkový aritmetický vektor.

Pøipomeòme, ¾e zápisem A = (aij)m�n rozumíme matici A typu m� n, která má na pozici (i; j) prvek aij 2 T .
Index m� n vynecháváme, pokud nechceme typ speci�kovat nebo je zøejmý z kontextu.

De�nice 4.2. Ètvercovou matici A = (aij) nazýváme

� diagonální, pokud aij = 0 kdykoliv i 6= j,
� horní trojúhelníková, pokud aij = 0 kdykoliv i > j,
� dolní trojúhelníková, pokud aij = 0 kdykoliv i < j.

U libovolné matice øíkáme, ¾e prvky aii tvoøí hlavní diagonálu.

Matice A = (aij) a B = (bij) pova¾ujeme za stejné, pokud mají stejný typ m � n a mají stejné prvky na
odpovídajících pozicích (formálnìji, pro ka¾dé i 2 f1; 2; : : : ;mg a ka¾dé j 2 f1; 2; : : : ; ng platí aij = bij).

Zavedeme nìkolik jednoduchých operací s maticemi, které zobecòují pøíslu¹né operace pro vektory.

De�nice 4.3. Jsou-li A = (aij) a B = (bij) matice nad stejným tìlesem T, stejného typu m � n a t 2 T , pak
de�nujeme

� souèet matic A a B jako matici A+B = (aij + bij)m�n,
� t-násobek matice A jako matici t �A = tA = (taij)m�n,
� matice opaènou k A jako matici �A = (�aij)m�n,
� nulovou matici typu m� n jako matici 0m�n = (0)m�n.

Souèet matic rùzných typù nebo nad rùznými tìlesy není de�nován. Rovnì¾ nede�nujeme výraz At, t-násobek
matice A pí¹eme v¾dy tA.

Pøíklad 4.4. Nad tìlesem Z5 máme�
2 1 3
4 0 1

�
+

�
4 2 2
1 1 3

�
=

�
2 + 4 1 + 2 3 + 2
4 + 1 0 + 1 1 + 3

�
=

�
1 3 0
0 1 4

�

3

�
2 1 3
4 0 1

�
=

�
3 � 2 3 � 1 3 � 3
3 � 4 3 � 0 3 � 1

�
=

�
1 3 4
2 0 3

�

�
�

2 1 3
4 0 1

�
=

� �2 �1 �3
�4 �0 �1

�
=

�
3 4 2
1 0 4

�
; 02�3 =

�
0 0 0
0 0 0

�
:

Právì de�nované operace vùbec neberou v úvahu tabulkovou strukturu matice { kdybychom napsali sloupce
matice pod sebe, dostali bychom aritmetický vektor s mn slo¾kami a operace +; t�;� by se shodovaly se stejnými
operacemi pro vektory. Jednoduchou operací, která není tohoto typu, je transpozice. Zavedené znaèení je v souladu
s døíve pou¾ívaným znaèením (a1; : : : ; an)

T pro sloupcový vektor.

De�nice 4.5. Transponovaná matice k matici A = (aij)m�n je matice AT = (bji)n�m, kde bji = aij pro libovolné
indexy i 2 f1; 2; : : : ;mg a j 2 f1; 2; : : : ; ng.
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Sloupce transponované matice jsou tedy øádky pùvodní matice a naopak. Napøíklad

A =

�
2 1 3
4 0 1

�
; AT =

0
@ 2 4

1 0
3 1

1
A :

4.2. Násobení matic.

4.2.1. Geometrická motivace. Na rozdíl od sèítání, násobení matic není de�nováno po pozicích. Abychom pochopili
na první pohled záhadnou de�nici, podíváme se trochu jinak na øe¹ení soustav lineárních rovnic. Uva¾ujme napøíklad
soustavu 2 rovnic o 2 neznámých nad reálnými èísly a její matici:

2x1 + 3x2 = 10
5x1 + 2x2 = 20

; A =

�
2 3
5 2

�
:

Levá strana soustavy, neboli matice soustavy, de�nuje zobrazení fA z mno¾iny R2 v¹ech 2-slo¾kových vektorù nad
R do té¾e mno¾iny R2:

fA

�
x1
x2

�
=

�
2x1 + 3x2
5x1 + 2x2

�
:

Øe¹ení soustavy jsou ty vektory (x1; x2)
T , které zobrazení fA zobrazí na vektor (10; 20)T . (Jinými slovy, øe¹ením je

vzor vektoru (10; 20)T pøi zobrazení fA.)
Obecnìji, matice typu m� n de�nuje zobrazení z mno¾iny Rn do mno¾iny Rm. Studiu tìchto typù zobrazení je

vìnována kapitola ??, my se zatím podíváme na tøi pøíklady.

� Otoèení o 30� v R2. Obraz vektoru (x1; x2)
T urèíme úvahou podle obrázku (pøesnìji bychom mìli øíkat

obraz bodu, jeho¾ polohový vektor je (x1; x2)
T , ale dìlat to nebudeme).

OBRAZEK
Obrazem vektoru (1; 0)T je �

cos(�=6)
sin(�=6)

�
=

� p
3=2
1=2

�
;

z èeho¾ vidíme, ¾e obrazem vektoru (x1; 0)
T je

x1

� p
3=2
1=2

�
=

�
x1
p
3=2

x1=2

�
:

Podobnì zjistíme, ¾e obrazem vektoru (0; x2)
T je vektor (�x2=2; x2

p
3=2). Obraz souètu vektorù (x1; 0)

T

a (0; x2)
T (co¾ je vektor (x1; x2)

T ) urèíme jako souèet jejich obrazù. Obrazem vektoru (x1; x2)
T je tedy

vektor � p
3
2 x1
1
2x1

�
+

� � 1
2x2p
3
2 x2

�
=

 p
3
2 x1 � 1

2x2
1
2x1 +

p
3
2 x2

!
:

Vidíme, ¾e rotace o 30� je zobrazení fA, kde

A =

 p
3
2 � 1

2
1
2

p
3
2

!
:

Obecnìji, rotace o úhel � je zobrazení fA, kde

A =

�
cos� � sin�
sin� cos�

�
:

� Osová soumìrnost podle osy x v R2. Obrazem vektoru (x1; x2)
T je vektor (x1;�x2)T , tak¾e soumìrnost

podle osy x je zobrazení fA, kde

A =

�
1 0
0 �1

�
:

� Zobrazení fA z R2 do R3 dané maticí 0
@ 1 2

1 0
1 3

1
A

je znázornìné na obrázku.
OBRAZEK
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Uva¾ujme teï dvì zobrazení fA a fB z R2 do R2 dané maticemi

A =

�
a11 a12
a21 a22

�
; B =

�
b11 b12
b21 b22

�
:

Podíváme se na slo¾ení zobrazení fB a fA, tedy zobrazení g de�nované vztahem g(x) = fA(fB(x)).

g

�
x1
x2

�
= fA

�
fB

�
x1
x2

��
= fA

�
b11x1 + b12x2
b21x1 + b21x2

�
=

=

�
a11(b11x1 + b12x2) + a12(b21x1 + b22x2)
a21(b11x1 + b12x2) + a22(b21x1 + b22x2)

�
=

=

�
(a11b11 + a12b21)x1 + (a11b12 + a12b22)x2
(a21b11 + a22b21)x1 + (a21b12 + a22b22)x2

�
:

Vidíme, ¾e g = fC pro matici

C =

�
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

�
:

Obecnìji bychom mohli slo¾it zobrazení fB z Rp do Rn dané maticí typu n� p a zobrazení fA z Rn do Rm dané
maticí typu m�n. Podobným výpoètem jako vý¹e bychom zjistili, ¾e výsledné zobrazení z Rp do Rm je dáno maticí
C typu m� p, která má na pozici (i; k) prvek

ai1b1k + ai2b2k + � � �+ ainbnk

4.2.2. De�nice násobení. Dostali jsme se k de�nici souèinu matic.

De�nice 4.6. Je-li A matice typu m � n a B matice typu n � p nad stejným tìlesem T, pak de�nujeme souèin
matic A �B = AB = (cik) jako matici nad T typu m� p, kde

cik =

nX
j=1

aijbjk = ai1b1k + ai2b2k + � � �+ ainbnk

pro ka¾dé i 2 f1; 2; : : : ;mg a k 2 f1; 2; : : : ; pg.
Souèin AB je tedy de�nován, pokud poèet sloupcù matice A je rovný poètu øádkù matice B. Jinak de�nován

není. To souhlasí s motivací souèinu matic jako skládání zobrazení.
Prvek na místì (i; k) dostaneme jako standardní skalární souèin i-tého øádku matice A a k-tého sloupce matice

B. Pro øádky a sloupce matice zavedeme speciální znaèení.

De�nice 4.7. Je-li A matice typu m � n a i 2 f1; 2; : : : ;mg, pak (ai1; ai2; : : : ; ain) nazýváme i-tý øádkový vek-
tor matice A a znaèíme jej Ai�. Podobnì pro j 2 f1, 2, . . . , ng de�nujeme j-tý sloupcový vektor jako A�j =
(a1j ; a2j ; : : : ; amj)

T .

Prvek na místì (i; k) souèinu AB je v tomto znaèení roven

cik = Ai�B�k = (ai1; ai2; : : : ; ain)

0
BBB@

b1k
b2k
...
bnk

1
CCCA :

OBRAZEK

Pøíklad 4.8. Nad tìlesem R máme

(1; 2)

�
3
4

�
= 1 � 3 + 2 � 4 = 11;

�
3
4

�
(1; 2) =

�
3 � 1 3 � 2
4 � 1 4 � 2

�
=

�
3 6
4 8

�



26 LIBOR BARTO A JIØÍ TÙMA

Pøíklad 4.9. Poèítáme opìt nad R.�
1 0 �1
1 1 0

�0@ 3 5 2 4
1 1 �3 2
0 2 �2 1

1
A =

=

�
1 � 3 + 0 � 1 + (�1) � 0 1 � 5 + 0 � 1 + (�1) � 2
1 � 3 + 1 � 1 + 0 � 0 1 � 5 + 1 � 1 + 0 � 4
1 � 2 + 0 � (�3) + (�1) � (�2) 1 � 4 + 0 � 2 + (�1) � 1
1 � 2 + 1 � (�3) + 0 � (�2) 1 � 4 + 1 � 2 + 0 � 1

�
=

=

�
3 3 4 3
4 6 �1 6

�

Zobrazení fA urèené maticí A nad tìlesem T typu m � n jde napsat pomocí maticového souèinu. Obrazem
n-slo¾kového vektoru x = (x1; x2; : : : ; xn)

T (nad T) je m-slo¾kový vektor Ax:

fA : Tn ! Tm; fA(x) = Ax :

Pøíklad 4.10. �
cos� � sin�
sin� cos�

��
cos� � sin�
sin� cos�

�
=

=

�
cos� cos� � sin� sin� � cos� sin� � sin� cos�
sin� cos� + cos� sin� � sin� sin� + cos� cos�

�
=

=

�
cos(�+ �) � sin(�+ �)
sin(�+ �) cos(�+ �)

�
Pou¾ili jsme souètové vzorce pro goniometrické funkce. Výsledek není pøekvapující. Odvodili jsme, ¾e násobené
matice urèují poøadì otoèení o � a otoèení o �. Výsledná matice tedy odpovídá slo¾ení otoèení o � a otoèení o �,
co¾ je otoèení o �+� a to odpovídá výsledné matici. Pokud bychom umìli rychle urèit matici odpovídající otoèení o
nìjaký úhel (to se nauèíme v kapitole ??), pak lze uvedený výpoèet pou¾ít k rychlému odvození souètových vzorcù
pro cos a sin.

Pøíklad 4.11. Matice v pøedchozím pøíkladu mají tu vzácnou vlastnost, ¾e komutují, tzn. nezále¾í na poøadí, ve
kterém je násobíme. To odpovídá geometricky tomu, ¾e nezále¾í, zda nejprve rotujeme o úhel � a pak o úhel �,
nebo naopak. Násobení matic ale obecnì komutativní není. Souèin v opaèném poøadí nemusí být dokonce
vùbec de�nován, napøíklad pro matici A typu 2 � 3 a matici B typu 3 � 5 (nad stejným tìlesem) je souèin AB
matice typu 2� 5, ale souèin BA není de�nován.

Souèin není obecnì komutativní ani pro ètvercové matice stejného øádu. Napøíklad slo¾íme-li osovou soumìrnost
v R2 podle osy x a otoèení o �=2 dostaneme zobrazení odpovídající matici�

0 �1
1 0

��
1 0
0 �1

�
=

�
0 1
1 0

�
:

Pokud naopak nejprve rovinu otoèíme o �=2 a pak pøeklopíme kolem osy x, dostaneme zobrazení odpovídající matici�
1 0
0 �1

��
0 �1
1 0

�
=

�
0 �1
�1 0

�
:

Geometrický popis vzniklých zobrazení pøenecháme do cvièení.

Pøíklad 4.12. Podíváme se je¹tì jednou na pøíklad 3.11, kde jsme v R3 pomocí kvaternionù skládali rotaci kolem
osy x o úhel �=2 s rotací kolem osy z o úhel �.

OBRAZEK kladne orientace os
Obrazem vektoru (x1; x2; x3)

T pøi rotaci kolem osy x o úhel �=2 je (x1; x3;�x2)T , tedy tato rotace je rovna fB
pro

B =

0
@ 1 0 0

0 0 �1
0 1 0

1
A :

Obrazem vektoru (x1; x2; x3)
T pøi rotaci kolem osy z o úhel �=2 je (x1; x3;�x2)T , tedy tato rotace je rovna fA pro

A =

0
@ 0 �1 0

1 0 0
0 0 1

1
A :
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Slo¾ením je zobrazení fC , kde C = AB.

C =

0
@ 0 �1 0

1 0 0
0 0 1

1
A
0
@ 1 0 0

0 0 �1
0 1 0

1
A =

0
@ 0 0 1

1 0 0
0 1 0

1
A

Z matice C urèíme snadno obraz vektoru (x1; x2; x3)
T :

fC

0
@ x1

x2
x3

1
A = C

0
@ x1

x2
x3

1
A =

0
@ x3

x1
x2

1
A :

Není ale vidìt, ¾e je to rotace kolem osy prvního oktantu o úhel 2�=3 v kladném smìru, jak jsme zjistili z kvater-
nionového pøístupu.

4.2.3. Násobení jako provádìní lineárních kombinací. Nìkdy je výhodný trochu jiný pohled na násobení matic.
Násobíme-li matici A = (aij) maticí B, pak i-tý øádek výsledku získáme seètením ai1-násobku 1: øádku matice B,
ai2-násobku 2: øádku matice B, atd. Je to dobøe vidìt na pøíkladu 4.9. Toto pozorování a podobné pozorování pro
sloupce jednak èasto usnadní numerické poèítání a je také dùle¾ité z teoretického hlediska. Snadnìji jde vyjádøit
pomocí pojmu lineární kombinace matic.

De�nice 4.13. Jsou-li A1; A2; : : : ; Ak matice stejného typu nad stejným tìlesem T a t1; t2; : : : ; tk prvky tìlesa T,
pak souèet

t1A1 + t2A2 + � � �+ tkAk

se nazývá lineární kombinace matic A1; A2; : : : ; Ak. Prvky t1; : : : ; tk 2 T nazýváme koe�cienty lineární kombinace.

Pozorování lze nyní pøeformulovat tak, ¾e i-tý øádek souèinu AB je lineární kombinací øádkù maticeB s koe�cienty
v i-tém øádku matice A. Podobnì, k-tý sloupec souèinu AB je lineární kombinací sloupcù matice A, kde koe�cienty
jsou v k-tém sloupci matice B:

Tvrzení 4.14. Je-li A = (aij) matice typu m� n a B = (bjk) matice nad stejným tìlesem typu n� p, pak

(1) pro ka¾dé i = 1; : : : ;m platí (AB)i� = ai1B1� + ai2B2� + � � �+ ainBn� = Ai�B.
(2) pro ka¾dé k = 1; : : : ; p platí (AB)�k = b1kA�1 + b2kA�2 + � � �+ bnkA�n = AB�k,

Dùkaz. (1). Oznaèíme C = (AB) = (cik) a vezmeme libovolné i 2 f1; 2; : : : ;mg. Pro libovolné k 2 f1; 2; : : : ; pg je
k-tá slo¾ka øádkového vektoru na levé stranì rovna cik a k-tá slo¾ka prostøedního vektoru je ai1b1k + ai2b2k + � � �+
aimbmk, co¾ je toté¾ podle de�nice souèinu matic. Tento výraz je roven k-té slo¾ce øádkového vektoru Ai�B, rovnì¾
podle de�nice souèinu.

Èást (2) se doká¾e podobnì. �

Pøíklad 4.15. Podívejme se je¹tì jednou na souèin v pøíkladu 4.9.

AB =

�
1 0 �1
1 1 0

�0@ 3 5 2 4
1 1 �3 2
0 2 �2 1

1
A

Podle první èásti tvrzení je první øádek výsledku souèet 1-násobku øádkového vektoru B1� = (3; 5; 2; 4), 0-násobku
B2� = (1; 1;�3; 2) a (�1)-násobku B3� = (0; 2;�2; 1), to je (3; 3; 4; 3). Druhý øádek výsledku je souètem prvních
dvou øádku matice B, tedy (4; 6;�1; 6). Tímto zpùsobem získáme výsledek�

3 3 4 3
4 6 �1 6

�
daleko rychleji. Pou¾ívat druhou èást tvrzení se v tomto pøípadì pøíli¹ nevyplatí.

Obì èásti si rozmyslete na pøíkladu 4.11.

4.2.4. Jednotková matice. Neutrální prvky vzhledem k násobení tvoøí tzv. jednotkové matice:

De�nice 4.16. Jednotková matice øádu n nad tìlesem T je ètvercová matice In = (aij)n�n, kde aii = 1 pro ka¾dé
i 2 f1; 2; : : : ; ng a aij = 0 kdykoliv i 6= j, i; j 2 f1; 2; : : : ; ng, tj.

In =

0
BBB@

1 0 � � � 0
0 1 � � � 0
...

...
. . .

...
0 0 � � � 1

1
CCCA :
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Prvky jednotkové matice také oznaèujeme pomocí symbolu �ij , tzn. Kroneckerovo delta. Ten se rovná 1, pokud
i = j, a 0 jinak. Tìleso, ve kterém pracujeme musí být zøejmé z kontextu.

Z tvrzení 4.14 nahlédneme, ¾e InA = A, kdykoliv je souèin de�nován, tj. pokud A má n øádkù. Skuteènì, i-tý
øádek výsledku je rovný lineární kombinaci øádkù matice A s koe�cienty 0; 0; : : : ; 0; 1; 0; 0; : : : ; 0, kde 1 je na pozici
i. Tato kombinace je rovná i-tému øádku výsledku. Podobnì z druhé èásti stejného tvrzení dostaneme, ¾e AIn = A,
kdykoliv A má n sloupcù.

Geometricky, jednotková matice In odpovídá identickému zobrazení z Tn do Tn.

4.3. Maticový zápis soustavy lineárních rovnic. Uva¾ujme soustavu m lineárních rovnic o n neznámých
x1; x2; : : : ; xn s roz¹íøenou maticí (A j b) nad tìlesem T.

a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + � � �+ a2nxn = b2

: : :

am1x1 + am2x2 + � � �+ amnxn = bm

Oznaèíme-li x vektor neznámých, tj. x = (x1; x2; : : : ; xn)
T , pak máme

Ax =

0
BBB@

a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + � � �+ a2nxn

...
am1x1 + am2x2 + � � �+ amnxn

1
CCCA :

Vektor Ax je tedy sloupcový vektor vzniklý dosazením x do levé strany soustavy. Vidíme, ¾e soustavu rovnic lze
psát ve tvaru

Ax = b :

I elementární úpravy matic lze interpretovat maticovì.

Tvrzení 4.17. Nech» C je matice typu m� n nad tìlesem T, i; j 2 f1; 2; : : : ;mg, i 6= j a 0 6= t 2 T .

(1) Nech» E je matice, která vznikne z Im prohozením i-tého a j-tého øádku. Pak EC vznikne z C prohozením
i-tého a j-tého øádku.

E =
i

j

0
BBBBBBBBBBBBB@

1 0 � � � i
0 � � �

j
0 � � � 0

0 1 � � � 0 � � � 0 � � � 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 � � � 0 � � � 1 � � � 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 � � � 1 � � � 0 � � � 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 � � � 0 � � � 0 � � � 1

1
CCCCCCCCCCCCCA

(2) Nech» E je matice, která vznikne z Im nahrazením prvku 1 na místì (i; i) prvkem t. Pak EC vznikne z C
vynásobením i-tého øádku prvkem t.

E =
i

0
BBBBBBBB@

1 0 � � � i
0 � � � 0

0 1 � � � 0 � � � 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 � � � t � � � 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 � � � 0 � � � 1

1
CCCCCCCCA

(3) Nech» E je matice, která vznikne z Im nahrazením prvku 0 na místì (i; j) prvkem t. Pak EC vznikne z C
pøiètením t-násobku j-tého øádku k i-tému øádku.
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E =
i

0
BBBBBBBBBBBBB@

1 0 � � � i
0 � � �

j
0 � � � 0

0 1 � � � 0 � � � 0 � � � 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 � � � 1 � � � t � � � 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 � � � 0 � � � 1 � � � 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 � � � 0 � � � 0 � � � 1

1
CCCCCCCCCCCCCA

Dùkaz. Pozorování plyne z první èásti tvrzení 4.14. �

De�nice 4.18. Maticím E z pøedchozího tvrzení øíkáme elementární matice.

4.4. Vlastnosti maticových operací. V této èásti zformulujeme nìkolik základních algebraických vlastností
maticových operací. Témìø v¹echny z nich, snad a¾ na asociativitu násobení, jsou oèividné. Nicménì pou¾ívání
maticové algebry mù¾e napøíklad znaènì zpøehlednit a zkrátit technické výpoèty.

Sèítání matic má podobné vlastnosti jako sèítání v tìlese. Musíme dát ale pozor, abychom sèítali matice stejných
typù.

Tvrzení 4.19. Jsou-li A;B;C matice stejného typu m� n nad stejným tìlesem T, pak platí

(1) (A+B) + C = A+ (B + C),
(2) A+ 0m�n = A,
(3) A+ (�A) = 0m�n,
(4) A+B = B +A.

Dùkaz. Matice mají stejný typ, tak¾e výrazy (A+B) +C a A+ (B +C) jsou de�novány a výsledkem jsou matice
typu m�n. Prvek na místì (i; j) v matici (A+B)+C se rovná (aij+ bij)+ cij , na místì (i; j) v matici A+(B+C)
se rovná aij +(bij + cij). Proto¾e sèítání prvkù tìlesa je asociativní (axiom (S1) v de�nici tìlesa), prvky na stejném
místì v maticích (A+B) + C a A+ (B + C) se rovnají. Proto platí (A+B) + C = A+ (B + C).

Ostatní vlastnosti sèítání se doká¾í podobnì. �

Násobení matic a násobení v tìlese mají nìkteré spoleèné vlastnosti. Násobení je asociativní (pokud násobíme
matice správných typù) a jednotkové matice jsou neutrálním prvkem. Navíc platí oboustranný distributivní zákon.
Rozdíl oproti násobení v tìlese je ve dvou podstatných vlastnostech. Násobení matic není komutativní (ani pro
ètvercové matice stejného øádu), jak jsme si ji¾ v¹imli. Dále není pravda, ¾e ke ka¾dé nenulové matici existuje
matice inverzní.

Tvrzení 4.20. Jsou-li A;B matice typu m�n, C matice typu n� p a D;E matice typu p� q, kde v¹echny matice
jsou nad stejným tìlesem T, pak

(1) (BC)D = B(CD),
(2) ImA = AIn = A,
(3) (A+B)C = AC +BC, C(D + E) = CD + CE.

Dùkaz. Doká¾eme asociativitu násobení. Nejprve si v¹imneme, ¾e výrazy (BC)D a B(CD) na obou stranách jsou
de�nované a vyjdou matice typu m � q. Na levé stranì je BC matice typu m � p, tak¾e souèin matic BC a D je
de�nován a výsledkem je matice typu m� q. Podobnì se uká¾e, ¾e na pravé stranì vyjde matice typu m� q.

Vezmeme nyní libovolné i 2 f1; 2; : : : ;mg a l 2 f1; 2; : : : ; qg a spoèítáme prvek na místì (i; l) v matici (BC)D.
Oznaèíme-li BC = (eij), pak hledaný prvek je

pX
k=1

eikdkl =

pX
k=1

0
@ nX
j=1

bijcjk

1
A dkl =

pX
k=1

nX
j=1

bijcjkdkl =

nX
j=1

pX
k=1

bijcjkdkl :

Ve druhé úpravì jsme pou¾ili distributivitu platnou v tìlese T a v poslední úpravì jsme prohodili sumy, co¾ mù¾eme
díky asociativitì sèítání v T. (Zde si mù¾eme v¹imnout, ¾e prohazování sum jde interpretovat jako sèítání v¹ech
prvkù matice dvojím zpùsobem { po øádcích a po sloupcích.)

Oznaèíme-li (CD) = (fjl), pak prvek na místì (i; l) v matici B(CD) je
nX
j=1

bijfjl =

nX
j=1

bij

 
pX

k=1

cjkdkl

!
=

nX
j=1

pX
k=1

bijcjkdkl :
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Prvky na stejných místech v maticích (BC)D a B(CD) se rovnají, tak¾e (BC)D = B(CD).
Zbylé dvì vlastnosti pøenecháme do cvièení. �

Asociativitu lze (zatím pouze neformálnì) odùvodnit geometricky: Víme, ¾e násobení matic odpovídá skládání
zobrazení a skládání zobrazení je asociativní.

Díky asociativitì mù¾eme pro pøirozené èíslo n de�novat n-tou mocninu ètvercové matice vztahem

An = AA : : : A| {z }
n�

:

Výsledek toti¾ nezávisí na uzávorkování.
Dal¹í tvrzení hovoøí o vztahu násobení matice prvkem tìlesa a operacemi sèítání a násobení. Dùkazy jsou snadné

a pøenecháme je jako cvièení.

Tvrzení 4.21. Jsou-li A;B matice nad tìlesem T typu m� n, C matice nad T typu n� p a a; b 2 T , pak

(1) (a+ b)A = aA+ bA,
(2) a(A+B) = aA+ aB,
(3) a(bA) = (ab)A,
(4) 1A = A,
(5) a(BC) = (aB)C = B(aC).

K bodu poznamenejme, ¾e výraz (Ba)C není de�nován, proto¾e není de�nován výraz Ba.
Nakonec zformulujeme vztah transpozice a zbylých operací.

Tvrzení 4.22. Jsou-li A;B matice nad tìlesem T typu m� n, C je matice typu n� p nad T a a 2 T , pak

(1) (A+B)T = AT +BT ,
(2) (aA)T = aAT ,
(3) (AT )T = A.
(4) (BC)T = CTBT .

Pøíklad 4.23. Ètvercová matice A = (aij) øádu n se nazývá symetrická, pokud aij = aji pro libovolné i; j 2
f1; 2; : : : ; ng. Ekvivalentnì, A je symetrická, pokud AT = A. Pomocí vlastností z tvrzení 4.22 uká¾eme, ¾e pro
libovolnou ètvercovou matici A je matice B = 2AAT +ATA symetrická:

BT = (2AAT +ATA)T = (2AAT )T + (ATA)T = 2(AAT )T + (ATA)T =

= 2(AT )TAT +AT (AT )T = 2AAT +ATA = B :

Ukázali jsme, ¾e B = BT , matice B je tedy symetrická. Mlèky jsme pou¾ívali i vlastnosti z tvrzení 4.21, kdy jsme
napøíklad nepsali závorky ve výrazu 2AAT .

Pøíklad 4.24. Vlastnosti (p1) a¾ (p4) v dùkazu vìty 2.14 se dokazují pohodlnì pomocí vlastností maticových
operací. Podívejme se na (p2).

(p2) Jsou-li vektory w; z øe¹ením soustavy (A j o), pak je vektor w + z øe¹ením soustavy (A j o).
Skuteènì, pokud w; z øe¹í soustavu (A j o), èili Aw = o a Az = o, pak A(w+ z) = Aw+Az = o, neboli w+ z øe¹í
stejnou soustavu. Pou¾ili jsme distributivitu.

4.5. Dal¹í aplikace.
Vidìli jsme, ¾e maticové operace se hodí na práci s nìkterými zobrazeními (jako tøeba rotace) a na kompaktní

popis soustav lineárních rovnic. Uvedeme nìkteré dal¹í pøíklady vyu¾ití.

4.5.1. Rekurentní rovnice. Asi jste se u¾ setkali s Fibonacciho posloupností de�novanou pøedpisem

a1 = a2 = 1; ai+2 = ai+1 + ai pro ka¾dé i = 1; 2; : : :

Chtìli bychom najít explicitní vzorec pro výpoèet n-tého èlenu.
Z de�nice posloupnosti nahlédneme, ¾e dvojice sousedních èlenù splòuje vztah�

ai+2
ai+1

�
=

�
1 1
1 0

��
ai+1
ai

�
(Pro ovìøení tohoto vztahu pou¾ijeme tvrzení 4.14.) Oznaèíme-li C matici 2�2 vystupující v tomto vztahu, vidíme,
¾e �

a3
a2

�
= C

�
a2
a1

�
;

�
a4
a3

�
= C

�
a3
a2

�
= C

�
C

�
a1
a2

��
= C2

�
a1
a2

�
;
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X1 X2

X3 X4

Obrázek 5. Letecká spojení mezi mìsty X1, X2, X3 a X4 z èásti 4.5.2

a indukcí dostaneme �
ai+2
ai+1

�
= Ci

�
a2
a1

�
= Ci

�
1
1

�
:

Podstatným zpùsobem zde vyu¾íváme asociativitu násobení matic. K výpoètu n-tého èlenu Fibonacciho posloup-
nosti tedy staèí umìt mocnit matice. To se nauèíme v kapitole o vlastních èíslech a vektorech. Vyjde mo¾ná
pøekvapivý vzorec

an =
'np
5
� (1� ')np

5
;

kde ' = (1 +
p
5)=2 je hodnota zlatého øezu.

4.5.2. Poèet cest. Na obrázku ?? jsou vyznaèena letecká spojení mezi mìsty X1, X2, X3, X4. Vypoèítáme poèet
spojení s nejvý¹e ètyømi pøestupy mezi ka¾dou dvojicí mìst.

Spojení mezi mìsty uspoøádáme do matice A = (aij)4�4 nad R tak, ¾e aij de�nujeme rovné 1, pokud z Xi vede
cesta do Xj , a aij = 0 jinak.

A =

0
BB@

0 1 1 0
1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0

1
CCA :

Nyní se zamyslíme jaký je význam prvku na místì (i; j) v matici A2. Tento prvek je rovný ai1a1j+ai2a2j+ai3a3j+
ai4a4j . V¹imnìte si, ¾e k-tý èlen souètu je rovný jedné právì tehdy, kdy¾ z Xi vede spojení do Xj a z Xj vede
spojení do Xk, a je rovný nule jinak. Prvek na místì (i; j) v matici A2 je proto rovný poètu cest z Xi do Xk s právì
jedním pøestupem.

Podobnì nahlédneme, ¾e prvek na místì (i; k) v matici An je rovný poètu cest z Xi do Xk s právì (n � 1)
pøestupy. Hledaný poèet cest s nejvý¹e ètyømi pøestupy z Xi do Xk je tedy prvek na místì (i; k) v matici

A+A2 +A3 +A4 +A5 =

0
BB@

0 1 1 0
1 0 0 0
0 1 0 1
0 0 1 0

1
CCA+

0
BB@

1 1 0 1
0 1 1 0
1 0 1 0
0 1 0 1

1
CCA+

+

0
BB@

1 1 2 0
1 1 0 1
0 2 1 1
1 0 1 0

1
CCA+

0
BB@

1 3 1 2
1 1 2 0
2 1 1 1
0 2 1 1

1
CCA+

0
BB@

3 2 3 1
1 3 1 2
1 3 3 1
2 1 1 1

1
CCA =

=

0
BB@

6 8 7 4
4 6 4 3
4 7 6 4
3 4 4 3

1
CCA

4.6. Blokové matice.
Nìkdy je výhodné nahlí¾et na matici jako rozdìlenou do blokù a operace, zejména násobení, provádìt blokovì.
Vezmìme dvì matice nad tìlesem T: matici A typum�n a matici B typu n�p. Dále nech»m1; : : : ;mr, n1; : : : ; ns

a p1; : : : ; pt jsou pøirozená èísla, pro která

m = m1 +m2 + � � �+mr; n = n1 + n2 + � � �+ ns a p = p1 + � � �+ pt :

Matici A rozdìlíme podélnì na prvních m1 øádkù, dal¹ích m2 øádkù, atd. a¾ posledních mr øádkù, a a vertikálnì
na prvních n1 sloupcù, dal¹ích n2 sloupcù, atd. a¾ posledních ns sloupcù. Matice A se nyní skládá z rs blokù A11,
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A12, . . . , A1s, A21, . . . , Ars.

A =

m1

m2

...
mr

0
BBB@

n1
A11

n2
A12

: : :: : :
ns
A1s

A21 A22 : : : A2s

...
...

. . .
...

Ar1 Ar2 : : : Ars

1
CCCA

Ka¾dý blok Aij je matice typu mi � nj .
Podobnì, maticiB rozdìlíme podélnì na oddíly velikosti n1; n2; : : : ; ns a vertikálnì na oddíly velikosti p1; p2; : : : ; pt.

Matici B tím rozdìlíme na st blokù B11, . . . , Bst:

B =

n1
n2
...
ns

0
BBB@

p1
B11

p2
B12

: : :: : :
pt
B1t

B21 B22 : : : B2t

...
...

. . .
...

Bs1 Bs2 : : : Bst

1
CCCA :

Souèin C = AB lze potom rozdìlit do blokù následovnì.

C = AB =

m1

m2

...
mr

0
BBB@

p1
C11

p2
C12

: : :: : :
pt
C1t

C21 C22 : : : C2t

...
...

. . .
...

Cs1 Cs2 : : : Cst

1
CCCA ;

kde pro ka¾dé i 2 f1; 2; : : : ; rg a k 2 f1; 2; : : : ; tg platí

Cik =

sX
j=1

AijBjk :

Dùkaz, který pouze vy¾aduje správnì si napsat jednotlivé prvky ve v¹ech maticích a jejich blocích, pøenecháme do
cvièení.

Pøíklad 4.25. Matice A, B z pøíkladu 4.12 o rotacích v prostoru mají pøirozenou blokovou strukturu.0
@ 0 1 0

�1 0 0
0 0 1

1
A ;

0
@ 1 0 0

0 0 1
0 �1 0

1
A

Pøíklad 4.26. Najdeme A2 pro matici A nad Z7.

A =

0
BBBB@

1 0 2 3 4
0 1 5 0 6
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

1
CCCCA

Oznaèíme-li

B =

�
2 3 4
5 0 6

�
;

máme

A2 =

�
I2 B

03�2 I3

��
I2 B

03�2 I3

�
=

�
II +B0 IB +BI
0I + I0 0B + II

�
=

=

�
I 2B
0 I

�
=

0
BBBB@

1 0 4 6 1
0 1 3 0 5
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

1
CCCCA

Pro pøehlednost jsme od druhé úpravy vynechávali indexy u jednotkových a nulových matic.

4.7. Regulární matice. V poslední èásti této kapitoly se budeme zabývat otázkou, kdy lze ètvercovou matici
(nebo pøíslu¹né zobrazení) invertovat.
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4.7.1. Geometrický a algebraický pohled. Zaèneme geometrickým pohledem. Jak víme, ètvercová matice A nad
tìlesem T øádu n urèuje zobrazení

fA : Tn ! Tn; fA(x) = Ax :

K tomuto zobrazení existuje inverzní zobrazení Tn ! Tn právì tehdy, kdy¾ fA je bijekce. To se dá øíct tak, ¾e
pro ka¾dý aritmetický vektor b 2 Tn existuje právì jeden vzor pøi zobrazení fA, tj. právì jeden aritmetický vektor
x 2 Tn takový, ¾e Ax = b. V takovém pøípadì øíkáme, ¾e A je regulární.

De�nice 4.27. Ètvercová matice A nad tìlesem T øádu n se nazývá regulární, pokud je pøíslu¹né zobrazení fA
bijekce, ekvivalentnì, pokud má soustava rovnic Ax = b právì jedno øe¹ení pro ka¾dou pravou stranu b 2 Tn.

Ètvercová matice, která není regulární, se nazývá singulární.

Pøíklad 4.28. Z geometrického náhledu vidíme, ¾e matice odpovídající rotaci kolem poèátku a zrcadlení podle
pøímky procházející poèátkem jsou regulární, proto¾e tato zobrazení jsou bijektivní. Matice odpovídající projekci
na osu x v R2 je singulární, proto¾e toto zobrazení není bijekcí (není dokonce ani prosté ani na).

Je-li A regulární, tedy fA je bijekce, pak musí existovat inverzní zobrazení g : Tn ! Tn, tj. zobrazení, které splòuje
fA �g = g �fA = idTn . Za okam¾ik uká¾eme, ¾e g je opìt tvaru fX pro jistou ètvercovou matici X. Proto¾e skládání
zobrazení odpovídá souèinu matic a identické zobrazení odpovídá jednotkové matici, vztahy fA�fX = fX�fA = idTn

se ekvivalentnì pøepí¹í na fAX = fXA = fIn , a proto¾e rùzné matice urèují rùzná zobrazení (viz cvièení), dostáváme
ekvivalentnì AX = XA = In. Z tohoto dùvodu øíkáme matici X matice inverzní k A.

De�nice 4.29. Ètvercová matice A nad tìlesem T øádu n se nazývá invertovatelná, pokud existuje ètvercová
matice X nad T øádu n taková, ¾e AX = XA = In. Matici X nazýváme inverzní matice k A a oznaèujeme ji A�1.

Nìkolik poznámek, ne¾ ovìøíme, ¾e zavedené pojmy regulární a invertibilní matice splývají.

� Zdùraznìme, ¾e zavedené pojmy se týkají pouze ètvercových matic.
� Z geometrického i algebraického pohledu vidíme, ¾e pro matice obecnì neplatí obdoba vlastnosti (N3) z
de�nice tìlesa o existenci inverzních prvkù. Napøíklad projekce na osu x chápaná jako zobrazení z R2 do
R2 je zobrazení fA pro matici

A =

�
1 0
0 0

�
:

Toto zobrazení není bijekce (není dokonce ani prosté, ani na), tak¾e A není regulární.
Z algebraického pohledu: Neexistuje matice X taková, ¾e AX = I2 (proto¾e druhý øádek matice AX je

v¾dy nulový), ani matice Y taková, ¾e Y A = I2 (proto¾e druhý sloupec matice Y A je v¾dy nulový). Øíkáme,
¾e matice A nemá matici zprava inverzní ani matici zleva inverzní.

� Inverzní matice k invertovatelné matici je urèená jednoznaènì. Pokud jsou toti¾ X;Y dvì inverzní matice k
A, pak

X = XIn = X(AY ) = (XA)Y = InY = Y:

Je-li matice invertovatelná, pak je regulární. Pokud toti¾ AX = XA = In pak fAfX = fXfA = fIn = idIn , tedy
k fA existuje oboustrané inverzní zobrazení f�1A = fX , tedy fA je bijekce. Opaènou implikaci doká¾eme tím, ¾e
popí¹eme postup jak inverzní matici nalézt. Pøipomeòme, ¾e vlastnì dokazujeme, ¾e inverzní zobrazení k fA je opìt
tvaru fX pro jistou matici X.

4.7.2. Hledání pravého inverzu. Pokusme se nyní k dané regulární ètvercové matici A øádu n najít maticiX takovou,
¾e AX = In. (Matici X nazýváme maticí zprava inverzní k A. ) Budeme provádìt obecnou diskuzi a zároveò ji
ilustrovat na pøíkladu reálné matice

A =

�
1 3
2 9

�
:

Pro i = 1; 2; : : : ; n srovnáme i-té sloupce ve vztahu AX = In a vyu¾ijeme (AX)�i = AX�i (viz tvrzení 4.14).
Dostáváme, ¾e rovnice AX = In je ekvivalentní s

AX�1 =

0
BBB@

1
0
...
0

1
CCCA ; AX�2 =

0
BBB@

0
1
...
0

1
CCCA ; : : : ; AX�n =

0
BBB@

0
0
...
1

1
CCCA :

Øe¹íme tedy n soustav lineárních rovnic se stejnou maticí A s rùznými pravými stranami. Proto¾e A je regulární,
soustavy mají právì jedno øe¹ení. V na¹em pøípadì øe¹íme soustavy�

1 3
2 9

��
x11
x21

�
=

�
1
0

�
;

�
1 3
2 9

��
x21
x22

�
=

�
0
1

�
:
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Soustavy vyøe¹íme. �
1 3 1
2 9 0

�
�
�

1 3 1
0 3 �2

�
;

�
x11
x12

�
=

�
3
� 2

3

�
�

1 3 0
2 9 1

�
�
�

1 3 0
0 3 1

�
;

�
x21
x22

�
=

� �1
1
3

�
Matice inverzní zprava je tedy

X =

�
3 �1
� 2

3
1
3

�
:

Provedeme nyní dvì modi�kace tohoto postupu.
Proto¾e je matice v¹ech n-soustav stejná, toti¾ A, je mo¾né v¹echny øe¹it stejnými úpravami. Proto je mù¾eme

øe¹it najednou tak, ¾e pravé strany napí¹eme vedle matice soustavy v¹echny vedle sebe a upravíme celou matici do
odstupòovaného tvaru. Dopoètení zpìtnou substitucí pak probìhne jako pøedtím, zvlá¹» pro ka¾dou pravou stranu.
V na¹em pøípadì �

1 3 1 0
2 9 0 1

�
�
�

1 3 1 0
0 3 �2 1

�
:

Pøed druhou modi�kací si uvìdomme, jak vypadá odstupòovaný tvar matice A po Gaussovì eliminaci. Pro-
to¾e pøedpokládáme, ¾e rovnice Ax = b má právì jedno øe¹ení pro ka¾dé b, nemù¾ou pøi øe¹ení soustav AX�1 =
(1; 0; : : : ; 0)T , . . . existovat volné promìnné (pokud by existovaly, pak Ax = b buï nemá ¾ádné øe¹ení, nebo ka¾dé
volbì volné promìnné odpovídá øe¹ení, tak¾e by soustava mìla více ne¾ jedno øe¹ení). Tím pádem musí pro od-
stupòovaný tvar matice A platit r = n a k1 = 1; k2 = 2; : : : ; kn = n. Jinými slovy, odstupòovaný tvar je horní
trojúhelníková matice s nenulovými v¹emi prvky na diagonále. (Pro ètvercové matice je tato podmínka zøejmì
ekvivalentní tomu, ¾e odstupòovaný tvar neobsahuje nulový øádek.)

Ke slíbené modi�kaci. Po pøevedení soustav na odstupòovaný tvar budeme dále pokraèovat v øádkových úpra-
vách tak, aby na levé stranì vznikla jednotková matice. To lze provést díky tomu, ¾e odstupòovaný tvar je horní
trojúhelníková matice s nenulovými prvky na diagonále. Postup je takový, ¾e nejprve þdoeliminujemeÿ druhý slou-
pec { pøiètením vhodného násobku druhého øádku k prvnímu docílíme, ¾e hodnota na pozici (1; 2) je nula. Pak
vynulujeme pøiètením vhodných násobkù pozice (1; 3) a (2; 3), atd. Tímto vznikne diagonální matice s nenulovými
prvky na diagonále, ze které umíme udìlat jednotkovou vynásobením øádkù vhodnými prvky.

V na¹em pøípadì máme �
1 3 1 0
2 9 0 1

�
�
�

1 3 1 0
0 3 �2 1

�
�

�
�

1 0 3 �1
0 3 �2 1

�
�
�

1 0 3 �1
0 1 � 2

3
1
3

�
:

Soustavu s jednotkovou maticí je velmi snadné vyøe¹it { øe¹ením je zøejmì pøímo pravá strana. Postup lze nyní
shrnout takto: øádkovými úpravami pøevedeme matici (A j In) do tvaru (In j X) a vpravo si pøeèteme výslednou
matici zprava inverzní k A.

4.7.3. Jiný pohled. Ukázali jsme, ¾e k regulární matici existuje matice inverzní zprava. V øeèi zobrazení, nalezli
jsme X takovou, ¾e fA � fX = idTn . Proto¾e fA je bijekce, lze z tohoto vztahu usoudit (viz cvièení ?? v kapitole 1),
¾e fX � fA = idTn , co¾ v øeèi matic znamená, ¾e XA = In.

My uká¾eme, ¾e platí XA = In, jiným zpùsobem, který se nám jednak bude hodit k dùkazu hlavní vìty 4.30 a
který rovnì¾ poskytuje alternativní pohled na odvozený postup

(A j In) � � � � � (In j X) :

Podívejme se na tento postup maticovì. V tvrzení 4.17 jsme nahlédli, ¾e elementární øádková úprava odpovídá
násobení jistou maticí zleva. Úpravy lze tedy psát

(A j In) � E1(A j In) � E2(E1(A j In)) � : : : ;

kde E1; E2; : : : jsou elementární matice pøíslu¹ných úprav. Vezmeme v úvahu asociativitu násobení a pravidlo o
násobení po blocích, mù¾eme postup psát

(A j In) � (E1A j E1In) = (E1A j E1) � (E2E1A j E2E1) � � � � �
� (Ek : : : E2E1A j Ek : : : E2E1) = (In j X) :

Srovnáním pravých blokù dostaneme X = Ek : : : E2E1, tak¾e srovnáním levých blokù dostaneme XA = In. Máme
XA = AX = In, tedy X je inverzní matice k A. Rovnì¾ vidíme, ¾e X je souèinem elementárních matic.



LINEÁRNÍ ALGEBRA 35

4.7.4. Matice inverzní zprava a zleva. Pro zobrazení f : X ! X obecnì neplatí, ¾e f je bijekce, pokud f je prosté,
ani neplatí, ¾e f je bijekce, pokud f je na, viz ??. To je rozdíl oproti situaci, kdy mno¾ina X je koneèná. Ve vìtì 4.30
si v¹imneme, ¾e zobrazení tvaru fA (pro ètvercovou matici A) jsou þspoøádanáÿ v tom smyslu, ¾e kdykoliv fA je
prosté nebo na, pak fA je bijekce.

Z kapitoly 1 víme, ¾e f je prosté právì tehdy, kdy¾ k f existuje zobrazení inverzní zleva, a f je na právì tehdy,
kdy¾ k f existuje zobrazení inverzní zprava1. Maticovì tedy lze zmínìnou spoøádanost pøeformulovat tak, ¾e kdykoliv
má ètvercová matice A matici X inverzní zprava nebo zleva, pak ji¾ je A invertovatelná a platí X = A�1.

4.7.5. Charakterizace. Následující vìta shrnuje rùzné ekvivalentní charakterizace regularity { geometrické charak-
terizace, charakterizace pomocí odstupòovaného tvaru a algebraické charakterizace pomocí invertovatelnosti a ele-
mentárních matic.

Vìta 4.30. Nech» A je ètvercová matice nad tìlesem T øádu n. Následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(1) A je regulární.
(2) Zobrazení fA je na.
(3) Zobrazení fA je prosté.
(4) Soustava Ax = o má jediné øe¹ení (x = o).

(5) Gaussova eliminace pøevede matici A do horního trojúhelníkového tvaru s nenulovými prvky na diagonále
(ekvivalentnì odstupòovaného tvaru bez nulových øádkù).

(6) Matici A lze pøevést elementárními øádkovými (ekvivalentnì sloupcovými) úpravami do jednotkové matice
In.

(7) A je invertovatelná.
(8) Existuje ètvercová matice X øádu n taková, ¾e AX = In.
(9) Existuje ètvercová matice X øádu n taková, ¾e XA = In.
(10) A je souèinem elementárních matic.

Dùkaz. Implikace (1) ) (3) ) (4) a (1) ) (2) jsou triviální.
Argumenty pro (2) nebo (4) ) (5) ) (6) ) (7) ) (1) byly ji¾ pøedvedeny vý¹e, tak¾e je jen struènì shrneme.

U (6) budeme pracovat s øádkovou verzí.
(4)) (5). Øe¹íme-li soustavu rovnic Ax = o Gaussovou eliminací a získáme odstupòovaný tvar s alespoò jednou

volnou promìnnou, pak má soustava více øe¹ení (u homogenní soustavy se ani nemù¾e stát, ¾e øe¹ení neexistuje).
Podobnì uká¾eme (2) ) (5). Pokud odstupòovaný tvar matice A má nulový øádek, pak soustava Ax = b nemá pro
nìjakou pravou stranu øe¹ení, tak¾e fA není na. Toto si rozmyslete podrobnì jako cvièení.

(5) ) (6). Matici A pøevedeme do horní trojúhelníkové matice s nenulovými prvky na diagonále a pak doelimi-
nujeme postupnì druhý sloupec, tøetí sloupec, atd. Získáme diagonální matici a staèí vynásobit øádky vhodnými
prvky tìlesa.

(6) ) (7). Pou¾ijeme postup (A j In) � � � � � (In j X). Díváme-li se na tento postup jako na øe¹ení n-soustav
lineárních rovnic, máme AX = In. Díváme-li se na nìj jako na násobení elementárními maticemi zleva, získáme
XA = In.

(7) ) (1). Pøedvedeme algebraický argument, ji¾ jsme vidìli geometrický. Platí-li Ax = b, pak A�1Ax = A�1b,
tak¾e rovnice má nejvý¹e jedno øe¹ení, a to x = A�1b. Na druhou stranu, tento vektor je skuteènì øe¹ením, proto¾e
A(A�1b) = b.

Nyní jsme dokázali, ¾e tvrzení (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) jsou ekvivalentní. Ekvivalenci regularity s podmínkou
(10) uká¾eme v tvrzení 4.39.

Triviálnì platí (7) ) (8), (9), tak¾e staèí dokázat tøeba (8) ) (2) a (9) ) (3).
(8) ) (2). Je-li AX = In, pak fAfX = fIn = idTn , tak¾e k zobrazení fA existuje zobrazení inverzní zprava, tedy

fA je na. Implikace (9) ) (2) se doká¾e obdobnì. �

Pøíklad 4.31. Najdeme matici inverzní k matici A nad tìlesem Z5, pokud existuje.

A =

0
@ 0 2 4

3 1 4
4 2 1

1
A

1to je axiom výbìru
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Øádkovými úpravami upravujeme (A j I3):0
@ 0 2 4 1 0 0

3 1 4 0 1 0
4 2 1 0 0 1

1
A �

0
@ 3 1 4 0 1 0

0 2 4 1 0 0
4 2 1 0 0 1

1
A �

0
@ 3 1 4 0 1 0

0 2 4 1 0 0
0 4 4 0 2 1

1
A �

�
0
@ 3 1 4 0 1 0

0 2 4 1 0 0
0 0 1 3 2 1

1
A �

0
@ 3 0 2 2 1 0

0 2 4 1 0 0
0 0 1 3 2 1

1
A �

0
@ 3 0 0 1 2 3

0 2 0 4 2 1
0 0 1 3 2 1

1
A �

�
0
@ 1 0 0 2 4 1

0 1 0 2 1 3
0 0 1 3 2 1

1
A

Tak¾e A je regulární a platí

A�1 =

0
@ 2 4 1

2 1 3
3 2 1

1
A :

Pøíklad 4.32. Najdeme matici inverzní k matici A nad tìlesem Z2, pokud existuje.

A =

0
@ 1 0 1

0 1 1
1 1 0

1
A

Opìt øádkovými úpravami upravujeme (A j In):0
@ 1 0 1 1 0 0

0 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1

1
A �

0
@ 1 0 1 1 0 0

0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 1

1
A
0
@ 1 0 1 1 0 0

0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 1

1
A :

Odstupòovaný tvar maticeA není horní trojúhelníková matice s nenulovými prvky na diagonále, tak¾eA je singulární
podle (1),(5) z vìty 4.30 a inverzní matice neexistuje (podle bodu (7) stejné vìty).

Chápeme-li A jako matici nad tìlesem Z3 nebo R, pak je regulární.

Pøíklad 4.33. Matice

A =

�
cos� � sin�
sin� cos�

�
nad R je pro libovolné � 2 R regulární a inverzní matice je

A�1 =

�
cos(��) � sin(��)
sin(��) cos(��)

�
=

�
cos� sin�
� sin� cos�

�
:

To lze nahlédnout z úvahy, ¾e fA je rotace o �, co¾ je bijekce a inverzním zobrazení je rotace o ��.
Pøíklad 4.34. Dal¹ím pøíkladem, kdy je výhodnìj¹í se trochu zamyslet, ne¾ ihned zaèít poèítat podle odvozeného
algoritmu, je výpoèet inverzní matice k reálné matici

A =

0
@ 1 1 1

1
2 0 0
1 0 1

3

1
A :

Hledáme matici X takovou, ¾e AX = I3. Znovu si uvìdomíme, ¾e pøi násobení matice X zleva maticí A dìláme
lineární kombinace øádkù matice X, kde koe�cienty jsou v øádcích matice A (tvrzení 4.14.(1)). Druhý øádek matice
A nám øíká, ¾e druhý øádek výsledku (to je øádek (0; 1; 0)) je 1=2-násobek prvního øádku matice X. Z toho okam¾itì
vidíme, ¾e první øádek matice X je (2; 0; 0).

X =

0
@ 0 2 0

? ? ?
? ? ?

1
A :

Z posledního øádku matice A vidíme, ¾e tøetí øádek výsledku (to je (0; 0; 1)) je roven 1-násobku prvnímu øádku
matice X (to u¾ víme, ¾e je (2; 0; 0)) plus 1=3-násobek tøetího øádku matice X. Z toho snadno dopoèteme, ¾e tøetí
øádek X je (0;�6; 3).

X =

0
@ 0 2 0

? ? ?
0 �6 3

1
A :
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Z prvního øádku matice A pak podobnì dopoèítáme druhý øádek matice X a získáme

X =

0
@ 0 2 0

1 4 �3
0 �6 3

1
A :

Snadno ovìøíme, ¾e X je skuteènì matice inverzní.
Jako cvièení proveïte podobnou úvahu sloupcovì pro rovnici XA = I3 a øádkovì pro rovnici XA = I3.

Pøíklad 4.35. Pokud A je regulární matice, pak ka¾dá soustava rovnic Ax = b má podle de�nice právì jedno
øe¹ení. Vynásobením obou stran maticí A�1 zleva získáme explicitní vzorec:

x = A�1b :

Napøíklad øe¹ením soustavy rovnic nad Z50
@ 0 2 4

3 1 4
4 2 1

1
A
0
@ x1

x2
x3

1
A =

0
@ 1

2
3

1
A

je vektor 0
@ x1

x2
x3

1
A = A�1b = A =

0
@ 2 4 1

2 1 3
3 2 1

1
A
0
@ 1

2
3

1
A =

0
@ 3

3
0

1
A ;

kde A�1 jsme spoèítali v pøíkladu 4.31.
Na praktické øe¹ení se tento vzorec nehodí, proto¾e Gaussova eliminace a zpìtná substituce je rychlej¹í. Vzorec

se hodí pro teoretické úvahy, nebo pokud øe¹íme mnoho soustav s jednou pravou stranou, i kdy¾ i v tomto pøípadì
spí¹e pou¾íváme jiné techniky, jako LU-rozklad.

Pøíklad 4.36. V odstavci 4.5.1 jsme odvodili, ¾e pro èleny Fibonacciho posloupnosti a1; a2; : : : platí�
ai+2
ai+1

�
= Ci

�
1
1

�
; kde

�
1 1
1 0

�
:

Matici C lze zapsat ve tvaru

C = XDX�1; kde D =

�
' 0
0 1� '

�
; X =

�
1 1

'� 1 �'
�

:

Tento vztah mù¾eme samozøejmì ovìøit. Jak jej lze získat se dozvíme v kapitole o vlastních èíslech a vlastních
vektorech.

Kdy¾ u¾ jej známe, mù¾eme vypoèítat n-tou mocninu matice C:

Cn = (XDX�1)(XDX�1) : : : (XDX�1)| {z }
n�

= XDnX�1

Mocninu diagonální matice vypoèítáme snadno a dosazením pak získáme vzorec pro n-tý èlen.

Dùle¾ité pøíklady regulárních matic tvoøí elementární matice. To je v souladu se skuteèností, ¾e elementární
úpravy jsou vratné.

Tvrzení 4.37. Ka¾dá elementární matice je regulární, navíc inverzní matice k regulární matici je opìt elementární.

Dùkaz. K dùkazu mù¾eme pøímo najít matice inverzní, jsou jimi matice úprav, které vrací pøíslu¹nou elementární
úpravu. Pak pouze vyu¾ijeme ekvivalenci invertovatelnosti a regulárnosti z charakterizaèní vìty 4.30. �

4.7.6. Regularita a maticové operace. Nakonec se podíváme na vztah invertování a maticových operací.

Tvrzení 4.38. Jsou-li A;B regulární matice nad stejnými tìlesem T stejného øádu a t 2 T nenulový prvek, pak
platí

(1) A�1 je regulární a platí (A�1)�1 = A,
(2) AT je regulární a platí (AT )�1 = (A�1)T ,
(3) (tA)T je regulární a platí (tA)�1 = t�1A�1,
(4) AB je regulární a platí (AB)�1 = B�1A�1.

Dùkaz. Dùkaz mù¾eme provést tak, ¾e uká¾eme, ¾e popsané matice jsou skuteènì matice inverzní (staèí z jedné
strany). Napøíklad (AB)�1 = B�1A�1, proto¾e (B�1A�1)(AB) = B�1(A�1A)B = B�1B = I. �
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Body (1), (3), (4) v tvrzení mají geometrickou interpretaci, kterou si rozmyslete jako cvièení. Transponování
budeme umìt geometricky interpretovat a¾ pozdìji.

Pro sèítání podobné tvrzení neplatí, staèí se podívat na souèet A+ (�A), kde matice A (a tím pádem i �A) je
regulární, napøíklad A = In.

Pomocí bodu (4) dokonèíme dùkaz charakterizaèní vìty 4.30.

Tvrzení 4.39. Ètvercová matice A je regulární právì tehdy, kdy¾ jde napsat jako souèin elementárních matic.

Dùkaz. Ka¾dá elementární matice je regulární podle tvrzení 4.37, tak¾e podle bodu (4) v pøedchozím tvrzení je
libovolný souèin elementárních matic regulární. To dokazuje implikaci zprava doleva.

Naopak, je-li A regulární, pak ji lze elementárními øádkovými úpravami pøevést na jednotkovou matici (podle
bodu (5) charakterizaèní vìty 4.30). Elementární øádkové úpravy se dají napsat jako násobení zleva elementární
maticí, tak¾e existují elementární matice E1, E2, . . . , Ek takové, ¾e

Ek : : : E2E1A = In ;

kde n je øád A. Proto¾e elementární matice jsou regulární (podle tvrzení 4.37), tedy i invertibilní, mù¾eme vztah
upravit na

A = E�1
1 E�1

2 : : : E�1
k :

Teï jsme hotovi, proto¾e inverzní matice k elementárním maticí jsou elementární (opìt podle tvrzení 4.37). �

Pøíklad 4.40. Z dùkazu také vidíme postup, jak rozklad na elementární matice nalézt. Najdeme rozklad matice

A =

0
@ 0 2 3

1 0 0
3 0 1

1
A :

Matici pøevedeme elementárními øádkovými úpravami na jednotkovou a zaznamenáme si úpravy.0
@ 0 2 3

1 0 0
3 0 3

1
A �

0
@ 1 0 0

0 2 3
3 0 3

1
A �

0
@ 1 0 0

0 2 3
0 0 3

1
A �

�
0
@ 1 0 0

0 2 0
0 0 3

1
A �

0
@ 1 0 0

0 1 0
0 0 3

1
A �

0
@ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

1
A

Matice úprav jsou

E1 =

0
@ 0 1 0

1 0 0
0 0 1

1
A ; E2 =

0
@ 1 0 0

0 1 0
2 0 1

1
A ; E3 =

0
@ 1 0 0

0 1 4
0 0 1

1
A ;

E4 =

0
@ 1 0 0

0 3 0
0 0 1

1
A ; E5 =

0
@ 1 0 0

0 1 0
0 0 2

1
A

Tak¾e máme

A = E�1
1 E�1

2 E�1
3 E�1

4 E�1
5 =

0
@ 0 1 0

1 0 0
0 0 1

1
A
0
@ 1 0 0

0 1 0
3 0 1

1
A
0
@ 1 0 0

0 1 1
0 0 1

1
A

0
@ 1 0 0

0 2 0
0 0 1

1
A
0
@ 1 0 0

0 1 0
0 0 3

1
A :

Cvièení

1. Co musí splòovat matice A;B, aby byly de�novány oba souèiny AB i BA.

2. Geometricky interpretujte násobení matice prvkem tìlesa a sèítání matic.

3. Geometricky popi¹te zobrazení, které vznikne slo¾ením osové soumìrnosti v R2 podle osy x a otoèením o �=2. Srovnejte
s algebraickým výpoètem v pøíkladu na násobení matic. Stejnou úlohu øe¹te pro slo¾ení v opaèném poøadí.

4. Najdìte matici, která odpovídá osové soumìrnosti podle pøímky y = ax, kde a 2 R.
5. Doka¾te, ¾e souèin dvou horních trojúhelníkových matic stejného øádu je opìt horní trojúhelníková matice. Podobnì pro
dolní trojúhelníkové matice i diagonální matice.

6. Najdìte nenulovou reálnou matici A typu 2 � 2, ke které neexistuje matice inverzní (tj. neexistuje matice B taková, ¾e
AB = BA = I2). Interpretujte geometricky.
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7. Pro matice neplatí obdoba tvrzení 3.3.(6): Najdìte reálnou ètvercovou matici A 6= 02�2, pro kterou A
2 = 02�2. Interpretujte

geometricky.

8. Doka¾te vlastnosti (p1), (p3) a (p4) z dùkazu vìty 2.14.

9. Vypoèítejte n-tou mocninu matice

A =

0
@ 1 1 0

0 1 1
0 0 1

1
A :

10. Uka¾te, ¾e násobení elementární maticí zprava odpovídá elementární sloupcové úpravì.

11. Uka¾te, ¾e pro ètvercové matice stejného øádu nad stejným tìlesem obecnì neplatí vztah (A + B)2 = A2 + 2AB + B2.
Naleznìte podobný, ale platný vztah.

12. Dokonèete dùkaz tvrzení 4.20.

13. Doka¾te tvrzení 4.21.

14. Doka¾te tvrzení 4.22.

15. Matice se nazývá antisymetrická, pokud A = �AT . Je pravda, ¾e antisymetrická matice má v¾dy na hlavní diagonále
nuly? (Pozor na vlastnosti tìlesa, ve kterém pracujeme!)

16. Doka¾te vzorec pro blokové násobení matic.

17. Najdìte An pro matici z pøíkladu 4.26.

18. Nech» A 6= B jsou matice stejného typu nad stejným tìlesem. Doka¾te, ¾e pøíslu¹ná zobrazení fA a fB jsou rùzná.

19. Navrhnìte alternativní postup na pøevod regulární matice na jednotkovou øádkovými úpravami tak, aby po eliminaci
sloupce byly rovnou v¹echny èleny, kromì diagonálního, nulové.

20. Spoèítejte znovu pøíklad 4.34 alternativními postupy navr¾ené v tomto pøíkladu.

21. Ke ka¾dé elementární matici najdìte pøíslu¹nou matici inverzní, viz tvrzení 4.37.

22. Pøedpokládejme, ¾e odstupòovaný tvar matice A obsahuje nulový øádek. Doka¾te, ¾e potom existuje pravá strana b
taková, ¾e soustava Ax = b nemá ani jedno øe¹ení (tj. fA není na).

23. Doka¾te implikaci (2) ) (5) z vìty 4.30.

24. Doka¾te pøímo implikaci (9) ) (3) z vìty 4.30.

25. Doka¾te tvrzení 4.38 a vysvìtlete geometrický význam.

26. Doka¾te, ¾e n-tá mocnina diagonální matice je diagonální a na diagonále jsou n-té mocniny pùvodních prvkù. Dokonèete
výpoèet n-tého èlenu Fibonacciho posloupnosti v pøíkladu 4.36.
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5. Vektorové prostory

Cíl. Zobecnìním aritmetických vektorù de�nujeme základní po-
jem lineární algebry, vektorový prostor. Budeme zkoumat dùle¾ité
pojmy jako podprostor, lineární obal, mno¾ina generátorù, line-
ární závislost a nezávislost, báze a dimenze. Motivací je porozumìt
geometrickým vztahùm mezi vektory a podprostory (rovné útvary
procházející poèátkem) napøíklad v rovinì a v prostoru. To nám
také umo¾ní lépe porozumìt øe¹ení soustav lineárních rovnic.

5.1. De�nice, pøíklady a základní vlastnosti. V kapitole o tìlesech jsme si v¹imli, jaké vlastnosti èísel vyu¾í-
váme pøi øe¹ení lineárních rovnic, a reálná èísla jsme zobecnili na tìlesa. Odmìnou za vìt¹í abstraktnost je vìt¹í
pou¾itelnost. Stejné vìty, napøíklad o soustavách rovnic nebo invertování matic, mù¾eme pou¾ít jak pro reálná èísla,
tak pro komplexní èísla, tìlesa Zp, nebo také napøíklad pro racionální funkce.

V této kapitole zobecníme Rn, tedy mno¾inu n-tic reálných èísel, na vektorový prostor. Vektorový prostor nad R
tvoøí mno¾ina (její¾ prvky nazýváme vektory), operace sèítání vektorù a operace násobení vektoru reálným èíslem.
Tyto ingredience musí splòovat sadu axiomù, které jsou ve shodì s pøedstavou vektoru jako þ¹ipkyÿ a operací
provádìných podle obrázku ??.

OBRAZEK
Obecnìji de�nujeme vektorový prostor nad tìlesem T, kde místo násobení vektoru reálným èíslem máme operace

násobení vektoru prvkem T .

De�nice 5.1. Nech» T je tìleso. Vektorovým prostorem V nad tìlesem T rozumíme mno¾inu V spolu s binární
operací + na V (tj. + je zobrazení z V � V do V ) a operací � násobení vektorù prvky tìlesa (tj. � je zobrazení z
T � V do V ), které splòují následující axiomy.

(vS1) Pro libovolné u;v;w 2 V platí (u+ v) +w = u+ (v +w).
(vS2) Existuje o 2 V takový, ¾e pro libovolné v 2 V platí v + o = v.
(vS3) Pro ka¾dé v 2 V existuje �v 2 V takové, ¾e v + (�v) = o.
(vS4) Pro libovolné u;v 2 V platí u+ v = v + u.
(vN1) Pro libovolné v 2 V a a; b 2 T platí a � (b � v) = (a � b) � v.
(vN2) Pro libovolné v 2 V platí 1 � v = v.
(vD1) Pro libovolné v 2 V a a; b 2 T platí (a+ b) � v = a � v + b � v.
(vD2) Pro libovolné u;v 2 V a a 2 T platí a � (u+ v) = a � u+ a � v.
Prvkùm V øíkáme vektory a prvky T nazýváme skaláry.
þOperaceÿ � není binární operací ve smyslu de�nice 3.1, proto¾e násobíme prvky dvou rùzných mno¾in. Místo

a � v, kde a 2 T a v 2 V , pí¹eme èasto av. Nikdy neprohazujeme poøadí, tj. výrazy v � a a va nejsou de�nované.
Jak je bì¾né u tìles, úmluva je, ¾e � má pøednost pøed +, proto nemusíme ve výrazech na pravé stranì v axiomech
(vD1) a (vD2) psát závorky.

V de�nici je implicitnì obsa¾eno, ¾e souèet u + v je de�nován pro ka¾dou dvojici vektorù u;v 2 V a násobení
vektoru skalárem av je de�nováno pro ka¾dé a 2 T;v 2 V . Z de�nice rovnì¾ vyplývá, ¾e mno¾ina V je neprázdná,
proto¾e musí obsahovat podle (vS2) alespoò nulový vektor.

Axiomy (vS1), (vS2), (vS3), (vS4) jsou stejné jako axiomy pro sèítání v tìlese. Stejnì jako v tìlese platí, ¾e nulový
prvek a opaèné prvky jsou urèené jednoznaènì. Máme teï dvì rùzné nuly, 0 v tìlese T a o ve vektorovém prostoru
V. Axiom (vN1) pøipomíná asociativitu násobení a (vN2) existenci jednotkového prvku, i kdy¾ zde je podstatný
rozdíl v tom, ¾e násobíme prvky rùzných mno¾in. Axiomy (vD1) a (vD2) pøipomínají distributivitu.

5.1.1. Aritmetické vektorové prostory a dal¹í pøíklady. Základním pøíkladem vektorového prostoru je mno¾ina n-tic
prvkù tìlesa.

De�nice 5.2. Nech» T je tìleso a n je pøirozené èíslo. Aritmetickým vektorovým prostorem nad T dimenze n
rozumíme mno¾inu v¹ech n-slo¾kových aritmetických (sloupcových) vektorù Tn spolu s pøirozenými operacemi + a
� (de�novanými jako v de�nici 2.2). Znaèíme Tn.

To, ¾e aritmetický vektorový prostor je skuteènì vektorovým prostorem jsme formulovali a dokázali obecnì pro
matice v tvrzení 4.19 a tvrzení 4.21.

Aritmetické vektorové prostory (a jejich nekoneènì dimenzionální varianty, viz cvièení) jsou velmi konkrétní,
zároveò ale v jistém smyslu þjedinéÿ pøíklady vektorových prostorù. Uvidíme, ¾e v ka¾dém vektorovém prostoru
lze zvolit soustavu souøadnic (tzv. bázi), a místo vektorù mù¾eme poèítat s jejich souøadnicemi stejnì jako v
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aritmetickém vektorovém prostoru. Omezit se ale na studium aritmetických vektorových prostorù není výhodné z
mnoha dùvodù.

Jedním z nich je, ¾e vektorový prostor (hlavnì nad R) si pøedstavujeme jako mno¾inu ¹ipek na nekoneèném
papíru, v prostoru, apod. Z tohoto prostoru se stává aritmetický vektorový prostor a¾ po volbì nìjaké soustavy
souøadnic, kde¾to operace s vektory na této volbì nezávisí. ®ádná volba souøadnic nemusí být pøirozená, nebo rùzné
volby mohou být výhodné v rùzných situacích. Napøíklad mno¾ina v¹ech øe¹ení rovnice 2x1 + 3x2 + 4x3 = 0 je
rovina, tedy þv podstatì toté¾ co R2ÿ, ale asi by bylo tì¾ké argumentovat, ¾e nìjaká konkrétní volba souøadnic je
ta nejlep¹í. Pøesný význam výrazù typu þv podstatì toté¾ co R2ÿ uvidíme pozdìji.

Dal¹ím dùvodem je, ¾e u nìkterých vektorových prostorù není ihned patrné, ¾e se v podstatì jedná jen o n-tice
prvkù tìlesa. Navíc i kdy¾ to nìkdy vidìt je, není v¾dy výhodné se na prostory takto dívat, napøíklad proto, ¾e na
dané mno¾inì máme i jiné operace, které jsou pøi takovém pohledu nepøehledné, apod. Uvedeme nìkolik pøíkladù
vektorových prostorù.

� Mno¾ina v¹ech polynomù stupnì nejvý¹e 173 s reálnými koe�cienty (nebo jiného daného maximálního
stupnì, s koe�cienty v jiném tìlese) s bì¾nými operacemi sèítání polynomù a násobení polynomu reálným
èíslem. Tento vektorový prostor je þv podstatìÿ R174, proto¾e na polynom a0 + a1x + � � � + a173x

173 se
mù¾eme dívat jako na 174-ici koe�cientù (a0; a1; : : : ; a174)

T a operace jsou pøi tomto pohledu stejné jako v
R174.

� Mno¾ina v¹ech matic typu 7� 15 nad tìlesem Z3 s bì¾nými operacemi + a � (nebo jiného daného typu nad
jiným tìlesem). Vzhledem k operacím + a � se tato mno¾ina chová stejnì jako mno¾ina 7 � 15 = 105-tic,
tak¾e tento vektorový prostor je þv podstatìÿ Z1053 . (To, ¾e mno¾ina matic daného typu nad daným tìlesem
je vektorový prostor jsem formulovali v tvrzení 4.19 a tvrzení 4.21.) Kdy¾ matice daného typu sèítáme
a násobíme skalárem, mù¾eme se na nì dívat jako na n-tice prvkù tìlesa, ale tento pohled není výhodný
napøíklad kdy¾ matice interpretujeme jako zobrazení, násobíme je nebo invertujeme.

Pro prostory matic zavedeme znaèení.

De�nice 5.3. Vektorový prostor matic nad T typu m � n s bì¾nými operacemi sèítání a násobení prvkem T
znaèíme Tm�n.

Aritmetický vektorový prostor Tn lze chápat jako Tn�1.
Následují dal¹í pøíklady vektorových prostorù.

� Mno¾ina v¹ech podmno¾in mno¾iny f1; 2; : : : ; 11g (nebo jiné dané mno¾iny X) spolu s operací symetrické
diference, tj. A+B = (AnB)[(BnA), je vektorový prostor nad Z2. Násobení skalárem je 0 �A = ;; 1 �A = A
pro libovolné A � X. Jako cvièení doka¾te, ¾e toto je skuteènì vektorový prostor, a vysvìtlete, proè je tento
prostor þv podstatìÿ Z112 .

� Mno¾ina komplexních èísel je vektorovým prostorem nad R (s bì¾nými operacemi). Vzhledem ke sèítání a
násobení reálným èíslem se komplexní èíslo a+ bi chová stejnì jako dvojice (a; b)T , tak¾e z tohoto pohledu
je C v podstatì R2. Pokud chápeme komplexní èísla jako vektorový prostor nad R, zapomínáme vlastnì na
násobení v C, pamatujeme si pouze sèítání a násobení reálným èíslem.

� Obecnìji, ka¾dé tìleso T je vektorový prostor nad libovolným svým podtìlesem S. (Podtìleso tìlesa T
je podmno¾ina, která tvoøí spolu se stejnými operacemi tìleso. ) Napøíklad R je vektorový prostor nad
Q, ale není vidìt, ¾e reálná èísla jdou vnímat jako n-tice racionálních. Dimenze n je zde nespoèetná a
potøebovali bychom zobecnìní de�nice aritmetického prostoru (viz cvièení). U tohoto pøíkladu souøadná
soustava dokonce nejde v jistém smyslu zkonstruovat.

U jiných pøíkladù je situace pøehlednìj¹í, napøíklad Q(
p
2) = fa+ b

p
2 : a; b 2 Qg s bì¾nými operacemi

je vektorový prostor nad Q. Skuteènì, èíslo a+ b
p
2 lze chápat jako dvojici (a; b)T 2 Q2. Není ale na první

pohled patrné, ¾e ka¾dá dvojice odpovídá právì jednomu èíslu, dùkaz je pøenechán jako cvièení.
Vlastnosti tìchto vektorových prostorù, jako napøíklad dimenze, jsou dùle¾ité napøíklad v ji¾ zmínìných

problémech kvadratury kruhu, trisekce úhlu, zdvojení krychle a þneøe¹itelnostiÿ rovnic pátého stupnì.
� Mno¾ina v¹ech funkcí z R do R tvoøí spolu s pøirozenými operacemi vektorový prostor nad R. Podobnými
pøíklady jsou mno¾ina v¹ech spojitých funkcí na R, mno¾ina diferencovatelných funkcí, mno¾ina polynomi-
álních funkcí, nebo tøeba mno¾ina spojitých funkcí na intervalu [0; 1].

Toto jsou dùle¾ité pøíklady vektorových prostorù, kterými se budete dále zabývat hlavnì v jiných pøed-
mìtech (napøíklad funkcionální analýze). My se budeme soustøedit hlavnì na tzv. prostory koneèné dimenze.

5.1.2. Jednoduché vlastnosti. Formulujeme nìkteré vlastnosti v¹ech vektorových prostorù. Dokazují se podobnì jako
pøíslu¹né vlastnosti pro tìlesa v tvrzení 3.3, proto dùkaz pøenecháme jako cvièení.

Tvrzení 5.4. V ka¾dém vektorovém prostoru V nad tìlesem T platí
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(1) nulový vektor o je urèen jednoznaènì,
(2) rovnice u + x = v má pro pevná u;v 2 V právì jedno øe¹ení, speciálnì, opaèný vektor v je vektorem v

urèen jednoznaènì,
(3) 0v = o pro libovolný vektor v 2 V ,
(4) ao = o pro libovolný skalár a 2 T ,
(5) je-li av = o, pak buï a = 0 nebo v = o,.
(6) �v = (�1)v pro libovolný vektor v 2 V , speciálnì �(�v) = v,

Axiomy vektorového prostoru i uvedené jednoduché dùsledky budeme pou¾ívat zcela automaticky. Je dobré si
pøi prvním ètení dùkazù v této kapitole podrobnì rozmyslet v¹echny kroky a pou¾ité axiomy.

5.2. Podprostory.
Prvním pojmem, který budeme pro vektorové prostory studovat, je podprostor.

De�nice 5.5. Nech» V je vektorový prostor nad T. Vektorový prostor U nad T je podprostorem V, pokud U � V
a operace + a � v U se shodují s pøíslu¹nými operacemi ve V. Skuteènost, ¾e U je podprostorem V zapisujeme
U � V.

Proto¾e operace v podprostoru U jsou urèené pùvodními operacemi ve V nemusíme je uvádìt a staèí øíkat, ¾e
mno¾ina U tvoøí podprostor prostoru V. K tomu aby U byl podprostor V, musí být U neprázdná mno¾ina uzavøená
na operace sèítání a násobení skalárem. Naopak, pokud U splòuje tyto podmínky, pak U spolu s pøíslu¹nými
operacemi tvoøí podprostor.

Tvrzení 5.6. Nech» V je vektorový prostor nad T. Neprázdná podmno¾ina U mno¾iny V je podprostorem V právì
tehdy, kdy¾

� (þuzavøenost na sèítáníÿ) pro libovolné u;v 2 U platí u+ v 2 U a
� (þuzavøenost na násobení skaláremÿ) pro libovolné v 2 U a a 2 T platí av 2 U .

Dùkaz. Pokud U � V, pak U musí být zøejmì uzavøená na sèítání a násobení skalárem.
Pøedpokládejme, ¾e U je neprázdná mno¾ina uzavøená na sèítání a násobení skalárem. Pak opaèný vektor k

u 2 U je v U , proto¾e �u lze napsat jako (�1) � u. Rovnì¾ nulový vektor vektorového prostoru V je prvkem U ,
proto¾e U je neprázdná a platí 0 � u = o. V¹echny axiomy nyní vyplývají z toho, ¾e jsou splnìny ve V. �

Mno¾ina tvoøená pouze prvkem o je v¾dy podprostorem, rovnì¾ celý prostor V je podprostorem V. Tìmto
podprostorùm øíkáme triviální, ostatní podprostory nazýváme netriviální nebo vlastní. Zdùraznìme pozorování z
dùkazu pøedchozího tvrzení | nulový vektor je obsa¾en v ka¾dém podprostoru.

5.2.1. Podprostory Rn. Uva¾ujme podprostor U � R2. Pokud U obsahuje nenulový vektor x = (x1; x2)
T , pak musí

obsahovat v¹echny jeho násobky: ftx : t 2 Rg � U: Geometricky tvoøí tyto násobky pøímku procházející bodem x a
poèátkem. Pokud U obsahuje je¹tì jiný nenulový vektor y, který nele¾í na pøímce ftx : t 2 Rg, pak opìt obsahuje
v¹echny jeho násobky, a z toho ji¾ geometricky nahlédneme, ¾e U = R2, proto¾e ka¾dý vektor z R2 je souètem
nìjakého vektoru na pøímce ftx : t 2 Rg a nìjakého vektoru na pøímce fty : t 2 Rg.

OBRAZEK
Formální dùkaz tohoto tvrzení pøenecháme jako cvièení, pozdìji budeme podobné vìci umìt dokazovat snadno a

rychle pomocí pojmu báze.
Ukázali jsme, ¾e kromì triviálních podprostorù f(0; 0)T g a R2 jsou jedinými kandidáty na podprostory R2 mno¾iny

tvaru ftx : t 2 Rg. Snadno ovìøíme, ¾e pro libovolný vektor o 6= x 2 R2 je tato mno¾ina uzavøená na sèítání a
násobení skalárem. Podprostory R2 jsou tedy fog, pøímky procházející poèátkem a celý prostor R2.

Podobnou úvahou nalezneme v¹echny podprostory R3. Pokud o 6= x 2 U , pak U obsahuje celou pøímku ftx :
t 2 Rg. Pokud U obsahuje je¹tì jiný vektor y, pak fty : t 2 Rg � U a pak obsahuje celou rovinu urèenou x;y a
poèátkem, co¾ je rovina

fsx+ ty : s; t 2 Rg :

Obsahuje-li U je¹tì nìjaký jiný vektor, pak U = R3. Podprostory R3 jsou tedy triviální podprostory, pøímky
procházející poèátkem a roviny procházející poèátkem.

I kdy¾ vizuální pøedstava prostoru Rn pro n > 3 chybí, intuice stále je, ¾e podprostory jsou rovné útvary
procházející poèátkem.
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5.2.2. Podprostory Tn. Nad jinými tìlesy ji¾ nemáme tak dobrou vizuální pøedstavu aritmetického prostoru, ale
stále mù¾eme podobné úvahy jako vý¹e provádìt algebraicky. Tak napøíklad stále platí (viz cvièení), ¾e podprostory
T2 jsou triviální podprostory a þpøímkyÿ procházející poèátkem, tj. mno¾iny tvaru ftx : t 2 Tg, kde o 6= x 2 T 2.

OBRAZEK primky v Z2
5

S podprostory Rn jsme se ji¾ setkali pøi øe¹ení homogenních soustav rovnic. Vlastnosti (p1), (p2) z vìty 2.14
vlastnì pøesnì øíkají, ¾e mno¾ina v¹ech øe¹ení homogenní soustavy rovnic nad R s maticí A typu m� n je podpro-
storem Rn. Tento podprostor zobecníme na pøípad libovolného tìlesa.

De�nice 5.7. Nech» A je matice nad tìlesem T typu m�n. Pak mno¾inu v¹ech øe¹ení homogenní soustavy rovnic
s maticí A nazýváme jádro matice A a znaèíme KerA, tzn.

KerA = fx : Ax = og :

Tvrzení 5.8. Pro libovolnou matici A nad T typu m� n platí KerA � Tn.

Dùkaz. Podle tvrzení 5.6 staèí ovìøit, ¾e mno¾ina KerA je neprázdná a uzavøená na sèítání a násobení skalárem.
KerA obsahuje nulový vektor, tak¾e je neprázdná.
Pokud u;v 2 KerA, pak podle de�nice KerA je Au = o = Av. Z distributivity násobení matic nyní dostaneme

A(u+ v) = Au+Av = o+ o = o, tak¾e u+ v 2 KerA.
Pokud u 2 KerA a a 2 T , pak A(au) = a(Au) = ao = o, tedy au 2 KerA. �

Geometricky je KerA vzorem nulového vektoru pøi zobrazení fA. Vzor jiného vektoru (neboli mno¾ina øe¹ení
soustavy Ax = b, kde b 6= o) podprostor netvoøí, viz cvièení. Tato mno¾ina je sice rovný útvar, ale neprochází
poèátkem. Takovým mno¾inám budeme pozdìji øíkat a�nní podprostory Tn.

5.2.3. Dal¹í pøíklady podprostorù. Mno¾ina spojitých funkcí z R do R je podprostorem vektorového prostoru v¹ech
funkcí z R do R, proto¾e mno¾ina spojitých funkcí je uzavøená na operace sèítání a násobení reálným èíslem.
Podobnì, prostor diferencovatelných funkcí z R do R je podprostorem prostoru spojitých funkcí. Mno¾ina reálných
èísel je podprostorem prostoru komplexních èísel, kde obì tìlesa chápeme jako vektorové prostory nad Q.

5.2.4. Lineární kombinace, podprostor generovaný mno¾inou, mno¾ina generátorù. U¾ nìkolikrát jsme potkali mno¾iny
vektorù typu tu+ sv + : : : , kde u, v, . . . jsou nìjaké vektory. Naposledy pøi popisu podprostorù R3. Takovým vý-
razùm se øíká lineární kombinace vektorù u, v, . . . . Ji¾ jsme tento pojem de�novali pro matice (tedy napø. i pro
aritmetické vektory) v de�nici 4.13.

De�nice 5.9. Jsou-li v1;v2; : : : ;vk vektory z vektorového prostoru V nad T a t1; t2; : : : ; tk prvky T, pak souèet

t1v1 + t2v2 + � � �+ tkvk

se nazývá lineární kombinace vektorù v1, v2, . . . , vk. Skaláry t1; t2; : : : ; tk nazýváme koe�cienty lineární kombinace.
Lineární kombinaci prázdného systému vektorù de�nujeme jako nulový vektor.

Zdùraznìme, ¾e v lineární kombinaci máme v¾dy koneèný poèet vektorù.

Pøíklad 5.10. Lineární kombinaci vektorù u;v s koe�cienty 2,3, tj. vektor 2u+3v, je vlastnì þvektor o souøadnicích
(2; 3) vzhledem k soustavì souøadnic u;vÿ. Pøesný význam dáme této vìtì pozdìji, ale smysl je snad zøejmý z
obrázku.

OBRAZEK - linearni kombinace 2u+3v

Lineární kombinace se vyskytují v popisu podprostorù, napøíklad mno¾ina ftx + sy : s; t 2 Tg je mno¾inou
v¹ech lineárních kombinací vektorù x;y. Obecnì de�nujeme lineární obal mno¾iny X jako mno¾inu v¹ech lineárních
kombinací prvkù X. Tato mno¾ina tvoøí v¾dy podprostor.

De�nice 5.11. Nech»V je vektorový prostor nad T aX � V . Pak lineárním obalem mno¾iny X rozumíme mno¾inu
hXi v¹ech lineárních kombinací prvkù X, tj. mno¾inu

hXi = ft1v1 + t2v2 + � � �+ tkvk : k 2 N0; v1; : : : ;vk 2 X; t1; : : : ; tk 2 Tg
Geometricky, lineární obal je þrovný útvar procházející poèátkemÿ obsahující dané vektory.

Pøíklad 5.12. h;i = fog { lineární obal prázdné mno¾iny je triviální prostor tvoøený nulovým vektorem.
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Pøíklad 5.13. V prostoru R3 máme*0@ 1
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Inkluze � v první rovnosti plyne z toho, ¾e ka¾dou lineární kombinaci vektorù (1; 2; 3)T , (4; 5; 6)T , (9; 12; 15)T

lze psát jako lineární kombinace vektorù (1; 2; 3)T , (4; 5; 6)T , proto¾e vektor (9; 12; 15)T lze napsat jako lineární
kombinaci prvních dvou vektorù:
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Geometricky, lineární obal daných tøí vektorù je rovina procházející poèátkem, tøetí vektor le¾í v rovinì urèené
prvními dvìma vektory.

V zápisech lineární kombinace mno¾iny vektorù dané výètem jako vý¹e vynecháváme pro pøehlednost závorky
f; g oznaèující mno¾inu. Nìkdy øíkáme þlineární obal vektorù . . . ÿ, místo formálnì pøesného þlineární obal mno¾iny
vektorù f: : : gÿ.
Tvrzení 5.14. Pro libovolný vektorový prostor V nad T a libovolnou X � V je hXi podprostorem V.

Dùkaz. Je tøeba ovìøit, ¾e hXi je neprázdná mno¾ina uzavøená na sèítání a násobení libovolným r 2 T .
Pøednì hXi je neprázdná, proto¾e obsahuje lineární kombinaci prázdné mno¾iny, tj. vektor o.
Souèet lineární kombinace vektorù v1;v2; : : : ;vk 2 X s koe�cienty s1, s2, . . . , sk 2 T a lineární kombinace

vektorù w1;w2; : : : ;wl 2 X s koe�cienty t1, t2, . . . , tl je lineární kombinace vektorù v1; : : : ;vk;w1; : : : ;wl 2 X s
koe�cienty s1, . . . , sk, t1, . . . , tl.

Koneènì, r-násobkem lineární kombinace vektorù v1;v2; : : : ;vk 2 X s koe�cienty s1; s2; : : : ; sk je lineární kom-
binace stejných vektorù s koe�cienty rs1, rs2, . . . , rsk. �

Obsahuje-li podprostor U � V mno¾inu X, pak, díky uzavøenosti na sèítání a násobení skalárem, obsahuje i
v¹echny lineární kombinace prvkù X. To znamená, ¾e hXi je þnejmen¹íÿ podprostor, který obsahuje X. (Slovo
nejmen¹í je zde tøeba chápat vzhledem k inkluzi, tj. tak, ¾e jakýkoliv podprostor obsahující X obsahuje hXi. )
Proto se rovnì¾ hovoøí o podprostoru generovaném X.

De�nice 5.15. Nech» V je vektorový prostor nad T a X � V . Pokud hXi = V , pak øíkáme, ¾e X je mno¾ina
generátorù prostoru V, nebo øíkáme, ¾e X generuje V.

Jinými slovy, mno¾ina X � V generuje V, pokud ka¾dý vektor ve V lze zapsat jako lineární kombinaci vektorù
z X.

Pøíklad 5.16. Prázdná mno¾ina generuje triviální prostor fog.
Mno¾ina f(1; 0)T ; (0; 1)T g generuje pro libovolné T prostor T2, proto¾e ka¾dý vektor (x1; x2)T v T 2 lze napsat

jako lineární kombinaci vektorù (1; 0)T a (0; 1)T takto:�
x1
x2

�
= x1

�
1
0

�
+ x2

�
0
1

�
:

Tedy také libovolná mno¾ina obsahující vektory (1; 0)T a (0; 1)T je mno¾inou generátorù T.
Mno¾ina f(1; 2; 3)T g generuje podprostor V =



(1; 2; 3)T

�
vektorového prostoru R3. Jiné mno¾iny generátorù

stejného prostoru V jsou napøíklad f(2; 4; 6)T g, f(2; 4; 6)T ; (3; 6; 9)T g, V . Mno¾ina f(1; 2; 3)T ; (4; 5; 6)T g není mno¾i-
nou generátorù V, proto¾e není ani jeho podmno¾inou.

Mno¾ina f1; x; x2g je mno¾inu generátorù prostoru v¹ech reálných polynomù stupnì nejvý¹e 2.



LINEÁRNÍ ALGEBRA 45

Pøíklad 5.17. V èásti 5.2.1 jsme si geometricky zdùvodnili, ¾e pro ka¾dý netriviální podprostor R3 existuje mno¾ina
generátorù, která má jeden, nebo dva prvky.

Pøíklad 5.18. De�nujeme R! jako prostor v¹ech posloupností reálných èísel s operacemi provádìnými po slo¾kách,
podobnì jako s aritmetickými vektory. Mno¾ina

X = f(1; 0; 0; : : : ); (0; 1; 0; 0; : : : ); (0; 0; 1; 0; : : : ); : : : g
negeneruje prostor R!. Jako cvièení zjistìte lineární obal této mno¾iny.

Zajímavým podprostorem R! je napøíklad mno¾ina Y v¹ech posloupností (a1, a2, . . . ) splòujících an = an�1 +
an�2 pro ka¾dé n � 3. Mezi prvky tohoto podprostoru patøí Fibonacciho posloupnost.

5.2.5. Sloupcový a øádkový prostor matice. Ke ka¾dé matici máme pøirozenì pøiøazeny dvì skupiny aritmetických
vektorù, øádkové a sloupcové. Prostorùm, které generují, øíkáme øádkový a sloupcový prostor.

De�nice 5.19. Nech» A je matice nad T typu m� n. Sloupcovým prostorem matice A rozumíme podprostor Tm

generovaný sloupci matice a znaèíme jej ImA.

ImA = hA�1; A�2; : : : ; A�ni � Tm

Øádkovým prostorem matice A rozumíme sloupcový prostor matice AT , tj.

ImAT =


AT
1�; A

T
2�; : : : ; A

T
m�
� � Tn

Pøíklad 5.20. Pro reálnou matici
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�
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Jak poznáme, ¾e vektor b 2 Tm le¾í v ImA? Staèí si pøipomenout, ¾e Ax je lineární kombinace sloupcù matice
A, kde koe�cienty jsou slo¾ky vektoru x. Tak¾e b 2 ImA právì kdy¾ rovnice Ax = b má øe¹ení, pøièem¾ koe�cienty
lineární kombinace jsou slo¾ky libovolného øe¹ení. Také vidíme, ¾e ImA je obraz (obor hodnot) zobrazení fA, co¾
ospravedlòuje zavedené znaèení ImA:

ImA = fAx : x 2 Tng = ffA(x) : x 2 Tng = fA(T
n) :

Pøíklad 5.21. Pro matici A z pøedchozího pøíkladu zjistíme, zda (0; 1)T 2 ImA a (1; 0)T 2 ImA. Proto¾e máme
dvì soustavy rovnic se stejnou maticí, mù¾eme je øe¹it najednou.�
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�
Pro pravou stranu (1; 0)T dostaneme volbou 0 za volnou promìnnou øe¹ení x = (7;�2; 0)T , co¾ dává vyjádøení�
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Koe�cienty nejsou urèeny jednoznaènì, napøíklad volbou 2 za volnou promìnnou dostaneme x = (�55; 16; 2)T , co¾
odpovídá vyjádøení �
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Pro vektor (0; 1)T dostaneme napøíklad vyjádøení�
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Tím jsme ukázali, ¾e oba vektory (1; 0)T ; (0; 1)T patøí do ImA, tím pádem ImA = R2, proto¾e z pøíkladu 5.16 víme,
¾e


(1; 0)T ; (0; 1)T

�
= R2.

Le¾í vektor (2; 1; 1)T v prostoru ImAT ?0
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Soustava nemá øe¹ení, tak¾e vektor (2; 1; 1)T v ImAT nele¾í.

5.2.6. Prostory pøidru¾ené k matici a elementární úpravy. Dùle¾itým pozorováním je, ¾e øádkové elementární úpravy
nemìní lineární obal øádkù (tj. prostor ImAT ). Obecnìji, násobení zleva regulární maticí nemìní ImAT a násobení
zprava nemìní ImA. Násobení zleva obecnì mìní ImA tak, ¾e sloupcový prostor vzniklé matice je lineární obal
R-násobkù pùvodních sloupcù.

Dal¹ím prostorem pøidru¾eným k matici A je KerA. Ten se øádkovými úpravami (nebo násobením zleva regulární
maticí) rovnì¾ nemìní. To ji¾ vlastnì víme: KerA je mno¾ina øe¹ení soustavy Ax = o, ta se nemìní provedením
elementární úpravy. Maticovì, Ker (EA) = KerA pro ka¾dou elementární matici E. Proto¾e v¹ak ka¾dá regulární
matice R je souèinem elementárních matic, máme Ker (RA) = KerA. V dùkazu následujícího tvrzení zvolíme
rychlej¹í postup.

Tvrzení 5.22. Nech» A je matice nad T typu m� n a R je regulární matice øádu m. Pak

KerA = Ker (RA); ImAT = Im (RA)T ; Im (RA) = hRA�1; RA�2; : : : ; RA�ni :
Dùkaz. Tøetí èást je dùsledkem vztahu (RA)�i = RA�i z tvrzení o násobení matic vnímaném jako tvoøení lineárních
kombinací (tvrzení 4.14).

Je-li x 2 KerA, pak Ax = o. Vynásobením R zleva získáme RAx = Ro = o, èili x 2 Ker (RA). Naopak, je-li
x 2 Ker (RA), pak RAx = o. Proto¾e R je regulární, máme Ax = o (pou¾ijeme napøíklad bod (4) charakterizace
regulárních matic z vìty 4.30), ekvivalentnì x 2 KerA.

K dùkazu druhé rovnosti si opìt uvìdomíme, ¾e násobení matice A zleva maticí R odpovídá provádìní lineárních
kombinací na øádky maticeA. Proto ka¾dý øádek maticeRA je lineární kombinací øádkù maticeA, tak¾e Im (RA)T �
ImAT . Stejnou úvahou, kde místo A uva¾ujeme matici RA a místo R uva¾ujeme R�1 získáme Im (R�1RA)T �
Im (RA)T , co¾ je po úpravì druhá inkluze. �

Pro sloupcové úpravy máme obdobnì napøíklad ImA = Im (AR), pokud R je regulární matice øádu n. Dùkaz
mù¾eme provést buï u¾itím sloupcových úprav místo øádkových, nebo pøechodem k transponované matici: Pou¾itím
pøedchozí vìty pro AT místo A a RT místo R dostaneme Im (AT )T = Im (RTAT )T , co¾ je po úpravì dokazovaný
vztah.

Dùsledek 5.23. Elementární øádkové úpravy nemìní KerA a ImAT . Elementární sloupcové úpravy nemìní KerAT

a ImA.

5.3. Lineární závislost a nezávislost.

5.3.1. De�nice. Mno¾ina aritmetických vektorù (1; 2; 3)T , (4; 5; 6)T , (9; 12; 15)T generuje ten samý podprostor V �
R3 jako mno¾ina (1; 2; 3)T , (4; 5; 6)T , jak jsme vidìli v pøíkladu 5.13. Dùvod je ten, ¾e tøetí vektor lze napsat jako
lineární kombinaci prvních dvou vektorù. Mno¾inám vektorù, ve které ¾ádné takové lineární závislosti nelze najít
øíkáme lineárnì nezávislé. Z technických dùvodù de�nujeme lineární (ne)závislost pro posloupnosti vektorù, nikoliv
mno¾iny.

De�nice 5.24. Nech» V je vektorový prostor. Posloupnost vektorù (v1;v2; : : : ;vk) ve V se nazývá lineárnì závislá,
pokud nìkterý z vektorù vi je lineární kombinací ostatních vektorù v1, v2, . . . , vi�1, vi+1, . . . , vk.

V opaèném pøípadì øíkáme, ¾e posloupnost (v1;v2, . . . , vk) je lineárnì nezávislá.

(Lineární (ne)závislost de�nujeme i pro nekoneèné skupiny vektorù, to ale necháme do samostatného oddílu.)
U¾itím pojmu lineárního obalu mù¾eme de�nici pøeformulovat tak, ¾e posloupnost (v1;v2; : : : ;vk) je lineárnì

závislá, pokud existuje i 2 f1; 2; : : : ; kg tak, ¾e
vi 2 hv1;v2; : : : ;vi�1;vi+1; : : : ;vki ;

ekvivalentnì
hv1;v2; : : : ;vki = hv1;v2; : : : ;vi�1;vi+1; : : : ;vki :

Geometricky to znamená, ¾e vi le¾í v þrovném útvaruÿ urèeném zbylými vektory.
Naopak, posloupnost je lineárnì nezávislá, kdy¾ ¾ádné takové i neexistuje, jinými slovy, kdy¾ ka¾dý vektor vi

þnìco pøidáÿ k lineárnímu obalu zbylých vektorù.
Èasto budeme hovoøit ponìkud nepøesnì a øíkat, ¾e vektory . . . jsou lineárnì nezávislé, apod.

Pøíklad 5.25. Posloupnost ((1; 2; 3)T ; (9; 12; 15)T ; (4; 5; 6)T ) ve vektorovém prostoru R3 je lineárnì závislá, proto¾e
druhý vektor lze napsat jako lineární kombinaci zbylých dvou:0
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Geometricky to znamená, ¾e vektor (9; 12; 15)T le¾í v rovinì urèené zbylými dvìma vektory.
Posloupnost vektorù (1; 0; 0; 0)T , (0; 1; 0; 0)T , (0; 0; 1; 0)T , (0; 0; 0; 1)T v prostoru Z43 je lineárnì nezávislá, pro-

to¾e, ¾ádný z vektorù není lineární kombinací ostatních: lineární obal druhého a¾ ètvrtého vektoru je mno¾ina
f(0; a; b; c)T : a; b; c 2 Z43g, do ní¾ vektor (1; 0; 0; 0)T nepatøí. Podobnì pro ostatní vektory.

Posloupnost vektorù (cosx sinx+5; 1; sin(2x)+3) v prostoru reálných funkcí reálné promìnné (nad R) je lineárnì
závislá, proto¾e sin(2x) + 3 lze napsat jako 2 � (cosx sinx+ 5) + (�7) � 1.

Nìkolik snadných obecných pozorování:

� Kdykoliv posloupnost obsahuje nulový vektor, je lineárnì závislá, proto¾e nulový vektor je lineární kombinací
prázdné skupiny vektorù.

� Jednoèlenná posloupnost (v) je lineárnì nezávislá právì tehdy, kdy¾ v 6= o.
� Kdykoliv posloupnost obsahuje dva stejné vektory, je lineárnì závislá. Obecnìji, pokud je nìkterý z vektorù
násobkem jiného, je posloupnost lineárnì závislá. Neplatí to ale naopak. V posloupnosti ((1; 2; 3)T ,
(9; 12; 15)T , (4; 5; 6)T ) z pøedchozího pøíkladu není ¾ádný z vektorù násobkem jiného, pøesto je posloupnost
lineárnì závislá.

� Lineární závislost nebo nezávislost posloupnosti nezávisí na poøadí prvkù.
� Podposloupnost lineárnì nezávislé posloupnosti je lineárnì nezávislá. Jinak øe¹eno, pokud je podposloupnost
lineárnì závislá, je lineárnì závislá i pùvodní posloupnost.

Pokud bychom ovìøovali, ¾e nìjaká posloupnost (v1;v2; : : : ;vk) je lineárnì nezávislá, z de�nice, museli bychom
pro ka¾dý z vektorù v1, . . . , vk ukázat, ¾e nelze vyjádøit jako lineární kombinace ostatních. Snaz¹í je pou¾ít bod
(2) z následujícího snadného pozorování, které dává elegantnìj¹í charakterizaci lineární nezávislosti.

Tvrzení 5.26. Nech» (v1; : : : ;vk) je posloupnost vektorù ve vektorovém prostoru V nad tìlesem T. Následující
tvrzení jsou ekvivalentní.

(1) Posloupnost (v1; : : : ;vk) je lineárnì nezávislá.
(2) Vektor o lze vyjádøit jako lineární kombinaci vektorù v1;v2; : : : ;vk pouze triviálním zpùsobem o = 0v1 +

0v2 + � � �+ 0vk.
Jinými slovy, pro libovolné a1; a2; : : : ; ak 2 T platí, ¾e kdy¾

a1v1 + a2v2 + � � �+ akvk = o ;

pak a1 = a2 = � � � = ak = 0.
(3) Ka¾dý vektor b 2 V lze vyjádøit jako lineární kombinaci vektorù v1, v2, . . . , vk nejvý¹e jedním zpùsobem.

Dùkaz. (1) ) (2). Pokud platí

a1v1 + a2v2 + � � �+ akvk = o

a jedno z èísel a1; a2; : : : ; ak, øeknìme ai, je nenulové, pak mù¾eme upravit

aivi = �a2v2 � : : :� akvk

a

vi = �a�11 a2v2 � : : :� a�11 akvk ;

z èeho¾ vidíme, ¾e posloupnost je lineárnì závislá.
(2) ) (3). Pokud máme dvì vyjádøení vektoru u

u = a1v1 + a2v2 + � � �+ akvk = b1v1 + b2v2 + � � �+ bkvk ;

pak úpravou získáme rovnost

o = (a1 � b1)v1 + (a2 � b2)v2 + � � �+ (ak � bk)vk;

tak¾e z (2) dostáváme, ¾e ai � bi = 0 pro ka¾dé i, neboli ai = bi a tedy vyjádøení vektoru u jsou stejná.
(3) ) (2) je triviální.
(2) ) (1). Pokud je posloupnost (v1; : : : ;vk) lineárnì závislá, pak pro nìjaké i je vektor vi lineární kombinací

ostatních, tedy

vi = b1v1 + b2v2 + � � �+ bi�1vi�1 + bi+1vi+1 + � � �+ bkvk :

Pak mù¾eme psát

o = b1v1 + b2v2 + � � �+ bi�1vi�1 + (�1)vi + bi+1vi+1 + � � �+ bkvk ;

tak¾e dostáváme netriviální kombinaci, která dává nulový vektor s koe�cienty ai = �1 a aj = bj pro j 6= i. �
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Bod (2) lze formulovat tak, ¾e posloupnost je lineárnì závislá právì tehdy, kdy¾ existuje její netriviální lineární
kombinace, která dá nulový vektor. Netriviální znamená, ¾e alespoò jeden koe�cient je nenulový. Je¹tì jedna ekvi-
valentní formulace je ve cvièeních: Posloupnost vektorù (v1; : : : ;vk) lineárnì nezávislá právì tehdy, kdy¾ ¾ádný z
vektorù není v lineárním obalu pøedchozích (tj. pro ka¾dé i platí vi 62 hv1;v2; : : : ;vi�1i).

Pøipomeòme, ¾e vektory v1; : : : ;vk generují V, pokud se ka¾dý vektor dá napsat jako lineární kombinace tìchto
vektorù alespoò jedním zpùsobem. Bod (3) ukazuje, ¾e lineární nezávislost je jakýmsi opakem.

Pøíklad 5.27. Zjistíme, zda je posloupnost vektorù

((1; 1; 1; 1)T ; (1; 2; 1; 1)T ; (0; 1; 0; 1)T )

v prostoru Z43 lineárnì nezávislá. Pokusíme se vyjádøit nulový vektor jako lineární kombinaci vektorù z dané po-
sloupnosti
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To je vlastnì homogenní soustava rovnic!0
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Soustavu pøevedeme do odstupòovaného tvaru. Pravé strany psát nebudeme, proto¾e je soustava homogenní.0
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Nemáme ¾ádnou volnou promìnnou, tak¾e soustava má pouze triviální øe¹ení x = (0; 0; 0)T . Jediná lineární kombi-
nace daných vektorù, která dává nulový vektor je triviální, tak¾e posloupnost je podle pøedchozího tvrzení lineárnì
nezávislá.

Tento pøíklad nám dává návod, jak zjistit, zda daná posloupnost aritmetických vektorù je lineárnì (ne)závislá.
Formulujeme uèinìné pozorování jako tvrzení.

Tvrzení 5.28. Sloupce matice A typu m� n nad T tvoøí lineárnì nezávislou posloupnost v Tm právì tehdy, kdy¾
KerA = fog, tj. rovnice Ax = o má jen triviální øe¹ení x = o.

Dùkaz. Podle stále pou¾ívaného tvrzení o vnímaní násobení matic jako lineárního kombinování máme Ax = x1A�1+
x2A�2 + � � �+ xnA�n, kde x = (x1; x2; : : : ; xm). Tvrzení nyní okam¾itì plyne z charakterizace v tvrzení 5.26. �

Pøíklad 5.29. Posloupnost (3i+ 5; 2; 3); (5; 2 + i; 1); (4; 2; 12); (�; e�; 4) v prostoru C3 je lineárnì závislá.
Mù¾eme argumentovat u¾itím pøedchozího tvrzení. Dané aritmetické vektory si napí¹eme do sloupcù matice A

typu 3� 4. Pøi øe¹ení soustavy Ax = o máme díky typu alespoò jednu volnou promìnnou (proto¾e promìnné jsou
4 a pivotù mù¾e být nejvíce tolik, kolik øádkù, tedy 3). Z toho plyne, ¾e soustava má netriviální øe¹ení (staèí za
volnou promìnnou dosadit napøíklad 1 a dopoèítat zpìtnou substitucí).

Pozdìji budeme moci argumentovat obecnìj¹ím tvrzením.

Na tomto místì si znovu uvìdomme, ¾e aritmetické prostory tvoøí jen jeden z mnoha pøíkladù vektorových
prostorù. (I kdy¾ jsme v úvodu tvrdili, ¾e jsou þv podstatì jedinéÿ. Uvozovky jsou zde podstatné, na pøesný význam
si musíme je¹tì chvíli poèkat.) Èastá chybná odpovìï studentù na otázku, jak urèit, zda jsou dané vektory lineárnì
závislé, je typu þNapí¹eme si je do sloupcù, vyeliminujeme a zjistíme, zda existují volné promìnnéÿ. Odpovìï je
správná jen v aritmetických vektorových prostorech, obecnì nedává ¾ádný smysl: Jak napsat do sloupcù vektory
cos(2x); sinx+ ex; : : : z vektorového prostoru spojitých funkcí?

Pøíklad 5.30. Posloupnost (1;
p
2) je lineárnì nezávislá v R jako vektorovém prostoru nad Q, proto¾e

p
2 je

iracionální. Stejná posloupnost je lineárnì závislá v R jako vektorovém prostoru nad R, proto¾e napø.
p
2 je

p
2-

násobkem vektoru 1.
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5.3.2. Odstupòovaný tvar a elementární úpravy. Jinou mo¾ností jak zjistit, zda jsou dané aritmetické vektory line-
árnì (ne)závislé je napsat je do øádkù matice a elementárními øádkovými úpravami pøevádìt matici do odstupòo-
vaného tvaru. Tyto úpravy toti¾ nemìní lineární (ne)závislost øádkù a z odstupòovaného tvaru matice poznáme
(ne)závislost øádkù snadno. Výhodou také je, ¾e øádkové úpravy nemìní ani lineární obal øádkù, co¾ se nám bude
pozdìji hodit pøi hledání báze.

Rovnou si také v¹imneme, ¾e øádkové úpravy nemìní ani lineární (ne)závislost sloupcù. Tvrzení nejprve formu-
lujeme pro sloupce. Øádkovou verzi dostaneme transponováním.

Tvrzení 5.31. Nech» A je matice nad T typu m� n, R je regulární matice øádu m a Q je regulární matice øádu
n. Pak platí:

(1) Sloupce matice A jsou lineárnì nezávislé právì tehdy, kdy¾ jsou lineárnì nezávislé sloupce matice AQ
(2) Sloupce matice A jsou lineárnì nezávislé právì tehdy, kdy¾ jsou lineárnì nezávislé sloupce matice RA.

Dùkaz. Pou¾ijeme pozorování formulované jako tvrzení 5.28, toti¾, ¾e sloupce matice B jsou lineárnì nezávislé,
právì tehdy, kdy¾ Bx = o má pouze triviální øe¹ení.

Pøedpokládejme, ¾e sloupce matice A jsou lineárnì nezávislé a ¾e x je øe¹ením AQx = o. Pak Qx = o, proto¾e
sloupce A jsou lineárnì nezávislé. Z toho plyne, ¾e x = o (pou¾ijeme napøíklad bod (4) charakterizace regulárních
matic z vìty 4.30, nebo bod (7) a vynásobíme rovnost zleva Q�1). Ukázali jsme, ¾e soustava AQx = o má pouze
triviální øe¹ení, tak¾e AQ má lineárnì nezávislé sloupce.

Opaèná implikace se dá dokázat u¾itím první implikace na matici AQ místo A a Q�1 místo Q.
Druhou ekvivalenci jsme ji¾ vlastnì dokázali v tvrzení 5.22, proto¾e Ker (RA) = KerA, tak¾e A má netriviální

øe¹ení právì tehdy, kdy¾ má RA netriviální øe¹ení. �

Ekvivalence v bodu (2) jde zesílit. Matice A má stejné lineární závislosti mezi sloupci jako matice RA. Napøíklad
pokud 2A�1+3A�2� 4A�3 = o, pak 2(RA)�1+3(RA)�2� 4(RA)�3 = o, a naopak. Slovy, souèet 2-násobku prvního
sloupce, 3-násobku druhého sloupce a (�4)-násobku tøetího sloupce je nulový vektor v matici A právì tehdy, kdy¾
stejný vztah platí pro sloupce matice RA.

Dùsledek 5.32. Sloupcové úpravy nemìní lineární (ne)závislost sloupcù ani øádkù matice. Øádkové úpravy nemìní
lineární (ne)závislost sloupcù ani øádkù matice.

Dùkaz. Z pøedchozího tvrzení pou¾itého na elementární matice plyne, ¾e øádkové ani sloupcové úpravy nemìní
lineární obal sloupcù. K dùkazu øádkových verzí pou¾ijeme stejné tvrzení pro transponovanou matici. �

Zbývá nahlédnout, kdy má øádkovì odstupòovaný tvar lineárnì nezávislé øádky. (Z pøedchozího tvrzení a tvr-
zení 5.28 vidíme, kdy má matice v odstupòovaném tvaru lineárnì nezávislé sloupce: právì tehdy, kdy¾ pøíslu¹ná
homogenní soustava nemá ¾ádné volné promìnné, viz cvièení.) Je zøejmé, ¾e je-li v matici nulový øádek, pak jsou
øádky lineárnì závislé. V opaèném pøípadì jsou ji¾ lineárnì nezávislé.

Tvrzení 5.33. Øádky matice v odstupòovaném tvaru jsou lineárnì nezávislé právì tehdy, kdy¾ matice neobsahuje
nulový øádek.

Dùkaz. Implikace zleva doprava je zøejmá.
Pøedpokládejme, ¾e matice A typu m�n bez nulového øádku je v odstupòovaném tvaru a vezmeme r; k1; : : : ; kr

z de�nice odstupòovaného tvaru. Proto¾e A nemá nulový øádek je r = n. Chceme ukázat, ¾e rovnice ATx = o má
pouze triviální øe¹ení (viz opìt tvrzení 5.28). To je v¹ak snadné, proto¾e ji¾ rovnice s poøadovými èísly k1, k2, . . . ,
kn urèují dolní trojúhelníkovou matici s nenulovými prvky na diagonále a ta má pouze triviální øe¹ení.

OBRAZEK �

My¹lenku dùkazu mù¾eme zobecnit na u¾iteèné pozorování. Máme-li posloupnost vektorù v Tn takovou, ¾e ji¾
vybraných m souøadnic tvoøí lineárnì nezávislou mno¾inu v Tm, pak je pùvodní posloupnost lineárnì nezávislá.

Pøíklad 5.34. Posloupnost

((1; 37; 3; 45; 1)T ; (0;�e; 1; �e; 4)T ; (0;�12; 0; 33; 2)T )
v prostoru R5 je lineárnì nezávislá, proto¾e první, tøetí a páté slo¾ky vektorù tvoøí posloupnost

((1; 3; 1)T ; (0; 1; 4)T ; (0; 0; 2)T );

v R3, která je lineárnì nezávislá podle pøedchozího tvrzení.
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Pøíklad 5.35. Podíváme se znovu na pøíklad 5.27, tam jsme zji¹»ovali, zda je posloupnost

((1; 1; 1; 1)T ; (1; 2; 1; 1)T ; (0; 1; 0; 1)T )

v prostoru Z43 lineárnì nezávislá. Tentokrát si vektory napí¹eme do øádkù a pøevedeme øádkovými úpravami do
odstupòovaného tvaru. 0
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1
A = B

Pùvodní posloupnost je podle dùsledku 5.32 lineárnì nezávislá právì tehdy, kdy¾ jsou øádky vzniklé matice B
lineárnì nezávislé. Matice B je v odstupòovaném tvaru bez nulového øádku, tak¾e podle pøedchozího tvrzení jsou
øádky B lineárnì nezávislé. Pùvodní posloupnost je tedy lineárnì nezávislá.

Pøíklad 5.36. Zjistíme, zda je posloupnost vektorù

((1; 1; 1; 0)T ; (0; 1; 0; 1)T ; (1; 0; 1; 1)T )

v prostoru Z42 lineárnì nezávislá. Napí¹eme si vektory do øádkù a upravujeme øádkovými úpravami.0
@ 1 1 1 0
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1
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1
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V úpravách u¾ nemusíme pokraèovat, proto¾e vidíme, ¾e øádky vzniklé matice, tedy i pùvodní matice, jsou lineárnì
závislé.

Shrneme poznatky o invariantech øádkových úprav. Øádkové úpravy nemìní lineární závislost øádkù ani sloupcù,
lineární obal øádkù (to je ImAT ) a KerA. Obecnì mìní lineární obal sloupcù a KerAT .

5.4. Báze.

5.4.1. De�nice. Dostali jsme se ke stì¾ejnímu pojmu báze vektorového prostoru. Jako u lineární nezávislosti zade-
�nujeme koneènou verzi a obecnou de�nici odlo¾íme na pozdìji.

De�nice 5.37. Posloupnost (v1;v2; : : : ;vn) ve vektorovém prostoru V nad T se nazývá báze, pokud je lineárnì
nezávislá a generuje V.

(Tím, ¾e posloupnost (v1; : : : ;vn) generuje V pøirozenì myslíme to, ¾e mno¾ina fv1; : : : ;vng generuje V.)
Intuice je taková, ¾e báze je þdost maláÿ, ve smyslu, ¾e mezi vektory nejsou ¾ádné lineární závislosti, a zároveò

dost velká, ve smyslu, ¾e vektory generují celý prostor.
Daná posloupnost vektorù (v1;v2; : : : ;vn) generuje prostor V právì tehdy, kdy¾ lze ka¾dý vektor zapsat jako

jejich lineární kombinace alespoò jedním zpùsobem. Podle tvrzení 5.26 je posloupnost lineárnì nezávislá právì
tehdy, kdy¾ lze ka¾dý vektor vyjádøit jako lineární kombinace v1, v2, . . . , vn nejvý¹e jedním zpùsobem. Dohromady
dostáváme následující dùle¾ité pozorování.

Pozorování 5.38. Posloupnost vektorù (v1;v2; : : : ;vn) tvoøí bázi vektorového prostoru V právì tehdy, kdy¾ lze
ka¾dý vektor b 2 V vyjádøit právì jedním zpùsobem jako lineární kombinace vektorù v1, v2, . . . , vn.

Pøíklad 5.39. Sloupce jednotkové matice In nad tìlesemT, tj. n-tice vektorù ((1; 0; 0; : : : ; 0)T ; (0; 1; 0; : : : ; 0)T ; : : : ; (0; 0; : : : ; 0; 1)T )
je bází aritmetického vektorového prostoru Tn.

Tato posloupnost je toti¾ lineárnì nezávislá, napøíklad podle tvrzení 5.33, a generuje Tn, proto¾e ka¾dý vektor
(x1; : : : ; xn)

T jde vyjádøit jako lineární kombinaci0
BBB@

x1
x2
...
xn

1
CCCA = x1

0
BBBBB@

1
0
0
...
0

1
CCCCCA+ x2

0
BBBBB@

0
1
0
...
0

1
CCCCCA+ � � �+ xn

0
BBBBB@

0
0
...
0
1

1
CCCCCA :

Obì podmínky (lineární nezávislost i generování) jde najednou nahlédnout z toho, ¾e ka¾dý vektor lze jednoznaènì
vyjádøit jako lineární kombinaci uvedenou vý¹e.

Báze z pøíkladu jsou význaèné báze aritmetických prostorù, proto mají svoje pojmenování a znaèení.
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De�nice 5.40. Kanonická báze (té¾ standardní báze) v aritmetickém prostoru Tn je posloupnost

(e1; e2; : : : ; en) =

0
BBBBB@

0
BBBBB@

1
0
0
...
0

1
CCCCCA ;

0
BBBBB@

0
1
0
...
0

1
CCCCCA ; : : : ;

0
BBBBB@

0
0
...
0
1

1
CCCCCA

1
CCCCCA :

Pøíklad 5.41. Posloupnost ((1; 1)T ; (3; 2)T ) je bází prostoru R2. Mù¾eme argumentovat tak, ¾e matice

A =

�
1 3
1 2

�
je regulární, tak¾e podle charakterizaèní vìty regulárních matic má rovnice Ax = b právì jedno øe¹ení pro ka¾dé b.
To znamená, ¾e ka¾dý vektor b 2 R2 lze vyjádøit jako lineární kombinaci sloupcù matice A právì jedním zpùsobem,
co¾ nastane podle pozorování právì tehdy, kdy¾ tvoøí sloupce bázi.

Obecnìji lze z charakterizaèní vìty pro regulární matice nahlédnout, ¾e sloupce (nebo øádky) ètvercové ma-
tice øádu n tvoøí bázi Tn právì tehdy, kdy¾ A je regulární (viz cvièení). Tedy napøíklad sloupce (øádky) horní
trojúhelníkové matice s nenulovými prvky na diagonále tvoøí bázi.

Pøíklad 5.42. Jednoèlenná posloupnost ((3; 3; 3)T ) je báze prostoru


(1; 1; 1)T

� � R3.
Posloupnost (1; x; x2) je báze prostoru reálných polynomù stupnì nejvý¹e 2, proto¾e ka¾dý polynom lze napsat

právì jedním zpùsobem ve tvaru a � 1 + b � x+ c � x2.
Prázdná posloupnost je bází triviálního prostoru fog.
Posloupnost ((1; 2; 3)T ; (9; 12; 15)T ; (4; 5; 6)T ) není bází prostoru

V =


(1; 2; 3)T ; (9; 12; 15)T ; (4; 5; 6)T

� � R3 ;

proto¾e je lineárnì závislá podle pøíkladu 5.25. Posloupnost ((1; 2; 3)T ) je sice lineárnì nezávislá, ale není bází
V, proto¾e daný prostor negeneruje (napøíklad vidíme, ¾e (4; 5; 6)T není v lineárním obalu vektoru (1; 2; 3)T ).
Posloupnost ((1; 2; 3)T , (2; 1; 1)T ) není bází V, proto¾e vektor (2; 1; 1)T není ani prvkem V, jak jsme se pøesvìdèili v
pøíkladu 5.21. Posloupnost ((1; 2; 3)T , (4; 5; 6)T ) je bázíV, proto¾e generujeV (viz opìt 5.25) a je lineárnì nezávislá,
jak se snadno pøesvìdèíme.

Pøíklad 5.43. Najdeme nìjakou bázi prostoru

V =

*0BB@
2
1
3
0

1
CCA ;

0
BB@

1
4
5
0

1
CCA ;

0
BB@

6
3
1
1

1
CCA ;

0
BB@

1
4
6
6

1
CCA
0
BB@

3
5
2
3

1
CCA
+
� Z47 :

Vyu¾ijeme toho, ¾e øádkové úpravy matice nemìní lineární obal øádkù (viz dùsledek 5.23). Vektory tedy napí¹eme
do øádkù a pøevedeme øádkovými úpravami na odstupòovaný tvar. Nenulové øádky generují stejný prostor a navíc
jsou podle tvrzení 5.33 lineárnì nezávislé, tedy tvoøí bázi.0

BBBB@
2 1 3 0
1 4 5 0
6 3 1 1
1 4 6 6
3 5 2 3

1
CCCCA �

0
BBBB@

2 1 3 0
0 0 0 0
0 0 6 1
0 0 1 6
0 0 1 3

1
CCCCA �

0
BBBB@

2 1 3 0
0 0 0 0
0 0 6 1
0 0 0 0
0 0 0 4

1
CCCCA �

0
BBBB@

2 1 3 0
0 0 6 1
0 0 0 4
0 0 0 0
0 0 0 0

1
CCCCA

Bází V je tedy napøíklad posloupnost ((2; 1; 3; 0)T ; (0; 0; 6; 1)T ; (0; 0; 0; 4)T ).

Pøíklad 5.44. Uva¾ujme prostor V nekoneèných posloupností (a1, a2, . . . ) splòujících an = an�1+an�2 pro ka¾dé
n � 3, s bì¾nými operacemi sèítání a násobení skalárem. Prostor V je podprostorem R! mezi jeho¾ prvky patøí
Fibonacciho posloupnost, viz pøíklad 5.18.

Pøíkladem báze je dvouèlenná posloupnost

(p1; p2) = (('1; '2; : : : ); ((1� ')1; (1� ')2; : : : )) ;

kde ' = (1+
p
5)=2 je hodnota zlatého øezu. Tato posloupnost je lineárnì nezávislá, proto¾e ji¾ první dvì souøadnice

tvoøí lineárnì nezávislou posloupnost v R2. Rovnì¾ generuje V, proto¾e první dvì souøadnice generují R2 a prvky
V jsou urèeny prvními dvìma souøadnicemi. Jako cvièení si rozmyslete detaily, tedy napøíklad proè oba vektory p1,
p2 patøí do V.
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Nyní mù¾eme nalézt vzorec pro n-tý èlen Fibonacciho posloupnosti, proto¾e víme, ¾e Fibonacciho posloupnost lze
vyjádøit jako lineární kombinace posloupností p1 a p2, tak¾e staèí zjistit koe�cienty. Dostaneme vzorec z èásti 4.5.1.

5.4.2. Steinitzova vìta o výmìnì a dùsledky, dimenze. Z vizuální pøedstavy prostorù R2 je patrné, ¾e v¹echny báze
mají dva prvky. Ménì vektorù prostor nemù¾e generovat a mno¾ina tøech a více vektorù nemù¾e být lineárnì
nezávislá. Podobnì, v R3 mají v¹echny báze právì tøi prvky. Obecnì platí, ¾e ka¾dý vektorový prostor má bázi
a v¹echny báze mají stejný poèet prvkù. Tomuto poètu øíkáme dimenze. Tyto zásadní skuteènosti v této èásti
doká¾eme pro koneènì generované prostory.

De�nice 5.45. Vektorový prostor se nazývá koneènì generovaný, pokud má nìjakou koneènou mno¾inu generátorù.

Jedna mo¾nost, jak se mù¾eme pokusit hledat bázi vektorového prostoru je vzít nìjakou posloupnost generátorù
a vynechávat vektory z posloupnosti, dokud vzniklé posloupnosti stále generují daný prostor. Pokud ji¾ nemù¾eme
pokraèovat, máme minimální posloupnost generátorù. Minimální zde znamená, ¾e vynecháním libovolného vektoru
vznikne posloupnost, která prostor negeneruje. Následující tvrzení øíká, ¾e v tomto pøípadì ji¾ máme bázi.

Tvrzení 5.46. Minimální posloupnost generátorù (v1;v2; : : : ;vn) vektorového prostoru V je báze V.

Dùkaz. Podle poznámek za de�nicí 5.24 je posloupnost lineárnì závislá právì tehdy, kdy¾

hv1;v2; : : : ;vni = hv1;v2; : : : ;vi�1;vi+1; : : : ;vni
pro nìjaké i 2 f1; 2; : : : ; ng. To se ale nestane, proto¾e pøedpokládáme, ¾e máme minimální posloupnost generátorù.
Posloupnost je tedy lineárnì nezávislá, tak¾e je to báze. �

Dùsledek 5.47. Z ka¾dé koneèné mno¾iny generátorù vektorového prostoru lze vybrat bázi.

Dùkaz. Postupnì vynecháváme vektory dokud nevznikne minimální mno¾ina generátorù. Mno¾inu seøadíme do
posloupnosti a ta je podle tvrzení bází. �

Obecnì z ka¾dé (ne nutnì koneèné) mno¾iny generátorù koneènì generovaného prostoru jde vybrat bázi. My¹lenka
je, ¾e nejprve vybereme koneènou mno¾inu generátorù a pak pou¾ijeme pøedchozí výsledek. Detaily si rozmyslete
jako cvièení.

Speciálnì dostáváme dùle¾itý dùsledek:

Dùsledek 5.48. Ka¾dý koneènì generovaný vektorový prostor má bázi.

Pøíklad 5.49. Podíváme znovu na pøíklad prostoru V = hXi � R3, kde X = f(1; 2; 3)T ; (9; 12; 15)T ; (4; 5; 6)T g.
Mno¾ina generátorù X není minimální, proto¾e napø. vektor (9; 12; 15)T lze vynechat (viz pøíklad 5.25). Mno¾ina
Y = f(1; 2; 3)T , (4; 5; 6)T g je minimální mno¾ina generátorù, proto¾e, jak je vidìt, vynecháním kteréhokoliv ze dvou
vektorù vznikne podprostor, který neobsahuje druhý z vektorù. Tak¾e posloupnost ((1; 2; 3)T ; (4; 5; 6)T ) musí být
báze podle tvrzení 5.46, co¾ skuteènì je.

K dùkazu dal¹ích zásadních skuteèností se nám bude hodit tzv. Steinitzova vìta o výmìnì. Ta øíká, ¾e pro
libovolnou lineárnì nezávislou posloupnost N délky k lze v libovolné posloupnosti generující V vymìnit nìkterých
k èlenù za èleny N tak, ¾e vzniklá posloupnost stále generuje V.

Vìta 5.50 (Steinitzova vìta o výmìnì). Nech» N = (v1;v2; : : : ;vk) je lineárnì nezávislá posloupnost ve vek-
torovém prostoru V nad T a nech» G = (w1;w2; : : : ;wl) generuje V. Pak k � l a pøi vhodném uspoøádání
G0 = (w0

1;w
0
2; : : : ;w

0
l) posloupnosti G platí, ¾e (v1;v2; : : : ;vk;w

0
k+1;w

0
k+2; : : : ;w

0
l) generuje V.

Dùkaz. Doká¾eme indukcí podle k. Pro k = 0 je tvrzení zøejmé, tak¾e pøedpokládáme, ¾e k > 0 a ¾e tvrzení platí
pro jN j < k.

Podle indukèního pøedpokladu platí k � 1 � l a mù¾eme najít pøeuspoøádání G00 = (w00
1 ;w

00
2 ; : : : ;w

00
l ) takové, ¾e

P = (v1;v2; : : : ;vk�1;w00
k ;w

00
k+1; : : : ;w

00
l )

generuje V. Zbývá do P umístit vektor vk výmìnou za nìkterý z vektorù w00
k , w

00
k+1, . . . .

Proto¾e P generuje V, vektor vk jde napsat jako lineární kombinace vektorù z P :

vk = a1v1 + a2v2 + � � �+ ak�1vk�1 + akw
00
k + ak+1w

00
k+1 + � � �+ alw

00
l :

Posloupnost N je lineárnì nezávislá, proto vk není lineární kombinací vektorù v1; : : : ;vk�1. To znamená, ¾e platí
k � l a navíc alespoò jeden z prvkù ak, ak+1, . . . , al tìlesa T je nenulový. Pøedpokládejme, ¾e ak 6= 0, jinak mù¾eme
posloupnost G00 pøeuspoøádat do posloupnosti G0 (a patøiènì zmìnit P ), aby toto platilo.

Uká¾eme, ¾e
Z = (v1;v2; : : : ;vk;w

00
k+1;w

00
k+2; : : : ;w

00
l )
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generuje V. Vektor w00
k jde napsat jako lineární kombinace vektorù v1, . . . , vk, w00

k+1, . . . , w
00
l , co¾ lze nahlédnout

z rovnosti vý¹e (z rovnosti vyjádøíme akw00
k a vynásobíme a�1k ). Tak¾e lineární obal Z obsahuje vektor w00

k a tím
pádem

hZi � 
v1;v2; : : : ;vk�1;w00
k ;w

00
k+1; : : : ;w

00
l

�
= hP i = V :

�

Nejdùle¾itìj¹í dùsledek Steinitzovy vìty je, ¾e v¹echny báze obsahují stejný poèet vektorù. To umo¾òuje dát
pøesný význam slovu dimenze.

Dùsledek 5.51. Ka¾dé dvì báze koneènì generovaného vektorového prostoru mají stejný poèet prvkù.

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e B = (v1; : : : ;vk) a C = (w1; : : : ;wl) jsou dvì báze vektorového prostoru V. Proto¾e
posloupnost B je lineárnì nezávislá a posloupnost C generuje V, platí podle Steinitzovy vìty k � l. Z té¾e vìty
plyne také l � k, proto¾e C je lineárnì nezávislá a B generuje V. Dohromady dostáváme k = l. �

De�nice 5.52. Dimenzí koneènì generovaného vektorového prostoruV nadT rozumíme poèet prvkù jeho libovolné
báze. Dimenzi prostoru V znaèíme dim(V ).

Pøíklad 5.53. V souladu s intuicí je dimenze aritmetického vektorového prostoru Tn rovna n, proto¾e kanonická
báze má n prvkù.

Triviální prostor fog má dimenzi 0 proto¾e prázdná posloupnost je jeho báze.
Prostor h(1; 1; 1)i � R3 má dimenzi 1, proto¾e ((1; 1; 1)) je jeho bází. To odpovídá geometrické pøedstavì, ¾e daný

prostor je pøímkou.
Dimenze prostoru

V =

*0BB@
2
1
3
0

1
CCA ;

0
BB@

1
4
5
0

1
CCA ;

0
BB@

6
3
1
1

1
CCA ;

0
BB@

1
4
4
1

1
CCA
0
BB@

3
5
2
3

1
CCA
+
� Z47

je 3, proto¾e v pøíkladu 5.43 jsme nalezli tøíprvkovou bázi.
Zdùvodnìní následujících tvrzení pøenecháme do cvièení. Dimenze prostoru v¹ech matic nad T typu m � n je

mn. Dimenze prostoru reálných polynomù stupnì nejvý¹e n je n+1. Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru
nad R je 2.

V dùsledku 5.47 jsme vidìli, ¾e z ka¾dé koneèné mno¾iny generátorù lze vybrat bázi. Pøi hledání báze mù¾eme
postupovat i opaènì { k lineárnì nezávislé mno¾inì doplnit vektory, aby vznikla báze. Následující dùsledek øíká, ¾e
to jde, navíc mù¾eme doplòovat pouze vektory z libovolnì zvolené mno¾iny generátorù. Dùsledek formulujeme pro
koneèné mno¾iny, obecnìji necháme dùkaz do cvièení.

Dùsledek 5.54. Nech» G je koneèná mno¾ina generátorù vektorového prostoru V. Ka¾dá lineárnì nezávislá po-
sloupnost N ve V jde doplnit prvky G na bázi V.

Dùkaz. Oznaème N = (v1;v2; : : : ;vk) Nejprve pomocí dùsledku 5.47 vybereme z G bázi B = (w1; : : : ;wl). Ze
Steinitzovy vìty dostaneme, ¾e pøi vhodném pøeuspoøádání báze B, posloupnost Z = (v1;v2; : : : ;vk;wk+1; : : : ;wl)
generuje V. Ze Z jde podle dùsledku 5.47 vybrat bázi. My ale víme, ¾e dimenze V je l (proto¾e B je báze), tak¾e
ji¾ Z musí být báze. �

Formulujeme dva triviální dùsledky.

Dùsledek 5.55. Maximální lineárnì nezávislá posloupnost v koneènì generovaném prostoru je bází.
Obecnìji, maximální lineárnì nezávislá podposloupnost koneèné mno¾iny generátorù je bází.

Pøíklad 5.56. V pøíkladu 5.43 jsme hledali nìjakou bázi prostoru

V = hv1;v2;v3;v4;v5i =
*0BB@

2
1
3
0

1
CCA ;

0
BB@

1
4
5
0

1
CCA ;

0
BB@

6
3
1
1

1
CCA ;

0
BB@

1
4
6
6

1
CCA
0
BB@

3
5
2
3

1
CCA
+
� Z47 :

Teï z vektorù v1, v2, . . . , v5 bázi V vybereme. Z dùsledku 5.47 plyne, ¾e to jde. Pøedchozí dùsledek 5.54 nám dává
návod, jak to jde udìlat. Staèí toti¾ vzít libovolnou maximální lineárnì nezávislou podmno¾inu fv1; : : : ;v5g, ta ji¾
musí být bází. Mù¾eme postupovat napøíklad tak, ¾e zaèneme s lineárnì nezávislou posloupností (v1). Pokusíme se
pøidat v2 { otestujeme øádkovými úpravami, zda (v1;v2) je lineárnì nezávislá.�

2 1 3 0
1 4 5 0

�
�
�

2 1 3 0
0 0 0 0

�
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Dvojice (v1;v2) je lineárnì závislá, vektor v2 tedy pøidávat nebudeme. Zkusíme v3.�
2 1 3 0
6 3 1 1

�
�
�

2 1 3 0
0 0 6 1

�
Máme lineárnì nezávislou posloupnost (v1;v3). Pokusíme se k ní pøidat v4. Pøi testování lineární závislosti mù¾eme
vyu¾ít ji¾ provedených úprav.0

@ 2 1 3 0
0 0 6 1
1 4 6 6

1
A �

0
@ 2 1 3 0

0 0 6 1
0 0 1 6

1
A �

0
@ 2 1 3 0

0 0 6 1
0 0 0 0

1
A :

Vektor v4 pøidávat nebudeme. Nakonec zkusíme v5.0
@ 2 1 3 0

0 0 6 1
3 5 2 3

1
A �

0
@ 2 1 3 0

0 0 6 1
0 0 1 3

1
A �

0
@ 2 1 3 0

0 0 6 1
0 0 0 4

1
A

Proto¾e (v1;v3;v5) je lineárnì nezávislá posloupnost a navíc je maximální lineárnì nezávislá posloupnost tvoøená
vektory v mno¾inì fv1;v2; : : : ;v5g (nebo» pøidáním v2 nebo v4 ji¾ vznikne lineárnì závislá mno¾ina), tvoøí tato
posloupnost bázi V.

Dokázaná tvrzení umo¾òují dokazovat a zobecòovat i dal¹í fakta, která jsou geometricky zøejmá pro R2 nebo R3:

Pozorování 5.57. V ka¾dém prostoru V dimenze n platí:

(1) Ka¾dá mno¾ina generátorù V obsahuje alespoò n vektorù.
(2) Ka¾dá n-prvková posloupnost generátorù je bází V.
(3) Ka¾dá lineárnì nezávislá posloupnost ve V obsahuje nejvý¹e n vektorù.
(4) Ka¾dá n-prvková lineárnì nezávislá posloupnost ve V je bází V.

Dùkaz. Z ka¾dé mno¾iny generátorù lze vybrat bázi a v¹echny báze obsahují n vektorù. Z toho plynou první dva
body.

Ka¾dou lineárnì nezávislou mno¾inu lze doplnit na n-prvkovou bázi. Z toho plynou zbylé dva body. �

Pøíklad 5.58. V pøíkladu 5.29 jsme zdùvodnili, ¾e posloupnost (3i + 5; 2; 3)T ; (5; 2 + i; 1)T ; (4; 2; 12)T ; (�; e�; 4)T

v prostoru C3 je lineárnì závislá. Teï máme krat¹í zdùvodnìní { podle tøetího bodu v pozorování nemù¾e ¾ádná
lineárnì nezávislá posloupnost v C3 obsahovat více ne¾ 3 vektory.

Podobnì mù¾eme bez jakéhokoliv poèítání rozhodnout, ¾e mno¾ina f(1; 3; i+e�;�10)T ; (i; 2i; 3+2i;�311)T ; (2; �; �;�4)T g
negeneruje C4 podle prvního bodu.

Nakonec uká¾eme, ¾e podprostor má nejvý¹e takovou dimenzi jako pùvodní prostor.

Tvrzení 5.59. Je-li W podprostor koneènì generovaného prostoru V, pak W je koneènì generovaný a platí
dim(W) � dim(V), pøièem¾ rovnost nastane právì tehdy, kdy¾ W = V .

Dùkaz. Nejprve doká¾eme, ¾e W je koneènì generovaný. (Pozor, zde se èasto dìlá chyba. Toto þintuitivnì zøejméÿ
tvrzení je tøeba dokázat.) Pøedpokládejme pro spor, ¾eW nemá koneènou mno¾inu generátorù. Vezmeme libovolný
nenulový vektor w1 2W . Proto¾e fw1g negenerujeW2, existuje vektor w2 2W takový, ¾e w2 62 hw1i, atd.: Indukcí
najdeme pro libovolné i vektor wi 2 W , který nele¾í v lineárním obalu pøedchozích vektorù w1; : : : ;wi�1. Podle
poznámky za tvrzením 5.26 (cvièení ??) je pro ka¾dé i posloupnost (w1;w2; : : : ;wi) lineárnì nezávislá (veW, tedy
i ve V), co¾ je spor s bodem (3) pøedchozího pozorování.

Ji¾ víme, ¾e W je koneènì generovaný, tak¾e má bázi B podle dùsledku 5.48. Báze B prostoru W je lineárnì
nezávislá mno¾ina ve V, tak¾e dim(W) = jBj � dim(V), opìt podle bodu (3). Pokud se dimenze rovnají, pak B je
bází W podle (4), z èeho¾ vyplývá, ¾e V = W . (Naopak z V = W triviálnì plyne dim(V ) = dim(W ).) �

Pøíklad 5.60. Podle tvrzení mají podprostory R3 dimenzi 0 (triviální podprostor fog), 1 (podprostory tvaru hui,
kde u je nenulový vektor, tedy pøímky procházející poèátkem), 2 (podprostory tvaru hu;vi, kde (u;v) je lineárnì
nezávislá, tedy roviny procházející poèátkem) nebo 3 (triviální podprostor R3). Nyní tedy máme precizní dùkaz, ¾e
diskuze o podprostorech R3 v èásti 5.2.1 byla správná.

Obecnìji z tvrzení vyplývá, ¾e ka¾dý netriviální podprostor Tn lze zapsat jako lineární obal 1 a¾ n� 1 (lineárnì
nezávislých) vektorù.



LINEÁRNÍ ALGEBRA 55

5.4.3. Báze jako souøadnicový systém. Vra»me se teï k pozorování 5.38, které øíká, ¾e máme-li báziB = (v1;v2; : : : ;vn)
prostoru V, pak ka¾dý vektor v ve V lze jednoznaèným zpùsobem vyjádøit jako lineární kombinaci vektorù
v1; : : : ;vn. Koe�cientùm této lineární kombinace øíkáme souøadnice v vzhledem k B.

De�nice 5.61. Nech» B = (v1;v2; : : : ;vn) je báze vektorového prostoru V nad tìlesem T a w 2 V. Souøadnicemi
(té¾ vyjádøením) vektoru w vzhledem k B rozumíme (jednoznaènì urèený) aritmetický vektor (a1; a2; : : : ; an)T 2 Tn

takový, ¾e
w = a1v1 + a2v2 + � � �+ anvn :

Souøadnice w vzhledem k B znaèíme [w]B , tj.

[w]B =

0
BBB@

a1
a2
...
an

1
CCCA :

ZNOVU OBRAZEK
Souøadnice závisí na poøadí vektorù v bázi. Z tohoto dùvodu jsme bázi de�novali jako posloupnost vektorù,

nikoliv mno¾inu.
Zvolíme-li v prostoru V nad tìlesem T dimenze n bázi B, pak pøedchozí de�nice jednoznaènì pøiøazuje ka¾dému

vektoru v 2 V aritmetický vektor [v]B 2 Tn. Naopak, ka¾dý aritmetický vektor v Tn je roven [v]B pro nìjaký
(jednoznaènì urèený) vektor v 2 V . Zobrazení pøiøazující [v]B vektoru v je tedy bijekcí mezi V a Tn.

Pøíklad 5.62. V pøíkladu 5.39 jsme si v¹imli, ¾e pro kanonickou bázi K = (e1, e2, . . . , en) prostoru Tn a libovolný
vektor v 2 Tn platí

[v]K = v :

Jednou z bází prostoruV =


(1; 2; 3)T ; (4; 5; 6)T

� � R3 je posloupnost B = ((1; 2; 3)T ; (4; 5; 6)T ) (viz pøíklad 5.42.
Vektor (9; 12; 15)T le¾í v prostoru V, proto¾e (9; 12; 15)T = (1; 2; 3)T + 2 � (4; 5; 6))T . Jeho vyjádøení v bázi B je
podle tohoto vztahu

[(9; 12; 15)]B = (1; 2)T :

Posloupnost B = (x; x2; 1) je bází prostoru reálných polynomù stupnì nejvý¹e dva. Souøadnice vektoru a+bx+cx2

vzhledem k této bázi je
[a+ bx+ cx2]B = (b; c; a)T :

Pøíklad 5.63. Uva¾ujme posloupnost

B = (v1;v2;v3) =

0
@
0
@ 1

2
3

1
A ;

0
@ 1

3
4

1
A ;

0
@ 2

1
1

1
A
1
A

v prostoru Z35. Ovìøíme, ¾e B je bází a najdeme souøadnice vektoru w = (4; 0; 1)T vzhledem k B.
Obojí udìláme najednou, pokusíme se w vyjádøit jako lineární kombinaci vektorù v B. Z mnohokrát pou¾itého

pohledu na násobení jako na lineární kombinování nahlédneme, ¾e souøadnice [w]B jsou øe¹ením soustavy rovnic
Ax = w, kde A = (v1jv2jv3) (tj. vektory z báze napí¹eme do sloupcù). Soustavu vyøe¹íme.0

@ 1 1 2 4
2 3 1 0
3 4 1 1

1
A �

0
@ 1 1 2 4

0 1 2 2
0 1 0 4

1
A �

0
@ 1 1 2 4

0 1 2 2
0 0 3 2

1
A :

Vidíme, ¾e A je regulární (odstupòovaný tvar je horní trojúhelníková matice s nenulovými prvky na diagonále),
tak¾e B je báze podle poznámky za pøíkladem 5.41. Øe¹ením soustavy je

x = [w]B =

0
@ 2

4
4

1
A :

Pro kontrolu mù¾eme ovìøit, ¾e skuteènì platí w = 2v1 + 4v2 + 4v3.

Korespondence mezi vektory a souøadnicemi ve zvolené bázi je je¹tì tìsnìj¹í, zachovává toti¾ operace vektorového
prostoru. Konkrétnì, souøadnice souètu vektorù ve V (vzhledem k B) jsou rovny souètu jejich souøadnic (vzhledem
k B) v prostoru Tn. Podobnì pro násobení skalárem.

Tvrzení 5.64. Nech» B = (v1;v2; : : : ;vn) je báze vektorového prostoru V nad tìlesem T, nech» u;w 2 V a t 2 T .
Pak platí
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(1) [u+w]B = [u]B + [w]B a
(2) [tu]B = t[u]B

Na levých stranách vystupují operace v prostoru V, na pravých stranách jsou operace v Tn.

Dùkaz. Je-li [u]B = (a1; a2; : : : ; an)
T a [w]B = (b1; b2; : : : ; bn)

T , pak podle de�nice souøadnic platí

u = a1v1 + a2v2 + � � �+ anvn; w = b1v1 + b2v2 + � � �+ bnvn :

Seètením a úpravou získáme

u+w = (a1 + b1)v1 + (a2 + b2)v2 + � � �+ (an + bn)vn ;

co¾ podle de�nice znamená [u+w]B = (a1 + b1; a2 + b2; : : : ; an + bn)
T = [u]B + [v]B .

Druhá èást tvrzení je rovnì¾ snadné cvièení. �

Pøíklad 5.65. V prostoru V = h(1; 2; 3); (4; 5; 6)i � R3 uva¾ujme bázi B = ((1; 2; 3)T ; (4; 5; 6)T ) a vektory u;w se
souøadnicemi (1; 2)T , (3;�1)T vzhledem k B:

u =

0
@ 9

12
15

1
A ; [u]B =

�
1
2

�
; w =

0
@ �1

1
3

1
A ; [w]B =

�
3
�1

�
:

Souètem u a w je vektor (8; 13; 18)T , jeho souøadnice vzhledem k B jsou (1; 2)T + (3;�1)T = (4; 1)T . Skuteènì,
4 � (1; 2; 3)T + 1 � (4; 5; 6)T = (8; 13; 18)T .

Teï ji¾ vidíme pøesný význam hesla þv¹echny koneènì generované vektorové prostory jsou v podstatì Tnÿ.
Zvolíme-li v prostoru bázi B, mù¾eme místo pùvodních vektorù poèítat s jejich souøadnicemi vzhledem k B a tím
se v¹e pøevádí do Tn. Otázku, jak se souøadnice mìní pøi pøechodu od báze B k jiné bázi, vyøe¹íme v kapitole 7 o
lineárních zobrazení.

Do Tn mù¾eme pøevádìt celé podmno¾iny, tj. pro X � V de�nujeme

[X]B = f[v]B : v 2 Xg � Tn :

Tento pøechod také zachovává dùle¾ité vlastnosti, jako lineární nezávislost, generování, báze, apod. Dùkaz tohoto
pozorování pøenecháme jako cvièení.

Pozorování 5.66. Nech» B je báze vektorového prostoru V nad tìlesem T dimenze n. Pak platí

(1) posloupnost (v1;v2; : : : ;vk) je lineárnì nezávislá veV právì tehdy, kdy¾ je posloupnost ([v1]B ; [v2]B ; : : : ; [vk]B)
lineárnì nezávislá v Tn;

(2) mno¾ina X generuje V právì tehdy, kdy¾ [X]B generuje Tn;
(3) posloupnost (v1;v2; : : : ;vk) je báze V právì tehdy, kdy¾ je posloupnost ([v1]B ; [v2]B ; : : : ; [vk]B) báze Tn.

5.5. Dimenze podprostorù urèených maticí, soustavy rovnic podruhé.
K matici A nad tìlesem T typu m� n máme pøiøazeny øádkový a sloupcový prostor ImAT � Tn a ImA � Tm.

Uká¾eme, ¾e mají stejnou dimenzi. Dále dáme do souvislosti dimenzi prostoru KerA � Tn a ImA, a podíváme
se je¹tì jednou na øe¹ení soustav lineárních rovnic v terminologii zavedené v této kapitole. V této èásti budou
vystupovat pouze aritmetické vektorové prostory a jejich podprostory.

5.5.1. Bázové sloupce matice. Po pøevodu soustavy lineárních rovnic elementárními øádkovými úpravami do od-
stupòovaného tvaru jsme rozdìlili promìnné na bázové a volné (parametry). Nyní uká¾eme, ¾e toto rozdìlení nezávisí
na konkrétních provedených úpravách, ale pouze na pùvodní soustavì (viz tvrzení 5.71). Výsledek samozøejmì for-
mulujeme v jazyku matic.

De�nice 5.67. Nech» A je matice nad T. Øíkáme, ¾e i-tý sloupec matice A je bázový, pokud není lineární kombinací
pøedchozích sloupcù, tj. pokud platí

A�i 62


A�1; A�2; : : : ; A�(i�1)

�
:

Pojmenování ospravedlòuje skuteènost, ¾e bázové sloupce tvoøí bázi sloupcového prostoru matice. To si rozmyslete
jako cvièení.

Pozorování 5.68. Pro libovolnou matici A tvoøí bázové sloupce bázi sloupcového prostoru. Speciálnì, dimenze
ImA je rovna poètu bázových sloupcù.
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Pøíklad 5.69. V matici 0
@ 0 1 2 3 4

0 3 6 3 6
0 �2 �4 4 2

1
A

je bázový druhý a ètvrtý sloupec. První, tøetí ani pátý sloupec není bázový. Je to vidìt u prvního a tøetího sloupce,
pátý je souètem druhého a ètvrtého, tak¾e také není bázový.

Za okam¾ik uká¾eme, ¾e øádkové úpravy neovlivòují skuteènost, zda je sloupec bázový nebo ne. Nejdøíve ale
uká¾eme, ¾e bázové sloupce matice v odstupòovaném tvaru jsou právì sloupce obsahující pivoty.

Tvrzení 5.70. Bázové sloupce matice A nad T typu m�n v odstupòovaném tvaru jsou právì sloupce k1, k2, . . . ,
kr, kde r; k1; : : : ; kr jsou parametry z de�nice 2.10 odstupòovaného tvaru.

Dùkaz. OBRAZEK
Pro j = 1; 2; : : : ; n oznaème Wj lineární obal prvních j sloupcù, tj. Wj = hA�1; A�2; : : : ; A�ji : Dále nech» Vj je

následující podprostor Tm:

Vj = f(x1; x2; : : : ; xj ; 0; 0; : : : ; 0) : x1; x2; : : : ; xj 2 Tg :

Pro libovolné i je Wki�1 podprostorem prostoru Vi�1. Sloupec A�ki do tohoto prostoru nepatøí, tak¾e je bázový.
Zbývá ukázat, ¾e ostatní sloupce bázové nejsou. Za tím úèelem si v¹imneme, ¾e Wki = Vi pro libovolné i. Je

to proto, ¾e za prvé (A�k1 ; A�k2 ; : : : ; A�ki) je lineárnì nezávislá posloupnost (¾ádný z vektorù v posloupnosti není
lineární kombinací pøedchozích, tak¾e posloupnost je lineárnì nezávislá podle cvièení ??), èili dim(Wki) � i, a za
druhé dim(Vi) = i. Prostor Wi dimenze alespoò i je podprostorem Vi dimenze i, tak¾e skuteènì platí Wki = Vi
podle tvrzení 5.59.

Nyní ji¾ dùkaz dokonèíme snadno. Sloupce A�1; A�2; : : : ; A�k1�1 jsou celé nulové, tak¾e nejsou bázové. Sloupce
A�(k1+1); A�(k1+2); : : : ; A�(k2�1) nejsou bázové, proto¾e patøí do V2, tedy i do Wk1 , atd. �

Tvrzení 5.71. Nech» A je matice nad tìlesem T typu m � n a R je regulární matice øádu m. Pak pro libovolné
i 2 f1; 2; : : : ; ng platí, ¾e i-tý sloupec matice A je bázový právì tehdy, kdy¾ je bázový i-tý sloupec matice RA.

Dùkaz. Tvrzení je dùsledkem de�nice a pozorování, ¾e matice Amá stejné lineární závislosti mezi sloupci jako matice
RA (toho jsme si v¹imli v poznámce za tvrzením 5.59). Ob¹írnìji, i-tý sloupec matice A je bázový právì tehdy,
kdy¾ není lineární kombinací pøedchozích sloupcù, tj. právì tehdy, kdy¾ A(a1, . . . , ai�1, 1, 0, 0, . . . ; 0)T = o pro
nìjaké prvky a1; : : : ; ai�1 2 T . To nastane právì tehdy, kdy¾ RA(a1, . . . , ai�1, 1, 0, 0, . . . , 0)T = o. (Pøipomeòme,
¾e implikaci zprava doleva v této ekvivalenci lze dokázat napøíklad vynásobením zleva maticí R�1.) �

Pøíklad 5.72. Jako ilustraci provedeme v pøedchozím pøíkladu Gaussovu eliminaci a pøesvìdèíme se, ¾e bázové
sloupce jsou právì sloupce obsahující pivoty.0

@ 0 1 2 3 4
0 3 6 3 6
0 �2 �4 4 2

1
A �

0
@ 0 1 2 3 4

0 0 0 �6 �6
0 0 0 10 10

1
A �

0
@ 0 1 2 3 4

0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

1
A

5.5.2. Hodnost. Z dokázaného tvrzení je ji¾ jen krok k dùkazu, ¾e sloupcový a øádkový prostor matice mají stejnou
dimenzi. Této dimenzi øíkáme hodnost matice.

Vìta 5.73. Pro libovolnou matici A platí dim(ImA) = dim(ImAT ).

Dùkaz. My¹lenka je taková, ¾e pro matice v odstupòovaném tvaru tvrzení platí a ani jedna dimenze se øádkovými
úpravami nemìní, tak¾e tvrzení platí pro jakoukoliv matici.

Detailnìji. Ka¾dou matici lze elementárními øádkovými úpravami pøevést do odstupòovaného tvaru. Jinými slovy,
existuje regulární matice R taková, ¾e RA je v odstupòovaném tvaru. Dimenze sloupcového prostoru matice A i
RA je poèet bázových sloupcù (viz pozorování 5.68), tyto dimenze jsou stejné (viz tvrzení 5.71) a rovnají se poètu
nenulových øádkù matice RA (viz tvrzení 5.70).

Dimenze øádkového prostoru matice RA je také rovna poètu nenulových øádkù, proto¾e nenulové øádky tvoøí
lineárnì nezávislou posloupnost (viz tvrzení 5.33), která zøejmì generuje øádkový prostor. Ale násobení regulární
maticí zleva nemìní lineární obal øádkù (viz tvrzení 5.22), speciálnì, dimenze øádkového prostoru matice RA je
stejná jako dimenze øádkového prostoru matice A. �

De�nice 5.74. Hodností matice A rozumíme dimenzi øádkového (sloupcového) prostoru matice A. Znaèíme
rank(A).

Shrneme nìkteré dùle¾ité triviální dùsledky do pozorování.
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Pozorování 5.75. Pro libovolnou matici A platí rank(A) = rank(AT ). Hodnost se nemìní elementárními øádkovými
ani sloupcovými úpravami. Hodnost matice v øádkovì odstupòovaném tvaru je rovna poètu nenulových øádkù.

Poslední vìta pozorování také vysvìtluje volbu písmena r pro poèet nenulových øádkù v odstupòovaném tvaru.

Pøíklad 5.76. V závislosti na a; b 2 Z3 urèíme dimenzi prostoru

Va;b =

*0@ a
1
2

1
A ;

0
@ 1

b
2

1
A ;

0
@ 1

2
1

1
A+ � Z33 ;

pøièem¾ nás nebude zajímat konkrétní báze.
Vektory si napí¹eme do øádkù nebo sloupcù a urèíme hodnost matice. Pøitom mù¾eme vyu¾ívat jak øádkové, tak

sloupcové úpravy. Zvolíme napøíklad øádky.0
@ a 1 2

1 b 2
1 2 1

1
A �

0
@ 1 2 1

a 1 2
1 b 2

1
A �

0
@ 1 2 1

2 1 a
2 b 1

1
A �

�
0
@ 1 2 1

0 0 a+ 1
0 b+ 2 2

1
A �

0
@ 1 2 1

0 b+ 2 2
0 0 a+ 1

1
A

V první úpravì jsme pøeuspoøádali øádky a v druhé jsem prohodili sloupce. Bývá toti¾ výhodnìj¹í mít parametry
co nejvíce vpravo dole, aby se do úprav dostaly co nejpozdìji. Následnì jsme vyeliminovali první sloupec a nakonec
je¹tì prohodili øádky.

Pokud b 6= 1 a a 6= 2, pak je matice v odstupòovaném tvaru se tøemi nenulovými øádky a dim(Va;b) = 3. Pokud
b 6= 1 a a = 2, pak je matice rovnì¾ v odstupòovaném tvaru tentokrát s dvìma nenulovými øádky a dim(Va;b) = 2.
Pokud b = 1, pak mù¾eme je¹tì upravit (pozor, v tomto pøípadì je matice v odstupòovaném tvaru pouze kdy¾
a = 2!) 0

@ 1 2 1
0 0 2
0 0 a+ 1

1
A �

0
@ 1 2 1

0 0 2
0 0 0

1
A

a dimenze je 2.
Shrnutí: Pokud b 6= 1 a a 6= 2 je dim(Va;b) = 3, ve v¹ech ostatních pøípadech je dim(Va;b) = 2.

Hodnost matice A je rovná dimenzi obrazu pøíslu¹ného zobrazení fA. Máme-li je¹tì matici B, aby byl de�nován
souèin AB, pak hodnost AB je rovná dimenzi obrazu zobrazení fAB . Ale obraz zobrazení fAB = fA � fB je
podprostorem obrazu zobrazení fA, tak¾e hodnost AB je men¹í nebo rovna hodnosti A. Tuto nerovnost a obdobnou
nerovnost pro násobení zleva doká¾eme algebraicky.

Tvrzení 5.77. Nech» A je matice nad T typu m� n a B matice nad T typu n� p. Pak platí

rank(AB) � rank(A); rank(AB) � rank(B) :

Dùkaz. Opìt pou¾ijeme tvrzení 4.14 o pohledu na násobení jako poèítání lineárních kombinací. Dostáváme Im (AB) �
Im (A), tak¾e rank(AB) � rank(A) (podle tvrzení 5.59 o dimenzi podprostoru). Podobnì Im (AB)T � ImBT , tak¾e
rank(AB)T � rank(BT ), z toho plyne rank(AB) � rank(B). �

Dùsledek 5.78. Nech» A je matice nad T typu m � n a R je regulární matice nad T øádu m. Pak rank(RA) =
rank(A). Podobnì pro násobení regulární maticí zprava.

Dùkaz. Podle pøedchozího tvrzení platí rank(RA) � rank(A), ale také rank(A) = rank(R�1(RA)) � rank(RA). �

Pomocí hodnosti mù¾eme také doplnit charakterizaci regulárních matic dokázanou ve vìtì 4.30. Uva¾ujme ètver-
covou matici A nad T øádu n. Bod (2) ve vìtì øíká, ¾e fA je zobrazení na, neboli Ax = b má øe¹ení pro ka¾-
dou pravou stranu, neboli ImA = Tn (sloupce generují Tn), co¾ nastane podle tvrzení 5.59 právì tehdy, kdy¾
dim(ImA) = rank(A) = n. Bod (4) øíká, ¾e Ax = o má jediné øe¹ení, neboli sloupce A jsou lineárnì nezávislé.
Proto¾e rank(A) = rank(AT ) mù¾eme podobné charakterizace formulovat i pro øádky. Dostáváme následující pozo-
rování.

Pozorování 5.79. Nech» A je ètvercová matice nad T øádu n. Následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(1) A je regulární.
(2) rank(A) = n.
(3) Sloupce (øádky) matice A jsou lineárnì nezávislé.
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(4) Sloupce (øádky) matice A generují Tn.
(5) Sloupce (øádky) matice A tvoøí bázi Tn.

V¹imnìte si, ¾e ekvivalence sloupcových (a øádkových) verzí také plyne z pozorování 5.57.

Pøíklad 5.80. Uká¾eme øe¹ení jedné kombinatorické úlohy pomocí hodnosti matice. Pøíklad byl pøevzat ze sbírky
©estnáct miniatur Jiøího Matou¹ka, kde jsou popsány nìkteré zajímavé aplikace lineární algebry v jiných oborech.
Lze ji najít na domovské stránce autora.

Ve mìstì ¾ije n obèanù, kteøí jsou sdru¾eni v m klubech. Podle vyhlá¹ky mìstské rady má ka¾dý klub lichý poèet
èlenù, zatímco pro ka¾dé dva rùzné kluby musí být poèet spoleèných èlenù sudý. Doká¾eme, ¾e v této situaci je
m � n, tedy klubù není více ne¾ obèanù.

Obèany oznaèíme èísly 1; 2; : : : ; n a kluby èísly 1; 2; : : : ;m. Utvoøíme matici A = (aij) typu m � n nad tìlesem
Z2 tak, ¾e aij = 1, pokud obèan j je v klubu i, a aij = 0, jinak. Ka¾dý øádek tedy popisuje èleny jednoho klubu,
má na j-té pozici jednièku právì tehdy, kdy¾ obèan j je jeho èlenem. Napøíklad

A =

0
@ 1 1 1 0 0

0 1 1 1 0
0 0 0 0 1

1
A

popisuje situaci, kdy ve mìstì je 5 obèanù a 3 kluby. Èleny klubu 1 jsou obèané 1; 2; 3, èleny klubu 2 jsou obèané
2; 3; 4 a jediným èlenem klubu 3 je obèan 5. V¹imnìte si, ¾e tato situace je v souladu s vyhlá¹kou mìstské rady.

Spoèítáme souèin matic AAT = (bkl). Prvek na místì kl je souètem n sèítancù ak1al1 + ak2al2 + � � � + aknaln.
Sèítanec akmalm je roven jedné právì tehdy, kdy¾ obèan m je v obou klubech k; l, jinak je roven nule. Poèítáme v
Z2, tak¾e celý souèet je roven jedné, pokud je poèet spoleèných èlenù klubù k a l lichý, jinak je roven nule. Vyhlá¹ku
nyní mù¾eme pøeformulovat tak, ¾e akk = 1 a akl = 0 pro libovolná k 6= l. Jinými slovy AAT = Im.

Hodnost matice A je nejvý¹ n, proto¾e hodnost nemù¾e být vy¹¹í ne¾ poèet sloupcù. Z tvrzení 5.77 o hodnosti
souèinu dostaneme

rank(A) � rank(AAT ) = rank(Im) = m :

Celkovì n � rank(A) � m a jsme hotovi.

5.5.3. Je¹tì jednou soustavy rovnic, dimenze jádra a obrazu. Nyní si zopakujeme rùzné pohledy na øe¹ení soustav
lineárních rovnic a utøídíme ji¾ známé skuteènosti o existenci a tvaru øe¹ení. Vìt¹ina tvrzení ji¾ byla dokázána (hlavnì
ve vìtì 2.14), pøesto nìkteré dùkazy struènì zopakujeme, aby vynikla elegance a u¾iteènost pojmù zavedených v
této kapitole. (Navíc vìta 2.14 byla formulována jen nad reálnými èísly, formálnì jsme ji nedokazovali pro pøípad
libovolného tìlesa.)

Budeme pøedpokládat, ¾e A je matice nad tìlesem T typu m � n a b 2 Tm. Na øe¹ení soustavy Ax = b se
mù¾eme dívat nìkolika zpùsoby:

(1) Hledání prùniku m þnadrovinÿ v prostoru Tn (ka¾dá rovnice, neboli øádek matice A, urèuje jednu þnadro-
vinuÿ).

(2) Hledání koe�cientù lineárních kombinací sloupcù matice A, jejím¾ výsledkem je b.
(3) Urèování vzoru vektoru b pøi zobrazení fA.

Pomocí pojmu hodnost mù¾eme formulovat kritérium øe¹itelnosti.

Vìta 5.81 (Frobeniova vìta). Soustava Ax = b má øe¹ení právì tehdy, kdy¾ rank(A) = rank(A j b).
Dùkaz. Rovnost Ax = b je pro nìjaké x 2 Tn splnìna právì tehdy, kdy¾ b je lineární kombinací sloupcù matice
A, co¾ platí právì tehdy, kdy¾ ImA = Im (A j b). Uvá¾íme-li, ¾e ImA � Im (A j b), vidíme, ¾e podprostory jsou
rovny právì tehdy, kdy¾ se rovnají jejich dimenze (viz tvrzení 5.59). �

Prakticky, hodnosti vidíme z odstupòovaného matice soustavy, proto¾e hodnost je rovna poètu nenulových øádkù
v odstupòovaném tvaru, tak¾e kritérium ve Frobeniovì vìtì se shoduje s pøedchozím kritériem na øe¹itelnost (nee-
xistence øádku tvaru (0; 0; : : : ; 0; a), a 6= 0 v odstupòovaném tvaru).

Tvar øe¹ení je urèený øe¹ením pøíslu¹né homogenní soustavy. Øe¹ením je v¾dy posunutí podprostoru o nìjaký
vektor, tedy obecný rovný útvar.

Tvrzení 5.82. Pokud je soustava Ax = b øe¹itelná, pak mno¾ina v¹ech jejích øe¹ení je rovná mno¾inì

u+KerA = fu+w : w 2 KerAg ;

kde u je libovolné (partikulární) øe¹ení soustavy.
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Dùkaz. Libovolný vektor tvaru u+w, w 2 KerA je øe¹ením soustavy, proto¾e A(u+w) = Au+Aw = b+ o = b

(dokázali jsme vlastnì (p3) z vìty 2.14).
Naopak, pokud v øe¹í soustavu Av = b, pak v 2 u+KerA, proto¾e v = u+(v�u) a vektor v�u le¾í v KerA,

jak ukazuje výpoèet A(v � u) = Av �Au = b� b = o (zde znovu dokazujeme (p4) z vìty 2.14). �

Prostor KerA mù¾eme urèit nalezením jeho báze. Oznaème j1 < j2 < � � � < jn�r nebázové sloupce matice A
(pøíslu¹ným promìnné nazýváme volné). Ka¾dý prvek x = (x1; : : : ; xn) 2 KerA (neboli ka¾dé øe¹ení homogenní
soustavy Ax = o) je jednoznaènì urèen vektorem (xj1 ; xj2 ; : : : ; xjn�r ) 2 Tn�r (a naopak, libovolný vektor v Tn�r

urèuje jedno øe¹ení). Toto jsme nahlédli v pozorování 2.13 pou¾itím odstupòovaného tvaru, mù¾eme to ale dokázat
pøímo z de�nice bázových sloupcù (viz cvièení).

Bázi KerA mù¾eme získat volbou nìjaké báze Tn�r (ve vìtì 2.14 jsme pou¾ili kanonickou bázi) a dopoèítáním
zbylých slo¾ek (prakticky provedeme z odstupòovaného tvaru; ve vìtì 2.14 jsme výsledné vektory znaèili v(p)).
Dimenze n� r prostoru KerA je rovná poètu nebázových sloupcù, ta je rovná poèet v¹ech sloupcù (to je n) minus
poèet bázových (to je hodnost r matice A). Po úpravì dostáváme vìtu o dimenzi jádra a obrazu.

Vìta 5.83 (Vìta o dimenzi jádra a obrazu). Pro libovolnou matici A nad T typu m� n platí

dim(KerA) + dim(ImA) = n ( = dim(KerA) + rank(A) ) :

Pøíklad 5.84. Vrátíme se k soustavì z èásti 2.3.4.0
@ 0 0 1 0 2 �3

2 4 �1 6 2 1
1 2 �1 3 0 2

1
A :

Pøevodem do odstupòovaného tvaru jsme získali0
@ 1 2 �1 3 0 2

0 0 1 0 2 �3
0 0 0 0 0 0

1
A :

Vidíme, ¾e dim(ImA) = rank(A) = rank(A j b) = 2, tak¾e soustava je øe¹itelná. Dimenze KerA je 6 � 2 = 4.
Partikulární øe¹ení získáme dopoèítáním z libovolné volby volných promìnných. V 2.3.4 jsme zvolili nulový vektor
a dostali jsme vektor (�1; 0;�3; 0; 0)T . Bázi KerA získáme dopoèítáním z nìjaké báze T 3. V 2.3.4 jsme volili
kanonickou bázi T 3 a získali jsme následující báziKerA: ((�2; 1; 0; 0; 0)T , (�3; 0; 0; 1; 0)T , (�2; 0;�2; 0; 1)T ). Celkovì
mù¾eme øe¹ení psát ve tvaru 0

BBBB@
�1
0
�3
0
0

1
CCCCA+

*0BBBB@
�2
1
0
0
0

1
CCCCA ;

0
BBBB@

�3
0
0
1
0

1
CCCCA ;

0
BBBB@

�2
0
�2
0
1

1
CCCCA
+
:

Podívejme se je¹tì na geometrickou interpretaci vìty o dimenzi jádra a obrazu. Matice A urèuje zobrazení
fA : Tn ! Tm. Dimenze jádra urèuje dimenzi prostoru vektorù, které se zobrazí na nulový vektor. To si mù¾eme
pøedstavovat jako poèet dimenzí, které zobrazení fA þzkolabujeÿ do bodu. Vìtu lze nyní interpretovat tak, ¾e
dimenze obrazu je rovná dimenzi prostoru, který zobrazujeme (n) minus poèet zkolabovaných dimenzí. Napøíklad
pokud fA : R3 ! R3 je projekce na nìjakou rovinu, pak dim(KerA) = 1 a rank(A) = dim(ImA) = 2. Pro zobrazení
fA : R2 ! R3 (viz obrázek ??), které þvìrnìÿ zobrazuje rovinu do nìjaké roviny v R3, je dim(KerA) = 0 a
rank(A) = 2.

5.6. Prùnik a souèet podprostorù.
Prùnik dvou i více podprostorù nìjakého vektorového prostoru je v¾dy podprostor.

Tvrzení 5.85. Jsou-li Vi; i 2 I podprostory vektorového prostoru V, pak
T
i2I Vi je podprostorem V.

Dùkaz. Staèí ovìøit, ¾e prùnik je neprázdný a je uzavøený na sèítání a násobení skalárem (viz tvrzení 5.6). Prùnik je
neprázdný, proto¾e obsahuje nulový vektor. Jsou-li u;w dva vektory z prùniku, pak pro ka¾dé i 2 I platí u;w 2 Vi.
Proto¾e Vi jsou podprostory, platí u+w 2 Vi pro ka¾dé i 2 I. To ale znamená, ¾e u+w le¾í v prùniku podprostorù
Vi. Uzavøenost na násobení skalárem se doká¾e podobnì. �

Sjednocení dvou podprostorù je zøídkakdy podprostorem. Napøíklad sjednocení dvou rùzných pøímek v R2 zøejmì
není podprostorem, proto¾e není uzavøené na sèítání. Nejmen¹í podprostor obsahující dané podprostory nazýváme
jejich souèten.
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De�nice 5.86. Nech» Vi; i 2 I jsou podprostory vektorového prostoru V. Souètem (té¾ spojením) podprostorù
Vi; i 2 I rozumíme lineární obal jejich sjednocení, znaèíme jej

P
i2I Vi, tj.X

i2I
Vi =

*[
i2I

Vi

+
:

Souèet podprostorù V1; V2; : : : ; Vk také znaèíme V1 + V2 + � � �+ Vk.

Jako cvièení doka¾te, ¾e souèet je asociativní.
Pøi tvorbì lineárního obalu staèí sjednocení V1 [ V2 [ � � � [ Vk uzavøít na souèty vektorù z rùzných podprostorù,

tj. platí
V1 + V2 + � � �+ Vk = fv1 + v2 + � � �+ vk : v1 2 V1; v2 2 V2; : : : ; vk 2 Vkg :

Dùkaz pøenecháme jako cvièení. Rovnì¾ si v¹imnìme, ¾e sjednocením mno¾iny generátorù prostoru U a mno¾iny
generátorù prostoru V je mno¾ina generátorù prostoru U+V.

Pro dimenze dvou podprostorù a jejich souètu a prùniku platí podobný vztah jako pro poèty prvkù ve dvou
mno¾inách a jejich sjednocení a prùniku.

Vìta 5.87 (Vìta o dimenzi souètu a prùniku). Pro libovolné dva koneènì generované podprostory U;V vektorového
prostoru W platí

dim(U) + dim(V) = dim(U \V) + dim(U+V) :

Dùkaz. Prostor U \V je podprostorem koneènì generovaného prostoru U, proto je koneènì generovaný (viz tvr-
zení 5.59). Vezmeme libovolnou bázi B = (w1, w2, . . . , wk) prùniku U \V (báze existuje v libovolném koneènì
generovaném prostoru podle dùsledku 5.48). Mno¾ina B je lineárnì nezávislá v prostoru U, tak¾e ji mù¾eme do-
plnit na bázi C = (w1;w2; : : : ;wk;u1;u2; : : : ;ul) prostoru U (viz dùsledek 5.54). Podobnì doplníme B na bázi
D = (w1;w2; : : : ;wm;v1;v2; : : : ;vm) prostoru V.

Uká¾eme, ¾e E = (w1;w2; : : : ;wk;u1; : : : ;ul;v1;v2; : : : ;vm) je báze U + V. Posloupnost E generuje U + V

podle poznámky nad vìtou (cvièení ??). Zbývá ukázat, ¾e E je lineárnì nezávislá. Pøedpokládejme, ¾e

kX
i=1

aiwi +

lX
i=1

biui +

mX
i=1

civi = o :

Chceme dokázat, ¾e v¹echny koe�cienty jsou nutnì nulové. Vztah drobnì upravíme.
lX

i=1

biui = �
mX
i=1

civi �
kX
i=1

aiwi

Vektor u =
Pl

i=1 biui le¾í v prostoru U a také le¾í, podle odvozeného vztahu, v lineárním obalu vektorù
v1; : : : ;vm; w1; : : : ;wk, èili v prostoru V. Vektor u tedy le¾í v prùniku U \ V a proto jej lze vyjádøit jako li-
neární kombinaci vektorù w1; : : : ;wk báze B.

u =

kX
i=1

diwi

Z toho získáme následující vyjádøení o jako lineární kombinaci prvkù C:

o =

kX
i=1

diwi �
lX

i=1

biui ;

tak¾e b1 = b2 = � � � = bl = d1 = d2 = � � � = dk = 0, proto¾e C je lineárnì nezávislá. .
Podobnì bychom dokázali, ¾e koe�cienty c1, c2, . . . , cm jsou rovnì¾ v¹echny nulové. Nyní ale a1 = a2 = � � � =

ak = 0, proto¾e B je lineárnì nezávislá. �

Vìta se geometricky dobøe pøedstaví, kdy¾ si ze vztahu vyjádøíme dimenzi souètu podprostorù jako souèet
dimenzí jednotlivých prostorù minus dimenze spoleèné èásti (prùniku). Vìta se mù¾e hodit tøeba pøi urèování
dimenze prùniku, proto¾e dimenze prostorù a jejich souètu nebývá problém spoèítat.

Pøíklad 5.88. Urèíme dimenzi prùniku podprostorù U;V � Z45.

U =

*0BB@
2
1
0
3

1
CCA ;

0
BB@

3
4
2
1

1
CCA ;

0
BB@

3
4
3
3

1
CCA
+
; V =

*0BB@
2
3
4
1

1
CCA ;

0
BB@

4
4
0
1

1
CCA
+
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Dimenzi U a V zjistíme tím, ¾e si vektory napí¹eme do øádkù a øádkovými úpravami pøevedeme do odstupòovaného
tvaru (víme, ¾e hodnost se nemìní ani sloupcovými úpravami, my ale pozdìji vyu¾ijeme toho, ¾e øádkové úpravy
nemìní lineární obal øádkù).0

@ 2 1 0 3
3 4 2 1
3 4 3 3

1
A �

0
@ 2 1 0 3

0 0 2 4
0 0 3 1

1
A �

0
@ 2 1 0 3

0 0 2 4
0 0 0 0

1
A = A

�
2 3 4 1
4 4 0 1

�
�
�

2 3 4 1
0 3 2 4

�
= B

Vidíme, ¾e dim(U) = 2 a dim(V) = 2. Nenulové øádky matice A generují U a øádky matice B generují V (proto¾e
elementární øádkové úpravy nemìní lineární obal), tak¾e dohromady máme mno¾inu generátorù U+V, která u¾ je
èásteènì upravená. Dokonèíme Gaussovu eliminaci.0

BB@
2 1 0 3
0 0 2 4
2 3 4 1
0 3 2 4

1
CCA �

0
BB@

2 1 0 3
0 0 2 4
0 2 4 3
0 3 2 4

1
CCA �

0
BB@

2 1 0 3
0 2 4 3
0 0 2 4
0 3 2 4

1
CCA �

�

0
BB@

2 1 0 3
0 2 4 3
0 0 2 4
0 0 1 2

1
CCA �

0
BB@

2 1 0 3
0 2 4 3
0 0 2 4
0 0 0 0

1
CCA

Vidíme, ¾e dim(U+V) = 3. Z vìty o dimenzi souètu a prùniku dostáváme

dim(U \V) = dim(U) + dim(V)� dim(U+V) = 2 + 2� 3 = 1 :

Pøíklad 5.89. Doká¾eme, ¾e prùnikem dvou rùzných podprostorù U;V dimenze 2 (rovin) v prostoru W dimenze
3 (napø. R3) je podprostor dimenze 1 (pøímka).

Proto¾e podprostory U a V jsou rùzné, U je vlastním podprostorem U + V. Podle tvrzení 5.59 o dimenzi
podprostorù máme 2 = dimU < dim(U+V) � dim(W) = 3, tak¾e dimenze souètu je 3 (souèet je podle stejného
tvrzení celý prostor W). Z vìty o dimenzi souètu a prùniku teï mù¾eme spoèítat

dim(U \V) = dim(U) + dim(V)� dim(U+V) = 2 + 2� 3 = 1 :

Na rozdíl od sjednocení a prùniku, pro souèet a prùnik neplatí distributivní zákony. Z toho dùvodu také
neplatí þpøímoèaré zobecnìníÿ vìty o dimenzi souètu a prùniku na pøípad tøí podprostorù, viz cvièení.

Jak jsme si ji¾ v¹imli, ka¾dý vektor v souètu V = V1+V2+� � �+Vk lze psát jakou souèet v1+v2+� � �+vk. Pokud
je tento zápis jednoznaèný hovoøíme o direktním souètu. Tento pojem je obdobou pojmu báze pro podprostory.

De�nice 5.90. Øíkáme, ¾eV je direktním souètem podprostorùV1;V2; : : : ;Vk, pokud jsou splnìny dvì podmínky.

(1) V = V1 +V2 + � � �+Vk

(2) Vi \ (V1 +V2 + � � �+Vi�1 +Vi+1 +Vi+2 + � � �+Vk) = fog pro libovolné i 2 f1; 2; : : : ; kg.
Skuteènost, ¾e V je direktním souètem V1;V2; : : : ;Vk zapisujeme

V = V1 �V2 � � � � �Vk :

Pro dva podprostory V1;V2 se podmínky zjednodu¹í na V1 +V2 = V a V1 \V2 = fog
Tvrzení 5.91. Nech» V1;V2; : : : ;Vk jsou podprostory vektorového prostoru V. Pak následující tvrzení jsou ekvi-
valentní.

(1) V = V1 �V2 � � � � �Vk:
(2) Ka¾dý vektor v 2 V lze zapsat právì jedním zpùsobem ve tvaru v = v1 + v2 + � � � + vk, kde vi 2 Vi pro

ka¾dé i 2 f1; 2; : : : ; kg.
Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e V = V1 + V2 + � � � + Vk. Pak V je souètem podprostorù V1, V2, . . . , Vk, tak¾e
ka¾dý vektor v 2 V lze zapsat ve tvaru v = v1 + v2 + � � � + vk, kde vi 2 Vi pro ka¾dé i 2 f1; 2; : : : ; kg. K dùkazu
jednoznaènosti uva¾ujme dvì taková vyjádøení

v = v1 + v2 + � � �+ vk = v01 + v02 + � � �+ v0k :

Pro ka¾dé i 2 f1; 2; : : : ; kg le¾í vektor vi � v0i v prostoru Vi, ale také v souètu zbylých podprostorù, jak je vidìt z
vyjádøení

vi � v0i = (v1 � v01) + (v2 � v2)0 + � � �+ (vi�1 � v0i�1) + (vi+1 � v0i+1) + � � �+ (vk � v0k) :
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Podle podmínky (2) z de�nice direktního souètu platí vi � v0i, èili vi = v0i.
Pøedpokládejme naopak, ¾e platí podmínka (2). Pak V = V1 +V2 + � � �+Vk. Pro spor pøedpokládejme, ¾e pro

nìjaké i existuje nenulový vektor u v prùniku Vi a
P

j 6=iVj . Pak existují a1; a2; � � � 2 T taková, ¾e

u = a1v1 + a2v2 + � � �+ ai�1vi�1 + 0vi + ai+1vi+1 + � � �+ akvk

= 0v1 + 0v2 + � � �+ 0vi�1 + u+ 0vi+1 + � � �+ 0vk :

Dostali jsme dvì rùzná vyjádøení vektoru u jako souèet vektorù z V1; V2; : : : ; Vk, spor. �

Direktní souèet lze chápat jako rozklad podprostoru na vzájemnì nezávislé èásti. V¹imnìte si, ¾e V je direktním
souètem jednodimenzionálních podprostorù V = hv1i� hv2i� � � � � hvki právì tehdy, kdy¾ (v1;v2; : : : ;vk) je báze.
5.7. Prostory nekoneèné dimenze.

Pro zjednodu¹ení jsme pojmy lineární nezávislosti a báze de�novali pro koneèné posloupnosti vektorù, a tím
pádem jsme mohli dokazovat nìkterá tvrzení jen pro koneènì generované prostory. V této èásti struènì probe-
reme obecný pøípad. Pøíklady prostorù, které nejsou koneènì generované, zahrnují prostor reálných funkcí reálné
promìnné, nebo reálná èísla chápaná jako vektorový prostor nad Q.

Lineární (ne)závislost a bázi de�nujeme jako indexovaný soubor vektorù:

De�nice (Zobecnìní de�nic 5.24 a 5.37). Soubor (vi : i 2 I) vektorù ve V nazýváme lineárnì závislý, pokud
nìkterý z vektorù vi je lineární kombinací ostatních vektorù vj ; j 6= i. V opaèném pøípadì øíkáme, ¾e je soubor
lineárnì nezávislý.

Bází rozumíme lineárnì nezávislý soubor generátorù.

Tato de�nice skuteènì roz¹iøuje stávající de�nici, proto¾e posloupnost n vektorù mù¾eme chápat jako soubor
indexovaný mno¾inou I = f1; 2; : : : ; ng.

Pøipomeòme, ¾e v lineární kombinaci mù¾e mít nenulový koe�cient pouze koneènì mnoho vektorù, souèet neko-
neènì mnoha vektorù nemáme de�nován. Tedy napøíklad v prostoru R! v¹ech nekoneèných posloupností reálných
èísel soubor (ei : i 2 N), kde ei = (0; 0; : : : ; 1; 0; 0; : : : ) s jednièkou na i-tém místì, negeneruje R!. Tento soubor
generuje podprostor R(!) v¹ech posloupností s koneèným poètem nenulových èlenù a je jeho bází.

Mnoho dokázaných tvrzení lze zobecnit, konkrétnì platí obdoby následujících tvrzení. Dùkazy dìlat nebudeme.

� Tvrzení 5.26 charakterizující lineární nezávislost.
� Pozorování 5.38, které øíká, ¾e ka¾dý vektor lze vyjádøit jako lineární kombinaci prvkù báze. To umo¾òuje
zavést souøadnice vektoru vzhledem k bázi. Roli aritmetických vektorových prostorù hrají prostory T(I):
Vektory jsou þskoro v¹ude nulovéÿ I-tice prvkù tìlesa I, formálnìji, soubory (ai : i 2 I), takové, ¾e v¹echna
ai 2 T a¾ na koneèný poèet jsou nulové. Operace jsou de�novány po slo¾kách. Obdoba tvrzení 5.64 o sou-
øadnicích a operacích i obdoba pozorování 5.66 o zachovávání dùle¾itých vlastností jako lineární nezávislost
platí.

� Minimální soubor generátorù je v¾dy báze (obdoba tvrzení 5.46). Obdoba dùsledku 5.47, tj. ¾e z ka¾dé
mno¾iny generátorù lze vybrat bázi platí, ale není to zøejmé, proto¾e není apriori jasné, ¾e minimální
generující podmno¾ina existuje. Speciálnì, ka¾dý koneènì generovaný vektorový prostor má bázi (obdoba
dùsledku 5.48). Poznamenejme, ¾e dùkaz vy¾aduje axiom výbìru.

� V¹echny báze mají stejnou mohutnost (obdoba dùsledku 5.51), tak¾e má smysl zavést dimenzi jako mohut-
nost libovolné báze. Rovnì¾ platí obdoba dùsledku 5.54, ¾e libovolný lineárnì nezávislý soubor lze doplnit
do báze vektory z libovolné mno¾iny generátorù. Z toho plyne obdoba dùsledku 5.55, ¾e maximální lineárnì
nezávislý soubor je báze.

� Obdoba tvrzení 5.59 platí jen èásteènì. Je pravda, ¾e podprostor má v¾dy dimenzi men¹í nebo rovnou
dimenzi pùvodního prostoru. Není ale pravda, ¾e rovnost nastane pouze tehdy, kdy¾ se prostory rovnají.
Napøíklad dimenze prostoru R(!) skoro v¹ude nulových posloupností je stejná jako dimenze jeho vlastního
podprostoru tvoøeného posloupnostmi, které zaèínají nulou.

5.8. Samoopravné kódy. Pøedstavíme základní pojmy teorie samoopravných kódù a uká¾eme si, jak se v ní
uplatòuje lineární algebra.

5.8.1. Kódy neformálnì. V roce 1947 byl v Bellových laboratoøích v provozu jeden z prvních reléových poèítaèù.
Relé byla uspoøádána do pìtic. Jednotlivé cifry 0; 1; : : : ; 9 byly reprezentovány tak, ¾e v¾dy dvojice z pìti relé byla
sepnuta a zbylá tøi nikoliv. Proto¾e existuje deset mo¾ných výbìrù dvojice prvkù z pìti, ka¾dá z dvojic reprezentovala
právì jednu cifru.

Pokud bìhem výpoètu do¹lo k nìjaké chybì, projevila se tak, ¾e v nìjakì pìtici relé byl poèet sepnutých relé
rùzný od dvou. Poèítaè to zaregistroval a zastavil se. V té chvíli nastoupila obsluha, nìjakým zpùsobem zjistila,
jaká dvojice relé má být správnì sepnuta, ruènì to zaøídila, a spustila pokraèování výpoètu.
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V re¾imu bez obsluhy (mimo pracovní dobu) poèítaè výpoèet ukonèil a ze zásobníku programù vzal ten násle-
dující. Toto ukonèování výpoètu bez náhrady motivovalo Richarda W. Hamminga (1915-1998) k návrhu prvních
samoopravných kódù.

Bellùv poèítaè pracoval s desetiprvkovou abecedou 0; 1; : : : ; 9. Ka¾dou z tìchto cifer reprezentoval pomocí po-
sloupnosti pìti nul a jednotek: 00110; 01010, atd. Binární vyjádøení prvkù nìjaké abecedy jako posloupnosti nul a
jednotek je v souèasnosti tak bì¾né, ¾e je pova¾ujeme za samozøejmé. Tak napøíklad odpovìdi v testu s výbìrem
ze ètyø mo¾ností a; b; c; d mù¾eme pøelo¾it do binárního vyjádøení tøeba následovnì:

a = 00; b = 01; c = 10; d = 11:

Vyplnìný test s 90 otázkami a nabídkou ètyø mo¾ných odpovìdí je pak toté¾, co posloupnost 180 nul a jednotek.
Analogicky mù¾eme zapsat celý genetický kód èlovìka, pou¾ijeme-li pøeklad

G = 00; C = 01; T = 10; H = 11:

Zápis bude jenom o nìco del¹í.
Morseova abeceda je pøíklad jiného kódování. Pou¾ívá sice také jenom dva symboly - teèka, èárka - ale mezi

symboly do abecedy je tøeba také zaøadit mezeru. To je cena, kterou je nutné zaplatit za to, ¾e posloupnosti teèek
a èárek reprezentující rùzná písmena abecedy mohou mít rùznou délku a Morseova volba byla taková, ¾e vyjádøení
jednoho písmene mù¾e být poèáteèním úsekem jiného písmene. Napø. e = �, a = ��.

My se budeme v dal¹ím zabývat pouze kódováním, které ka¾dému symbolu pùvodní abecedy pøiøazuje posloupnost
n nul a jednièek pro nìjaké pevné n.

De�nice 5.92. Binární blokový kód délky n je libovolná podmno¾ina C aritmetického vektorového prostoru Zn2 .
Prvkùm C øíkáme slova nebo také bloky kódu C. Zprávou v kódu C potom rozumíme posloupnost slov kódu C.

Tak napøíklad, je-li C = f000; 001; 010; 001; 110; 111g kód délky 3, pak posloupnost

000 111 110 010 001

je zpráva v tomto kódu. Mezery mezi jednotlivými slovy kódu dìláme pro pohodlí. Také vynecháváme závorky
pøi zápisu vektorù a èárky mezi jejich slo¾kami, jak je v teroii kódování bì¾né. Stejná délka jednotlivých blokù v
binárním kódu umo¾òuje jednoznaènì interpretovat tuté¾ zprávu zapsanou bez mezer

000111110010001:

Zprávu zapsanou v jakékoliv abecedì s koneèným poètem symbolù mù¾eme jednoznaènì zakódovat pomocí blokù
binárního kódu vhodné délky n. Staèí pouze, aby bylo èíslo 2n aspoò tak velké jako poèet znakù v pùvodní abecedì.

V této "digitalizované"podobì mù¾eme zprávu pøenést nìjakým komunikaèním kanálem. Pokud je kanál bez
jakéhokoliv ¹umu, neni ¾ádné nebezpeèí, ¾e pøijímající strana pøijme zprávu v jiné podobì, ne¾ v jaké byla vyslána.
Takové kanály ale v reálném svìtì neexistují, v¾dy je nenulová pravdìpodobnost, ¾e nìkterá z cifer 0 nebo 1 se
bìhem pøenosu zmìní na opaènou. Pro kanály se ¹umem nejsou blokové kódy typu C = Zn2 vhodné. Skuteènost, ¾e
ka¾dý blok z n cifer 0 nebo 1 je kódovým slovem, znamená ¾e pøijímající strana nemá mo¾nost poznat, ¾e bìhem
pøenosu zprávy byl nìjaký blok pozmìnìn. Ka¾dý pøijatý blok mohl být také vyslán.

Øe¹ením je nepou¾ívat jako kódová slova v¹echny bloky dané délky n, ale pouze nìkteré. Pokud jsou kódová slova
dobøe vybrána, mù¾e pøijímající strana poznat, ¾e bìhem pøenosu bloku zprávy do¹lo k nìjaké chybì díky tomu, ¾e
pøijme posloupnost délky n, která není kódovým slovem. Takový blok vysílající strana nemohla vyslat. Daní, kterou
je nutné za to zaplatit, je sní¾ení rychlosti pøenosu informace, mno¾ství informace, kterou kanálem pøeneseme za
jednotku èasu. Do kódu vná¹íme nadbyteènost, cizím slovem redundanci - pro pøená¹ení informace pou¾íváme více
symbolù, ne¾ kolik je potøeba. nadbyteènost ale umo¾òuje odhalovat a opravovat chyby pøi pøenosu dat.

Nejjednodu¹¹í zpùsob jak bojovat se ¹umem, je vyslat ka¾dý blok dvakrát po sobì. Pøíkladem takového opako-
vacího kódu je následující kód délky 4:

C = f0000; 0101; 1010; 1111g:
Ka¾dé slovo má dvì èásti. První dva symboly jsou informaèní symboly, zbylé dva jsou kontrolní symboly. Kontrolní
symboly nenesou ¾ádnou informaci, pouze opakují pøedchozí dva symboly. Z ka¾dých ètyø symbolù vyslaného slova
pouze první dva nesou informaci. Rychlost pøenosu informace pomocí takového kódu je polovièní oproti rychlosti
pøenosu informace kódem D = f00; 01; 10; 11g.

Narozdíl od kódu D ale kód C umo¾òuje pøijímající stranì poznat, pokud bìhem pøenosu slova do¹lo k jedné
chybì. První a druhá polovina pøijatého ètyøprvkového bloku se v takovém pøípadì li¹í. Øíkáme, ¾e kód C odhalí
jednu chybu.

V opakovacím kódu mù¾eme poèáteèní informaèní èást opakovat vícekrát. Kód

f000; 111g � Z32



LINEÁRNÍ ALGEBRA 65

obsahuje pouze dva bloky, v ka¾dém z nich se první symbol opakuje tøikrát. Je to pøíklad 3-opakovacího kódu.
Jiným pøíkladem 3-opakovacího kódu je

f000000; 010101; 101010; 111111g � Z62;
ve kterém opakujeme tøikrát v¾dy první dva informaèní symboly. Rychlost pøenosu informace kterýmkoliv z tìchto
dvou kódù je 1=3. V ka¾dém bloku je pouze jedna tøetina symbolù informaèních, zbylé dvì tøetiny jsou kontrolní.

Ka¾dý 3-opakovací kód odhalí jednu chybu { zmìníme-li v libovolném bloku jeden symbol, dostaneme slovo, které
do kódu nepatøí. Oproti prostému opakovacímu kódu ale doká¾e navíc lokalizovat (opravit) jednu chybu. Uká¾eme
si to na pøíkladu, kdy vyslaný blok 010101 pøijme pøijímající strana jako 010001. Gra�cky to znázorníme takto:

010101 �! 010001:

Rozdìlíme-li libovolné slovo 3-opakovacího kódu na tøi stejnì dlouhé úseky, jsou tyto úseky stejné. Tak jsou kódová
slova de�nována. Pokud tomu tak u pøijatého slova není, do¹lo bìhem pøenosu informace k nìjaké chybì. Pokud
do¹lo k jedné chybì, dva z tìchto úsekù zùstanou stejné, tøetí (ten, ve kterém se chyba vyskytla) se od nich li¹í.
Pøedpokládáme, ¾e vysláno bylo to kódové slovo, ve kterém se v¹echny tøi úseky rovnají tìm dvìma stejným pøijatým.
Je to jediná mo¾nost, jak z pøijatého slova dostat kódové slovo zmìnou jediného symbolu. V na¹em pøípadì zmìníme
ètvrtý pøijatý symbol z 0 na 1 a dostaneme kódové slovo. Jakékoliv jiné kódové slovo dostaneme z pøijatého pomocí
zmìny aspoò dvou symbolù. Napøíklad tak, ¾e obì pøijaté 1 zmìníme na 0.

Pokud pøedpokládáme, ¾e pravdìpodobnost zmìny symbolu vlivem ¹umu je p < 1=2, a tedy pravdìpodobnost,
¾e symbol byl pøijatý správnì (tj. tak jak byl vyslán) je 1� p > 1=2 > p, pak v pøípadì pøijetí nekódového slova je
nejpravdìpodobnìj¹í, ¾e bylo vysláno to slovo, které se od pøijatého li¹í v co nejménì symbolech.

5.8.2. Hammingova vzdálenost. Pro teorii samoopravných kódù je následující de�nice klíèová.

De�nice 5.93. Jsou-li a = a1a2 � � � an a b = b1b2 � � � bn libovolné dva prvky Zn2 , pak jejich Hammingova vzdálenost
h(a;b) se rovná poètu indexù i 2 f1; 2; : : : ; ng, pro které platí ai 6= bi. Hammingova váha slova a 2 Zn2 je de�nována
jako Hammingova vzdálenost h(a;o) slova a od nulového slova o.

Hammingova vzdálenost je tak de�nována pro posloupnosti té¾e délky a rovná se poètu míst (indexù), na kterých
se obì posloupnosti li¹í. Hammingova váha slova a se pak rovná poètu cifer 1 ve slovì a. Pro Hammingovu vzdálenost
zøejmì platí h(a;a) = 0 a h(a;b) = h(b;a) pro libovolná dvì slova a;b 2 Zn2 . Platí také trojúhelníková nerovnost

h(a; c) � h(a;b) + h(b; c)

pro libovolná tøi slova a;b; c 2 Zn2 . Snadno si to ovìøíte sami. Pokud toti¾ pro nìjaký index i 2 f1; 2; : : : ; ng platí
ai 6= ci, platí také ai 6= bi nebo bi 6= ci. Jestli¾e index i pøispívá ke vzdálenosti h(a; c), pøispívá také k aspoò jedné
ze vzdáleností h(a;b) nebo h(b; c).

Hammingovu vzdálenost si mù¾eme také pøedstavit pomocí délky (poètu hran) cest v nìjakém neorientovaném
grafu. Jeho vrcholy jsou prvky Zn2 a dva vrcholy a;b jsou spojené hranou pokud se li¹í v právì jednom symbolu,
tj. pokud je jejich Hammingova vzdálenost rovná 1. Pro n = 2 se tento graf rovná ètverci, pro n = 3 je jím
tøídimenzionální krychle. Hammingova vzdálenost libovolných dvou vrcholù a;b 2 Zn2 se pak rovná délce (tj. poètu
hran) v nejkrat¹í cestì z a do b. Proto se také nìkdy tomuto grafu øíká Hammingova krychle i v pøípadì libovolného
n.

Pro schopnost kódu odhalovat a lokalizovat chyby je dùle¾itý pojem minimální vzdálenost kódu.

De�nice 5.94. Je-li C � Zn2 binární blokový kód délky n, pak de�nujeme minimální vzdálenost kódu C jako èíslo

h(C) = minfh(a;b);a;b 2 C;a 6= bg:
Pøíklad 5.95. � Minimální vzdálenost 3-opakovacího kódu f000; 111g se rovná 3.

� Minimální vzdálenost opakovacího kódu f0000; 0101; 1010; 1111g se rovná 2.
� Minimální vzdálenost kódu pou¾ívaného v roce 1947 v reléovém poèítaèi v Bellových laboratoøích se rovná
2.

� Minimální vzdálenost kódu C = Zn2 se rovná 1.

Nyní mù¾eme pøesnì formulovat, co myslíme tím, ¾e nìjaký kód C � Zn2 odhalí jednu chybu. Pokud pøi pøenosu
slova a 2 C dojde k jedné chybì, pøijímající strana to pozná, pøijme-li v takovém pøípadì slovo, které není prvkem
C. Znamená to, ¾e ¾ádné slovo b 2 C, jeho¾ Hammingova vzdálenost od a se rovná 1, není blokem kódu C. Jinak
øeèeno, Hammingova vzdálenost libovolných dvou rùzných kódových slov a;b 2 C je aspoò 2, a to znamená, ¾e
minimální vzdálenost kódu C je aspoò 2.

Ka¾dý kód C, jeho¾ minimální vzdálenost je d > 1, odhalí a¾ d� 1 chyb. Pokud pøi pøenosu slova a 2 C dojde
k nejvý¹e d � 1 chybám, pøijímající strana pøijme slovo c, jeho¾ Hammingova vzdálenost od vyslaného slova a je
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nejvý¹e d � 1. Slovo c tak nepatøí do kódu C, a pøijímající strana proto odhalí, ¾e pøi pøenosu do¹lo k nìjakým
chybám. Poèet chyb ale jednoznaènì nezjistí stejnì jako kde k nim do¹lo.

Pøedpokládejme nyní, ¾e minimální vzdálenost nìjakého kódu C � Zn2 se rovná 3. Pokud pøi pøenosu slova a
dojde k jedné chybì, pøijímající strana pøijme slovo c, které má od slova a Hammingovu vzdálenost h(c;a) = 1.
Vzdálenost pøijatého slova c od jakéhokoliv jiného slova b 2 C je v dùsledku trojúhelníkové nerovnosti

h(c;b) � h(a;b)� h(a; c) � 3� 1 = 2;

pou¾ili jsme navíc skuteènost, ¾e minimální vzdálenost kódu C je 3, a tedy h(a;b) � 3 pro jakékoliv dva rùzné
bloky a;b 2 C.

Vyslané slovo a je tedy ze v¹ech mo¾ných vyslaných slov b 2 C nejblí¾e (vzhledem k Hammingovì vzdálenosti)
k pøijatému slovu c. Pøedpokládáme, ¾e pravdìpodobnost po¹kození pøená¹eného symbolu ¹umem v kanálu je
p < 1=2 a tedy men¹í ne¾ pravdìpodobnost 1 � p ¾e k po¹kození symbolu nedo¹lo. V pøípadì pøijetí slova c je
nejpravdìpodobnìj¹í, ¾e bylo vysláno slovo a 2 C, které je ze v¹ech slov kódu C nejblí¾e k pøijatému slovu c. V
tomto smyslu tedy kód s minimální vzdáleností 3 doká¾e opravit (lokalizovat) jednu chybu.

Zcela analogicky lze odùvodnit, ¾e kód s minimální vzdáleností 2d + 1 doká¾e opravit d chyb. Schopnost kódu
odhalovat a opravovat daný poèet chyb je tak dána jeho minimální vzdáleností.

5.8.3. Paritní kód, lineární kódy. Nejjednodu¹¹í pøíklad kódu, který je schopen odhalit jednu chybu, je paritní kód.

De�nice 5.96. Paritní kód délky n je podmno¾ina S � Zn2 tvoøená v¹emi slovy, které obsahují sudý poèet jednotek.

Minimální vzdálenost paritního kódu S je 2, paritní kód tedy doká¾e odhalit jednu chybu. Známe-li a1a2 � � � an�1,
existuje právì jedno an 2 f0; 1g takové, ¾e slovo a = a1a2 � � � an�1an 2 S. Prvních n � 1 symbolù ve slovì a tak
mù¾eme pova¾ovat za informaèní symboly, zatímco poslední symbol an je kontrolní. Nenese ¾ádnou dodateènou
informaci, lze jej doplnit na základì znalosti a1a2 � � � an�1. Proto se kontrolnímu bitu øíká také paritní bit nebo
paritní kontrola. Samozøejmì mù¾eme za kontrolní bit pova¾ovat kterýkoliv symbol ve slovì a a zbylé symboly
za informaèní. Obvyklé ale bývá seøadit symboly v kódovém slovì tak, ¾e informaèní symboly jsou na zaèátku a
kontrolní symboly následují po nich. Rychlost pøenosu informace paritním kódem je tak n� 1=n.

Kódy, které doká¾ou nejen odhalit, ale i opravit chyby se konstruují kombinací více paritních kontrol.
Paritní kód S délky n má jednu dùle¾itou vlastnost. Tvoøí nejenom podmno¾inu Zn2 , ale dokonce podprostor.

Obsahuje toti¾ nulové slovo o, je proto uzavøený na násobení skaláry ze Z2 a zøejmì také na sèítání. Takové kódy
jsou dùle¾ité a zaslou¾í si zvlá¹tní pojmenování.

De�nice 5.97. Binární blokový kód C � Zn2 délky n se nazývá lineární kód, je-li C podprostor Zn2 . Je-li dimenze
C rovna r, øíkáme také, ¾e jde o lineární (n; r)-kód.

Minimální vzdálenost lineárních kódù lze zjistit snáze ne¾ u obecných kódù.

Tvrzení 5.98. Minimální vzdálenost lineárního kódu C se rovná

minfh(a;o);a 2 C;a 6= og;
tj. rovná se minimální Hammingovì váze nenulových prvkù C.

Dùkaz. Pøipomeòme si, ¾e minimální vzdálenost kódu C oznaèujeme h(C). Je-li C lineární kód, platí o 2 C a
h(a;o) � h(C) pro libovolné nenulové slovo a 2 C. Dále platí pro libovolná dvì slova a;b 2 C, ¾e

h(a;b) = h(a+ b;o):

Je-li tedy h(C) = h(a;b), platí, ¾e h(C) se rovná Hammingové váze vektoru a+ b. �

Je-li C lineární (n; r)-kód, má prostor C dimenzi r. Zvolíme-li v nìm nìjakou bázi a1; : : : ;ar, je ka¾dý prvek
b kódu (podprostoru) C jenoznaènì urèen r-ticí jeho souøadnic vzhledem ke zvolené bázi. K jeho jednoznaènému
urèení nám tedy staèí posloupnost koe�cientù lineární kombinace, která vyjadøuje b pomocí prvkù zvolené báze.
Naopak, ka¾dá posloupnost r nul a jednotek urèuje jednoznaènì nìjaký prvek kódu C. To jenom jinak vyjadøujeme
skuteènost, ¾e C je izomorfní aritmetickému prostoru Zr2. K pøedání informace o bloku b nám tedy staèí pøedat
r koe�cientù vyjádøujících b jako lineární kombinaci báze a1; : : : ;ar. Kód C ale pøedává celý vektor b délky n.
Intuitivnì tak mù¾eme øíct, ¾e rychlost pøenosu informace lineárním (n; r)-kódem je r=n.



LINEÁRNÍ ALGEBRA 67

5.8.4. Hammingovy kódy. Hamming pøedlo¾il tøi konstrukce kódù, které opravují jednu chybu. V¹echny tøi jsou
zalo¾ené na kombinaci nìkolika paritních testù. V¹echny tøi návrhy jsou lineární kódy. Jejich konstrukci si uká¾eme
na pøíkladu, který má ètyøi informaèní symboly. Proto¾e kódy mají opravovat jednu chybu, musí být jejich minimální
vzdálenost 3.

Pøíklad 5.99. V první konstrukci si ètyøi informaèní symboly a; b; c; d napí¹eme do prvních dvou øádkù a prvních
dvou sloupcù ètvercové matice øádu 3. 0

@ a b ?
c d ?
? ? ?

1
A

Místo otazníkù doplníme dal¹í prvky tak, aby v ka¾dém øádku a ka¾dém sloupci byl sudý poèet jednotek.
Doplnìná matice je 0

@ a b r1
c d r2
s1 s2 t

1
A ;

kde
r1 = a+ b; r2 = c+ d; s1 = a+ c; s2 = b+ d; t = s1 + s2 = a+ b+ c+ d = r1 + r2:

Celé kódové slovo je potom abr1cdr2s1s2t. Informaèní symboly jsou na prvním, druhém, ètvrtém a pátém místì,
zbylé symboly jsou kontrolní.

Kód C je tvoøen v¹emi slovy a = a1a2 � � � a9 2 Z92, pro která platí

a3 = a1 + a2

a6 = a4 + a5;

a7 = a1 + a4;

a8 = a2 + a5;

a9 = a1 + a2 + a4 + a5:

Prvky a1; a2; a4; a5 mù¾eme zvolit libovolnì a právì uvedené rovnosti ukazují, ¾e matice0
@ a1 a2 a3

a4 a5 a6
a7 a8 a9

1
A

splòuje v¹echny po¾adované paritní testy, tj. ka¾dý øádek a ka¾dý sloupec obsahuje sudý poèet jednotek.
Z kostrukce kódu také snadno nahlédneme, ¾e kód C opravuje jednu chybu. Pokud toti¾ pøi pøenosu slova

a = a1a2 � � � a9 2 C dojde k jedné chybì, pøijaté slovo nebude splòovat dva paritní testy, jeden pro øádek a
druhý pro sloupec, ve kterých le¾í chybnì pøijatý symbol. Tyto dva neplatné paritní testy tak pøesnì urèují polohu
po¹kozeného symbolu.

Kód C je lineární, proto¾e jeho prvky jsou právì v¹echna øe¹ení x1x2 � � �x9 homogenní soustavy lineárních rovnic
s maticí

A =

0
BBBB@

1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
1 1 0 1 1 0 0 0 1

1
CCCCA

Tøetí sloupec spolu s posledními ètyømi sloupci jsou lineárnì nezávislé, hodnost matice A je tedy aspoò 5, øádky
matice A jsou tedy lineárnì nezávislé, rank(A) = 5, dimenze Ker (A) je tudí¾ podle vìty o dimenzi jádra a obrazu
rovna 9� 5 = 4 a poèet prvkù kódu C je 16.

Pøijímající strana tak snadno ovìøí, patøí-li pøijaté slovo c = c1c2 � � � c9 do kódu C. Staèí ovìøit rovnost AcT = oT .

Poslední pozorování vede k následující dùle¾ité de�nici.

De�nice 5.100. Je-li C lineární (n; r)-kód a pro matici A typu (n � r) � n platí, ¾e C = KerA, pak matici A
nazýváme kontrolní matice kódu C.

Z de�nice kontrolní matice a z vìty o dimenzi jádra a obrazu matice plyne, ¾e rank(A) = dim(Im (A)) = n�r, tj.
¾e posloupnost øádkù matice A je lineárnì nezávislá. Pozdìji si uká¾eme obecné tvrzení, ze kterého plyne existence
kontrolní matice pro jakýkoliv lineární kód. Ve skuteènosti jsou lineární kódy zadávány tak, ¾e napí¹eme jejich
kontrolní matici.

Pomocí kontrolní matice mù¾eme snadno zjistit, jaká je minimální vzdálenost lineárního kódu.
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Tvrzení 5.101. Nech» C je (n; r)-lineární kód a A jeho kontrolní matice. Minimální vzdálenost kódu C se rovná
d právì kdy¾ libovolná (d� 1)-prvková podposloupnost sloupcù matice A je lineárnì nezávislá a existuje d-prvková
podposloupnost sloupcù A, která je lineárnì závislá.

Dùkaz. Kontrolní matice A kódu C je typu (n� r)�n. Nech» x = x1x2 � � �xn je nenulový prvek kódu C. Pak platí
AxT = oT , neboli

x1A�1 + x2A�2 + � � �xnA�n = oT :

Je-li l Hammingova váha prvku x a xj1 ; xj2 ; : : : ; xjl jsou v¹echny nenulové slo¾ky vektoru x, pak platí rovnì¾

xj1A�j1 + xj2A�j2 + � � �xjlA�jl = oT ;

l-prvková podposloupnost sloupcových vektorù A�j1 ; : : : ; A�jl je tedy lineárnì závislá.
Jestli¾e naopak existuje lineárnì závislá podposloupnost A�i1 ; A�i2 ; : : : ; A�im sloupcových vektorù matice A,

existují prvky xij 2 Z2, ne v¹echny nulové, takové, ¾e

xi1A�i1 + xi2A�i2 + � � �+ ximA�im = oT :

Doplníme tuto lineární kombinaci zbývajícími sloupcovými vektory matice A s koe�cienty xi = 0. Vektor x =
x1 � � �xn pak splòuje AxT = oT , je tedy blokem kódu C a jeho Hammingova váha je nejvý¹e m.

Je-li tedy minimální vzdálenost kódu C rovna d, je podle Tvrzení 5.98 minimální Hammingova váha nenulových
vektorù v C rovna d. Ka¾dá podposloupnost d�1 sloupcových vektorù matice A je tedy lineárnì nezávislá a existuje
podposloupnost d sloupcových vektorù matice A, která je lineárnì závislá.

Jestli¾e naopak je ka¾dá podposloupnost d � 1 sloupcových vektorù matice A lineárnì nezávislá, neobsahuje
C nenulový vektor, který by mìl Hammingovu váhu men¹í nebo rovnou d � 1. Pokud je navíc nìjaká d-prvková
podposloupnost sloupcových vektorù A lineárnì závislá, existuje v C = KerA nenulový vektor, jeho¾ Hammingova
váha je nejvý¹e d. Minimální Hammingova váha nenulových vektorù v C je tedy rovna d. �

Pøíklad 5.102. Kontrolní matice A kódu C z Pøíkladu 5.99 neobsahuje nulový sloupcový vektor, ka¾dá jedno-
prvková podposloupnost sloupcových vektorù matice A je tedy lineárnì nezávislá. Libovolné dva sloupcové vektory
matice A jsou rùzné, lineárnì nezávislá je proto rovnì¾ ka¾dá dvouprvková podposloupnost sloupcových vektorù
v A. Platí dokonce, ¾e ¾ádný ze sloupcových vektorù se nerovná souètu jiných dvou sloupcových vektorù, a tak
ka¾dá tøíprvková podposloupnost sloupcù matice A je lineárnì nezávislá. Naproti tomu první sloupcový vektor se
rovná souètu jiných tøí sloupcových vektorù, existuje tedy ètyøprvková lineárnì závislá podposloupnost sloupcových
vektorù matice A. Minimální vzdálenost kódu C je tedy 4.

Kód C tak opraví jednu chybu a odhalí a¾ tøi chyby. Rychlost pøenosu informace tímto kódem je 4=9, co¾ je
zlep¹ení oproti 3-opakovacímu kódu, který také doká¾e opravit jednu chybu.

Pøíklad 5.103. Druhý kód, který Hamming navrhnul, se od toho prvního li¹í v tom, ¾e nepou¾ívá paritní kontrolu
tøetího øádku a tøetího sloupce, tj. nepotøebuje prvek t. Matici0

@ a b ?
c d ?
? ? ?

1
A

doplní na matici 0
@ a b r1

c d r2
s1 s2

1
A ;

kde
r1 = a+ b; r2 = c+ d; s1 = a+ c; s2 = b+ d:

Jde opìt o lineární kód, oznaème jej D. Kontrolní matici tohoto kódu dostaneme tak, ¾e z kontrolní matice
pùvodního kódu vynecháme poslední øádek a poslední sloupec. Dostaneme tak matici

B =

0
BB@

1 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 1 0 0 1

1
CCA :

Libovolná dvouprvková podposloupnost sloupcù matice B je lineárnì nezávislá ze stejného dùvodu, jako v pøípadì
prvního Hammingova návrhu. Existují lineárnì závislé tøíprvkové podposloupnosti sloupcù v B. Minimální vzdále-
nost kódu D je tak rovna 3, kód doká¾e opravit jednu chybu a odhalit a¾ dvì chyby. Rychlost pøenosu informace
kódem D je 1=2, co¾ je dal¹í vylep¹ení.
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Mù¾e kód se ètyømi informaèními symboly opravovat jednu chybu a souèasnì pøená¹et informaci rychlostí vìt¹í
ne¾ 1=2? Uká¾eme si tvrzení, které ukazuje, ¾e by to mohlo jít je¹tì o nìco rychleji.

Tvrzení 5.104. Pøedpokládejme, ¾e kód délky n má r informaèních symbolù a n � r kontrolních symbolù. Pokud
opravuje jednu chybu, musí platit

2n

n+ 1
� 2r:

Dùkaz. Kód C délky n, který má r informaèních symbolù, musí obsahovat aspoò 2r rùzných slov. Ka¾dá volba
informaèních symbolù musí vést k nìjakému kódovému slovu, rùzné volby k rùzným slovùm. Jinak by dekódování
nebylo jednoznaèné.

Vyu¾ijeme geometrické pøedstavy kódu jako podmno¾iny vrcholù Hammingovy krychle. Pro ka¾dý vektor a 2 Zn2
nazveme 1-okolí slova a mno¾inu

V1(a) = fx 2 Zn2 ;h(a;x) � 1g:
Snadno nahlédneme, ¾e 1-okolí ka¾dého vektoru a obsahuje pøesnì n+ 1 prvkù.

Má-li kód C opravovat jednu chybu, musí být jeho minimální vzdálenost aspoò 3. To znamená, ¾e pro libovolná dvì
rùzná kódová slova a;b 2 C musí být jejich 1-okolí disjunktní. V opaèném pøípadì by toti¾ v dùsledku trojúhelníkové
nerovnosti pro Hammingovu vzdálenost platilo h(a;b) � 2, co¾ je spor s tím, ¾e minimální vzdálenost kódu je aspoò
3.

Sjednotíme-li v¹echna 1-okolí v¹ech slov a 2 C, bude mít toto sjednocení aspoò 2r(n + 1) prvkù. Tento poèet
musí být men¹í nebo rovný poètu v¹ech prvkù (vrcholù Hammingovy krychle) Zn2 , tj. 2

n. Odtud po snadné úpravì
vyplývá dokazovaná nerovnost. �

Analogickou nerovnost mù¾eme dokázat pro kódy, které opravují d chyb, podrobnosti ve cvièeních.
Pro r = 4 a n = 6 platí 24 � 7 > 26, kód délky 6 se ètyømi informaèními symboly, který by opravoval jednu chybu

proto neexistuje.
V pøípadì n = 7 platí rovnost 24 �8 = 27, existence kódu délky 7 se ètyømi informaèními symboly, který opravuje

jednu chybu, tak vylouèena není. V¹imnìme si, ¾e pokud by takový kód C � Z72 existoval, platila by rovnost

Z72 =
[
a2C

V1(a):

To znamená, ¾e pro takový kód by ka¾dý vrchol Hammingovy krychle Z72 mìl vzdálenost 1 od nìjakého (jednoznaènì
urèeného) kódového slova a. V¹echny vrcholy Hammingovy krychle Z72 by tak byly pokryté 1-okolími kódových slov.
Takový kód by byl optimální v tom smyslu, ¾e mno¾ina Z72 by neobsahovala ¾ádná "zbyteèná"slova, ka¾dé ze slov
délky 7 by se vyskytovalo ve vzdálenosti nejvý¹e 1 od nìjakého kódového slova.

De�nice 5.105. Kód délky n, který má r informaèních symbolù a opravuje jednu chybu, se nazývá perfektní kód,
pokud platí rovnost

2r(n+ 1) = 2n:

Jako poslední pøíklad kódu si uká¾eme perfektní lineární (7; 4)-kód, který opravuje jednu chybu.

Pøíklad 5.106. Kód H3 de�nujeme pomocí kontrolní matice

A =

0
@ 1 0 0 1 1 0 1

0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1

1
A :

Prvky C jsou prvky jádra Ker (A) matice A. Tato matice je v øádkovì odstupòovaném tvaru, její hodnost se tedy
rovná 3, a dimenze kódu H3 = Ker (A) je tedy rovna 4. Platí-li AxT = oT pro x = x1x2 � � �x7, jsou neznámé
x4; x5; x6; x7 volné, mù¾eme je zvolit libovolnì a pova¾ujeme je za informaèní symboly. Neznámé x1; x2; x3 jsou
volbou x4; x5; x6; x7 urèené jednoznaènì:

x1 = x4 + x5 + x7; x2 = x4 + x6 + x7; x3 = x5 + x6 + x7:

Neznámé x1; x2; x3 jsou tedy kontrolní (paritní) bity. I tento kód H3 je zalo¾en na kombinací tøí paritních kontrol.
Sloupce matice A tvoøí v¹echny nenulové vektory z prostoru Z3

2 . Ka¾dá dvouprvková podposloupnost sloupcù
matice A je tedy lineárnì nezávislá a minimální vzdálenost kódu C je tak aspoò 3, (ve skuteènosti je právì 3), a
kód H3 tak opravuje jednu chybu.

Jak najdeme kódové slovo x1x2 � � �x7, jsou-li dány informaèní symboly x4; x5; x6; x7, jsme si u¾ øekli. Pokud
pøijímající strana pøijme slovo y = y1y2 � � � y7, spoèítá souèin AyT . Platí-li AyT = oT , je y kódové slovo a bylo tedy
pøeneseno bez chyby.
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Je-li AyT 6= oT , do¹lo bìhem pøenosu k chybì a zbývá urèit, který symbol v pøijatém slovì y = y1y2 � � � y7 je ten
po¹kozený. Oznaème AyT = (s1s2s3)

T .
Proto¾e matice A obsahuje v¹echny nenulové vektory Z32 jako sloupce, existuje jednoznaènì urèený sloupec

A�j = (s1s2s3)
T . Platí A�j = AeTj pro j-tý vektor ej standardní báze v Z72. Slovo y+ ej se od y li¹í pouze v j-tém

symbolu. Platí navíc

A(yT + eTj ) = AyT +AeTj = (s1s2s3)
T +A�j = (s1s2s3)

T + (s1s2s3)
T = oT :

Slovo y+ ej tak patøí do kódu H3 a má Hammingovu vzdálenost 1 od pøijatého slova y. Je to tedy to slovo, které
bylo vysláno a pøi pøenosu byl po¹kozen j-tý symbol.

Pøíklad 5.107. Pøi pou¾ití Hammingova kódu H3 bylo pøijato slovo 1010101. Do¹lo bìhem pøenosu k chybì a
pokud ano, jaké slovo bylo vysláno?

Vynásobíme kontrolní matici A vektorem (1010101)T . Dostaneme

0
@ 1 0 0 1 1 0 1

0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1

1
A

0
BBBBBBBB@

1
0
1
0
1
0
1

1
CCCCCCCCA

=

0
@ 0

1
1

1
A :

Vektor (0; 1; 1)T je ¹estý sloupcový vektor matice A3, po¹kozen byl tedy ¹estý symbol ve slovì 1010101, vysláno
bylo slovo 1010111.

De�nice 5.108. Hammingùv kód Hr je binární blokový kód délky n = 2r � 1 urèený kontrolní maticí typu r � n,
její¾ sloupce tvoøí v¹echny nenulové aritmetické vektory dimenze r nad Z2.

Detaily dùkazu následujícího tvrzení pøenecháme do cvièení.

Tvrzení 5.109. Hammingùv kód Hr je perfektní lineární kód délky 2r � 1 a dimenze 2r � r � 1, jeho¾ minimální
vzdálenost je 3.

Cvièení

1. Vysvìtlete, proè mno¾ina v¹ech polynomù stupnì právì 173 s reálnými koe�cienty s bì¾nými operacemi sèítání polynomù
a násobení polynomu reálným èíslem není vektorovým prostorem.

2. Pro libovolné tìleso T a libovolnou mno¾inu X de�nujeme vektorový prostor T(X) jako mno¾inu tìch zobrazení f z X do
T , pro který je mno¾ina fx : f(x) 6= 0g je koneèná. Sèítání a násobení de�nujeme po souøadnicích, tj. (f+g)(x) = f(x)+g(x)

a (af)(x) = af(x). Doka¾te, ¾e T(X) je vektorový prostor.

Tímto zpùsobem bychom zobecnili de�nici 5.2 na pøípad nekoneèné dimenze { prostor T(X) mù¾e být nazýván aritmetic-
kým vektorovým prostorem nad T dimenze jXj.
3. U v¹ech pøíkladù vektorových prostorù za de�nicí ovìøte, ¾e se skuteènì jedná o vektorové prostory.

4. Q(
p
2) DOKONCIT

5. Mno¾ina v¹ech podmno¾in mno¾iny f1; 2; 3; : : : ; ng (nebo jiné dané mno¾iny X) spolu s operací symetrické diference, tj.
A + B = (A n B) [ (B n A), je vektorový prostor nad Z2. (Násobení skalárem je jednoznaènì dané axiomy. ) Doka¾te a
vysvìtlete, proè je tento prostor þv podstatìÿ Zn2 .

6. Doka¾te tvrzení 5.4 a formulujte a doka¾te obdoby vlastností (8) a (9) z tvrzení 3.3.

7. Doka¾te, ¾e T jako vektorový prostor nad T má pouze triviální podprostory.

8. Doka¾te, ¾e jedinými netriviálními podprostory prostoru T2 jsou mno¾inu tvaru ftx : t 2 Tg, kde o 6= x 2 T2.

9. Nech» A je matice nad T typu m � n a b 2 Tm. Doka¾te, ¾e mno¾ina fx : Ax = bg je podprostorem Tn právì tehdy,
kdy¾ b = o.

10. Zjistìte lineární obal mno¾iny X z pøíkladu 5.18 a doka¾te, ¾e mno¾ina Y tvoøí podprostor.

11. Doka¾te, ¾e posloupnost vektorù (v1; : : : ;vk) ve vektorovém prostoru V nad T je lineárnì nezávislá právì tehdy, kdy¾
¾ádný z vektorù není v lineárním obalu pøedchozích (tj. pro ka¾dé i platí vi 62 hv1;v2; : : : ;vi�1i).
12. Doka¾te, ¾e sloupce matice v øádkovì odstupòovaném tvaru jsou lineárnì nezávislé právì tehdy, kdy¾ pøíslu¹ná homogenní
soustava nemá ¾ádné volné promìnné.

13. Dokonèete pøíklad 5.44 o Fibonacciho posloupnostech.

14. Doka¾te, ¾e sloupce (øádky) ètvercové matice A nad T øádu n tvoøí bázi Tn právì tehdy, kdy¾ A je regulární.

15. Doka¾te:
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� Dimenze prostoru v¹ech matic nad T typu m� n je mn.
� Dimenze prostoru reálných polynomù stupnì nejvý¹e n je n.
� Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru nad R je 2.

16. Najdìte bázi podprostoru R! tvoøeného posloupnostmi (a1; a2; : : : ), pro které platí an = 2an�1�an�2 (pro ka¾dé n � 3).
Pomocí nalezené báze najdìte vzorec pro výpoèet an, kdy¾ a1 = 3, a2 = 7.

17. Doka¾te, ¾e z ka¾dé mno¾iny generátorù koneènì generovaného prostoru lze vybrat bázi.

18. Doka¾te, ¾e dùsledek 5.54 platí bez pøedpokladu koneènosti G. Pøedpoklad tedy zmìníme na þG je mno¾ina generátorù
koneènì generovaného prostoru Vÿ.

19. Spoèítejte poèet v¹ech rùzných bází V vybraných z vektorù v1; : : : ;v5 z pøíkladu 5.56.

20. Doka¾te druhou èást tvrzení 5.64.

21. Doka¾te, ¾e bázové sloupce tvoøí bázi sloupcového prostoru matice.

22. Pøímo z de�nice bázových sloupcù doka¾te, ¾e øe¹ení x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 Tn soustavy Ax = b je jednoznaènì urèeno

vektorem (xi1 ; xi2 ; : : : ; xik ) 2 T k, kde i1; i2; : : : ; ik je seznam nebázových sloupcù matice A, a naopak, ¾e ka¾dý vektor

(xi1 ; xi2 ; : : : ; xik ) v T
k vzniká z nìjakého øe¹ení (x1; x2; : : : ; xn).

23. Doka¾te, ¾e pro libovolné tøi podprostory V1;V2;V3 prostoru V platí

(V1 + V2) + V3 = V1 + (V2 + V3) :

24. Doka¾te, ¾e
V1 + V2 + � � �+ Vk = fv1 + v2 + � � �+ vk : v1 2 V1; v2 2 V2; : : : ; vk 2 Vkg :

25. Nech» Vi; i 2 I jsou podprostory vektorového prostoru W a Gi je mno¾ina generátorù prostoru Vi pro ka¾dé i 2 I.
Doka¾te, ¾e

S
i2I Gi generuje

W
i2I Vi.

26. Najdìte podprostoryU;V;W prostoru R3 takové, ¾eU\(V+W) 6= (U\V)+(U\W),U+(V\W) 6= (U+V)\(U+W).

27. Jedna inkluze v obou (neplatných) distributivních zákonech v¾dy platí. Zjistìte které a doka¾te.

28. Doka¾te, ¾e rovnosti v distributivních zákonech platí za pøedpokladu U �W nebo W � U.

29. Rozhodnìte, zda pro podprostory U;V;W vektorového prostoru Z platí

dim(U) + dim(V) + dim(W) = dim(U+V +W) + dim(U \V) + dim(V \W)+

+ dim(U \W)� dim(U \V \W)

30. Jakou dimenzi mù¾e mít prùnik podprostoru dimenze 3 a podprostoru dimenze 4 v Z637? Pro ka¾dou z mo¾ností uveïte
pøíklad.

31. Pøi komunikaci byl pou¾it Hammingùv kód H3. Pøijímající strana pøijala slova

0101011; 0011111; 1011100; 1111110; 011111; 0001110; 1100101:

Rozhodnìte, která z nich byla bìhem pøenosu po¹kozena a u ka¾dého z po¹kozených slov rozhodnìte, který ze symbolù byl
pøenesen nesprávnì a jaké slovo bylo vysláno.

32. Doka¾te Tvrzení 5.109.

33. De�nujeme d-okolí slova a 2 Zn2 jako mno¾inu

Vd(a) = fx 2 Zn2 ;h(x;a) � dg:
Doka¾te, ¾e poèet prvkù Vd(a) se rovná  
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34. Doka¾te, ¾e je-li C kód dimenze n s r informaèními symboly, který opravuje d chyb, pak platí nerovnost
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d
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) � 2n:

35. Hamming svùj lineární (7; 4)-kód D de�noval pomocí kontrolní matice

B =

0
@ 1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1

1
A

Pokud bylo pøijaté slovo y a ByT = (s1s2s3)
T 6= oT , doka¾te ¾e s3s2s1 je binární vyjádøení indexu po¹kozeného symbolu.

36. Doka¾te, ¾e existuje permutace � na mno¾inì f1; 2; : : : ; 7g taková, ¾e platí a1a2 � � � a7 2 H3 právì kdy¾ a�(1)a�(2) � � � a�(7) 2
D, kde D je kód z pøedchozího cvièení. Jak souvisí permutace � s permutací sloupcù, pomocí které dostaneme z kontrolní
matice A kódu H3 kontrolní matici B kódu D.
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6. Determinant

Cíl. Budeme se vìnovat pojmu determinantu matice. Motivací
je porozumìní, jak zobrazení urèené maticí mìní obsah (v R2) a
objem (v R3). K de�nici budeme potøebovat permutace, nauèíme
se je rùznými zpùsoby zapisovat a urèovat znaménko.

6.1. Motivace. Ètvercová matice A øádu n nad R urèuje zobrazení fA : Rn ! Rn. Tato zobrazení mají tu vlastnost,
¾e násobí n-dimenzionální objemy (obsahy v pøípadì n = 2, objemy v pøípadì n = 3) konstantním èíslem. Toto
èíslo je rovno absolutní hodnotì tzv. determinantu, který zavedeme v této kapitole. Znaménko determinantu urèuje,
zda zobrazení mìní þorientaci prostoruÿ. Napøíklad pokud je determinant matice A øádu 2 rovný 1;3, pøíslu¹né
zobrazení násobí obsah ka¾dého útvaru èíslem 1;3 a nemìní orientaci. To, ¾e se orientace nemìní si lze pøedstavit
tak, ¾e obraz lze dostat spojitou deformací roviny z pùvodního útvaru. Pokud je determinant A rovný �1;3, pak
zobrazení násobí obsah ka¾dého útvaru èíslem 1;3 a orientaci mìní.

F F F
A = I2 detA = 1;3 detA = �1;3

Odvodíme si vzorec na výpoèet determinantu v pøípadì reálných ètvercových matic øádu n = 2 a n = 3. V
obecné de�nici pro vìt¹í n a nad jinými tìlesy vizuální pøedstava chybí, ale determinant mù¾eme de�novat stejnì a
bude mít podobné vlastnosti.

6.1.1. Determinant v R2. Budeme se sna¾it odvodit vzorec pro determinant ètvercových matic A øádu 2. Matici se
sloupci u, v budeme znaèit (ujv) a její determinant det (ujv). Èíslo det (A), kde A = (ujv), má vyjadøovat zmìnu
obsahu a orientace pøi zobrazení fA. Proto¾e zobrazení fA zobrazuje vektor e1 = (1; 0)T na vektor Ae1 = u a vektor
e2 = (0; 1)T na vektor Ae2 = v, fA zobrazuje jednotkový ètverec se stranami e1; e2 na rovnobì¾ník se stranami u,
v.

fA(e1)

fA(e2)

e1

e2

Obsah tohoto rovnobì¾níku mù¾eme vyjádøit vhodným doplnìním na obdélník a znaménko urèit diskuzí mo¾né
vzájemné polohy vektorù u a v podle obrázku (viz cvièení).

OBRAZEK
Podíváme se na jiný postup, který se nám rovnì¾ bude hodit v obecnìj¹í situaci.
Kdy¾ vynásobíme jeden z vektorù èíslem t 2 R, pak se obsah výsledného rovnobì¾níku zvìt¹í (nebo zmen¹í)

jtj-krát. Pøitom orientace se pro kladné t nezmìní a pro záporná t zmìní. Dostáváme vztahy

det (tujv) = t det (ujv) = det (ujtv) :

OBRAZEK (zvetseni rovnobezniku)
Z následujícího obrázku mù¾eme nahlédnout (staèí pøesunout trojúhelník . . .), ¾e platí

det (u1 + u2jv) = det (u1jv) + det (u2jv)
a podobný vztah platí, kdy¾ souèet je v druhém sloupci.

det (ujv1 + v2) = det (ujv1) + det (ujv2)
Je¹tì si uvìdomíme, ¾e

det (e1; e2) = 1; det (e2; e1) = �1 ; det (e1; e1) = det (e2; e2) = 0
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u2

u2

v
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v

u1

u1
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1
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+
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2

det(u1jv)

det(u2jv) u2

u2

v

v

v

u1

u1

u
1
+
u
2

u
1
+
u
2

det(u1 + u2jv)

proto¾e první matice odpovídá identickému zobrazení, které nemìní obsah ani orientaci, druhá matice odpovídá
pøeklopení kolem osy prvního kvadrantu, která nemìní obsah a mìní orientaci, tøetí a ètvrtá matice odpovídá
zobrazení, která ètverci pøiøadí þzdegenerovaný rovnobì¾níkÿ { úseèku.

Z odvozených vztahù ji¾ jde spoèítat determinant obecné matice

A = (ujv) =
�

a11 a12
a21 a22

�
:

det (A) = det (ujv) = det (a11e1 + a21e2ja12e1 + a22e2)

= det (a11e1ja12e1 + a22e2) + det (a21e2ja12e1 + a22e2) =

= det (a11e1ja12e1) + det (a11e1ja22e2)+
+ det (a21e2ja12e1) + det (a21e2ja22e2) =

= a11a12 det (e1je1) + a11a22 det (e1je2)+
+ a21a12 det (e2je1) + a21a22 det (e2je2) =

= a11a22 � a21a12

Determinant jsme odvodili pou¾itím jednotkového ètverce. Obecnì obsah a orientace obrazu libovolného útvaru (u
nìj¾ lze mìøit obsah) se zmìní tak, jak udává determinant. Tento fakt nebudeme odvozovat.

6.1.2. Determinant v R3. Pro matice øádu 3 udává determinant zmìnu objemu a orientace. Pro zobrazení fA urèené
maticí A = (ujvjw) je obrazem jednotkové krychle se stranami e1, e2, e3 rovnobì¾nostìn se stranami u, v, w. Z
geometrického náhledu dostáváme podobné vztahy jako v pøípadì R2.

det (tujvjw) = det (ujtvjw) = det (ujvjtw) = det (ujvjw)

det (u1 + u2 + u3jvjw) = det (u1jvjw) + det (u2jvjw) + det (u3jvjw)

Podobný vztah platí, kdy¾ souèet je ve druhém nebo tøetím sloupci.
K výpoètu je¹tì potøebujeme determinanty matic, jejich¾ sloupce jsou vektory v kanonické bázi. Pokud jsou dva

ze sloupcù stejné, pak pøíslu¹né zobrazení degeneruje krychli na ètverec, nebo dokonce úseèku, tak¾e determinant
je 0. Dále

det (e1; e2; e3) = det (e2; e3; e1) = det (e3; e1; e2) ;

proto¾e pøíslu¹ná zobrazení jsou rotace, které orientaci nemìní. Zbývají tøi matice, jejich¾ determinant je �1, proto¾e
pøíslu¹ná zobrazení jsou zrcadlení a ta orientaci mìní.

det (e1; e3; e2) = det (e2; e1; e3) = det (e3; e2; e1) ;

Determinant teï mù¾eme spoèítat jako v pøípadì n = 2, výrazy ale budou ponìkud del¹í.

A = (ujvjw) =

0
@ a11 a12 a13

a21 a22 a23
a31 a32 a33

1
A :
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det (A) = det (ujvjw) =

= det (a11e1 + a21e2 + a31e3ja12e1 + a22e2 + a32e3ja13e1 + a23e2 + a33e3)

=

3X
k=1

3X
l=1

3X
m=1

ak1al2am3 det (ek; el; em) =

= a11a22a33 det (e1; e2; e3) + a11a32a23 det (e1; e3; e2)+

+ a21a12a33 det (e2; e1; e3) + a21a32a13 det (e2; e3; e1)+

+ a31a12a23 det (e3; e1; e2) + a31a22a13 det (e3; e2; e1) =

= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 � a11a32a23 � a31a22a13 � a21a12a33

Ka¾dý sèítanec je souèinem tøech prvkù matice ak1al2am3, kde k; l;m jsou navzájem rùzné, se znaménkem odpoví-
dajícím orientaci trojice ek; el; em. Jeden sèítanec tedy odpovídá výbìru jednoho prvku s prvního sloupce, jednoho
prvku z druhého sloupce a jednoho prvku z tøetího sloupce, kde prvky vybíráme s navzájem rùzných øádkù (ostatní
èleny budou nulové).

6.2. Permutace. Výpoèet vzorce pro þvícerozmìrný objemÿ by probíhal podobnì. Museli bychom zjistit, která
poøadí vektorù kanonické báze odpovídají kladné orientaci a která záporné. To lze pomocí pojmu znaménka per-
mutace, které de�nujeme v této èásti. Dìláme tím malý výlet z lineární algebry do algebry obecné.

Permutaci de�nujeme jako bijekci mno¾iny na sebe samu.

De�nice 6.1. Permutací mno¾iny X rozumíme bijekci X ! X. Mno¾inu v¹ech permutací na mno¾inì X znaèíme
SX . Pro mno¾inu permutací na mno¾inì X = f1; 2; : : : ; ng, kde n je pøirozené èíslo, také pou¾íváme znaèení Sn.

Nejèastìji budeme pou¾ívat permutace na koneèné mno¾inì, konkrétnì mno¾inì f1; 2; : : : ; ng. Pro koneènou
mno¾inu X je ka¾dé prosté zobrazení X ! X ji¾ bijekcí, a také ka¾dé zobrazení X ! X na je bijekcí. (Pøipomeòme,
¾e ani jedna z tìchto implikací není pravdivá pro nekoneèné mno¾iny.)

Význaènou permutací na X je identické zobrazení idX : X ! X, pro nì¾ idX(x) = x pro ka¾dé x 2 X. Proto¾e
inverzní zobrazení k bijekci je bijekce, je inverzní zobrazení ��1 k permutaci � na X opìt permutace na X. Slo¾ením
permutací je rovnì¾ permutace. Slo¾ení permutací � a � znaèíme � � � nebo ��, tj. ��(x) = �(�(x)). Mno¾ina SX
spolu s tìmito operacemi opìt splòuje vlastnosti podobné sèítání v tìlese, nebo sèítání ve vektorovém prostoru, s
výjimkou komutativity:

(1) Pro libovolné �; �; � 2 SX platí �(��) = (��)�.
(2) Pro libovolné � 2 SX platí idX � = � idX = �.
(3) Pro libovolné � 2 SX platí ���1 = ��1� = idX .

Tím pádem nemusíme pøi skládání psát závorky a také mù¾eme øe¹it jednoduché rovnice typu ��� = 
, kde �; �; 

jsou dané permutace, podobným zpùsobem jako pro èísla, akorát musíme dát pozor na nekomutativitu.

6.2.1. Zápis permutace. Permutaci � na koneèné mno¾inì X mù¾eme zapsat tabulkou, kdy do horního øádku
napí¹eme v nìjakém poøadí prvky mno¾iny X a pod ka¾dý prvek x 2 X napí¹eme jeho obraz �(x). Napøíklad
permutaci � 2 S8 danou vztahy �(1) = 7, �(2) = 6, �(3) = 1, �(4) = 8, �(5) = 5, �(6) = 4, �(7) = 3, �(8) = 2
mù¾eme zapsat

� =

�
1 2 3 4 5 6 7 8
7 6 1 8 5 4 3 2

�
=

�
6 4 7 2 8 1 3 5
4 8 3 6 2 7 1 5

�
:

Tabulkou mù¾eme zapsat libovolné zobrazení z X do X (nebo i do jiné mno¾iny). To, ¾e � je permutace, se v tabulce
projeví tak, ¾e v druhém øádku bude ka¾dý prvek mno¾iny X právì jednou.

Dal¹í mo¾ností je si permutaci nakreslit. Prvky X si nakreslíme jako body (tzv. vrcholy) a pro ka¾dé x 2 X si
nakreslíme ¹ipku (tzv. hranu) z x do �(x). Takovému obrázku øíkáme graf permutace �. Proto¾e � je zobrazení,
vede z ka¾dého bodu právì jedna ¹ipka, a proto¾e je to bijekce, vede do ka¾dého bodu právì jedna ¹ipka.

1 2 3 4 5 6 7 8

Obrázek 6. Obrázek permutace

Kdy¾ graf trochu pøekreslíme, vidíme, ¾e permutace je sjednocením nezávislých cyklù.
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Obrázek 7. Lep¹í obrázek permutace

To není náhoda, ka¾dá permutace je slo¾ením nezávislých cyklù.

De�nice 6.2. Cyklus délky k je permutace na X splòující �(x1) = x2, �(x2) = x3, . . . , �(xk�1) = xk, �(xk) = x1
a �(y) = y pro ka¾dé y 2 X n fx1; x2; : : : ; xkg, kde x1, x2, . . . , xk jsou po dvou rùzné prvky X. Zapisujeme
� = (x1 x2 : : : xk).

Cykly nazýváme nezávislé, pokud jsou mno¾iny prvkù vyskytující se v cyklech disjunktní.
Transpozice je cyklus délky 2, tj. permutace tvaru � = (x y).

V¹imnìte si, ¾e poøadí prvkù v cyklu mù¾eme cyklicky otoèit a dostaneme stejnou permutaci:

(x1 x2 : : : xk) = (x2 : : : xk x1) = � � � = (xk x1 x2 : : : xk�1)

Jak najít pro danou permutaci � rozklad na nezávislé cykly ani¾ bychom kreslili obrázek? Zvolíme libovolný
výchozí prvek x1 a podíváme se na jeho obraz x2 = �(x1), pak se podíváme na jeho obraz x3 = �(x2), atd. Kdy¾
poprvé narazíme na prvek, který se ji¾ vyskytl, tj. xk+1 = xi pro nìjaké i � k, pak nutnì i = 1, jinak by �
zobrazovala dva rùzné prvky xi�1 a xk na stejný prvek xi. Tak¾e máme �(xk) = x1 a mù¾eme cyklus uzavøít.
Pokud jsou v mno¾inì X je¹tì jiné prvky, vybereme kterýkoliv z nich a nalezneme dal¹í cykly. Tyto cykly musí být
nezávislé, jinak bychom opìt mìli dva prvky, které se zobrazí do stejného prvku, a zobrazení � by nebylo prosté.
Naznaèili jsme dùkaz, ¾e rozklad na nezávislé cykly je mo¾ný. Poøadí skládání nezávislých cyklù mù¾eme libovolnì
mìnit (na rozdíl od obecných cyklù) a a¾ na tuto skuteènost je rozklad jednoznaèný. Detaily si rozmyslete jako
cvièení.

Tvrzení 6.3. Ka¾dou permutaci na koneèné mno¾inì X lze zapsat jako slo¾ení nezávislých cyklù. Tento zápis je
jednoznaèný a¾ na poøadí cyklù (a cykly délky 1).

Pøíklad 6.4. Podle návodu rozlo¾íme na¹í permutaci � na nezávislé cykly. Zaèneme napøíklad s prvkem 1. Jeho
obraz je �(1) = 7, obraz 7 je �(7) = 3 a obraz 3 je �(3) = 1. Nalezli jsme první cyklus (1 7 3). Nyní vezmeme
nìjaký prvek, který se doposud neobjevil, tøeba 2. Spoèítáme �(2) = 6, �(6) = 4, �(4) = 8, �(8) = 2 a nalezli jsme
dal¹í cyklus (2 6 4 8). Zbývá prvek 5, který je pevným bodem, tj. �(5) = 5, co¾ mù¾eme zapsat cyklem (5) délky 1
(to je identická permutace), chceme-li tento fakt zdùraznit. Celkovì tedy máme

� = (1 7 3)(2 6 4 8) :

Poøadí skládání mù¾eme díky nezávislosti prohodit a rovnì¾ mù¾eme v tomto zápisu cyklicky otáèet prvky v
závorkách, proto¾e tím vznikají pouze rùzné zápisy stejné permutace. Tak¾e napøíklad také

� = (6 4 8 2)(3 1 7) :

Cyklickým zápisem rozumíme rozumíme zápis pomocí nezávislých cyklù s vyznaèenými pevnými body, napøíklad

� = (1 7 3)(2 6 4 8)(5) :

Pokud pevné body neuvádíme, hovoøíme o redukovaném cyklickém zápisu.
Cyklický (nebo redukovaný cyklický) zápis je vìt¹inou daleko výhodnìj¹í ne¾ zápis tabulkou, proto¾e lépe vidíme,

co permutace þdìláÿ. Zápis tabulkou budeme dále pou¾ívat jen zøídka.
Na pøíkladu si rozmyslíme, jak permutace invertovat a skládat v cyklickém zápisu.

Pøíklad 6.5. Inverzní permutace pøiøadí ka¾dému prvku jeho vzor. Pro permutaci � = (1 7 3)(2 6 4 8) je napøíklad
��1(3) = 7, proto¾e �(7) = 3. Staèí tedy pøevrátit poøadí prvkù v cyklu. Na obrázku bychom otoèili smìr ¹ipek.

��1 = (1 3 7)(2 8 4 6)

Na tomto místì si rovnì¾ uvìdomme, ¾e inverzní permutace k transpozici je tatá¾ transpozice.

(i j)�1 = (i j) ( = (j i) )
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Vypoèítáme slo¾ení permutace � a permutace � = (1 7 4 6)(2 8)(3 5):

�� = (1 7 4 6)(2 8)(3 5)(1 7 3)(2 6 4 8) = (1 4 2)(3 7 5)

Cyklový zápis tvoøíme jako pro samotnou permutaci: vyjdeme z libovolného prvku, podíváme se, kam ho slo¾ená
permutace zobrazí a takto pokraèujeme. Vy¹li jsme z prvku 1, permutace � ho zobrazí na 3 a permutace � prvek 3
zobrazí na 5, tak¾e slo¾ená permutace �� zobrazí prvek 1 na prvek 5, tj. za 1 napí¹eme èíslo 5. Èíslo 5 permutace
� zobrazí na 5 a permutace � zobrazí èíslo 5 na 3, tak¾e pí¹eme 3, atd.

Je¹tì jednou pøipomeòme, ¾e skládání komutativní není (ale tøeba nezávislé cykly spolu komutují). Slo¾ením � a
� vyjde permutace

�� = (1 3 5)(6 7 8) ;

co¾ je jiná permutace ne¾ ��. Má ale stejnou strukturu { má stejnì jako �� jeden dva cykly délky 3. To není
náhoda, viz cvièení.

Ka¾dý cyklus lze zapsat jako slo¾ení transpozic, napøíklad

(x1 x2 : : : xk) = (x1 x2)(x2 x3) : : : (xk�1 xk)

nebo
(x1 x2 : : : xk) = (x1 xk) : : : (x1 x3)(x1 x2) :

Ovìøte obì rovnosti! Proto¾e ka¾dá permutace je slo¾ením cyklù (dokonce nezávislých), mù¾eme ka¾dou permutaci
napsat jako slo¾ení transpozic. Dokázali jsme

Tvrzení 6.6. Ka¾dá permutace na koneèné mno¾inì je slo¾ením transpozic.

Tvrzení vlastnì øíká, ¾e jakkoliv promícháme prvky mno¾iny, lze pùvodní uspoøádání dostat postupným proha-
zováním dvojic. Zápis permutace jako slo¾ení transpozic není samozøejmì jednoznaèný, napøíklad

(1 2 3) = (1 3)(1 2) = (1 2)(2 3) = (1 2)(2 3)(1 2)(1 2) = (1 2)(1 3)(2 3)(1 2) = : : :

6.2.2. Znaménko. I kdy¾ ka¾dou permutaci mù¾eme zapsat jako slo¾ení transpozic mnoha zpùsoby, parita poètu
transpozic (tj. zda je poèet sudý nebo lichý) se nemìní. K dùkazu tohoto tvrzení si nejdøív v¹imneme jak se mìní
poèet cyklù v cyklovém zápisu pøi slo¾ení s transpozicí. V následujícím tvrzení poèítáme i cykly délky jedna.

Tvrzení 6.7. Nech» X je koneèná mno¾ina, � 2 SX a (x y) 2 SX . Pak poèet cyklù v permutaci (x y)� a � se li¹í
o 1 a poèet sudých cyklù v permutaci (x y)� a � se rovnì¾ li¹í o 1.

Dùkaz. Rozebereme dva pøípady. Nejprve pøedpokládejme, ¾e x a y le¾í ve stejném cyklu (x = x1 x2 : : : xk y =
y1 y2 : : : yl) permutace �. Pak

(x y)� = (x y) : : : (x x2 : : : xk y y2 : : : yl) : : : = : : : (x x2 : : : xk)(y y2 : : : yl) : : : ;

kde ostatní cykly permutace � zùstanou beze zmìny. Poèet cyklù se v tomto pøípadì zvý¹í o 1. Rozborem pøípadù
dostaneme druhou èást tvrzení (napøíklad pokud k i l je sudé, pak se poèet sudých cyklù zvìt¹í o jedna, pokud k
je sudé a l je liché, pak se poèet sudých cyklù také zvìt¹í o jedna, atd.).

Pokud jsou prvky x a y v rùzných cyklech (x = x1 x2 : : : xk), (y = y1 y2 : : : yl), pak

(x y)� = (x y) : : : (x x2 : : : xk)(y y2 : : : yl) : : : = : : : (x x2 : : : xk y y2 : : : yl) : : : ;

tak¾e se poèet cyklù sní¾í o 1. Druhou èást získáme opìt rozborem pøípadù. �

Dùsledkem je, ¾e parita poètu transpozic je stejná v libovolném zápisu permutace jako slo¾ení transpozic. Tuto
paritu navíc poznáme podle poètu cyklù sudé délky v cyklickém zápisu permutace.

Dùsledek 6.8. Pro libovolnou permutaci � na koneèné mno¾inì X nastane jedna z následujících mo¾ností:

(1) Ka¾dý zápis � jako slo¾ení transpozic obsahuje sudý poèet transpozic. To nastane právì tehdy, kdy¾ poèet
cyklù sudé délky v (redukovaném) cyklickém zápisu permutace � je sudý.

(2) Ka¾dý zápis � jako slo¾ení transpozic obsahuje lichý poèet transpozic. To nastane právì tehdy, kdy¾ poèet
cyklù sudé délky v (redukovaném) cyklickém zápisu permutace � je lichý.

Dùkaz. Je-li � slo¾ením transpozic �1�2 : : : �k, pak nìkolikanásobnou aplikací pøedchozího tvrzení dostaneme, ¾e
parita poètu cyklù sudé délky v permutaci � je rovná paritì k: Poèet cyklù sudé délky v permutaci �k je lichý
(jeden cyklus délky 2), v permutaci �k�1�k je sudý, atd. �

Tento dùsledek nám umo¾òuje zavést znaménko permutace.
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De�nice 6.9. Permutace � na koneèné mno¾inì X se nazývá sudá, pokud nastane mo¾nost (1) v dùsledku 6.8.
Rovnì¾ øíkáme, ¾e znaménko � je 1 a pí¹eme sgn(�) = 1.

V opaèném pøípadì je � lichá, má znaménko �1 a de�nujeme sgn(�) = �1.
Znaménko snadno vypoèteme z (redukovaného) cyklického zápisu. Staèí spoèítat poèet cyklù sudé délky. Zna-

ménko lze také urèit podle poètu v¹ech cyklù v cyklickém zápisu, viz cvièení.

Pøíklad 6.10.

sgn ((1 2 3 4)(5 6 7)(8 9)(10 11)) = �1
proto¾e má permutace v cyklickém zápisu 3 cykly sudé délky.

Znaménko inverzní permutace a slo¾ené permutace je urèené znaménkem pùvodních permutací.

Tvrzení 6.11. Nech» X je koneèná mno¾ina a �; � 2 SX . Pak platí

(1) sgn(idX) = 1,
(2) sgn(��1) = sgn(�) a
(3) sgn(��) = sgn(�) sgn(�).

Dùkaz.

(1) Identická permutace má 0 cyklù sudé délky.
(2) Inverzní permutace má stejný poèet cyklù sudé délky.
(3) Pokud � lze zapsat jako slo¾ení k transpozic, tj. sgn(�) = (�1)k, a � lze zapsat jako slo¾ení l transpozic,

tj. sgn(�) = (�1)l, pak �� lze zapsat jako slo¾ení k + l transpozic, tj. sgn(��) = (�1)k+l = (�1)k(�1)l =
sgn(�) sgn(�):

�

Slovy, identická permutace je sudá, inverzní permutace k sudé (resp. liché) je sudá (resp. lichá), slo¾ením dvou
sudých nebo dvou lichých permutací je sudá permutace a slo¾ením liché a sudé permutace v libovolném poøadí je
lichá permutace.

Pøíklad 6.12. Ve høe þ15ÿ máme ètvercovou krabièku se 4 � 4 políèky, v ní¾ jsou kostièky èíslované 1 a¾ 15 a
jedno prázdné políèko, pomocí nìho¾ jdou kostièky vodorovnì nebo svisle pøesouvat. Uká¾eme, ¾e základní pozici
na obrázku vlevo nelze získat z pozice na obrázku vpravo.

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 15 14

Obrázek 8. Hra 15

Místa v krabièce si oèíslujeme podle základní pozice. Místo vpravo dole oèíslujeme 16. Libovolnou pozici zapí¹eme
pomocí permutace � 2 S16 tak, ¾e de�nujeme �(i) = j, pokud se na místì i nalézá kostièka s èíslem j. Jeden tah
je vlastnì prohozením umístìní prázdného políèka a nìjaké kostièky i 2 f1; 2; : : : ; 15g. Nová pozice tedy odpovídá
permutaci (16 i)�.

Budeme si v¹ímat parity permutace � a parity pozice prázdného políèka. Na zaèátku vyjdeme z pozice odpovída-
jící liché permutaci (14 15) a prázdné políèko je na sudém místì 16. Po provedení jednoho tahu permutace � zmìní
paritu a rovnì¾ se zmìní parita pozice prázdného políèka, proto¾e sudá místa sousedí pouze s lichými a naopak. Z
toho plyne, ¾e

� po provedení sudého poètu tahù bude � lichá a prázdné políèko bude na sudém místì;
� po provedení lichého poètu tahù bude � sudá a prázdné políèko bude na lichém místì.

Ani v jednom z obou pøípadù nemù¾eme získat základní pozici, pro kterou je permutace � sudá (je to identická
permutace) a prázdné políèko je na sudém místì (16).
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6.2.3. Poèet permutací. Jak ji¾ asi víte, poèet permutací na n-prvkové mno¾inì X = fx1; x2; : : : ; xng je n!. Máme
toti¾ n mo¾ností, kam zobrazit x1, pak n� 1 mo¾ností, kam zobrazit x2, atd. Dohromady n(n� 1) : : : 1 = n!.

Poèet lichých permutací spoèítáme z následujícího pozorování, které také pou¾ijeme pro dùkazy tvrzení o deter-
minantech.

Tvrzení 6.13. Nech» X je koneèná mno¾ina a � 2 SX . Pak platí:

(1) Soubor (��1 : � 2 SX), soubor (�� : � 2 SX) i soubor (�� : � 2 SX) obsahuje ka¾dou permutaci v SX právì
jednou.

(2) Pokud � je lichá, pak soubor (�� : � 2 SX ; sgn(�) = 1) i soubor (�� : � 2 SX ; sgn(�) = 1) obsahuje pouze
liché permutace v SX , ka¾dou právì jednou.

Dùkaz. Rovnice � = ��1 má pro dané � právì jedno øe¹ení � = ��1. (Rozmyslete si podrobnì toto i dal¹í tvrzení
pou¾itá v tomto dùkazu. Zdùvodnìní je podobné jako v tvrzení 3.3 o vlastnostech tìles.) To znamená, ¾e ka¾dou
permutaci � lze zapsat ve tvaru ��1 právì jedním zpùsobem, tj. soubor (��1 : � 2 SX) obsahuje ka¾dou permutaci
v SX právì jednou.

Rovnice � = ��má pro dané � a � právì jedno øe¹ení � = ��1�. Z toho plyne, ¾e v souboru (�� : � 2 SX) je ka¾dá
permutace právì jednou. Podobnì pro tøetí soubor v èásti (1). Pokud jsou permutace � a � liché, pak � = ��1�
je sudá, proto¾e sgn(��1�) = sgn(��1) sgn(�) = sgn(�) sgn(�) = (�1)(�1) = 1 (viz tvrzení 6.11). Ka¾dou lichou
permutaci lze tedy zapsat ve tvaru ��, kde � je sudá, právì jedním zpùsobem. Navíc �� je lichá, pokud � je lichá
a � je sudá. Z toho plyne první èást bodu (2). Druhá èást se doká¾e podobnì. �

Tvrzení mù¾eme formulovat v jazyku zobrazení. Napøíklad druhá èást tvrzení v bodì (1) øíká, ¾e zobrazení
f : SX ! SX de�nované f(�) = �� je bijekce. První èást bodu (2) øíká, ¾e je-li � lichá, pak zobrazení f de�nované
stejným pøedpisem je bijekcí z mno¾iny v¹ech sudých permutací v SX na mno¾inu v¹ech lichých permutací v SX .

Dùsledkem je, ¾e poèet lichých permutací na n-prvkové mno¾inì X je stejný jako poèet sudých permutací na
X, kdykoliv na X nìjaká lichá permutace existuje, tj. v pøípadì n > 1. Pro n > 1 je tedy poèet lichých i sudých
permutací n!=2.

6.3. De�nice determinantu a základní vlastnosti. Pøipomeòme, ¾e determinant reálné ètvercové matice
A = (ujvjw) øádu 3 urèuje, jak zobrazení fA mìní objem a orientaci. Jeho absolutní hodnota je rovna objemu
rovnobì¾nostìnu o stranách u;v;w. Odvodili jsme vzorec

det

0
@ a11 a12 a13

a21 a22 a23
a31 a32 a33

1
A =

= a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23 � a11a32a23 � a31a22a13 � a21a12a33 :

Ka¾dý èlen souètu je souèin tøech prvkù ak1al2am3, kde k; l;m jsou navzájem rùzné, a znaménko udává orientaci
trojice vektorù (ek; el; em). Ka¾dý èlen lze tedy zapsat jako a�(1)1a�(2)2a�(3)3, kde � 2 S3 je permutace �(1) = k,
�(2) = l, �(3) = m a v¹imnìte si, ¾e znaménko èlenu je rovno znaménku permutace �. To geometricky odpovídá
tomu, ¾e prohodíme-li dva vektory kanonické báze, orientace se zmìní.

6.3.1. De�nice. Podobnì de�nujeme determinant libovolné ètvercové matice nad libovolným tìlesem.

De�nice 6.14. Je-li A = (aij) ètvercová matice nad tìlesem T øádu n, pak de�nujeme determinant matice A
pøedpisem

det (A) =
X
�2Sn

sgn(�)a�(1);1a�(2);2 : : : a�(n);n :

Determinant tedy pøiøadí ètvercové matici nad T prvek tìlesa T. Souèet má n! èlenù, jeden pro ka¾dou permutaci
� 2 Sn. Sèítanec odpovídající permutaci � je souèinem n prvkù matice, z ka¾dého sloupce i obsahuje souèin prvek
a�(i);i, znaménko sèítance je rovné znaménku permutace �. (Pro pøehlednost oddìlujeme indexy prvkù matice
èárkou.)

Pro determinant matice A se také u¾ívá znaèení jAj.
Pøíklad 6.15. V pøípadì n = 2 máme dvì permutace v S2 { identickou permutaci a transpozici (1 2). Identická per-
mutace je sudá a odpovídající sèítanec je a11a22, transpozice je lichá a odpovídající sèítanec je �a21a12. Dostáváme
stejný vzorec jako døíve:

det

�
a11 a12
a21 a22

�
=

���� a11 a12
a21 a22

���� = a11a22 � a21a12

OBRAZEK (diagonaly)
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Napøíklad ���� cos(�) � sin(�)
sin(�) cos(�)

���� = cos2(�) + sin2(�) = 1 ;

co¾ není pøekvapivé, proto¾e rotace o � nemìní ani obsah ani orientaci.
(Pøi zápisu determinantu pomocí svislých èar vynecháváme kulaté závorky.)

Pøíklad 6.16. V pøípadì n = 3 máme ¹est permutací v S3 { identické permutace a trojcykly jsou sudé, transpozice
jsou liché. Odpovídající sèítanci jsou:

�
id a11a22a33
(1 2 3) a21a32a13
(1 3 2) a31a12a23
(2 3) �a11a32a23
(1 3) �a31a22a13
(1 2) �a21a12a33

a opìt dostáváme vzorec odvozený vý¹e. Mnemotechnickou pomùckou je tzv. Sarrusovo pravidlo na obrázku.

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a11 a12 a13
a21 a22 a23

�a31a22a13 (1 3)

�a11a32a23 (2 3)

�a21a12a33 (1 2)

+a12a22a33 id

+a21a32a13 (1 3 2)

+a31a12a23 (1 2 3)

�

Obrázek 9. Sarrusovo pravidlo

Poèítat matice z de�nice není vhodné u¾ pro matice øádu 3, je lep¹í vyu¾ít jiné metody. Sarrusovo pravidlo tedy
nebudeme pou¾ívat. V pøípadì n = 4 má ji¾ výraz 24 èlenù (vypi¹te je jako cvièení) a de�nice je pro výpoèet ji¾
zcela nevhodná. V¹imnìte si, ¾e pravidlo podobné Sarrusovu pro matice øádu n > 3 neplatí.

6.3.2. Základní vlastnosti. Pro horní trojúhelníkové matice vypoèítáme determinant jako souèin prvkù na diagonále.

Tvrzení 6.17. Je-li A horní trojúhelníková matice, pak det (A) = a11a22 : : : ann.

Dùkaz. Podívejme se na jeden sèítanec sgn(�)a�(1);1a�(2);2 : : : a�(n);n v de�nici determinantu. Pokud je jeden z
èinitelù v tomto souèinu nulový, celý sèítanec je roven nule a mù¾eme jej ignorovat. První sloupec matice A je celý
nulový, a¾ na hodnotu a11, která mù¾e být nenulová. Pokud tedy �(1) > 1, pak a�(1);1 = 0 a sèítanec je nulový.
Pøedpokládejme proto �(1) = 1. Podobnì, pokud �(2) > 2 mù¾eme na sèítanec zapomenout, proto¾e a�(2);2 = 0.
Tak¾e mù¾eme pøedpokládat �(2) � 2. Ale �(2) nemù¾e být 1, proto¾e máme �(1) = 1 a � je prosté zobrazení, èili
�(2) = 2. Postupnì dostáváme �(3) = 3, �(4) = 4, . . . , �(n) = n.

Jediný mo¾ná nenulový sèítanec tedy odpovídá identické permutaci, ta je sudá, tak¾e detA = a11a22 : : : ann. �

Pro matice 2� 2 nad R je geometrické vysvìtlení na obrázku ??. Rovnobì¾ník o stranách (a11; 0)
T , (a21; a22)T

má stejný obsah jako obdélník o stranách (a11; 0)
T a (0; a22)

T , proto¾e oba rovnobì¾níky mají stejnou vý¹ku. Také
mají stejnou orientaci.

OBRAZEK
Podobnì bychom mohli dokázat, ¾e determinant dolní trojúhelníkové matice je souèin prvkù na diagonále. Dìlat

to ale nebudeme, doká¾em obecnìji, ¾e determinant se nezmìní transponováním.

Tvrzení 6.18. Pro libovolnou ètvercovou matici A platí det (A) = det
�
AT
�
.

Dùkaz. Sèítanec v de�nici det
�
AT
�
odpovídající permutaci � je

sgn(�)a1;�(1)a2;�(2) : : : an;�(n) :

Souèin lze pøeuspoøádat na
sgn(�)a��1(1);1a��1(2);2 : : : a��1(n);n ;
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proto¾e ��1(i)-tý èinitel v pùvodním souèinu je roven a��1(i)�(��1(i)) = a��1(i);i. Tento èinitel jsme pøesunuli na
i-té místo. Máme

det
�
AT
�
=
X
�2Sn

sgn(�)a1;�(1)a2;�(2) : : : an;�(n)

=
X
�2Sn

sgn(�)a��1(1);1a��1(2);2 : : : a��1(n);n

=
X
�2Sn

sgn(��1)a��1(1);1a��1(2);2 : : : a��1(n);n

=
X

�2Sn; �=��1

sgn(�)a�(1);1a�(2);2 : : : a�(n);n

=
X
�2Sn

sgn(�)a�(1);1a�(2);2 : : : a�(n);n = det (A) :

Ve tøetí úpravì jsme pou¾ili vztah sgn(��1) = sgn(�) (viz tvrzení 6.11) a v páté úpravì jsme zaèali sèítat pøes
inverzy permutací, co¾ výsledek nezmìní, proto¾e soubor (��1 : � 2 Sn) obsahuje v¹echny permutace v Sn právì
jednou (viz tvrzení 6.13). �

Dokázané tvrzení jinými slovy øíká, ¾e

det (A) =
X
�2Sn

sgn(�)a1;�(1)a2;�(2) : : : an;�(n) ;

co¾ je trochu tradiènìj¹í verze de�nice.
Tvrzení se hodí se k tomu, ¾e vìty, které doká¾eme pro øádky, budeme moci pou¾ít i pro sloupce.
Teï doká¾eme vlastnosti determinantu pou¾ité pøi odvození vzorcù v dimenzi 2 a 3 nad R, jsou to body (1) a

(2) v následujícím tvrzení. Zároveò spoèítáme, jak se mìní determinant pøi elementárních sloupcových úpravách,
to jsou body (2), (3) a (4).

Tvrzení 6.19. Nech» T je tìleso, n 2 N, i; j 2 f1; 2; : : : ; ng, i 6= j, u, v1, v2, . . . , vn 2 Tn, t 2 T a � 2 Sn. Pak
platí.

(1) det (v1jv2j : : : jvi�1j vi + u jvi+1j : : : jvn)
= det (v1j : : : jvi�1j vi jvi+1j : : : jvn) + det (v1j : : : jvi�1j u jvi+1j : : : jvn)

(2) det (v1jv2j : : : jvi�1j tvi jvi+1j : : : jvn) = t det (v1jv2j : : : jvn)
(3) det

�
v�(1)jv�(2)j : : : jv�(n)

�
= sgn(�) det (v1jv2j : : : jvn)

(4) det (v1jv2j : : : jvi�1jvi + tvj jvi+1j : : : jvn) = det (v1jv2j : : : jvn)

Dùkaz. Oznaèíme A = (aij) = (v1jv2j : : : jvn), èili aij je i-tá slo¾ka vektoru vj .

(1) Oznaèíme-li u = (b1; b2; : : : ; bn), platí

det (v1jv2j : : : jvi�1j vi + u jvi+1j : : : jvn)
=
X
�2Sn

sgn(�)a�(1);1a�(2);2 : : : a�(i�1);i�1(a�(i);i + b�(i))a�(i+1);i+1 : : : a�(n);n

=
X
�2Sn

(sgn(�)a�(1);1a�(2);2 : : : a�(n);n+

+ sgn(�)a�(1);1a�(2);2 : : : a�(i�1);i�1b�(i)a�(i+1);i+1 : : : a�(n);n)

=
X
�2Sn

sgn(�)a�(1);1a�(2);2 : : : a�(n);n

+
X
�2Sn

sgn(�)a�(1);1a�(2);2 : : : a�(i�1);i�1b�(i)a�(i+1);i+1 : : : a�(n);n

= det (v1j : : : jvi�1j vi jvi+1j : : : jvn) + det (v1j : : : jvi�1j u jvi+1j : : : jvn) :

V úpravách jsme roznásobili závorku a rozdìlili sumu na dvì èásti.
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(2) K dùkazu tohoto bodu staèí vytknout t pøed sumu:

det (v1jv2j : : : jvi�1j tvi jvi+1j : : : jvn)
=
X
�2Sn

sgn(�)a�(1);1a�(2);2 : : : a�(i�1);i�1(ta�(i);i)a�(i+1);i+1 : : : a�(n);n

= t
X
�2Sn

sgn(�)a�(1);1a�(2);2 : : : a�(n);n

= t det (v1jv2j : : : jvn) :

(3) Uvìdomíme si, ¾e prvek na místì (i; j) v matici (v�(1)jv�(2)j : : : jv�(n)) je ai;�(j). K rozepsání determinantu
pou¾ijeme alternativní de�nici.

det
�
v�(1)jv�(2)j : : : jv�(n)

�
=
X
�2Sn

sgn(�)a1;�(�(1))a2;�(�(2)) : : : an;�(�(n))

=
X
�2Sn

sgn(�) sgn(��)a1;��(1)a2;��(2) : : : an;��(n)

= sgn(�)
X
�2Sn

sgn(��)a1;��(1)a2;��(2) : : : an;��(n)

= sgn(�)
X

�2Sn;�=��
sgn(�)a1;�(1)a2;�(2) : : : an;�(n)

= sgn(�)
X
�2Sn

sgn(�)a1;�(1)a2;�(2) : : : an;�(n)

= sgn(�) det (v1jv2j : : : jvn)
V pøedposlední úpravì jsme zaèali sèítat pøes permutace � = �� místo �, co¾ výsledek nezmìní, proto¾e
soubor (�� : � 2 Sn) obsahuje v¹echny permutace v Sn právì jednou (viz tvrzení 6.13).

(4) Nejprve doká¾eme pomocné tvrzení: Determinant matice B = (bkl) øádu n, která má dva sloupce i; j (i 6= j)
stejné, je nula.

Pro vìt¹inu tìles bychom mohli pou¾ít pøedchozí bod: Proto¾e (i; j) je lichá permutace a prohozením
sloupcù i a j se matice nezmìní, platí det (B) = �det (B). Bohu¾el z toho plyne det (B) = 0 pouze pro
tìlesa charakteristiky rùzné od 2. Proto obecnì musíme postupovat jinak. V sumì

det (B) =
X
�2Sn

b1;�(1)b2;�(2) : : : bn;�(n)

k sobì seskupíme pro ka¾dou sudou permutaci � sèítanec odpovídající � a sèítanec odpovídající permutaci
(i j)�. Toto seskupení mù¾eme provést a vyèerpáme jím v¹echny sèítance, proto¾e soubor ((i j)� : � 2
Sn; sgn(�) = 1) obsahuje v¹echny liché permutace v Sn právì jednou (viz tvrzení 6.13). Dostaneme

det (B) =
X

�2Sn;sgn(�)=1
(sgn(�)b1;�(1)b2;�(2) : : : bn;�(n)+

+ sgn((i j)�)b1;(i j)�(1)b2;(i j)�(2) : : : bn;(i j)�(n))

=
X

�2Sn;sgn(�)=1
(sgn(�)b1;�(1)b2;�(2) : : : bn;�(n)�

� sgn(�)b1;�(1)b2;�(2) : : : bn;�(n))

= 0 ;

kde jsme pou¾ili sgn((i j)�) = � sgn(�) a fakt, ¾e B má shodný i-tý a j-tý sloupec.
Tím jsem dokázali pomocné tvrzení a dùkaz ètvrtého bodu snadno dokonèíme u¾itím pøedchozích.

det (v1jv2j : : : jvi�1jvi + tvj jvi+1j : : : jvn)
= det (v1jv2j : : : jvn) + det (v1jv2j : : : jvi�1j tvj jvi+1j : : : jvn)
= det (v1jv2j : : : jvn) + t det (v1jv2j : : : jvi�1j vj jvi+1j : : : jvn)
= det (v1jv2j : : : jvn)

�
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Proto¾e determinant matice se shoduje s determinantem transponované matice (tvrzení 6.18), podobné tvrzení
mù¾eme formulovat pro øádky. Bod (2) øíká, ¾e vynásobíme-li nìkterý sloupec (nebo øádek) prvkem t 2 T , determi-
nant se zvìt¹í t-krát. Dal¹í bod ukazuje, ¾e prohodíme-li sloupce (øádky) podle nìjaké permutace �, pak determinant
nanejvý¹ zmìní znaménko, a to v pøípadì, ¾e � je lichá. Speciálnì, pokud prohodíme dva sloupce (øádky), deter-
minant zmìní znaménko. Poslední bod mù¾eme formulovat tak, ¾e pøièteme-li t-násobek nìkterého sloupce (resp.
øádku) k jinému sloupci (resp. øádku), determinant se nezmìní.

Proto¾e víme, jak spoèítat determinant horní (dolní) trojúhelníkové matice (tvrzení 6.17), mù¾eme k výpoètu
determinantu obecné matice pou¾ít Gaussovu eliminaci. Pøitom si mù¾eme pomoci také sloupcovými úpravami.

Geometricky jsme si ji¾ zdùvodnili vlastnosti (1) a (2) v pøípadì T = R a n = 2; 3. Prohození dvou sloupcù
odpovídá zrcadlení podle pøímky nebo roviny, tak¾e determinant zmìní znaménko. To odùvodòuje (3). Následující
obrázek vysvìtluje ètvrtou vlastnost pro n = 2. Pøièteme-li k jednomu z vektorù násobek druhého, pøíslu¹ný
rovnobì¾níky budou mít stejnou jednu ze stran a stejnou vý¹ku na tuto stranu jako pùvodní rovnobì¾ník.

OBRAZEK

Pøíklad 6.20. Spoèítáme determinant reálné matice

A =

0
@ 2 4 2

7 �1 4
5 0 �6

1
A :

V prvních dvou úpravách vynásobíme pro pohodlí poslední sloupec èíslem 1=2 a prohodíme první a tøetí sloupec,
abychom dostali na pozici (1; 1) prvek 1. Dále budeme pou¾ívat u¾ jen øádkové úpravy. V jedné z nich vynásobíme
druhý øádek èíslem 1=3. Musíme dát pozor na to, ¾e prohazování a násobení determinant mìní. Na násobení se
mù¾eme v tomto kontextu dívat jako na vytýkání inverzního skaláru pøed determinant.������

2 4 2
7 �1 4
5 0 �6

������ = 2 �
������
2 4 1
7 �1 2
5 0 �3

������ = �2 �
������

1 4 2
2 �1 7
�3 0 5

������
= �2 �

������
1 4 2
0 �9 3
0 12 11

������ = �2 � 3 �
������
1 4 2
0 �3 1
0 12 11

������ = �6 �
������
1 4 2
0 �3 1
0 0 15

������
= �6 � 1 � (�3) � 15 = 270

Výpoèet budeme umìt provést ¹ikovnìji pomocí elementárních úprav kombinovaných s rozvojem.

Pøíklad 6.21. Prohozením sloupcù spoèítáme determinant reálné matice.��������
2 1 3 5
�3 8 0 �2
7 5 0 0
4 0 0 0

�������� = sgn((1 4 2 3)) �

��������
3 5 1 2
0 �2 8 �3
0 0 5 7
0 0 0 4

��������
= sgn((1 4 2 3)) � 3 � (�2) � 5 � 4 = 120

Provedli jsme prohození sloupcù odpovídající permutaci � = (1 4 2 3) { sloupec 1 jsme pøesunuli na místo 4, sloupec
4 na místo 2, atd. Tato permutace je lichá. Alternativnì bychom postupnì mohli prohazovat sloupce po dvou.

6.3.3. Dal¹í kriterium regularity. Z tvrzení 6.19 mù¾eme odvodit dal¹í kriterium pro regulárnost matice: matice je
regulární právì tehdy, kdy¾ má nenulový determinant. Geometricky to pro reálné matice øádu 3 mù¾eme odùvodnit
tak, ¾e fA nuluje objemy právì tehdy, kdy¾ obraz fA(R3) je obsa¾en v nìjaké rovinì (tj. zobrazení zkolabuje prostor
do roviny nebo dokonce pøímky èi bodu).

Tvrzení 6.22. Ètvercová matice je regulární právì tehdy, kdy¾ det (A) 6= 0.

Dùkaz. Elementární øádkové úpravy sice determinant mìní, ale nemìní þnulovostÿ determinantu: prohozením øádkù
determinant zmìní znaménko, vynásobením nenulovým èíslem t se determinant zvìt¹í t-krát a pøiètení násobku
nìjakého øádku k jinému determinant nezmìní. Tak¾e oznaèíme-li B odstupòovaný tvar matice A, pak det (A) = 0
právì tehdy, kdy¾ det (B) = 0. Matice B je v horním trojúhelníkovém tvaru, tak¾e det (B) je souèinem prvkù na
diagonále (tvrzení 6.17). Tento souèin je nulový právì tehdy, kdy¾ má B nulový øádek, co¾ se stane právì tehdy,
kdy¾ A je singulární podle bodu (5) vìty 4.30 charakterizující regulární matice. �

Implikace zprava doleva zobecòuje fakt dokázaný v dùkazu bodu (4), ¾e determinant matice, která má dva
sloupce stejné, je nulový.

Obecnìji lze hodnost libovolné matice urèit podle determinantù ètvercových podmatic.
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De�nice 6.23. Minorem øádu k matice A rozumíme determinant matice vzniklé z A výbìrem k øádkù a k sloupcù.

Pøíklad 6.24. Jedním ze minorù øádu 2 matice

A =

0
@ 1 2 3 4

5 6 7 8
9 10 11 12

1
A

je

det (B) = det

�
6 8
10 12

�
:

Matice B vznikne z A výbìrem øádkù 2 a 3 a výbìrem sloupcù 2 a 4.

Tvrzení 6.25. Hodnost libovolné matice A je rovna nejvìt¹ímu èíslu r takovému, ¾e existuje nenulový minor matice
A øádu r.

Dùkaz. Pro odstupòovaný tvar se tvrzení nahlédne snadno a èíslo r se øádkovými úpravami nemìní. Detaily si
rozmyslete jako cvièení. �

Napøíklad hodnost matice A je rovna 2 právì tehdy, kdy¾ ka¾dý subdeterminant øádu 3 je nulový a existuje
nenulový subdeterminant øádu 2.

6.3.4. Determinant souèinu. Dal¹í aplikací tvrzení 6.19 je vìta o determinantu souèinu matic. K tomu si nejprve
v¹imneme, jaké jsou determinanty elementárních matic:

� Matice odpovídající prohození dvou øádkù má determinant �1, proto¾e vznikne z jednotkové matice pro-
hozením tìchto øádkù (mù¾eme pou¾ít napøíklad bod (3) z tvrzení na jednotkovou matici, nebo pøímo
de�nici).

� Matice odpovídající vynásobení nìjakého øádku prvkem t 2 T má determinant t, napøíklad podle vìty o
determinantu horní trojúhelníkové matice, nebo podle bodu (2).

� Matice odpovídající pøiètení t-násobku nìjakého øádku k jinému má determinant 1, napøíklad opìt podle
vìty o determinantu horní nebo dolní trojúhelníkové matice, nebo podle bodu (4).

Z bodù (2),(3),(4) nyní vyplývá, ¾e pro libovolnou elementární matici E a libovolnou ètvercovou matici B stejného
øádu platí det (EB) = det (E) det (B). Ka¾dá regulární matice R je souèinem elementárních matic R = E1E2 : : : Ek
(podle tvrzení 4.39), tak¾e dostáváme

det (RB) = det (E1E2 : : : EkB) = det (E1) det (E2 : : : EkB) = : : :

= det (E1) det (E2) : : : det (Ek) det (B) = � � � = det (R) det (B)

Tento vztah platí i pro singulární matice R, tedy obecnì platí, ¾e determinant souèinu je souèin determinantù.

Vìta 6.26 (vìta o determinantu souèinu). Pro libovolné matice A;B øádu n nad stejným tìlesem platí det (AB) =
det (A) det (B).

Dùkaz. Pro regulární matici A jsme vìtu dokázali. Pokud A je singulární, pak AB je rovnì¾ singulární. To lze
zdùvodnit napøíklad pomocí tvrzení 5.77 o hodnosti souèinu: rank(AB) � rank(A) < n. Obì strany rovnosti jsou
proto rovny nule. �

Vìta má opìt názorný geometrický význam. Pro reálné matice øádu tøi udávají determinanty matic A;B koe�ci-
enty zmìny objemu a orientace pro zobrazení fA; fB . Matice AB odpovídá slo¾enému zobrazení fA � fB , jeho koe�-
cient zmìny objemu a orientace je zøejmì souèinem tìchto koe�cientù pro matice A;B. Napøíklad, je-li det (A) = 2
a det (B) = 3, zobrazení fB jakýkoliv útvar zvìt¹í tøikrát a fA pak je¹tì dvakrát, tak¾e dohromady se útvar zvìt¹í
¹estkrát.
Pro souèet podobná vìta neplatí, napøíklad proto, ¾e souèet dvou singulárních matic mù¾e být regulární.

Pro determinant inverzní matice dostaneme vzorec z vìty o determinantu souèinu.

Dùsledek 6.27. Je-li A regulární matice, pak det
�
A�1� = det (A)

�1.

Dùkaz. Podle vìty o determinantu souèinu je

1 = det (I) = det
�
AA�1� = det (A) det

�
A�1� ;

z èeho¾ dostaneme vzorec vydìlením det (A). (Determinant matice A je nenulový podle tvrzení 6.22. ) �
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6.3.5. Cramerovo pravidlo. Jako poslední aplikaci základních vlastností determinantu doká¾eme Cramerovo pravidlo
pro øe¹ení soustav lineárních rovnic s regulární maticí.

Vìta 6.28 (Cramerovo pravidlo). Nech» A je regulární matice øádu n a j 2 f1; 2; : : : ; ng. Pak j-tá slo¾ka vektoru
øe¹ení x = (x1; x2; : : : ; xn) soustavy Ax = b je

xj =
det (Aj)

det (A)
;

kde Aj je matice, která vznikne z A nahrazením j-tého sloupce vektorem b, tj.

Aj = (A�1jA�2j : : : jA�(j�1)jbjA�(j+1)j : : : jA�n) :

Dùkaz. Vztah Ax = b mù¾eme zapsat jako

x1A�1 + x2A�2 + � � �+ xnA�n = b :

Dostáváme

det (Aj) = det
�
A�1jA�2j : : : jA�(j�1)jbjA�(j+1)j : : : jA�n

�
= det

 
A�1jA�2j : : : jA�(j�1)j

nX
k=1

xkA�kjA�(j+1)j : : : jA�n

!

= det
�
A�1jA�2j : : : jA�(j�1)jxjA�j jA�(j+1)j : : : jA�n

�
= xj det

�
A�1jA�2j : : : jA�(j�1)jA�j jA�(j+1)j : : : jA�n

�
= xj det (A) ;

kde ve tøetí úpravì jsme vyu¾ili toho, ¾e pøiètením lineárním kombinace sloupcù rùzných od j k sloupci j se
determinant nezmìní (to plyne z bodu (4) v tvrzení 6.19) a ve ètvrté úpravì jsme pou¾ili (2).

Z toho ihned vidíme dokazovaný vztah. �

Cramerovo pravidlo mù¾eme pou¾ít pouze pro regulární matice, tj. pro ètvercové matice s nenulovým determi-
nantem (viz tvrzení 6.22). Spí¹e ne¾ pro praktické poèítání se vyu¾ívá ve výpoètech a úvahách, kdy se mù¾e hodit
explicitní vzorec pro nìjakou slo¾ku øe¹ení.

Pøíklad 6.29. Vypoèítáme tøetí slo¾ku øe¹ení soustavy Ax = b nad Z5.0
@ 1 3 2 0

2 4 1 2
0 2 2 4

1
A

Spoèítáme determinant matice A. ������
1 3 2
2 4 1
0 2 2

������ =
������
1 3 2
0 3 2
0 2 2

������ =
������
1 3 2
0 3 2
0 0 4

������ = 2

Matice A je tedy regulární a mù¾eme pou¾ít Cramerovo pravidlo. Spoèítáme je¹tì determinant matice A3.������
1 3 0
2 4 2
0 2 4

������ =
������
1 3 0
0 3 2
0 2 4

������ =
������
1 3 0
0 3 2
0 0 1

������ = 3

Tøetí slo¾ka øe¹ení je

x3 =
3

2
= 4 :

6.4. Rozvoj, adjungovaná matice.
Vezmeme-li v de�nici v¹echny èleny obsahující vybraný prvek aij a vytkneme jej, v závorce dostaneme tzv.

algebraický doplnìk prvku aij . A¾ na znaménko je roven determinantu matice, která vznikne vynecháním øádku a
sloupce obsahující aij . To doká¾eme ve vìtì o rozvoji podle sloupce. Nejprve potøebný pojem.

De�nice 6.30. Nech» A = (aij) je ètvercová matice øádu n a i; j 2 f1; 2; : : : ; ng. Algebraickým doplòkem (té¾
kofaktorem) prvku aij matice A rozumíme skalár

Aij = (�1)i+j det (Mij) ;

kde Mij je matice øádu n� 1, která vznikne z A vynecháním i-tého øádku a j-tého sloupce.

De�nice má smysl pro matice øádu n > 1. Pro matici øádu 1 de�nujeme A11 = 1. Tento pøípad je potøeba v
nìkterých tvrzeních této kapitoly rozebrat zvlá¹», ale explicitnì na to upozoròovat nebudeme.
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Pøíklad 6.31. Algebraickým doplòkem prvku a12 v reálné matici

A = (aij) =

0
@ 2 4 7

3 �2 �4
5 1 �3

1
A

je

A12 = (�1)1+2
���� 3 �4
5 �3

���� = (�1)(�9� (�20)) = �11 :

Vìta 6.32 (o rozvoji podle sloupce). Je-li A ètvercová matice øádu n a j 2 f1; 2; : : : ; ng, pak

det (A) =

nX
i=1

aijAij = a1jA1j + a2jA2j + � � �+ anjAnj :

Dùkaz. Potøebujeme dokázat, ¾e koe�cient u aij , vytkneme-li tento prvek ze v¹ech èlenù, které jej obsahují, je rovný
Aij . Pro pohodlnost zvolíme trochu jiný postup dùkazu.
1. krok. Pokud ann = 1 a v¹echny ostatní prvky v n-tém sloupci jsou nulové, pak det (A) = Ann.
Platí

det (A) =
X
�2Sn

sgn(�)a�(1);1api(2);2 : : : a�(n);n

=
X

�2Sn;�(n)=n
sgn(�)a�(1);1api(2);2 : : : a�(n);n

=
X

�2Sn;�(n)=n
sgn(�)a�(1);1api(2);2 : : : a�(n�1);n�1 =

= (�1)n+n
X

�2Sn�1

sgn(�)a�(1);1api(2);2 : : : a�(n�1);n�1 = Ann :

V druhé úpravì jsme vynechali nulové sèítance, ve tøetí jsme pou¾ili ann = 1, ve ètvrté jsme pou¾ili (�1)(n�1)+(n�1) =
1 a skuteènost, ¾e znaménko permutace � 2 Sn, pro kterou �(n) = n, je stejné jako znaménko permutace � zú¾ené
na mno¾inu f1; 2; : : : ; n� 1g (to platí, proto¾e tyto dvì permutace mají stejný redukovaný cyklický zápis).
2. krok. Pro libovolné i; j 2 f1; 2; : : : ; ng, pokud aij = 1 a v¹echny ostatní prvky v j-tém sloupci jsou nulové,

pak det (A) = Aij .
Posuneme-li v matici A øádek i na poslední místo a potom sloupec j na poslední místo, dostaneme matici B,

její¾ determinant je Bnn podle 1. kroku. Posunutí i-tého øádku na n-té místo odpovídá permutaci øádkù � =
(n (n� 1) : : : i) a posunutí j-tého sloupce na n-té místo odpovídá permutaci sloupcù � = (n (n� 1) : : : j). Podle
bodu (3) tvrzení 6.19 o zmìnì determinantu pøi permutaci sloupcù a analogického tvrzení pro øádky máme

det (A) = sgn(�) sgn(�) det (B) = sgn(�) sgn(�)Bnn = (�1)i+jBnn = Aij ;

kde sgn(�) sgn(�) = (�1)i+j je vidìt z toho, ¾e parita délek cyklù �,� je stejná právì tehdy, kdy¾ parita i a j je
stejná.
3. krok. Pomocí 2.kroku a bodù (1) a (2) z tvrzení 6.19 nyní výpoèet dokonèíme.

det (A) = det (A�1jA�2j : : : jA�n)

= det

 
A�1jA�2j : : : jA�(j�1)j

nX
i=1

aijei jA�(j+1)j : : : jA�n

!

=

nX
i=1

aij det
�
A�1jA�2j : : : jA�(j�1)j ei jA�(j+1)j : : : jA�n

�

=

nX
i=1

aijAij :

(Rovnì¾ jsme vyu¾ili triviální skuteènosti, ¾e algebraický doplnìk prvku aij se nezmìní, zmìníme-li j-tý sloupec.) �

Díky tvrzení 6.18 o transponování mù¾eme provádìt rozvoj podle øádku:

det (A) =

nX
j=1

aijAij = ai1Ai1 + ai2Ai2 + � � �+ ainAin :
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Pøíklad 6.33. Provedeme rozvoj podle druhého øádku.������
2 4 7
3 �2 �4
5 1 �3

������ = 3 � (�1)1+2
���� 4 7
1 �3

����+ (�2) � (�1)2+2
���� 2 7
5 �3

����+

+(�4) � (�1)3+2
���� 2 4
5 1

����
V¹imnìte si, ¾e se znaménka v algebraickém doplòku støídají, staèí tedy urèit první.

Rozvoj podle sloupce (øádku) vznikne pouhým pøeskupením výrazu z de�nice determinantu. Kdybychom provedli
rozvoj pro matici øádu n, na vzniklé matice provedli rozvoj, atd., po n � 1 krocích bychom dostali znovu výraz z
de�nice determinantu. Pro praktické poèítání se rozvoj hodí v situaci, ¾e nìkterý øádek nebo sloupec je skoro celý
nulový, nejlépe, kdy¾ obsahuje jen jeden nenulový prvek. Pak je toti¾ vìt¹ina sèítancù v rozvoji nulová a nemusíme
poèítat men¹í determinanty. Efektivní postup je vyeliminovat jeden øádek nebo sloupec, provést rozvoj a pokraèovat
s jedním men¹ím determinantem.

Pøíklad 6.34. Spoèítáme znovu determinant v pøíkladu 6.20.������
2 4 2
7 �1 4
5 0 �6

������ =
������
30 0 18
7 �1 4
5 0 �6

������ = (�1)2+2
���� 30 18

5 �6
����

= �180� 90 = �270
V první úpravì jsme 4-násobek druhého øádku pøièetli k prvnímu, pak jsme provedli rozvoj podle 2. sloupce a zbylý
determinant jsme spoèítali z de�nice.

Pøíklad 6.35. Vypoèítáme determinant vìt¹í matice.����������

�3 �1 �3 4 �3
�7 �1 �10 5 �2
4 0 6 �4 �1
5 1 10 �4 5
5 3 4 �4 3

����������
=

����������

2 0 7 0 2
�2 0 0 1 3
4 0 6 �4 �1
5 1 10 �4 5

�10 0 �26 8 �12

����������

=

��������
2 7 0 2

�2 0 1 3
4 6 �4 �1

�10 �26 8 �12

�������� =
��������

2 7 0 2
0 0 1 0

�4 6 �4 11
6 �26 8 �36

��������
= �

������
2 7 2

�4 6 11
6 �26 �36

������ = �
������
2 7 2
0 20 15
0 �47 �42

������
= �2 �

���� 20 15
�47 �42

���� = 10 �
���� 4 3
47 42

���� = 10(168� 141) = 270:

Nejprve jsme témìø vynulovali 2. sloupec eliminací, u¾itím 4. øádku. Potom jsme determinant rozvinuli podle 2.
sloupce, máme jediný nenulový èlen se znaménkem (�1)2+4 = 1. Dále jsme vyeliminovali 2. øádek (pomocí 3.
sloupce). Následoval rozvoj podle 2. øádku, nenulový èlen má znaménko (�1)3+2 = �1, atd.
6.4.1. Adjungovaná matice. Rozvoj podle j-tého sloupce probíhá tak, ¾e vezmeme první prvek v j-tém sloupci, vy-
násobíme znaménkem (�1)j+1 a determinantem matice, která vznikne vynecháním prvního øádku a j-tého sloupce.
Pak postupujeme obdobnì s dal¹ími prvky v j-tém sloupci a v¹echny takové výrazy seèteme. Pokud þomylemÿ v¾dy
vynecháváme jiný sloupec k, dostaneme nulový prvek tìlesa.

Vìta 6.36 (o fale¹ném rozvoji). Je-li A ètvercová matice øádu n a j; k 2 f1; 2; : : : ; ng, j 6= k, pak

0 =

nX
i=1

aijAik = a1jA1k + a2jA2k + � � �+ anjAnk :
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Dùkaz. Oznaème B matici, která vznikne nahrazením k-tého sloupce matice A sloupcem A�j . Proto¾e B má dva
sloupce stejné, je B singulární (má lineárnì závislé sloupce, tak¾e mù¾eme pou¾ít bod (3) pozorování 5.79), a
proto det (B) = 0 podle kritéria v tvrzení 6.22. Na B pou¾ijeme rozvoj podle k-tého sloupce a vyu¾ijeme toho, ¾e
Bik = Aik, proto¾e algebraický doplnìk prvku bik na k-tém sloupci nezávisí.

0 = det (B) = b1kB1k + b2kB2k + � � �+ bnkBnk = a1jA1k + a2jA2k + � � �+ anjAnk

�

Z algebraických doplòkù matice A = (aij) vytvoøíme tzv. adjungovanou matici tak, ¾e prvek na místì (i; j) bude
algebraický doplnìk prvku aji. Pozor na zmìnu poøadí indexù.

De�nice 6.37. Adjungovanou maticí ke ètvercové matici A rozumíme matici adj (A) stejného øádu, která má na
místì (i; j) prvek Aji.

Øádkovou i sloupcovou verzi vìt o rozvoji a fale¹ném rozvoji jde formulovat maticovým vztahem.

Vìta 6.38. Pro libovolnou ètvercovou matici A platí

adj (A)A = A adj (A) = det (A) In :

Speciálnì, pokud A je regulární, pak

A�1 =
adj (A)

det (A)
:

Dùkaz. Prvek na místì (i; j) v souèinu adj (A) A je A1ia1j +A2ia2j + : : : Anianj . Pokud i = j je výsledkem detA,
proto¾e výraz je roven rozvoji podle i-tého sloupce. Pokud i 6= j je výsledkem 0 podle vìty o fale¹ném rozvoji.
Dohromady dostáváme adj (A)A = det (A) In. Rovnost A adj (A) = det (A) In dostaneme obdobnì podle vìt o
rozvoji a fale¹ném rozvoji podle øádku. �

Vìta nám také dává explicitní vyjádøení inverzní matice. Inverzní matici pro øády 2 a 3 lze její pomocí poèítat
rychle bez eliminace.

Pøíklad 6.39. Pro regulární matici A øádu 2 dostáváme�
a11 a12
a21 a22

��1
=

1

a11a22 � a12a21

�
a22 �a12
�a21 a11

�
Pøíklad 6.40. Spoèítáme inverzní matici k reálné matici

A =

0
@ �2 1 �3

3 4 �2
0 2 5

1
A :

Nejdøív spoèítáme adjungovanou matici.

adj (A) =

0
BBBBBB@

���� 4 �2
2 5

���� �
���� 1 �3
2 5

����
���� 1 �3
4 �2

����
�
���� 3 �2
0 5

����
���� �2 �3

0 5

���� �
���� �2 �3

3 �2
�������� 3 4

0 2

���� �
���� �2 1

0 2

����
���� �2 1

3 4

����

1
CCCCCCA

=

0
@ 24 �11 10

�15 �10 �13
6 4 �11

1
A

Determinant matice A by teï bylo neefektivní poèítat zvlá¹». Staèí spoèítat napøíklad prvek na místì (3; 3) v souèinu
A adj (A).

det (A) = 0 � 10 + 2 � (�13) + 5 � (�11) = �81:
Vidíme, ¾e A je regulární a platí

A�1 = � 1

81

0
@ 24 �11 10

�15 �10 �13
6 4 �11

1
A =

1

81

0
@ �24 11 �10

15 10 13
�6 �4 11

1
A :
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6.5. Vandermondùv determinant.
Tzv. Vandermondova matice vzniká pøi interpolaci polynomem. Budeme hledat polynom f nad tìlesem T stupnì

nejvý¹e n� 1, tj.
f = k0 + k1x+ � � �+ kn�1xn�1; k0; k1; : : : kn�1 2 T ;

který splòuje podmínky
f(a1) = b1; f(a2) = b2; : : : ; f(an) = an ;

kde a1; a2; : : : ; an; b1; b2; : : : ; bn jsou dané prvky tìlesa T, pøièem¾ a1; a2; : : : ; an jsou navzájem rùzné. Pro koe�cienty
dostáváme soustavu rovnic 0

BBB@
1 a1 a21 : : : an�11

1 a2 a22 : : : an�12
...

...
...

. . .
...

1 an a2n : : : an�1n

1
CCCA
0
BBB@

k0
k1
...

kn�1

1
CCCA =

0
BBB@

b1
b2
...
bn

1
CCCA

Matice této soustavy se nazývá Vandermondova matice a její determinant Vandermondùv determinant. Indukcí
podle n doká¾eme, ¾e je roven

V (a1; a2; : : : ; an) =

���������
1 a1 a21 : : : an�11

1 a2 a22 : : : an�12
...

...
...

. . .
...

1 an a2n : : : an�1n

���������
=

Y
1�i<j�n

aj � ai :

Z toho mimo jiné vyplývá, ¾e Vandermondova matice je regulární (za pøedpokladu, ¾e a1; a2; : : : ; an jsou po dvou
rùzné) a tedy hledaný polynom f existuje a je jednoznaènì urèený; nazývá se Lagrangeùv interpolaèní polynom.

Vzorec snadno ovìøíme pro n = 2 (pro n = 1 by vzorec platil, pokud bychom de�novali prázdný souèin jako 1).
Pøedpokládejme n > 2 a ¾e vzorec platí pro men¹í hodnoty n. Zaèneme tím, ¾e vyeliminujeme první sloupec, tj.
(�1)-násobek prvního øádku pøièteme ke v¹em ostatním, a pak provedeme rozvoj podle prvního sloupce. .���������

1 a1 a21 : : : an�11

1 a2 a22 : : : an�12
...

...
...

. . .
...

1 an a2n : : : an�1n

���������
=

���������
1 a1 a21 : : : an�11

0 a2 � a1 a22 � a21 : : : an�12 � an�11
...

...
...

. . .
...

0 an � a1 a2n � a21 : : : an�1n � an�11

���������

=

���������
a2 � a1 a22 � a21 : : : an�12 � an�11

a3 � a1 a23 � a21 : : : an�13 � an�11
...

...
. . .

...
an � a1 a2n � a21 : : : an�1n � an�11

���������
Vytkneme z prvního øádku výraz a2 � a1, z druhého výraz a3 � a2, atd., a vyu¾ijeme vzorce

ck � dk = (c� d)(ck�1 + ck�2d+ ck�3d2 + � � �+ cdk�2 + dk�1) :���������
a2 � a1 a22 � a21 : : : an�12 � an�11

a3 � a1 a23 � a21 : : : an�13 � an�11
...

...
. . .

...
an � a1 a2n � a21 : : : an�1n � an�11

���������
= (a2 � a1)(a3 � a1) : : : (an � a1)�

�

���������
1 a2 + a1 a22 + a2a1 + a21 : : : an�22 + an�32 a1 + � � �+ an�21

1 a3 + a1 a23 + a3a1 + a21 : : : an�23 + an�33 a1 + � � �+ an�21
...

...
...

. . .
...

1 an + a1 a2n + ana1 + a21 : : : an�2n + an�3n a1 + � � �+ an�21

���������
Dále pøièteme (�a1)-násobek pøedposledního sloupce k poslednímu, . . . , (�a1)-násobek druhého sloupce ke tøetímu,
a nakonec (�a1)-násobek prvního sloupce ke druhému.���������

1 a2 + a1 a22 + a2a1 + a21 : : : an�22 + an�32 a1 + � � �+ an�21

1 a3 + a1 a23 + a3a1 + a21 : : : an�23 + an�33 a1 + � � �+ an�21
...

...
...

. . .
...

1 an + a1 a2n + ana1 + a21 : : : an�2n + an�3n a1 + � � �+ an�21

���������
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=

���������
1 a2 + a1 a22 + a2a1 + a21 : : : an�22

1 a3 + a1 a23 + a3a1 + a21 : : : an�23
...

...
...

. . .
...

1 an + a1 a2n + ana1 + a21 : : : an�2n

���������
= � � � =

���������
1 a2 + a1 a22 : : : an�22

1 a3 + a1 a23 : : : an�23
...

...
...

. . .
...

1 an + a1 a2n : : : an�2n

���������
=

���������
1 a2 a22 : : : an�22

1 a3 a23 : : : an�23
...

...
...

. . .
...

1 an a2n : : : an�2n

���������
= V (a2; : : : ; an)

Vznikne Vandermondùv determinant pro a2; a3; : : : ; an, tak¾e výpoèet mù¾eme dokonèit u¾itím indukèního pøed-
pokladu.

V (a1; : : : ; an) = (a2 � a1)(a3 � a1) : : : (an � a1)V (a2; : : : ; an)

= (a2 � a1)(a3 � a1) : : : (an � a1)
Y

2�i<j�n
aj � ai =

Y
1�i<j�n

aj � ai

Odvozený vzorec platí i v pøípadì, ¾e a1; : : : ; an nejsou navzájem rùzné, proto¾e pak má Vandermondova matice
dva stejné øádky, tak¾e její determinant je nulový, stejnì jako výraz

Q
1�i<j�n aj � ai.

Cvièení

1. Vypoètìte obsah rovnobì¾níku urèeného vektory u;v podle obrázku ??.

2. Promyslete si detailnì dùkaz tvrzení 6.3.

3. Najdìte v¹echna øe¹ení rovnic �� = �, �� = � a ��
 = �, kde �; �; 
 2 S10.

� = (1 5 3 2 7)(4 6); � = (2 3 9 10 4)(7 8); 
 = (1 7)(2 6)(4 5)

4. Doka¾te, ¾e pro libovolné k 2 N permutace na koneèné mno¾inì X má permutace ����1 v zápisu pomocí nezávislých
cyklù stejný poèet cyklù délky k jako permutace �. Odvoïte z toho, ¾e stejné tvrzení platí pro permutace �� a ��.

5. Oznaème k poèet cyklù v cyklickém zápisu permutace � 2 Sn (poèítáme i cykly délky 1!). Doka¾te, ¾e sgn(�) = (�1)n+k.

6. Vypi¹te z de�nice výraz pro determinant matice øádu 4.

7. Najdìte vzorec pro determinant ètvercových matic A = (aij) øádu n takových, ¾e aij = 0 kdykoliv i > n+ 1� j.

8. Nech» A je blokovì horní trojúhelníková matice, tj. matice tvaru

A =

0
BBB@

A11 A12 : : : A1r

0 A22 : : : A2r

...
...

. . .
...

0 0 : : : Arr

1
CCCA ;

kde A11; A22; : : : ; Arr jsou ètvercové matice (ne nutnì stejného øádu). Doka¾te, ¾e det (A) = det (A11) det (A22) : : :det (Arr).

9. Z pøedchozího cvièení by se mohlo zdát, ¾e determinanty mù¾eme poèítat blokovì. Není tomu tak. Naleznìte matici

A =

�
A11 A12

A21 A22

�
se ètvercovými bloky takovou, ¾e det (A) 6= det (A11) det (A22)� det (A12) det (A21).

10. Doka¾te, ¾e pro regulární matici A øádu n platí det (adj (A)) = det (A)n�1.

11. Doka¾te tvrzení 6.25
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7. Lineární zobrazení

Cíl. .

7.1. De�nice a pøíklady.
Pøipomeòme, ¾e matice A nad tìlesem T typu m � n urèuje zobrazení fA : Tn ! Tm pøedpisem fA(x) = Ax.

Tento pohled motivoval øadu zavedených pojmù:

� Násobení matic: Je-li B matice nad T typu p �m, pak slo¾ené zobrazení fB � fA : Tn ! T p je rovno
zobrazení fBA.

� Inverzní matice: Je-li m = n a fA je bijekce, pak inverzní zobrazení (fA)�1 je rovno fA�1 .
� Jádro matice: KerA je rovno mno¾inì v¹ech vektorù x 2 Tn, které fA zobrazí na nulový vektor.

KerA = fx : fA(x) = og � Tn

� Sloupcový prostor matice a hodnost: ImA je roven obrazu zobrazení fA. Hodnost A je rovna dimenzi
ImA.

ImA = ffA(x) : x 2 Tng = fA(T
n) � Tm; rank(A) = dim(ImA)

� Determinant: Je-li T = R a m = n = 2 (resp. m = n = 3), pak det (A) udává zmìnu obsahu (resp.
objemu) a orientace pøi zobrazení fA.

Rovnì¾ nám tento pohled poskytl geometrickou interpretaci øady tvrzení.
Ne ka¾dé zobrazení Tn ! Tm je tvaru fA pro nìjakou matici A. Zobrazení tvaru fA mají tu vlastnost, ¾e

þzachovávajíÿ sèítání a násobení. Takovým zobrazením øíkáme lineární a za okam¾ik nahlédneme, ¾e linearita tato
zobrazení charakterizuje. Lineární zobrazení de�nujeme mezi obecnými vektorovými prostory (nejen aritmetickými).

De�nice 7.1. Nech» V;W jsou vektorové prostory nad stejným tìlesem T. Zobrazení f : V ! W nazýváme
lineární zobrazení (nebo homomor�smus) z V do W, pokud

(1) f(u+ v) = f(u) + f(v) pro libovolné u;v 2 V a
(2) f(tu) = tf(u) pro libovolné u 2 V a t 2 T .

Skuteènost, ¾e f je lineární zobrazení z V do W zapisujeme f : V!W.

Vlevo v rovnostech vystupují operace v prostoru V a vpravo operace v prostoru W. Zdùraznìme, ¾e prostory V
a W musí být nad stejným tìlesem. V¹imnìte si rovnì¾, ¾e ka¾dé lineární zobrazení zobrazuje nulový vektor ve V
na nulový vektor v W.

Pro libovolnou matici A nad T typu m� n je zobrazení fA : Tn ! Tm lineární, proto¾e

fA(u+ v) = A(u+ v) = Au+Av = fA(u) + fA(v)

a
fA(tu) = A(tu) = t(Au) = tfA(u) :

To nám dává øadu pøíkladù lineárních zobrazení mezi aritmetickými vektorovými prostory (a jak jsme zmínili, jiná
lineární zobrazení mezi aritmetickými prostory neexistují, viz ní¾e).

Pøíklad 7.2. Pøíklady lineárních zobrazení z R2 do R2:

� Otoèení (rotace) o daný úhel.
� Zkosení

e1

e2

F

e1

e2

F

Otoèení
e1

e2

F

e1

e2

F

Zkosení

Obrázek 10. Zobrazení v rovinì: otoèení a zkosení

� Projekce na pøímku procházející poèátkem.
� Osová soumìrnost podle pøímky procházející poèátkem.
� Zvìt¹ení (zmen¹ení)
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2

F

e1

e2

F

Projekce
e1

e2

F

e1

e2

F

Zvìt¹ení

e
1

e
2

F

e1

e2

F

Osová soumìrnost

Obrázek 11. Zobrazení v rovinì: projekce, zvìt¹ení a osová soumìrnost

Lineární zobrazení z R3 do R3 jsou napøíklad rotace, zrcadlení podle roviny procházející poèátkem, osová soumìrnost
podle pøímky procházející poèátkem, projekce na rovinu nebo pøímku procházející poèátkem.

Pøíkladem lineárního zobrazení z R2 do R3 je zobrazení fA pro matici

A =

0
@ 1 2

1 0
1 3

1
A

OBRAZEK
Lineární zobrazení z R3 do R2 pou¾íváme pøi kreslení trojrozmìrných útvarù na tabuli (papír):
OBRAZEK
Pøíkladem lineárního zobrazení z R3 do R je zobrazení d udávající orientovanou vzdálenost od zvolené roviny

procházející poèátkem.

u

d(u)

Obrázek 12. Lineární zobrazení z R3 do R: orientovaná vzdálenost od plochy

Je¹tì ne¾ popí¹eme, jak vypadají lineární zobrazení obecnì, podíváme se na dal¹í pøíklady.

Pøíklad 7.3.

� Identické zobrazení idV na libovolném vektorovém prostoru V je lineární zobrazení V! V.
� Tzv. nulové zobrazení 0 z V do W pøiøazující v¹em vektorùm ve V nulový vektor ve W je lineární.
� Nech» B = (v1;v2; : : : ;vn) je báze vektorového prostoru V. Zobrazení f z V do Tn de�nované f(v) = [v]B
je lineární zobrazení V! Tn podle tvrzení 5.64 o souøadnicích a operacích.

� Zobrazení pøiøazující matici nadT typu n�n souèet prvkù na diagonále (tzn. stopu) je lineárním zobrazením
Tn�n ! T.

� Determinant mù¾eme chápat jako zobrazení pøiøazující n-tici vektorù z Tn prvek T, tedy jako zobrazení

Det : Tn � Tn � � � � � Tn| {z }
n�

! T :

Toto zobrazení je tzv. multilineární, tj. zvolíme-li pevnì n�1 z celkových n argumentù, vznikne lineární zob-
razení Tn ! T. Napøíklad jsou-li v1;v3 2 T3 libovolné vektory, je zobrazení f(x) = det (v1jxjv3) lineární
zobrazení z T3 do T. Linearita byla pou¾itá pøi odvozování vzorcù na zaèátku kapitoly o determinantech a
formulována jako body (1) a (2) v tvrzení 6.19.
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� Derivace je lineárním zobrazením (napø.) z prostoru reálných diferencovatelných funkcí do prostoru v¹ech
reálných funkcí.

� Zobrazení pøiøazující funkci její urèitý integrál od 1 do 10 je lineárním zobrazením z prostoru v¹ech reálných
spojitých funkcí na [1; 10] do R.

7.2. Matice lineárního zobrazení.
Z de�nice lineárního zobrazení se snadno indukcí doká¾e, ¾e obrazem lineární kombinace je lineární kombinace

obrazù, tj. pro libovolné lineární zobrazení f : V!W, vektory v1;v2; : : : ;vn 2 V a skaláry t1; t2; : : : ; tk 2 T platí

f(t1v1 + t2v2 + � � �+ tkvn) = t1f(v1) + t2f(v2) + � � �+ tkf(vn):

Toto jednoduché pozorování má dùle¾itý dùsledek, ¾e lineární zobrazení je jednoznaènì urèené obrazy prvkù libo-
volné báze. Tvrzení formulujeme pro koneènì generované prostory, zobecnìní necháme do cvièení.

Tvrzení 7.4. Nech» V a W jsou vektorové prostory nad tìlesem T, B = (v1, v2, . . . , vn) je báze V a
w1;w2; : : : ;wn 2 W jsou libovolné vektory. Pak existuje právì jedno lineární zobrazení f : V ! W splòující
f(vi) = wi pro ka¾dé i 2 f1; 2; : : : ; ng.
Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e f je lineární zobrazení splòující f(vi) = wi. Ka¾dý vektor x 2 V lze zapsat jediným
zpùsobem jako lineární kombinaci x = t1v1 + t2v2 + � � � + tnvn (jinými slovy, [x]B = (t1; t2; : : : ; tn)) a pak podle
vý¹e uvedeného vztahu platí

f(x) = t1w1 + t2w2 + � � �+ tnwn

To dokazuje jednoznaènost.
Na druhou stranu je potøeba ovìøit, ¾e zobrazení f de�nované tímto pøedpisem je lineární a splòuje f(vi) = wi,

a tím bude dokázána existence. Vztah f(vi) = wi necháme k ovìøení ètenáøi. K dùkazu linearity uva¾ujme vektory
x;y 2 V, jejich¾ vyjádøení vzhledem k B jsou

[x]B = (t1; t2; : : : ; tn)
T ; [y]B = (s1; s2; : : : ; sn)

T :

Pak [x+ y]B = (t1 + s1; t2 + s2; : : : ; tn + sn)
T (viz tvrzení 5.64 o souøadnicích a operacích) a tedy

f(x+ y) = (t1 + s1)w1 + (t2 + s2)w2 + � � �+ (tn + sn)wn

= t1w1 + t2w2 + � � �+ tnwn + s1w1 + s2w2 + � � �+ snwn

= f(x) + f(y) :

Podobnì se uká¾e zachovávání násobení skalárem. �

Tvrzení nám dává geometrickou pøedstavu lineárních zobrazení: podíváme se na obrazy prvkù nìjaké báze, obrazy
zbylých vektorù jsou urèeny linearitou. Na obrázku je znázornìné lineární zobrazení z prostoru dimenze 2 s bází
(u;v), obraz vektoru �u+ 2v a obraz komplikovanìj¹ího útvaru.

OBRAZEK
Algebraickým dùsledkem je, ¾e ka¾dé lineární zobrazení je þurèenéÿ maticí. Ne¾ zformulujeme pøíslu¹né de�nice

a tvrzení obecnìji, uká¾eme, ¾e ka¾dé lineární zobrazení f z Tn do Tm je rovno fA pro jistou (jednoznaènì urèenou)
matici A nad T typu m� n. Skuteènì, pro libovolný vektor x = (x1; x2; : : : ; xn) platí

f(x) = f(x1e1 + x2e2 + � � �+ xnen) = x1f(e1) + x2f(e2) + � � �+ xnf(en) ;

co¾ lze maticovì zapsat jako
f(x) = (f(e1)jf(e2)j : : : jf(en))x ;

tak¾e staèí polo¾it A = (f(e1)jf(e2)j : : : jf(en)) a máme f = fA. Matice A je urèena jednoznaènì, proto¾e i-tý
sloupec musí být f -obrazem i-tého vektoru kanonické báze.

Lineární zobrazení f : V!W, kdeV;W jsou koneènì generované, mù¾eme obdobnì popsat maticovì, poèítáme-
li v prostorech V a W vzhledem ke zvoleným bázím B a C. Konkrétnì, existuje (jednoznaènì urèená) matice A
typu dim(W)� dim(V) taková, ¾e

[f(x)]C = A[x]B

pro libovolný vektor x 2 V . Této matici øíkáme matice f vzhledem k B a C. Odvození, jak tato matice vypadá, se
udìlá podobnì jako vý¹e.

De�nice 7.5. Nech» V;W jsou koneènì generované vektorové prostory nad tìlesem T, f : V ! W, B =
(v1;v2; : : : ;vn) je báze V a C je báze W. Maticí lineárního zobrazení f vzhledem k bázím B a C rozumíme
matici

[f ]BC = ([f(v1)]C j[f(v2)]C j : : : j[f(vn)]C)
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V matici f vzhledem k B a C je tedy i-tý sloupec roven souøadnicím obrazu i-tého vektoru báze B v bázi C.
Matice je typu dim(W)� dim(V).

Tvrzení 7.6. Jsou-li V;W koneènì generované vektorové prostory nad tìlesem T, B báze V, C báze W a f :
V!W, pak pro libovolný vektor x 2 V platí

[f(x)]C = [f ]BC [x]B :

Dùkaz. Pro libovolný vektor x 2 V s vyjádøením [x]B = (x1; x2; : : : ; xn)
T vzhledem k bázi B = (v1;v2; : : : ;vn)

platí
f(x) = f(x1v1 + x2v2 + � � �+ xnvn) = x1f(v1) + x2f(v2) + � � �+ xnf(vn) ;

pro vyjádøení vzhledem k bázi C pak podle tvrzení 5.64 o souøadnicích a operacích platí

[f(x)]C = x1[f(v1)]C + x2[f(v2)]C + � � �+ xn[f(vn)]C ;

co¾ se maticovì pøepí¹e

[f(x)]C = ([f(v1)]C j[f(v2)]C j : : : j[f(vn)]C)(x1; x2; : : : ; xn)T = [f ]BC [x]B :

�

Sami si rozmyslete, ¾e [f ]BC je jediná matice splòující rovnost [f(x)]C = [f ]BC [x]B .
Matice lineárního zobrazení fA : Tn ! Tm vzhledem ke kanonickým bázím je pùvodní matice A, tj.

[fA]
Kn

Km
= A;

kde Ki znaèí kanonickou bázi Ti.

Pøíklad 7.7. Uva¾ujme zobrazení f : Z35 ! Z25 dané pøedpisem

f

0
@ x1

x2
x3

1
A =

�
2x1 + 3x2 + x3

4x1 + 2x3

�
:

Vztah lze maticovì zapsat

f

0
@ x1

x2
x3

1
A =

�
2 3 1
4 0 2

�0@ x1
x2
x3

1
A :

Z toho vidíme, ¾e f = fA pro matici

A =

�
2 3 1
4 0 2

�
;

tak¾e f je lineární zobrazení a podle pøedchozí poznámky [f ]K3

K2
= A.

Urèíme matici f vzhledem k bázím B a C, kde

B =

0
@
0
@ 1

1
2

1
A ;

0
@ 2

2
0

1
A ;

0
@ 3

4
4

1
A
1
A a C =

��
1
2

�
;

�
3
3

��
:

K tomu dosazením spoèítáme obrazy vektorù v bázi B:

f(1; 1; 2)T = (2 � 1 + 3 � 1 + 1 � 2; 4 � 1 + 2 � 2)T = (2; 3)T

f(2; 2; 0)T = (2 � 2 + 3 � 2 + 1 � 0; 4 � 2 + 2 � 0)T = (0; 3)T

f(3; 4; 4)T = (2 � 3 + 3 � 4 + 1 � 4; 4 � 3 + 2 � 4)T = (2; 0)T

a obrazy vyjádøíme v bázi C tím, ¾e vyøe¹íme tøi soustavy rovnic se stejnou maticí zároveò.�
1 3 2 0 2
2 3 3 3 0

�
�
�

1 3 2 0 2
0 2 4 3 1

�
Zpìtnou substitucí dostáváme [(2; 3)T ]C = (1; 2)T , [(0; 3)T ]C = (3; 4)T , [(2; 0)T ]C = (3; 3)T (toto je dobré ovìøit
zkou¹kou, napø. (2; 3)T = 1 � (1; 2)T + 2 � (3; 3)T , tak¾e souøadnice vektoru (2; 3)T vzhledem k C jsou spoèteny
správnì). Matice f vzhledem k B a C je

[f ]BC =

�
1 3 3
2 4 3

�
:

Ovìøíme vztah [f(x)]C = [f ]BC [x]B pro vektor [x]B = (1; 2; 3)T , tj.

x = 1 � (1; 1; 2)T + 2 � (2; 2; 0)T + 3 � (3; 4; 4)T = (4; 2; 4)T :
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Obraz tohoto vektoru je podle de�nice

f(x) =

�
2 � 4 + 3 � 2 + 1 � 4

4 � 4 + 2 � 4
�

=

�
3
4

�
:

Podle [f(x)]C = [f ]BC [x]B musí také platit

[f(x)]C =

�
1 3 3
2 4 3

�0@ 1
2
3

1
A =

�
1
4

�
;

co¾ odpovídá, proto¾e 1 � (1; 2)T + 4 � (3; 3)T = (3; 4)T , tak¾e skuteènì [(3; 4)T ]C = (1; 4)T .

Pøíklad 7.8. S nabytými znalostmi mù¾eme nyní rychleji urèovat matice nìkterých lineárních zobrazení. Budeme
hledat matici A, aby pøíslu¹né zobrazení fA byla rotace o �. V novìj¹í terminologii, hledáme matici rotace f v R2

o úhel � vzhledem ke kanonickým bázím. K tomu staèí urèit obrazy prvkù kanonické báze a napsat je do sloupcù.
Máme

f

�
1
0

�
=

�
cos�
sin�

�
; f

�
0
1

�
=

� � sin�
cos�

�
;

tedy

A = [f ]K2

K2
=

�
cos� � sin�
sin� cos�

�
Srovnejte tento výpoèet s odvozením v èásti 4.2.1.

Pøíklad 7.9. Uva¾ujme zrcadlení f : R2 ! R2 podle pøímky p procházející poèátkem se smìrem (2; 5)T . K nalezení
matice f vzhledem ke kanonickým bázím, bychom potøebovali nalézt obrazy vektorù kanonické báze, co¾ vy¾aduje
netriviální výpoèet. Je ale snadné urèit obrazy vektorù vhodnì zvolené báze, napøíklad B = ((2; 5)T ; (�5; 2)T ).
Máme toti¾ f(2; 5)T = (2; 5)T , proto¾e tento vektor (2; 5)T le¾í na pøímce p, a f(�5; 2)T = (5;�2)T , proto¾e vektor
(�5; 2)T je kolmý na p. Matice f vzhledem k B a K2 je tedy

[f ]BK2
=

�
2 5
5 �2

�
:

Zanedlouho si uká¾eme, jak z nalezené matice urèit matici f vzhledem k jakýmkoliv jiným bázím, napøíklad kano-
nickým.

Pøíklad 7.10. Urèíme matici derivace chápané jako lineární zobrazení f z prostoru polynomù stupnì nejvý¹e 3 do
stejného prostoru vzhledem k bázím B = (1; x; x2; x3) a stejné bázi B. K tomu staèí vypoèítat vyjádøení f -obrazù
prvkù B vzhledem k bázi B:

[10]B = [0]B = (0; 0; 0; 0)T

[x0]B = [1]B = (1; 0; 0; 0)T

[(x2)0]B = [2x]B = (0; 2; 0; 0)T

[(x3)0]B = [3x2]B = (0; 0; 3; 0)T

Hledaná matice je

[f ]BB =

0
BB@

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

1
CCA :

Matici identity vzhledem k bázím B a C nazýváme maticí pøechodu od B k C, proto¾e nám umo¾òuje rychle
poèítat souøadnice vektoru vzhledem k C ze souøadnic vzhledem k B.

De�nice 7.11. Nech» V je koneènì generovaný prostor a B, C jsou jeho báze. Maticí pøechodu od B k C rozumíme
matici idV vzhledem k bázím B a C, tj. matici [idV ]BC .

V matici pøechodu od B k C je tedy ètvercová matice øádu dim(V), který má v i-tém sloupci vyjádøení i-tého
vektoru báze B vzhledem k bázi C.

Tvrzení 7.12. Je-li V koneènì generovaný prostor a B, C jeho báze, pak pro libovolný vektor x 2 V platí

[x]C = [idV ]
B
C [x]B :

Dùkaz. Tvrzení je okam¾itým dùsledkem tvrzení 7.6. �
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Index V budeme vìt¹inou vynechávat, tedy pí¹eme pouze [id]BC .
V aritmetických prostorech je snadné urèit matici pøechodu od dané k báze ke kanonické. To odpovídá skuteènosti,

¾e souøadnice vzhledem ke kanonické bázi se urèí snadno ze souøadnic vzhledem k dané bázi (ale ne naopak).

Pøíklad 7.13. Matice pøechodu od báze B = ((1; 2; 3)T ; (6; 7; 8)T ; (�; �; 10)T ) ke kanonické bázi prostoru R3 je

[id]BK3
=

0
@ 1 6 �

2 7 �
3 8 10

1
A ;

proto¾e vyjádøení i-tého vektoru báze B v kanonické bázi je ten samý vektor.

Pøíklad 7.14. Matice pøechodu od B k B je v¾dy identická matice, proto¾e vyjádøení i-tého vektoru báze B
vzhledem k bázi B je ei.

7.3. Operace s lineárními zobrazeními. Lineární zobrazení a matice spolu úzce souvisí, proto není pøekvapivé,
¾e s lineárními zobrazeními mù¾eme provádìt podobné operace jako s maticemi: mù¾eme je násobit skalárem, sèítat,
násobit (pro zobrazení tím myslíme skládat) a invertovat, samozøejmì jen za urèitých podmínek. Pøièem¾ operace
s lineárními zobrazeními odpovídají pøi maticovém popisu pøíslu¹ným operacím pro matice.

Tvrzení 7.15. Nech» V;W;Z jsou vektorové prostory nad T, B;C;D báze V;W;Z, f; g : V !W, h : W ! Z

a t 2 T . Pak platí:

(1) Zobrazení tf de�nované vztahem

(tf)(x) = t � f(x); x 2 V

je lineární zobrazení V!W a platí

[tf ]BC = t[f ]BC :

(2) Zobrazení f + g de�nované vztahem

(f + g)(x) = f(x) + g(x); x 2 V

je lineární zobrazení V!W a platí

[f + g]BC = [f ]BC + [g]BC :

(3) Slo¾ené zobrazení hg je lineární zobrazení V! Z a platí

[hg]BD = [h]CD[g]
B
C :

(4) Je-li f bijekce, pak zobrazení f�1 je lineární zobrazení W! V a platí

[f�1]CB = ([f ]BC)
�1 :

Dùkaz. Pro ovìøení linearity vezmeme libovolné vektory u;v 2 V a skalár s 2 T .

(1) Je tøeba ovìøit, ¾e (tf)(u+ v) = (tf)(u) + (tf)(v) a (tf)(su) = s(tf)(u). Obojí je snadný výpoèet.
(2) Je tøeba ovìøit, ¾e (f + g)(u+ v) = (f + g)(u) + (f + g)(v) a (f + g)(su) = s(f + g)(u). Obojí je snadný

výpoèet.
(3) Zde musíme ovìøit, ¾e (hg)(u+ v) = (hg)(u) + (hg)(v) a (hg)(su) = s(hg)(u). Opìt snadné.
(4) V tomto pøípadì ovìøujeme f�1(u + v) = f�1(u) + f�1(v) a f�1(su) = sf�1(u). Toto vy¾aduje drobný

trik, podíváme se na první rovnost. Proto¾e f je bijekce, rovnost platí právì tehdy, kdy¾ platí rovnost
f(f�1(u+ v)) = f(f�1(u) + f�1(v)), tuto novou rovnost ji¾ ovìøíme snadno z linearity f .

Dùkaz, ¾e matice zobrazení jsou uvedeny správnì mù¾eme provést v bodech (1),(2) a (3) tak, ¾e zkontrolujeme
rovnost v tvrzení 7.6. Opìt pouze vypí¹eme ovìøované rovnosti a jednoduchý výpoèet pøenecháme ètenáøi.

(1) [(tf)(x)]C = (t[f ]BC)[x]B
(2) [(f + g)(x)]C = ([f ]BC + [g]BC)[x]B
(3) [(hg)(x)]D = ([h]CD[g]

B
C)[x]B

U bodu (4) mù¾eme vyu¾ít pøedchozí bod: podle (3) platí [f�1]CB [f ]
B
C = [ff�1]BB = [id]BB = In, tak¾e skuteènì

[f�1]CB = ([f ]BC)
�1. �

Uká¾eme si pou¾ití pravidel (3) a (4) na poèetních pøíkladech.
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Pøíklad 7.16. Urèíme matici pøechodu od kanonické báze prostoru R2 k bázi B = ((2; 5)T ; (�5; 2)T ). Matici
pøechodu od B ke kanonické bázi urèíme snadno.

[id]BK2
=

�
2 �5
5 2

�
Vyu¾ijeme id�1 = id a (4):

[id]K2

B = [id�1]K2

B = ([id]BK2
)�1 =

�
2 �5
5 2

��1
=

1

29

�
2 5
�5 2

�
:

Inverzní matici jsme spoèítali pomocí adjungované matice (viz pøíklad 6.39).
Nalezenou matici pøechodu mù¾eme pou¾ít k výpoètu matice zrcadlení f : R2 ! R2 podle pøímky p procházející

poèátkem se smìrem (2; 5)T vzhledem ke kanonickým bázím. V pøíkladu 7.9 jsme nahlédli, ¾e matice f vzhledem k
B a kanonické bázi je

[f ]BK2
=

�
2 5
5 �2

�
:

Pomocí (4) nyní mù¾eme spoèítat matici f vzhledem ke kanonickým bázím:

[f ]K2

K2
= [f ]BK2

[id]K2

B =

�
2 5
5 �2

�
1

29

�
2 5
�5 2

�
=

1

29

� �21 20
20 21

�
:

Pøíklad 7.17. V prostoru Z25 jsou dány báze B = ((2; 4)T ; (3; 3)T ) a C = ((1; 3)T , (2; 4)T ). Vektor v 2 Z25 má
vzhledem k bázi B souøadnice [v]B = (x1; x2)

T . Najdeme souøadnice vektoru v vzhledem k bázi C.
K tomu urèíme matici pøechodu od B k C u¾itím (3) a (4):

[id]BC = [id]K2

C [id]BK2
= ([id]CK2

)�1[id]BK2
=

�
1 2
3 4

��1�
2 3
4 3

�

=
1

3

�
4 3
2 1

��
2 3
4 3

�
= 2

�
0 1
3 4

�
=

�
0 2
1 3

�
Souøadnice v vzhledem k C jsou

[v]C = [id]BC [v]B =

�
0 2
1 3

��
x1
x2

�
=

�
2x2

x1 + 3x2

�
:

Výsledek je¹tì mù¾eme ovìøit napøíklad volbou (x1; x2)
T = (1; 0)T . Je [v]B = (1; 0)T , tak¾e v = (2; 4)T . Podle

odvozeného vzorce by mìlo platit [v]C = (0; 1)T a skuteènì (2; 4)T = 0 � (1; 3)T + 1 � (2; 4)T . K nabytí úplné jistoty
bychom mohli je¹tì ovìøit pro (x1; x2)

T = (0; 1)T .

Pøíklad 7.18. V pøíkladu 7.7 jsme urèili matici lineárního zobrazení f : Z35 ! Z25 daného pøedpisem

f

0
@ x1

x2
x3

1
A =

�
2x1 + 3x2 + x3

4x1 + 2x3

�
=

�
2 3 1
4 0 2

�0@ x1
x2
x3

1
A

vzhledem k bázím B a C, kde

B =

0
@
0
@ 1

1
2

1
A ;

0
@ 2

2
0

1
A ;

0
@ 3

4
4

1
A
1
A a C =

��
1
2

�
;

�
3
3

��
:

Spoèítáme tuto matici jiným postupem. Ze zadání mù¾eme pøímo urèit [f ]K3

K2
, [id]BK3

a [id]CK2
, pomocí tìchto matic

lze spoèítat [f ]BC u¾itím (3) a (4):

[f ]BC = [id]K2

C [f ]K3

K2
[id]BK3

= ([id]CK2
)�1[f ]K3

K2
[id]BK3

=

�
1 3
2 3

��1�
2 3 1
4 0 2

�0@ 1 2 3
1 2 4
2 0 4

1
A

=
1

2

�
3 2
3 1

��
2 0 2
3 3 0

�
= 3

�
2 1 1
4 3 1

�
=

�
1 3 3
2 4 3

�
:
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7.4. Jádro, obraz. Následující de�nice zavádí terminologii pro rùzné typy lineárních zobrazení.

De�nice 7.19. Nech» V, W jsou vektorové prostory nad tìlesem T a f : V!W je lineární zobrazení.

� Pokud f je prosté, øíkáme, ¾e f je monomor�smus.
� Pokud f je na, øíkáme, ¾e f je epimor�smus.
� Pokud f je bijekce, øíkáme, ¾e f je izomor�smus.
� Pokud V =W, øíkáme, ¾e f je endomor�smus prostoru V (té¾ lineární operátor na V).
� Pokud W = T, øíkáme, ¾e f je lineární forma na V.
� Pokud f je izomor�smus a endomor�smus, øíkáme, ¾e f je automor�smus.

Pøíklad 7.20. Rotace a osové soumìrnosti jsou automor�smy R2 ! R2.
Zobrazení pøiøazující vektoru z V souøadnice ve zvolené bázi B = (v1; : : : ;vn) je izomor�smus z V do Tn.
Zobrazení pøiøazující vektoru z R3 jeho orientovanou vzdálenost od zvolené roviny procházející poèátkem je

lineární forma na R3, je to epimor�smus, který není monomor�smus.
Projekce na rovinu procházející poèátkem (chápaná jako zobrazení R3 ! R3) je endomor�smus, který není ani

epimor�smus ani monomor�smus.
Zobrazení f : R2 ! R3 de�nované vztahem f(x1; x2)

T = (x1; x2; 0)
T (vlo¾ení roviny do R3) je monomor�smus a

není to epimor�smus.

Jako defekt prostoty zavedeme jádro lineárního zobrazení.

De�nice 7.21. Nech» f : V!W je lineární zobrazení. Jádrem f rozumíme mno¾inu

Ker f = fx 2 V : f(x) = og :

Snadno se doká¾e, ¾e Ker f je podprostorem V (viz následující tvrzení). Tento podprostor díky linearitì pøesnì
urèuje, které dvojice vektorù se zobrazí na stejný vektor: f(u) = f(v) platí právì tehdy, kdy¾ u � v 2 Ker f (viz
cvièení). To je ilustrováno na obrázku ní¾e, kde f : R3 ! R3 je projekce na pøímku p podél roviny U .

OBRAZEK
Z ekvivalence f(u) = f(v), u�v 2 Ker f je také vidìt, ¾e f je monomor�smus právì tehdy, kdy¾ Ker f = fog.
Obraz i jádro lineárního zobrazení urèíme snadno z jeho libovolné matice { v pøíslu¹ných bázích je to sloupcový

prostor resp. jádro této matice. Toho jsme si ji¾ døíve v¹imli pro zobrazení mezi aritmetickými prostory a jejich
matici vzhledem ke kanonickým bázím.

Tvrzení 7.22. Nech» V;W jsou koneènì generované vektorové prostory, B je báze V, C je báze W a f : V!W

je lineární zobrazení. Pak platí:

� Obraz f je podprostorem W a platí

[f(V )]C = Im [f ]BC :

Speciálnì, f je epimor�smus právì tehdy, kdy¾ rank([f ]BC) = dim(W)
� Jádro f je podprostorem V a platí

[Ker f ]B = Ker [f ]BC :

Speciálnì, f je monomor�smus právì tehdy, kdy¾ dimKer [f ]BC = 0.
� (vìta o dimenzi jádra a obrazu)

dim(Ker f) + dim(f(V )) = dim(V) :

Dùkaz.

� Obraz je zøejmì neprázdný. Ovìøíme uzavøenost na sèítání, uzavøenost na násobení skalárem se doká¾e
podobnì. Jsou-li w1;w2 2 W v obrazu f , pak existují v1;v1 2 V takové, ¾e f(v1) = w1 a f(v2) = w2. Z
linearity f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) = w1 +w2, tak¾e v obrazu le¾í i souèet w1 +w2.

Z tvrzení 7.6 o matici homomor�smu dostáváme

[f(V )]C = [ff(v) : v 2 V ]C = f[f(v)]C : v 2 V g = f[f ]BC [v]B : v 2 V g
= f[f ]BCx : x 2 T dim(V )g = Im [f ]BC :

� Jádro je neprázdné, proto¾e obsahuje nulový vektor. Je uzavøené na sèítání, proto¾e z u;v 2 Ker f plyne
f(u+ v) = f(u) + f(v) = o, èili u+ v 2 Ker f , a podobnì se uká¾e uzavøenost na násobení skalárem.

Pou¾ijeme opìt vzorec pro matici homomor�smu:

[Ker f ]B = [fv : f(v) = og]B = f[v]B : f(v) = og = f[v]B : [f(v)]C = og
= f[v]B : [f ]BC [v]B = og = fx 2 T dim(V ) : [f ]BCx = og = Ker [f ]BC
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� Z pøedchozích bodù vyplývá, ¾e dimenze obrazu f je rovná dimenzi sloupcového prostoru matice [f ]BC a
dimenze jádra f je rovná dimenzi jádra [f ]BC . Matice [f ]BC má dim(V ) sloupcù, tak¾e tvrzení vyplývá z
vìty 5.83 o dimenzi jádra a obrazu pro matice.

�

Pøíklad 7.23. Lineární zobrazení f : R3 ! R2 máme dáno maticí vzhledem k bázím B a C:

B =

0
@
0
@ 1

2
3

1
A ;

0
@ 2

0
1

1
A ;

0
@ 3

3
0

1
A
1
A ; C =

��
3
1

�
;

� �1
1

��
;

A = [f ]BC =

�
2 1 �3
�4 �2 6

�
:

Urèíme Ker f a f(R3).
Nejprve spoèítáme KerA (tj. urèíme nìjakou bázi KerA), tedy vyøe¹íme homogenní soustavu rovnic s maticí A.�

2 1 �3
�4 �2 6

�
�
�

2 1 �3
0 0 0

�
�

Báze KerA je napøíklad (�1; 2; 0)T ; (3; 0; 2)T (za parametry jsme volili (2; 0)T a (0; 2)T , aby vycházela hezèí èísla).
Tak¾e

[Ker f ]B = KerA =

*0@ �1
2
0

1
A ;

0
@ 3

0
2

1
A+ ;

z èeho¾ dopoèteme

Ker f =

*
�1
0
@ 1

2
3

1
A+ 2

0
@ 2

0
1

1
A ; 3

0
@ 1

2
3

1
A+ 2

0
@ 3

3
0

1
A+

=

*0@ 3
�2
�1

1
A ;

0
@ 9

12
9

1
A+ =

*0@ 3
�2
�1

1
A ;

0
@ 3

4
3

1
A+

Nyní øádkovými úpravami urèíme bázi ImA:0
@ 2 �4

1 �2
�3 6

1
A �

0
@ 1 �2

0 0
0 0

1
A

Tak¾e

[f(R3)]C = ImA =

��
1
�2

��
a

f(R3) =

�
1

�
3
1

�
� 2

� �1
1

��
=

��
5
�1

��
Dimenze jádra f je 2 a dimenze obrazu f je 1, co¾ je v souladu s vìtou o dimenzi jádra a obrazu. Zobrazení f je
znázornìné na obrázku

OBRAZEK

7.4.1. Izomor�smus. Krátce se je¹tì zastavíme u pojmu izomor�smu.
Pøedpokládejme, ¾e V a W jsou koneènì generované prostory a f : V ! W je izomor�smus (pøedpoklad o

koneèné generovanosti lze vynechat, ale my jsme tvrzení v této kapitole formulovali jen pro takové prostory). Pak
dim(f(V )) = dim(W ) a dim(Ker f) = 0. Z vìty o dimenzi jádra a obrazu dostáváme dim(W ) = dim(V ). Naopak,
mezi prostory stejné dimenze v¾dy existuje izomor�smus, staèí bázi jednoho prostoru zobrazit na bázi druhého
prostoru:

Vìta 7.24. Nech» V a W jsou dva koneènì generované prostory. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(1) Existuje izomor�smus f : V!W.
(2) dim(V) = dim(W).
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Dùkaz. Implikace (1) ) (2) byla dokázána pøed vìtou. Jiný dùkaz je ve cvièeních.
Rozvedeme my¹lenku dùkazu druhé implikace. Zvolíme bázi B = (v1;v2; : : : ;vn) prostoru V a bázi C =

(w1;w2; : : : ;wn) prostoru W a vezeme lineární zobrazení f : V ! W splòující f(vi) = wi pro ka¾dé i 2
f1; 2; : : : ; ng (takové lineární zobrazení existuje podle tvrzení 7.4 o roz¹iøování zobrazení de�novaného na bázi
na lineární zobrazení). Toto lineární zobrazení je izomor�smem napøíklad proto, ¾e [f ]BC = In, tak¾e f je prosté i
na podle tvrzení 7.22 o jádøe a obrazu. �

Izomor�smus je bijektivní zobrazení, které zachovává obì operace ve vektorovém prostoru. Izomorfní prostory
(tedy prostory, mezi kterými existuje izomor�smus) jsou tedy þv podstatìÿ stejné, li¹í se jenom pøejmenováním
vektorù. Je¹tì trochu jinak øeèeno, vektory v izomorfních prostorech mohou þvypadatÿ jinak, ale þchovají seÿ
naprosto stejnì. Pøedchozí tvrzení vlastnì znova formuluje skuteènost, ¾e vektorový prostor nad daným tìlesem
dané dimenze je þv podstatìÿ jen jeden (napø. Tn).

Jak poznáme, ¾e lineární zobrazení f : V !W je izomor�smus podle jeho matice vzhledem k nìjakým bázím?
Proto¾e musí platit dim(V ) = dim(W ), musí být ètvercová. Navíc (napøíklad z Ker f = fog) musí být tato matice
regulární. A naopak, regulární matice je v¾dy maticí izomor�smu. Dùkaz pøenecháme jako cvièení, rovnì¾ srovnejte
s body (1){(4) z charakterizaèní vìty 4.30 regulárních matic.

Tvrzení 7.25. Nech» V;W jsou vektorové prostory nad tìlesem T stejné, koneèné dimenze, B je báze V, C je
báze W a f : V!W je lineární zobrazení. Pak je ekvivalentní

(1) f je izomor�smus.
(2) f je monomor�smus.
(3) f je epimor�smus.
(4) [f ]BC je regulární matice.

Cvièení

1. Zobecnìte tvrzení 7.4 na pøípad nekoneèné dimenze.

2. Doka¾te, ¾e matice [f ]BC v tvrzení 7.6 je jediná matice splòující rovnost [f(x)]C = [f ]BC [x]B .

3. Nech» f : V!W je lineární zobrazení. Doka¾te, ¾e f(u) = f(v) právì tehdy, kdy¾ u� v 2 Ker f .

4. Nech» f : V ! W je lineární zobrazení a B je báze V. Doka¾te, ¾e f je monomor�smus právì tehdy, kdy¾ obraz B je
lineárnì nezávislá posloupnost.

5. Nech» f : V!W je lineární zobrazení a B je báze V. Doka¾te, ¾e f je epimor�smus právì tehdy, kdy¾ obraz B generuje
W.

6. Nech» f : V !W je lineární zobrazení a B je báze V. Doka¾te, ¾e f je izomor�smus právì tehdy, kdy¾ obraz B je báze
W. To podává jiný dùkaz implikace (1) ) (2) ve vìtì 7.24.

7. Nech» V;W jsou koneènì generované prostory nad tìlesem T. Uka¾te, ¾e mno¾ina v¹ech lineárních zobrazení z V do W
tvoøí vektorový prostor izomorfní Tdim(W)�dim(V).

8. Doka¾te 7.25.
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8. Skalární souèin

Cíl. .

V abstraktním vektorovém prostoru nemáme metrické pojmy jako délka vektoru nebo úhel dvou vektorù. Tyto
pojmy zavedeme pøidáním skalárního souèinu.

8.1. Standardní skalární souèin v Rn a Cn.

8.1.1. Rn. Podíváme se nejprve na standardní skalární souèin � v aritmetickém vektorovém prostoru Rn. Pro dva
vektory u = (x1; x2; : : : ; xn)

T , v = (y1; y2; : : : ; yn) v Rn je de�nován vztahem

u � v = uTv = x1y1 + x2y2 + � � �+ xnyn :

Pomocí standardního skalárního souèinu mù¾eme vyjádøit eukleidovskou délku (té¾ zvanou normu) vektoru u 2 Rn.
kuk = p

u � u :

Délka vektoru u = (x1; x2; : : : ; xn)
T je podle vzorce

kuk =
q
x21 + x22 + � � �+ x2n ;

co¾ pro n = 2 a n = 3 vidíme z Pythagorovy vìty (a pro n = 1 máme kuk = jx1j, co¾ rovnì¾ souhlasí).

y

x

z
.

p
x2 +

y2 +
z2 (x; y; z)T

p
x2+ z 2

Obrázek 13. Eukleidovská norma v R3

Ze standardního skalárního souèinu mù¾eme rovnì¾ urèit úhel � mezi vektory u a v. Platí toti¾

u � v = kuk � kvk � cos� :

Pøesvìdèíme se o platnosti tohoto vztahu tak, ¾e zapomeneme na chvíli na pùvodní de�nici standardního skalárního
souèinu, místo toho budeme za de�nici pova¾ovat tento vztah a pùvodní vzorec odvodíme. Pøi odvozování budeme
pou¾ívat geometrickou intuici, tak¾e si budeme pøedstavovat situaci n = 2 nebo n = 3.

Nejprve si v¹imneme, ¾e výraz je symetrický, tedy

u � v = v � u ;

a ¾e délka vektoru u je rovná
kuk = p

u � u :

Výraz kuk � kvk � cos� mù¾eme chápat jako souèin délky vektoru u a délky ortogonální (kolmé) projekce vu
vektoru v na pøímku hui:

�

.

v

hui
u

kvk � co
s�

vu

Obrázek 14. Geometrický význam standardního skalárního souèinu

(Symetricky se na výraz mù¾eme dívat jako na souèin délky v a délky ortogonální projekce uv.)
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Z toho mù¾eme nahlédnout, ¾e skalární souèin je lineární v první promìnné, tj. pro libovolné u, v, w 2 Rn a
t 2 R platí

(tu) � v = t(u � v); (u+ v) �w = u �w + v �w :

OBRAZEK
Ze symetrie nebo podobným odvozením získáme linearitu v druhé promìnné

u � (tv) = t(u � v); u � (v +w) = u � v + u �w :

Vektory kanonické báze jsou na sebe kolmé a mají délku 1, tak¾e

eiej = 0 (i 6= j); ei � ei = 1 :

Z odvozených vztahù dostaneme pùvodní vzorec pro skalární souèin souèin u = (x1; x2; : : : ; xn)
T a v = (y1; y2; : : : ; yn)

T .
Pro pøehlednost uvedeme nejprve odvození v pøípadì n = 2.

u � v = (x1e1 + x2e2) � (y1e1 + y2e2)

= (x1e1) � (y1e1 + y2e2) + (x2e2) � (y1e1 + y2e2)

= (x1e1) � (y1e1) + (x1e1) � (y2e2) + (x2e2) � (y1e1) + (x2e2) � (y2e2)
= x1y1(e1 � e1) + x1y2(e1 � e2) + x2y1(e2 � e1) + x2y2(e2 � e2)
= x1y1 + x2y2

Obdobnì v obecném pøípadì:

u � v =

 
nX
i=1

xiei

!
�
 

nX
i=1

yiei

!
=

nX
i=1

nX
j=1

(xiei) � (yjej)

=

nX
i=1

nX
j=1

xiyj(ei � ek) =
nX
i=1

xiyi

V¹imnìte si, ¾e odvození probíhalo podobnì jako odvození vzorce pro determinant: Ukázali jsme linearitu ve v¹ech
promìnných a v¹imli jsme si, jak skalární souèin (determinant) vypadá na kanonické bázi.

8.1.2. Cn. Nad komplexními èísly je standardní skalární souèin vektorù u = (x1, x2, . . . , xn)T a v = (y1; y2; : : : ; yn)
T

de�nován trochu jiným vzorcem:
u � v = x1y1 + x2y2 + � � �+ xnyn ;

kde x znaèí èíslo komplexnì sdru¾ené k x, tj. a+ bi = a� bi. Pro reálné vektory tato de�nice souhlasí s pøedchozí,
proto¾e komplexní sdru¾ování s reálnými èísly nic nedìlá.

Výhodou takové de�nice je tøeba to, ¾e skalární souèin u � u je v¾dy kladné reálné èíslo (je souètem druhých
mocnin absolutních hodnot slo¾ek), tak¾e délka de�novaná vztahem u =

p
u � u je reálné èíslo, které je nulové právì

tehdy, kdy¾ u = o. (Pokud bychom de�novali skalární souèin bez komplexního sdru¾ování, výraz u � u by nebyl
v¾dy reálný a byl by roven nule i pro nìkteré nenulové vektory.)

V reálném pøípadì mù¾eme standardní skalární souèin de�novat maticovým souèinem uTv. Abychom mohli
maticovì zapsat standardní skalární souèin nad komplexními èísly, zavedeme pojem hermitovsky sdru¾ené matice.

De�nice 8.1. Hermitovsky sdru¾ená matice k matici A = (aij)m�n je matice A� = (bji)n�m, kde bji = aij pro
libovolné indexy i 2 f1; 2; : : : ;mg a j 2 f1; 2; : : : ; ng.

Hermitovsky sdru¾enou matici k A tedy dostaneme transponováním a nahrazením v¹ech prvkù prvky komplexnì
sdru¾enými. Hermitovské sdru¾ování se chová k ostatním operacím podobnì jako transponování, viz cvièení.

Pøíklad 8.2. �
1 + 2i 3 i

0 3� 2i 4i

��
=

0
@ 1� 2i 0

3 3 + 2i
�i �4i

1
A

S tímto znaèením mù¾eme psát
u � v = u�v

Standardní skalární souèin nad komplexními èísly je stále lineární v druhé promìnné a platí (u+v)�w = u�w+v �w,
ale není lineární v první promìnné a není symetrický. Místo toho máme pro u, v , w 2 Cn a t 2 C vztahy

(tu) � v = t(u � v); v � u = u � v :
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8.2. Obecný skalární souèin. Obecnì de�nujeme skalární souèin jako zobrazení pøiøazující dvojici vektorù skalár,
které má podobné vlastnosti jako standardní skalární souèin. Skalární souèin vektorù u a v budeme znaèit hu jv i,
znaèení u � v budeme pou¾ívat pouze pro standardního skalární souèin v Rn nebo Cn. Skalární souèin se de�nuje
pouze pro vektorové prostory nad tìlesem R nebo C.

De�nice 8.3. Nech» V je vektorový prostor nad R (resp. nad C). Zobrazení h j i z V � V do R (resp do C), které
dvojici u;v pøiøadí vektor hu jv i, se nazývá skalární souèin, pokud pro libovolné u;v;w 2 V a t 2 R (resp. t 2 C)
platí

(SL1) htu jv i = t hu jv i, hu jtv i = t hu jv i,
(SL2) hu+ v jw i = hu jw i+ hv jw i, hu jv +w i = hu jv i+ hu jw i,
(SCS) hv ju i = hu jv i a
(SP) hu ju i je nezáporné reálné èíslo, které je nulové právì tehdy, kdy¾ u = o.

Axiomy nejsou nezávislé, napøíklad druhé èásti axiomù linearity (SL1) a (SL2) vyplývají ze zbylých axiomù. Z
axiomu (SL1) plyne, ¾e hu jo i = ho ju i = 0. V pøípadì reálných vektorových prostorù mù¾eme v axiomech (SL1) a
(SCS) vynechat komplexní sdru¾ení.

8.2.1. Pøíklady.

� Standardní skalární souèin v Rn (resp. Cn) je skalárním souèinem v Rn (resp. Cn). V¹echny vlastnosti se
ovìøí snadno z de�nice.

� Je-li A ètvercová matice nad R (resp. C), pak zobrazení z Rn � Rn ! R (resp. Cn � Cn ! C) de�nované
vztahem

hu jv i = u�Av

v¾dy splòuje (SL1) a (SL2) (cvièení). Vlastnost (SCS) je splnìna právì tehdy, kdy¾ A� = A (cvièení). V
reálném pøípadì to znamená, ¾e A je symetrická, v komplexním pøípadì se maticím splòujícím A� = A øíká
hermitovské. Hermitovským maticím, pro které takto de�nované zobrazení splòuje i (SP) se øíká pozitivnì
de�nitní.

De�nice 8.4. Hermitovská matice A øádu n se nazývá pozitivnì de�nitní, pokud u�Au je pro libovolné
u 2 Cn nezáporné reálné èíslo, které je nulové právì kdy¾ u = o.

Pøíkladem pozitivnì de�nitních matic (viz cvièení) jsou matice typu A = B�B, kde B je regulární matice
øádu n nad R (resp. nad C). Pozdìji uká¾eme, ¾e platí i opak, tj. ka¾dá pozitivnì de�nitní matice A je tvaru
A = B�B, pro regulární matici B. Dokonce ka¾dý skalární souèin na Rn (a na Cn) je tohoto tvaru.

Shrnutí: Je-li A = B�B, pak zobrazení de�nované hu jv i = u�Av je skalární souèin. Pro A = In
dostáváme standardní skalární souèin. Jako ukázku jiného konkrétního pøíkladu vezmeme

B =

�
1 0
2 �1

�
;

tedy

A = B�B = BTB =

�
1 2
0 �1

��
1 0
2 �1

�
=

�
5 �2
�2 1

�
:

Pøíslu¹ný skalární souèin v Cn je dán vztahem

hu jv i = (x1; x2)

�
5 �2
�2 1

��
y1
y2

�
= 5x1y1 � 2x1y2 � 2x2y1 + x2y2

kde u = (x1; x2)
T a v = (y1; y2)

T . Stejný vztah (kde nemusíme komplexnì sdru¾ovat) de�nuje skalární
souèin v Rn.

� Na prostoru spojitých reálných (nebo komplexních) funkcí na intervalu h1; 10i je

hu jv i =
Z 10

1

uv

skalární souèin. Obecnìji napøíklad

hu jv i =
Z 10

1

uvw ;

kde w je nìjaká kladná váhová funkce.
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8.2.2. Norma. Normu vektoru v prostoru se skalárním souèinem zavedeme stejným vztahem jakým jsme vyjádøili
eukleidovskou normu (délku) pomocí standardního skalárního souèinu.

De�nice 8.5. Nech» V je vektorový prostor se skalárním souèinem h j i. Normou vektoru v 2 V rozumíme reálné
èíslo

kuk =
p
hu ju i :

Vektor u se nazývá jednotkový, pokud kuk = 1.

De�nice dává smysl, proto¾e výraz pod odmocninou je podle (SP) v¾dy nezáporné reálné èíslo. Norma závisí na
skalárním souèinu, tak¾e kdy¾ pou¾íváme symbol normy, musí být z kontextu jasné, se kterým skalárním souèinem
pracujeme. Podobnì i pro dal¹í pojmy jako úhel nebo kolmost, které budou zavedeny pozdìji.

Pøíklad 8.6. Norma vektoru (1 + i; 2; 3� 2i)T v prostoru C3 se standardním skalárním souèinem je






0
@ 1 + i

2
3� 2i

1
A






 =

vuuut
0
@ 1� i

2
3 + 2i

1
A �

0
@ 1 + i

2
3� 2i

1
A =

p
j1 + ij2 + j2j2 + j3 + 2ij2 =

p
17 :

Norma urèená skalárním souèinem má následující vlastnosti.

Tvrzení 8.7. Nech» V je vektorový prostor nad R (resp. C) se skalárním souèinem h j i, u;v 2 V a t 2 R (resp.
t 2 C). Pak platí

(1) kuk � 0, pøièem¾ kuk = 0 právì tehdy, kdy¾ u = o.
(2) ktuk = jtj kuk.
(3) (Rovnobì¾níkové pravidlo.) ku+ vk2 + ku� vk2 = 2 kuk2 + 2 kvk2.
(4) (Polarizaèní identita.) Re(hu jv i) = 1

2 (ku+ vk2 � kuk2 � kvk2), kde Re(x) znaèí reálnou èást x.

Dùkaz.

(1) Snadný dùsledek (SP).
(2) Pou¾itím (SL1) dostáváme

ktuk =
p
htu jtu i =

q
tt hu ju i =

p
jtj2 hu ju i = jtj

p
hu ju i = jtj kuk :

(3) Ve výpoètu staèí pou¾ít (SL2).

ku+ vk2 + ku� vk2 = hu+ v ju+ v i+ hu� v ju� v i
= hu ju i+ hu jv i+ hv ju i+ hv jv i
+ hu ju i � hu jv i � hv ju i+ hv jv i

= 2 hu ju i+ 2 hv jv i = 2 kuk2 + 2 kvk2

(4) Ze (SL2) a (SCS) vypoèteme

ku+ vk2 = hu ju i+ hu jv i+ hv ju i+ hv jv i = kuk2 + kvk2 + hu jv i+ hu jv i :
Proto¾e x+ x = 2Re(x), dostáváme

2Re(hu jv i) = ku+ vk2 � kuk2 � kvk2 :

�

Dùsledkem (1) a (2) je, ¾e pro nenulový vektor u je jeho násobek

u

kuk
jednotkový vektor. Øíkáme, ¾e u

kuk vznikl z u znormováním.
Rovnobì¾níkové pravidlo je ilustrováno na obrázku.
Polarizaèní identita vyjadøuje reálnou èást skalárního souèinu pouze pomocí normy. Podobný vztah jde napsat i

pro imaginární èást (pokud pracujeme v prostoru nad C), viz cvièení. Skalární souèin je tedy urèen normou. Rùzné
dal¹í varianty polarizaèní identity jsou ve cvièeních.
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u

kvk
v

kukku�
vkku+

vk

u+ v

Obrázek 15. Rovnobì¾níkové pravidlo

8.2.3. Cauchy-Schwarzova nerovnost, úhel. Pro vektory u;v 2 R3 jsme nahlédli, ¾e u � v = kuk kvk cos�. Z toho
také vyplývá, ¾e absolutní hodnota ju �vj nemù¾e být vìt¹í ne¾ souèin norem kuk kvk, proto¾e kosinus úhlu je v¾dy
v intervalu h�1; 1i.

Vztah hu jv i = kuk kvk cos� jde naopak pou¾ít pro zavedení úhlu mezi dvìma vektory v libovolném pro-
storu se skalárním souèinem. Aby byl úhel dobøe de�nován, musíme dokázat, ¾e obecnì platí j hu jv i j � kuk kvk.
Tato nerovnost se nazývá Cauchy-Schwarzova nerovnost (té¾ Bunjakovského nerovnost, nebo Cauchy-Schwarzova-
Bunjakovského nerovnost, apod.) a je asi jednou z nejdùle¾itìj¹ích nerovností v matematice.

Vìta 8.8 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Nech» V je vektorový prostor se skalárním souèinem h j i a u;v 2 V.
Pak platí

j hu jv i j � kuk kvk ;

pøièem¾ rovnost nastává právì tehdy, kdy¾ (u;v) je lineárnì závislá posloupnost.

Dùkaz. Pokud je posloupnost (u;v) lineárnì závislá, pak u = tv nebo v = tu pro nìjaké t 2 C. V prvním pøípadì
je

j hu jv i j = j htv jv i j = jt hv jv i j = jtj kvk2

a

kuk kvk = ktvk kvk = jtj kvk2 :

V pøípadì v = tu se rovnost odvodí podobnì.
Pøedpokládejme, ¾e (u;v) je lineárnì nezávislá posloupnost a odvoïme ostrou nerovnost. Díky lineární nezávis-

losti pro libovolné t 2 C platí

0 < ku� tvk2 :

Zvolíme t 2 C tak, aby platilo hv ju� tv i = 0. Geometrický význam v pøípadì standardního skalárního souèinu v
Rn je vyznaèen na obrázku: vektor tv je ortogonální projekcí vektoru u na hvi. Pozdìji dáme této intuici pøesný
význam pro obecný skalární souèin.

u� tv

.

.

u

hvi
v

tv

Obrázek 16. K dùkazu Cauchy-Schwarzovy nerovnosti

Vztah hv ju� tv i = 0 je ekvivalentní hv ju i � t hv jv i = 0, co¾ je ekvivalentní

t =
hv ju i
kvk2 :

(Nulou nedìlíme, proto¾e vektor je v je nenulový podle pøedpokladu o lineární nezávislosti (u;v).)
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Pøi této volbì t dostáváme

0 < ku� tvk2 = hu� tv ju� tv i = hu ju� tv i � t hv ju� tv i = hu ju� tv i

= hu ju i � t hu jv i = kuk2 � hv ju i
kvk2 hu jv i = kuk2 � hu jv i hu jv i

kvk2 = kuk2 � j hu jv i j2
kvk2

Po vynásobení kvk2, drobné úpravì a odmocnìní (oba výrazy, z nich¾ se poèítá druhá mocnina jsou kladné) vyjde
dokazovaná nerovnost:

0 < kuk2 � j hu jv i j2
kvk2

0 < kuk2 kvk2 � j hu jv i j2

j hu jv i j2 < kuk2 kvk2
j hu jv i j < kuk kvk

�

Pøíklad 8.9. Pro standardní skalární souèin v Cn øíká Cauchy-Schwarzova nerovnost

jx1y1 + x2y2 + � � �+ xnynj �
p
jx1j2 + jx2j2 + � � �+ jxnj2

p
jy1j2 + jy2j2 + � � �+ jynj2 :

V pøípadì skalárního souèinu na C2 daného vzorcem

(x1; x2)

T
��(y1; y2)T � = 5x1y1 � 2x1y2 � 2x2y1 + x2y2

dostáváme

j5x1y1 � 2x1y2 � 2x2y1 + x2y2j
�
p

5jx1j2 � 4Re(x1x2) + jx2j2
p

5jy1j2 � 4Re(y1y2) + jy2j2 :

Pro prostor spojitých komplexních funkcí na intervalu h1; 10i se skalárním souèinem hf jg i = R 10
1

fg je nerovnost����
Z 10

1

fg

���� �
sZ 10

1

jf j2
sZ 10

1

jgj2

Dùle¾itým dùsledkem Cauchy-Schwarzovy nerovnosti je trojúhelníková nerovnost.

Dùsledek 8.10 (Trojúhelníková nerovnost). Nech» V je prostor se skalárním souèinem h j i a u;v 2 V . Pak platí

ku+ vk � kuk+ kvk :

Dùkaz.

ku+ vk2 = hu+ v ju+ v i = hu ju i+ hu jv i+ hu jv i+ hv jv i
= kuk2 + 2Re(hu jv i) + kvk2 � kuk2 + 2j hu jv i j+ kvk2

� kuk2 + 2 kuk kvk+ kvk2 = (kuk+ kvk)2

Cauchy-Schwarzovu nerovnost jsme pou¾ili v pøedposlední úpravì. Výrazy pod druhými mocninami jsou kladné,
tak¾e nerovnost plyne odmocnìním. �

Geometrický význam je patrný z obrázku.

u

kvk
v

kukku+
vk

u+ v

Obrázek 17. Trojúhelníková nerovnost
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Zobrazení, které vektoru pøiøadí skalár, které splòuje podmínky (1) a (2) z tvrzení 8.7 a trojúhelníkovou nerovnost,
se nazývá norma. Existuje mnoho norem, které nepochází ze skalárního souèinu, napøíklad v Rn máme normu
k(x1; x2; : : : ; xn)k = jx1j + jx2j + � � � + jxnj, která mìøí vzdálenost, kdy¾ se mù¾eme pohybovat pouze pravoúhlým
smìrem (proto se jí nìkdy øíká manhattanská norma). Norma pochází ze skalárního souèinu právì tehdy, kdy¾
splòuje rovnobì¾níkové pravidlo, viz cvièení.

Cauchy-Schwarzova nerovnost nám umo¾òuje de�novat úhel mezi vektory. Úhel de�nujeme v pøípadì reálných
vektorových prostorù.

De�nice 8.11. Nech» V je prostor nad R se skalárním souèinem h j i a o 6= u;v 2 V . Úhlem mezi vektory u a v
rozumíme reálné èíslo � 2 h0; �i splòující

cos� =
hu jv i
kuk kvk

Úhel mezi vektory existuje a je urèen jednoznaènì, proto¾e zlomek je v intervalu h�1; 1i podle Cauchy-Schwarzovo
nerovnosti a funkce cos je bijekcí h0; �i na interval h�1; 1i.

Pro libovolný skalární souèin nad reálnými èísly tedy máme vztah

hu jv i = kuk kvk cos� :

Z tohoto vztahu snadno odvodíme kosinovou vìtu.

Tvrzení 8.12 (Kosinová vìta). Nech» V je prostor nad R se skalárním souèinem h j i a o 6= u;v 2 V . Pak platí

ku� vk2 = kuk2 + kvk2 � 2 kuk kvk cos� ;

kde � je úhel mezi vektory u a v.

Dùkaz.

ku� vk2 = hu� v ju� v i = hu ju i � 2 hu jv i+ hv jv i
= kuk2 + kvk2 � 2 kuk kvk cos�

�

Nad komplexními èísly se úhel de�nuje jako èíslo z intervalu h0; �=2i splòující cos� = jhujv ij
kukkvk , ale tento pojem

nebudeme pou¾ívat.

8.3. Kolmost.
Ze vztahu hu jv i = kuk kvk cos� vidíme, ¾e (nenulové) vektory svírají úhel �=2 právì tehdy, kdy¾ je jejich

skalární souèin nula. To vede k pøirozené de�nici kolmosti vektorù.

De�nice 8.13. Nech» V je prostor se skalárním souèinem h j i. Vektory u;v 2 V nazýváme kolmé (nebo ortogonální)
a pí¹eme u ? v, pokud hu jv i = 0.

Mno¾ina, nebo posloupnost, M vektorù z V se nazývá ortogonální, pokud u ? v pro libovolné dva rùzné prvky
mno¾iny (nebo posloupnosti) M .

Mno¾ina (posloupnost) M se nazývá ortonormální, pokud je ortogonální a ka¾dý vektor v M je jednotkový.

Z vlastnosti (SCS) plyne, ¾e ortogonalita nezávisí na poøadí vektorù. Z vlastnosti (SL1) vidíme, ¾e jsou-li
dva vektory kolmé, pak jsou kolmé i jejich libovolné násobky. Máme-li ortogonální mno¾inu nenulových vektorù
fv1;v2; : : : ;vkg, mù¾eme z ní vytvoøit ortonormální mno¾inu znormováním, tj.�

v1

kv1k ;
v2

kv2k ; : : : ;
vk

kvkk
�

je ortonormální.
Z geometrického náhledu v R3 vidíme, ¾e ortogonální posloupnost nenulových vektorù je lineárnì nezávislá.

Obecnì:

Tvrzení 8.14. Nech» V je prostor se skalárním souèinem h j i. Ortogonální posloupnost nenulových vektorù z V je
lineárnì nezávislá.

Dùkaz. Je-li (v1;v2; : : : ;vk) ortogonální posloupnost vektorù z V a platí

a1v1 + a2v2 + � � �+ akvk = o ;
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pak skalárním vynásobením obou stran zleva vektorem vi (i 2 f1; 2; : : : ; kg) a vyu¾itím (SL1), (SL2) a kolmosti
dostáváme

hvi ja1v1 + a2v2 + � � �+ akvk i = ho jv i
a1 hvi jv1 i+ a2 hvi jv2 i+ � � �+ ak hvi jvk i = 0

ai hvi jvi i = 0 :

Proto¾e vektor vi je nenulový, platí podle (SP) vztah hvi jvi i = kvik2 > 0, tak¾e z odvozeného vztahu vyplývá
ai = 0. Ukázali jsme, ¾e jediná lineární kombinace, která dává nulový vektor, je triviální, tak¾e posloupnost je
lineárnì nezávislá (viz bod (2) tvrzení 5.26). �

Z tvrzení vyplývá, ¾e ortogonální posloupnost n nenulových vektorù v prostoru dimenze n je ortogonální báze,
proto¾e je lineárnì nezávislá a lineárnì nezávislá posloupnost n vektorù je báze podle bodu (4) v pozorování 5.57

Pøíklad 8.15. V prostoru Rn (nebo Cn) se standardním skalárním souèinem je kanonická báze ortonormální.
Posloupnost vektorù ((1; 2; 2)T ; (�2;�1; 2)T ) v R3 (nebo C3) je ortogonální, ale není ortonormální. Znormováním

dostaneme ortonormální posloupnost �
1

3
(1; 2; 2)T ;

1

3
(�2;�1; 2)T

�
:

Tuto posloupnost lze doplnit na ortonormální bázi: posloupnost�
1

3
(1; 2; 2)T ;

1

3
(�2;�1; 2)T ; 1

3
(2;�2; 1)

�
je ortonormální, tak¾e je to podle poznámky za tvrzením ortonormální báze. Pozdìji budeme pomocí Gram-
Schmidtova ortogonalizaèního procesu umìt ka¾dou ortogonální (resp. ortonormální) posloupnost nenulových vek-
torù v koneènì generovaném prostoru doplnit do ortogonální (resp. ortonormální) báze.

Pøíklad 8.16. V prostoru R2 se skalárním souèinem daným

(x1; x2)

T j(y1; y2)
�
= (x1; x2)

�
2 1
1 1

��
y1
y2

�
= 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2

(ovìøte, ¾e je to skuteènì skalární souèin) je posloupnost��
1
0

�
;

� �1
2

��
ortogonální, proto¾e 


(1; 0)T
��(�1; 2)T � = (1; 0)

�
2 1
1 1

�� �1
2

�
= (2; 1)

� �1
2

�
= 0 ;

tedy tvoøí ortogonální bázi. Spoèítáme normy vektorù a vytvoøíme ortonormální bázi.




�

1
0

�



 =

s
(1; 0)

�
2 1
1 1

��
1
0

�
=

s
(2; 1)

�
1
0

�
=
p
2






� �1

2

�



 =

s
(�1; 2)

�
2 1
1 1

�� �1
2

�
=

s
(0; 1)

� �1
2

�
=
p
2

Posloupnost �
1p
2

�
1
0

�
;
1p
2

� �1
2

��
je tedy ortonormální báze.

Pokud si nakreslíme tyto dva vektory jako kolmé vektory jednotkové velikosti a ostatní vektory kreslíme v tomto
souøadném systému, pak délky a úhly pøi daném skalárním souèinu jsou bì¾né, eukleidovské délky a úhly na obrázku.
Tento fakt doká¾eme v tvrzení 8.21.

Pøíklad 8.17. V prostoru spojitých funkcí na intervalu h��; �i se skalárním souèinem

hf jg i =
Z �

��
fg

je mno¾ina f1; sinx; cosx; sin(2x); cos(2x); : : : g ortogonální. Toto je základní fakt v oboru Fourierových øad.

Jednoduchým dùsledkem de�nice kolmosti je zobecnìní Pythagorovy vìty pro libovolný skalární souèin:
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1�1

1

2

p
2

�1p
2

1p
2

x

y

�1 1

1

2p
2

�1p
2

1p
2

x

y

Tvrzení 8.18 (Pythagorova vìta). Nech» V je prostor se skalárním souèinem h j i. Jsou-li vektory u;v 2 V kolmé,
pak

ku+ vk2 = kuk2 + kvk2 :

Dùkaz.
ku+ vk2 = hu+ v ju+ v i = hu ju i+ hu jv i+ hv ju i+ hv jv i

Díky kolmosti jsou prostøední dva èleny nulové, tak¾e výraz je roven kuk2 + kvk2. �

kuk2

kvk2

ku+ vk2

u

v

u+ v

Indukcí lze Pythagorovu vìtu zobecnit na libovolný koneèný poèet vektorù: Je-li fv1;v2; : : : ;vkg ortogonální
mno¾ina, pak

kv1 + v2 + � � �+ vkk2 = kv1k2 + kv1k2 + � � �+ kvkk2 :

Zobecnìní této rovnosti na nekoneèné mno¾iny vektorù se nìkdy øíká Parsevalova identita.

8.3.1. Souøadnice vektoru vzhledem k ortonormální bázi. Vzhledem k ortonormální bázi se souøadnice vektoru poèí-
tají velmi snadno:

Tvrzení 8.19. Nech» V je prostor se skalárním souèinem h j i, B = (v1; : : : ;vn) jeho ortonormální báze a u 2 V .
Pak

u = hv1 ju iv1 + hv2 ju iv2 + � � �+ hvn ju ivn ;

jinými slovy,
[u]B = (hv1 ju i ; hv2 ju i ; : : : ; hvn ju i)T :

Dùkaz. Oznaème [u]B = (a1; a2; : : : ; an)
T , neboli

u = a1v1 + a2v2 + � � �+ anvn :

Podobnì jako v dùkazu lineární nezávislosti ortogonální mno¾iny nenulových vektorù skalárnì vynásobíme obì
strany zleva vektorem vi a dostaneme

hvi ju i = hvi ja1v1 + a2v2 + � � �+ akvk i
hvi ju i = a1 hvi jv1 i+ a2 hvi jv2 i+ � � �+ ak hvi jvk i
hvi ju i = ai hvi jvi i = ai ;

tak¾e ai = hvi ju i. �
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Souøadnicím vzhledem k ortonormální bázi se nìkdy øíká Fourierovy koe�cienty vzhledem k této bázi. Obecnìji
z dùkazu vidíme, ¾e pro ortogonální B platí

[u]B =

 
hv1 ju i
kv1k2

;
hv2 ju i
kv2k2

; : : : ;
hvn ju i
kvnk2

!T

Pøíklad 8.20. Urèíme souøadnice vektoru u = (3 + i; 2; i)T 2 C3 vzhledem k ortonormální bázi

B = (v1;v2;v3) =

0
@1

3

0
@ i

2i
2i

1
A ;

1

3

0
@ �2

�1
2

1
A ;

1

3

0
@ 2

�2
1

1
A
1
A

prostoru C3 se standardním skalárním skalárním souèinem.

[u]B = (v�1 � u;v�2 � u;v�3 � u)T

=

0
@1

3
(�i;�2i;�2i)

0
@ 3 + i

2
i

1
A ;

1

3
(�2;�1; 2)

0
@ 3 + i

2
i

1
A ;

1

3
(2;�2; 1)

0
@ 3 + i

2
i

1
A
1
AT

=

�
1

3
(3� 7i);�8

3
;
1

3
(2 + 3i)

�T
:

Skuteènì 0
@ 3 + i

2
i

1
A =

1

3
(3� 7i) � 1

3

0
@ i

2i
2i

1
A� 8

3
� 1
3

0
@ �2

�1
2

1
A+

1

3
(2 + 3i) � 1

3

0
@ 2

�2
1

1
A :

Vzhledem k ortonormální bázi pøechází skalární souèin na standardní. Pøesnìji, skalární souèin dvou vektorù je
roven standardnímu skalárnímu souèinu souøadnic tìchto vektorù vzhledem k ortonormální bázi.

Tvrzení 8.21. Nech» V je prostor se skalárním souèinem h j i, B = (v1;v2; : : : ;vn) jeho ortonormální báze a
u;w 2 V . Pak

hu jw i = [u]�B [w]B :

Dùkaz. Oznaème [u]B = (a1; a2; : : : ; an)
T , [w]B = (b1; b2; : : : ; bn)

T , tedy

u = a1v1 + a2v2 + � � �+ anvn; w = b1v1 + b2v2 + � � �+ bnvn :

Pomocí (SL2), (SL1) a ortonormality postupnì dostáváme

hu jw i =
*

nX
i=1

aivi

������
nX
j=1

bivi

+
=

nX
i=1

nX
j=1

haivi jbjvj i

=

nX
i=1

nX
j=1

a�i bj hvi jvj i =
nX
i=1

a�i bi = [u]�B [w]B

�

Tvrzení ospravedlòuje poznámku z pøíkladu 8.16: Pokud si nakreslíme vektory ortonormální báze jako jednotkové
navzájem kolmé vektory a ostatní vektory kreslíme v tomto souøadném systému, pak délky a úhly pøi daném
skalárním souèinu jsou bì¾né, eukleidovské délky a úhly na obrázku.

Pøíklad 8.22. V prostoru R2 se skalárním souèinem

(x1; x2)

T j(y1; y2)
�T

= (x1; x2)

�
2 1
1 1

��
y1
y2

�
= 2x1y1 + x1y2 + x2y1 + x2y2

je posloupnost

B =

�
1p
2

�
1
0

�
;
1p
2

� �1
2

��
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ortonormální báze (viz pøíklad 8.16. Uva¾ujme vektory u = (2; 3)T a v = (1; 1)T . Z tvrzení 8.19 spoèteme jejich
souøadnice vzhledem k B a pak vypoèítáme skalární souèin podle tvrzení 8.21.

[u]B =

��
u

���� 1p
2

�
1
0

� �
;

�
u

���� 1p
2

� �1
2

� ��T
=

1p
2

�
7
3

�

[v]B =

��
v

���� 1p
2

�
1
0

� �
;

�
v

���� 1p
2

� �1
2

� ��T
=

1p
2

�
3
1

�

hu jv i = [u]B � [v]B =
1p
2
(7; 3)

1p
2

�
3
1

�
= 12

To mù¾eme ovìøit z de�nice skalárního souèinu.

8.3.2. Ortogonální doplnìk. De�nici kolmosti roz¹íøíme na mno¾iny vektorù.

De�nice 8.23. Nech» V je prostor se skalárním souèinem h j i a v 2 V , M;N � V . Øíkáme, ¾e v je kolmý na M ,
zapisujeme v ?M , pokud v je kolmý na ka¾dý vektor z mno¾iny M .

Øíkáme, ¾e M je kolmá na N , zapisujeme M ? N , pokud ka¾dý vektor mno¾iny M je kolmý na ka¾dý vektor
mno¾iny N .

Pokud M je kolmá na N , pak v jejich prùniku mù¾e být pouze nulový vektor (rozmyslete si jako cvièení).
Napøíklad tabule není kolmá na podlahu, i kdy¾ svírají úhel �=2 (úhel mezi podprostory de�nujeme pozdìji jako
nejvìt¹í úhel, který svírají vektory jednotlivých podprostorù). Kolmost se pøená¹í na lineární obal:

Pozorování 8.24. Nech» V je prostor se skalárním souèinem h j i a M;N � V . Pokud M ? N , pak hMi ? hNi.
Dùkaz. Pokud u =

Pk
i=1 aiui, kde ai jsou skaláry a ui 2M , a v =

Pl
j=1 bjvj , kde bj jsou skaláry a vj 2 N , pak z

linearity, tj. z vlastností (SL1) a (SL2), máme

hu jv i =
*

kX
i=1

aiui

������
lX

j=1

bjvj

+
=

kX
i=1

lX
j=1

aibj hvi jvj i = 0 :

�

Nejvìt¹í mno¾ina vektorù kolmá na danou mno¾inu M se nazývá ortogonální doplnìk.

De�nice 8.25. Nech» V je prostor se skalárním souèinem h j i a M � V . Ortogonální doplòkem mno¾iny M
rozumíme mno¾inu v¹ech vektorù kolmých na ka¾dý vektor z M , znaèíme M?:

M? = fv 2 V : v ?Mg :

Podle de�nice M je kolmá na M? a M? je nejvìt¹í taková mno¾ina. Dal¹í jednoduché vlastnosti:

Pozorování 8.26. Nech» V je prostor se skalárním souèinem h j i a M;N � V . Pak platí

(1) M? je podprostor V ,
(2) Je-li M � N , pak N? �M?,
(3) M? = hMi?,

Dùkaz. Dùkaz se provede snadno z de�nic a pøedchozího pozorování. Pøenecháme jej do cvièení. �

V R3 se standardním skalárním souèinem je ortogonální doplnìk mno¾iny M = fu;vg dvou lineárnì nezávislých
vektorù pøímka kolmá na rovinu hu;vi. Ortogonálním doplòkem nenulového vektoru (nebo jeho lineárního obalu)
je rovina.

Pøíklad 8.27. Urèíme ortogonální doplnìk roviny U =


(1; 2; 5)T ; (0; 1; 1)T )

�
v prostoru R3 se standardním ska-

lárním souèinem. Podle (3) je U? rovná mno¾inì v¹ech vektorù x kolmých na oba generátory, tj. mno¾inì vektorù,
pro které (1; 2; 5)x = 0 a (0; 1; 1)x = 0. Maticovì�

1 2 5
0 1 1

�
x =

�
0
0

�
Hledáme tedy øe¹ení homogenní soustavy s maticí, její¾ øádkové vektory jsou generátory U :

U? = Ker

�
1 2 5
0 1 1

�
=

*0@ �3
�1
1

1
A+
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V pøíkladu jsme vidìli, ¾e k urèení ortogonálního doplòku mno¾iny vektorù M = fv1;v2; : : : ;vkg (nebo pod-
prostoru hMi) v aritmetickém vektorovém prostoru Rn se standardním skalárním souèinem staèí napsat vektory
v1;v2; : : : ;vk do øádkù matice a vyøe¹it pøíslu¹nou homogenní soustavu. Pøi standardním skalárním souèinu tedy
platí

(ImAT )? = KerA :

To nám dává nad R dal¹í interpretaci øe¹ení homogenní soustavy rovnic Ax = o { urèujeme ortogonální doplnìk
øádkù matice A. V Cn se standardním skalárním souèinem je je¹tì tøeba pøidat komplexní sdru¾ování:

(ImA�)? = KerA :

Obecnìji, poèítáme-li vzhledem k ortonormální bázi, pak skalární souèin se chová jako standardní (viz tvrzení 8.21),
tak¾e ortogonální doplnìk mno¾iny vektorù mù¾eme spoèítat podobnì:

Pozorování 8.28. Nech» V je koneènì generovaný prostor se skalárním souèinem h j i, B jeho ortonormální báze,
M = fv1;v2; : : : ;vkg. Oznaème A matici s øádky [v1]

�
B, [v2]

�
B, . . . , [vk]

�
B. Pak

[M?]B = KerA :

Dùkaz.

[M?]B = f[u]B : u ?Mg = f[u]B : hv1 ju i = hv2 ju i = � � � = hvk ju i = 0g
= f[u]B : [v1]

�
B [u]B = [v2]

�
B [u]B = � � � = [vk]

�
B [u]B = 0g

= fx : Ax = og = KerA

�

Dùle¾ité netriviální vlastnosti ortogonálního doplòku jsou shrnuty v následující vìtì.

Vìta 8.29. Nech» V je koneènì generovaný prostor dimenze n se skalárním souèinem h j i a W je podprostor V .
Pak platí

(1) dim(W?) = n� dim(W ),
(2) V = W �W?,
(3) (W?)? = W .

Dùkaz. V dùkazu pou¾ijeme skuteènost, která bude dokázána teprve pozdìji ve vìtì 8.44, a to, ¾e ka¾dý prostor
koneèné dimenze má nìjakou ortonormální bázi B.

Zvolme nìjakou bázi (w1;w2; : : : ;wk) prostoru W , tj. dim(W ) = k.

(1) Oznaème A matici s øádky [w1]B , [w2]B , . . . , [wk]B . Ortogonální doplnìk prostoru W vyjádøený v bázi
B je podle pozorování 8.28 jádrem matice A. Matice má k lineárnì nezávislých øádkù, tak¾e rank(A) =
rank(A) = k. Podle vìty 5.83 o dimenzi jádra a obrazu máme dim(KerA) = n� k.

(2) Proto¾e podprostor W je kolmý na W?, jejich prùnikem je triviální podprostor fog. Podle vìty 5.87 o
dimenzi souètu a prùniku máme

dim(W +W?) = dim(W ) + dim(W?)� dim(W \W?) = k + n� k � 0 = n :

Podprostor dimenze n v prostoru dimenze n je celý prostor (tvrzení 5.59), tak¾e W +W? = V .
(3) Podprostor W je kolmý na W?, tak¾e W je podprostorem (W?)?. Podle (1) máme dim(W?) = n � k a

dim((W?)?) = n� (n� k) = k. Tak¾e W = (W?)? opìt podle tvrzení 5.59.

�

Ka¾dý vektor ve V lze podle (2) vyjádøit jednoznaènì jako souèet vektoru vW ve W a vektoru vW? kolmého na
W :

v = vW + vW?

De�nice 8.30. Vektoru vW øíkáme ortogonální projekce vektoru v na W . Vektor vW? se nazývá kolmice vektoru
v na W . (Kolmice je tedy ortogonální projekce v na W?.)

Dùsledkem Pythagorovy vìty je, ¾e vektor vW je nejlep¹í aproximací vektoru v v prostoru W :

Tvrzení 8.31. Nech» V je koneènì generovaný prostor se skalárním souèinem h j i, W je podprostor V , v 2 V .
Vektor v � vW (=vW?) má nejmen¹í mo¾nou normu ze v¹ech vektorù v �w, w 2W .
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W

W? v

vW

vW?

Wv

vW

v �
w

vW?

vW �w

w

. .

Dùkaz. Uva¾ujme libovolný vektor w 2W , w 6= vW . Napí¹eme si vektor v �w ve tvaru

v �w = (v � vW ) + (vW �w) = vW? + (vW �w) :

Vektor vW? je kolmý na vW �w proto¾e je kolmý na oba dva vektory vW a w. Podle Pythagorovy vìty 8.18 je

kv �wk2 = kvW?k2 + kvW �wk2 > kvW?k2 :

�

Pøedpoklad koneèné generovanosti V v bodech (2), (3) vìty 8.29 a v pøedchozím tvrzení lze nahradit slab¹ím
pøedpokladem, ¾eW je koneènì generovaný. To získáme jako dùsledek Gram-Schmidtovy ortogonalizace, viz cvièení.

8.3.3. Prostory urèené maticí a kolmost. Metody a aplikace hledání nejlep¹í aproximace budeme studovat v dal¹í
èásti. Teï se je¹tì krátce podíváme na vztahy prostorù urèených maticí z hlediska kolmosti a geometricky interpre-
tujeme izomor�smus ImAT a ImA.

Uva¾ujme standardní skalární souèin nad reálnými èísly a reálnou matici A typu m� n.
V¹imli jsme si, ¾e pro standardní skalární souèin nad R máme (ImAT )? = KerA. Podle bodù (3) a (2) z vìty 8.29

také platí
(KerA)? = ImAT ; KerA� ImAT = Tn ;

kde n je poèet sloupcù matice A.
Jádrem lineárního zobrazení fA : Rn ! Rm je Ker fA = KerA. Jeho zú¾ení na libovolný doplnìk KerA, tj.

libovolný podprostor U � Rn takový, ¾e KerA � U = Rn je izomor�smus U ! ImA, viz cvièení. Pro ortogonální
doplnìk KerA, co¾ je ImAT , máme izomor�smus ImAT ! ImA. Z toho napøíklad vidíme, ¾e prostory ImAT a
ImA mají stejnou dimenzi, tak¾e získáváme v reálném pøípadì dal¹í dùkaz, ¾e dimenze sloupcového a øádkového
prostoru matice se shodují (vìta 5.73).

Pøíklad 8.32. Pro matici

A =

0
@ 1 2 �3

1 �1 2
2 1 �1

1
A

máme
Ker fA = KerA =



(�1; 5; 3)T � ; ImAT =



(1; 2;�3)T ; (1;�1; 2)T � :

Skuteènì KerA ? ImAT a KerA� ImAT = R3.
Zú¾ení f na ImAT je izomor�smem rovin ImAT a ImA =



(1; 1; 2)T ; (2;�1; 1)T �.

OBRAZEK
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Obdobnì pro prostory ImA a KerAT máme vztahy.

(ImA)? = KerAT ; (KerAT )? = ImA; KerAT � ImA = Tm ;

kde m je poèet øádkù matice A.
Nad komplexními èísly vychází stejné vztahy, jen je potøeba transponování nahradit komplexním sdru¾ováním.

8.4. Ortogonální projekce.
V této èásti se nauèíme hledat ortogonální projekci vektorù na podprostor. Ortogonální projekce je nejlep¹í

aproximace vektoru v podprostoru, co¾ také vyu¾ijeme na hledání nejlep¹ích pøibli¾ných øe¹ení soustav lineárních
rovnic.

8.4.1. Ortogonální projekce na pøímku. Jednoduchým pøípadem ortogonální projekce je projekce na pøímku W =
hwi, w 6= fog. Projekce vektoru v je vektor vW = aw, pro který je vektor vW? = v � vW kolmý na w. Z toho
dostáváme

hw jv � aw i = 0

hw jv i � a hw jw i = 0

a =
hw jv i
kwk2 ;

tak¾e ortogonální projekce vektoru v na W je

vW =
hw jv i
kwk2 w :

V pøípadì, ¾e je vektor w jednotkový, se vzorec zjednodu¹í na

vW = hw jv iw :

OBRAZEK
Vzorec také mù¾eme v R3 nahlédnout z geometrické interpretace skalárního souèinu jako souèinu norem vynáso-

beného kosinem úhlu jimi sevøeného. Norma projekce je kosinus úhlu mezi v a w krát norma v, tj.

hw jv i
kvk kwk kvk =

hw jv i
kwk

a projekce je rovna této normì vynásobené znormovaným vektorem w, tj.

hw jv i
kwk

w

kwk =
hw jv i
kwk2 w :

OBRAZEK
Rovnì¾ si v¹imnìme souvislosti s vyjádøením vektoru v vzhledem k ortonormální bázi (w1;w2; : : : ;wn) z tvr-

zení 8.19:

v = hw1 jv iw1 + hw2 jv iw2 + � � �+ hwn jv iwn :

Sèítanec hwi jv iwi je ortogonální projekcí vektoru v na pøímku hwii.
Ortogonální projekci mù¾eme chápat jako endomor�smus prostoru V , který vektoru v pøiøazuje vektor vW . V

pøípadì aritmetického vektorového prostoru V = Cn nebo V = Rn a standardního skalárního souèinu máme

vW =
w�v

kwk2w :

Souèin skaláru w�v=kwk2 a vektoru w lze zapsat maticovým souèinem

vW = w
w�v

kwk2 =
ww�

kwk2v :

Z toho vidíme, ¾e matice Phwi projekce phwi na pøímku hwi vzhledem ke kanonickým bázím je

Phwi = [phwi]KK =
ww�

kwk2 :
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Pøíklad 8.33. V R3 se standardním skalárním souèinem je projekce vektoru v = (x1; x2; x3)
T na pøímkuW = hwi,

kde w = (1; 2; 3)T , vektor

vW =
hw jv i
kwk2 w =

(1; 2; 3)

0
@ x1

x2
x3

1
A

14

0
@ 1

2
3

1
A =

1

14
(x1 + 2x2 + 3x3)

0
@ 1

2
3

1
A

=
1

14

0
@ x1 + 2x2 + 3x3

2x1 + 4x2 + 6x3
3x1 + 6x2 + 9x3

1
A

Matice projekce na W vzhledem ke kanonickým bázím je

PW =
wwT

kwk2 =

0
@ 1

2
3

1
A (1; 2; 3)

14
=

1

14

0
@ 1 2 3

2 4 6
3 6 9

1
A ;

co¾ dává stejný vzorec.

Obecnìji, pro koneènì generovaný prostor V s ortonormální bází B máme podle tvrzení 8.21 o skalárním souèinu
vzhledem k ortonormální bázi

[vW ]B =
[w]�B [v]B
kwk2 [w]B = [w]B

[w]�B [v]B
kwk2 =

[w]B [w]�B
kwk2 [v]B ;

tak¾e matice vzhledem k bázím B a B je

[phwi]BB =
[w]B [w]�B
kwk2 :

8.4.2. Ortogonální projekce na obecný podprostor. Nyní odvodíme vzorec pro ortogonální projekci vektoru v na
obecný podprostor W = hw1;w2; : : : ;wki koneènì generovaného prostoru V se skalárním souèinem h j i. (Pøedpo-
klad, ¾e V je koneènì generovaný mù¾eme vynechat.)

Vektor vW le¾í v prostoru W , tak¾e je lineární kombinací generátorù:

vW = a1w1 + a2w2 + � � �+ akwk :

K tomu, aby vW byl ortogonální projekcí v, je nutné a staèí, aby vektor vW? = v � vW byl kolmý na W .

W = hw1;w2i

w1

w2

v

vW

v
�
v
W

.

To nastane právì tehdy (viz pozorování 8.24), kdy¾ v�vW je kolmý na ka¾dý z vektorù w1;w2; : : : ;wk. Dostá-
váme

0 = hwi jv � vW i = hwi jv � a1w1 � a2w2 � : : :� akwk i
= hwi jv i � a1 hwi jw1 i � a2 hwi jw2 i � : : :� ak hwi jwk i :

Úpravou dostaneme pro ka¾dé i 2 f1; 2; : : : ; kg rovnici
a1 hwi jw1 i+ a2 hwi jw2 i+ � � �+ ak hwi jwk i = hwi jv i :

Vektor koe�cientù (a1; a2; : : : ; ak)
T 2 Tn je tedy øe¹ením soustavy rovnic0

BBB@
hw1 jw1 i hw1 jw2 i : : : hw1 jwk i hw1 jv i
hw2 jw1 i hw2 jw2 i : : : hw2 jwk i hw2 jv i

...
...

. . .
...

...
hwk jw1 i hwk jw2 i : : : hwk jwk i hwk jv i

1
CCCA :

Dokázali jsme:
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Tvrzení 8.34. Nech» V je koneènì generovaný prostor se skalárním souèinem h j i, w1;w2; : : : ;wk;v 2 V , W =
hw1;w2; : : : ;wki. Ortogonální projekce vektoru v na podprostor W je rovná vektoru

vW = a1w1 + a2w2 + � � �+ akwk ;

kde (a1; a2; : : : ; ak)
T je (libovolné) øe¹ení soustavy rovnic s roz¹íøenou maticí0

BBB@
hw1 jw1 i hw1 jw2 i : : : hw1 jwk i hw1 jv i
hw2 jw1 i hw2 jw2 i : : : hw2 jwk i hw2 jv i

...
...

. . .
...

...
hwk jw1 i hwk jw2 i : : : hwk jwk i hwk jv i

1
CCCA :

Matice soustavy z tvrzení se nazývá Gramova matice vektorùw1;w2; : : : ;wk. Je-li B = (w1;w2; : : : ;wk) lineárnì
nezávislá, pak (a1; a2; : : : ; ak)

T jsou souøadnice vektoru vW 2 W vzhledem k bázi B. Ty jsou urèeny jednoznaènì,
tak¾e Gramova matice je regulární (detailnì si promyslete jako cvièení). Naopak, jsou-li vektory wi lineárnì závislé,
pak je Gramova matice singulární.

Determinant Gramovy matice vektorù w1;w2; : : : ;wk 2 Rn vzhledem ke standardnímu skalárnímu souèinu je
roven k-rozmìrnému objemu rovnobì¾nostìnu o stranách w1;w2; : : : ;wk. Dùkaz pro k = n necháme jako cvièení,
obecnì jej dìlat nebudeme.

Pøíklad 8.35. V prostoru reálných polynomù stupnì nejvý¹e dva se skalárním souèinem hf jg i = R 1
0
fg najdeme

nejlep¹í aproximaci polynomu x2 pomocí lineárního polynomu a+ bx a chybu této aproximace.
Chceme tedy nalézt ortogonální projekci vW = a+bx a kolmici vektoru v = x2 na prostorW = hw1;w2i = h1; xi.

Koe�cienty a; b jsou podle tvrzení øe¹ením soustavy� hw1 jw1 i hw1 jw2 i hw1 jv i
hw2 jw1 i hw2 jw2 i hw2 jv i

�
=

 R 1
0
1

R 1
0
x

R 1
0
x2R 1

0
x
R 1
0
x2

R 1
0
x3

!
=

�
1 1

2
1
3

1
2

1
3

1
4

�
:

Øe¹ením soustavy dostaneme vektor (a; b)T = (� 1
6 ; 1)

T . Nejlep¹í aproximací vektoru v = x2 je tedy

vW = aw1 + bw2 = �1

6
+ x;

chybový vektor je

vW? = v � vW = x2 � x+
1

6

a velikost chyby je

kvW?k =
sZ 1

0

�
x2 � x+

1

6

�2

=

sZ 1

0

x4 � 2x3 +
4

3
x2 � 1

3
x+

1

36

=

r
1

5
� 1

2
+

4

9
� 1

6
+

1

36
=

r
1

30

x

y

� 1
4

1
4

1
2

3
4

1 1 1
4

1
4

1
2

3
4

1

1 1
4
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8.4.3. Øe¹ení neøe¹itelné soustavy lineárních rovnic. Mìjme soustavu rovnic Ax = b, která nemá øe¹ení. Øeknìme,
¾e A je matice typu m� n nad R nebo C, typicky m >> n. Taková soustava mù¾e napøíklad vzniknout sestavením
rovnic z velkého mno¾ství mìøení, která jsou zatí¾ená chybami. Chceme nalézt þco nejlep¹íÿ pøibli¾né øe¹ení x v
tom smyslu, aby skuteèná pravá strana Ax byla co nejblí¾e ideální pravé stranì b, tj. aby norma kb�Axk byla co
nejmen¹í mo¾ná. V praktických aplikacích nás bude nejspí¹e zajímat eukleidovská norma na Cm (nebo Rm), proto
také øíkáme, ¾e soustavu øe¹íme metodou nejmen¹ích ètvercù. Zapí¹eme-li Ax jako lineární kombinaci sloupcù,
mù¾eme se na tento problém podívat tak, ¾e hledáme x = (x1; : : : ; xn), aby A�1x1 + A�2x2 + � � � + A�nxn byl co
nejblí¾e vektoru b. Podle tvrzení 8.31 (kde V = Tm, W = ImA, v = b) je Ax ortogonální projekce vektoru b na
ImA, kolmice vektoru b na ImA je chybový vektor b�Ax.

ImA

A�1

A�2
b

bIm
A

b
(I
m
A
)?

b�
A
x

bImA �Ax

Ax

. .

Pøeformulujeme si tvrzení 8.34 na tento dùle¾itý speciální pøípad. Matice soustavy z tohoto tvrzení, tj. Gramova
matice vektorù A�1, A�2, . . . , A�n, má na místì (i; j) èíslo A�i � A�j = A�

�iA�j . Je tedy rovná matici A�A. Pravou
stranu soustavy z tvrzení mù¾eme maticovì zapsat A�b. Dostáváme:

Tvrzení 8.36. Nech» A je matice typu m� n nad R nebo C, b 2 Rm (resp. Cm). Mno¾ina v¹ech øe¹ení soustavy
Ax = b metodou nejmen¹ích ètvercù je rovna mno¾inì v¹ech (pøesných) øe¹ení soustavy

A�Ax = A�b

Soustavì A�Ax = A�b øíkáme soustava normálních rovnic pøíslu¹ná soustavì Ax = b. Pokud A má lineárnì
nezávislé sloupce, pak je vektor x urèen jednoznaènì, tak¾e A�A je regulární a dostáváme jednoznaènì øe¹ení
pùvodní soustavy metodou nejmen¹ích ètvercù.

Pøíklad 8.37. Øe¹ení reálné soustavy (Ajb), kde

(Ajb) =
0
@ 2 0 3

1 1 5
�2 �1 �2

1
A ;

metodou nejmen¹ích ètvercù je øe¹ení soustavy

ATAx = ATb

�
2 1 �2
0 1 �1

�0@ 2 0
1 1
�2 �1

1
Ax =

�
2 1 �2
0 1 �1

�0@ 3
5
�2

1
A

�
9 3
3 2

�
x =

�
15
7

�
:

Eliminací dostaneme (x1; x2)
T = (1; 2)T .

Pravá strana pùvodní soustavy vyjde A(1; 2)T = (2; 3;�4), je to ortogonální projekce vektoru b na prostor ImA.
Chybový vektor je

b(ImA)? = (3; 5;�2)T � (2; 3;�4)T = (1; 2; 2)T

a velikost chyby je 

b(ImA)?


 =

p
12 + 22 + 22 = 3 :
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Jednou ze situací, která vede na pøibli¾né øe¹ení soustavy rovnic, je lineární regrese, kdy chceme co nejlépe prolo¾it
pøímku y = ax+b danými namìøenými hodnotami (x1; y1), (x2; y2), . . . , (xn; yn). V tomto pøípadì hledáme nejlep¹í
þøe¹eníÿ soustavy 0

BBB@
x1 1 y1
x2 1 y2
...

...
...

xn 1 yn

1
CCCA :

(x1; y1)

(x2; y2)

(xn; yn)

d1
d2

dn

Obrázek 18. Lineární regrese { minimalizujeme
P

d2i .

Daty mù¾eme prokládat slo¾itìj¹í útvary, jako paraboly, polynomy vy¹¹ího stupnì, elipsy (napø. pøi hledání dráhy
planety), apod. Takové úlohy vedou na hledání øe¹ení soustavy metodou nejmen¹ích ètvercù.

Pøíklad 8.38. Metodou nejmen¹ích ètvercù prolo¾íme body (0; 1), (1; 1), (2; 2), (3; 4), (4; 5) v R2 pøímku y = ax+b.
Koe�cienty a; b jsou øe¹ením soustavy rovnic 0

BBBB@
0 1 1
1 1 1
2 1 2
3 1 4
4 1 5

1
CCCCA

metodou nejmen¹ích ètvercù. Pøíslu¹ná soustava normálních rovnic je

�
0 1 2 3 4
1 1 1 1 1

�
0
BBBB@

0 1
1 1
2 1
3 1
4 1

1
CCCCA
�

a
b

�
=

�
0 1 2 3 4
1 1 1 1 1

�
0
BBBB@

1
1
2
4
5

1
CCCCA ;

�
30 10
10 5

��
a
b

�
=

�
37
13

�
:

Øe¹ením vyjde (a; b)T = (11=10; 2=5) tak¾e hledaná pøímka je

y =
11

10
x+

2

5
:

1

2

3

4

5

x

y

�1 1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

x

y

�1 1 2 3 4 5
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Pøíklad 8.39. Stejnými body prolo¾íme co nejlépe parabolu y = ax2 + bx+ c. Koe�cienty jsou øe¹ením soustavy0
BBBB@

0 0 1 1
1 1 1 1
4 2 1 2
9 3 1 4
16 4 1 5

1
CCCCA

metodou nejmen¹ích ètvercù. Vyjde (a; b; c)T = ::::

y =

8.4.4. Matice ortogonální projekce. Uva¾ujme podprostor W dimenze n aritmetického prostoru Cm (nebo Rm)
se standardním skalárním souèinem. Urèíme matici PW ortogonální projekce pW na podprostor W vzhledem ke
kanonickým bázím.

Napí¹eme si do sloupcù matice A vektory nìjaké báze prostoru W , tj. A je matice typu m � n s lineárnì
nezávislými sloupci. Ortogonální projekce vektoru b na ImA = W je podle diskuze vý¹e vektor Ax, kde x je
øe¹ením rovnice A�Ax = A�b. Proto¾e A má lineárnì nezávislé sloupce, je Gramova matice A�A regulární, tak¾e
mù¾eme psát x = (A�A)�1A�b. Projekci tedy mù¾eme vyjádøit pW (b) = Ax = A(A�A)�1A�b a matice pW
vzhledem ke kanonickým bázím je

PW = A(A�A)�1A� :

Ka¾dá taková matice je, jak se snadno ovìøí, hermitovská a splòuje PWPW = PW , co¾ je té¾ geometricky vidìt
z toho, ¾e fW je projekce. Naopak, libovolná matice splòující tyto dvì podmínky je maticí projekce na nìjaký
podprostor:

Tvrzení 8.40. Nech» P je ètvercová reálná nebo komplexní matice øádu m. Následující tvrzení jsou ekvivalentní

(1) P je hermitovská (tj. P � = P ) a P 2 = P
(2) P je maticí ortogonální projekce na nìjaký podprostor W aritmetického vektorového prostoru Rn (resp. Cn)

se standardním skalárním souèinem vzhledem ke kanonickým bázím.

Dùkaz. (2) ) (1) jsme ji¾ dokázali. Nech» P je tedy hermitovská matice, pro kterou platí P 2 = P . Polo¾íme
W = ImP (jiná volba není, má-li být fP projekce na nìjaký podprostor, pak tento podprostor musí nutnì být
obrazem fP ). Z vlastnosti P 2 = P plyne, ¾e Pu = u pro libovolný vektor u 2W , proto¾e pro ka¾dý takový vektor
u existuje v takové, ¾e Pv = u, z èeho¾ dostáváme

Pu = P (Pv) = PPv = Pv = u :

Nyní KerP je podle diskuze o podprostorech ortogonální doplnìk ImP � a tento prostor je rovný ImP = W ,
proto¾e P je hermitovská. Platí tedy W? = KerP . Nyní pro libovolný vektor v je vW? 2 KerP , tak¾e

Pv = P (vW + vW?) = PvW + PvW? = PvW = vW :

Z toho vidíme, ¾e obraz vektoru v pøi zobrazení fP je skuteènì ortogonální projekce vektoru v na W , jak jsme
chtìli. �

8.5. Gram-Schmidtova ortogonalizace, QR-rozklad.
Vzorec pro ortogonální projekci vektoru v 2 V na podprostor W se znaènì zjednodu¹í, je-li báze (w1, w2,

. . . , wk) prostoru W ortogonální. Gramova matice v tvrzení 8.34 je toti¾ v tomto pøípadì diagonální. Proto¾e
odvození tvaru ortogonální projekce je krátké, zopakujeme jej v tomto speciálním pøípadì. Hledáme vektor vW =
a1w1 + a2w2 + � � �+ akwk tak, aby vektor v � vW byl kolmý na ka¾dý z vektorù w1;w2; : : : ;wk. Dostáváme

0 = hwi jv � vW i = hwi jv � a1w1 � a2w2 � : : :� akwk i
= hwi jv i � a1 hwi jw1 i � a2 hwi jw2 i � : : :� ak hwi jwk i
= hwi jv i � ai hwi jwi i

ai =
hwi jv i
kwik2

:

Tvrzení 8.41. Nech» V je koneènì generovaný prostor se skalárním souèinem h j i, fw1;w2; : : : ;wkg ortogonální
mno¾ina nenulových vektorù, v 2 V , W = hw1;w2; : : : ;wki. Ortogonální projekce vektoru v na podprostor W je
rovná vektoru

vW =
hw1 jv i
kw1k2

w1 +
hw2 jv i
kw2k2

w2 + � � �+ hwk jv i
kwkk2

wk :
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Jinými slovy, souøadnice vW vzhledem k bázi B = (w1;w2; : : : ;wk) prostoru W jsou

[vW ]B =

 
hw1 jv i
kw1k2

;
hw2 jv i
kw2k2

; : : : ;
hwk jv i
kwkk2

!
:

V pøípadì, ¾e B je dokonce ortonormální, vzorec se dále zjednodu¹uje na

vW = hw1 jv iw1 + hw2 jv iw2 + � � �+ hwk jv iwk :

Výraz na pravé stranì je shodný (a¾ na pøeznaèení) s výrazem z tvrzení 8.19 o souøadnicích vzhledem k ortonormální
bázi. Skuteènì, tvrzení 8.41 je jeho zobecnìním. Pokud v 2 W , pak v = vW a vzorec dává vyjádøení v vzhledem
k ortonormální bázi (w1;w2; : : : ;wk) prostoru W . V pøípadì, ¾e v ve W nele¾í, stejný vzorec nám dává souøadnice
jeho ortogonální projekce.

Pøíklad 8.42. V R3 se standardním skalárním souèinem je ((1; 1; 2)T ; (2; 0;�1)T ) ortogonální mno¾ina. Ortogonální
projekce vektoru v = (1; 2; 3)T na rovinu W =



(1; 1; 2)T ; (2; 0;�1)T � je tedy

vW =
(1; 1; 2)(1; 2; 3)T

(1; 1; 2)(1; 1; 2)T

0
@ 1

1
2

1
A+

(2; 0;�1)(1; 2; 3)T
(2; 0;�1)(2; 0;�1)T

0
@ 2

0
�1

1
A

=
9

6

0
@ 1

1
2

1
A� 1

5

0
@ 2

0
�1

1
A =

1

10

0
@ 11

15
32

1
A :

Skuteènì, chybový vektor vW? = v � vW = 1
10 (�1; 5;�2)T je kolmý na oba dva vektory (1; 1; 2)T , (2; 0;�1)T .

8.5.1. Gram-Schmidtova ortogonalizace. Ji¾ nìkolikrát jsme si v¹imli, ¾e je výhodné mít v prostoru ortogonální
nebo ortonormální bázi. Vzhledem k ortonormální bázi se snadno poèítají souøadnice (tvrzení 8.19), skalární sou-
èin pøechází na standardní (tvrzení 8.21), dobøe se poèítají ortogonální doplòky (pozorování 8.28) a máme-li v
podprostoru ortogonální bázi, mù¾eme na tento podprostor jednodu¹e poèítat ortogonální projekce (tvrzení 8.41).

Gram-Schmidtùv ortogonalizaèní proces þvyrobíÿ z jakékoliv báze (v1;v2; : : : ;vn) ortogonální bázi (w1;w2; : : : ;wn)
a to tak, ¾e se pro ka¾dé i 2 f1; 2; : : : ; ng zachovají lineární obaly prvních i vektorù, tj. hv1i = hw1i, hv1;v2i =
hw1;w2i, atd.

První vektor zvolíme w1 = v1. Vektor w2 bude kolmice v2 na pøímku hw1i = hv1i, vektor w3 bude kol-
mice na rovinu hw1;w2i = hv1;v2i, atd. Obecnì, wi urèíme jako kolmici na lineární obal pøedchozích vektorù
w1;w2; : : : ;wi�1.

OBRAZEK
V prùbìhu procesu se zachovává vlastnost hv1;v2; : : : ;vii = hw1;w2; : : : ;wii, proto¾e nový vektor wi se volí

wi = (vi)W? = vi � (vi)W

kdeW = hw1;w2; : : : ;wi�1i = hv1;v2; : : : ;vi�1i. Speciálnì, (w1;w2; : : : ;wn) generuje V , tak¾e je to báze (dim(V )-
prvková posloupnost generátorù je v¾dy bází, viz bod (2) v pozorování 5.57). Tato báze je ortogonální, proto¾e wi

se volí tak, aby byl kolmý k vektorùm w1;w2; : : : ;wi�1.
Proto¾e w1; : : : ;wi�1 je ortogonální báze lineárního obalu tìchto vektorù, máme pro vektor wi explicitní vzorec

z tvrzení 8.41:

wi = vi � (vi)W = vi �
 
hw1 jvi i
kw1k2

w1 +
hw2 jvi i
kw2k2

w2 + � � �+ hwi�1 jvi i
kwi�1k2

wi�1

!
:

Pokud chceme najít ortonormální bázi, mù¾eme buï vektory znormovat na konci, nebo je normujeme prùbì¾nì,
èím¾ nám také ve vzorci odpadají jmenovatelé.

Pøíklad 8.43. V podprostoru

W = fv1;v2;v3g = f(1; 2; 0; 1)T ; (1;�1; 1; 0)T ; (0; 1; 1; 3)T g
prostoru R4 se standardním skalárním souèinem najdeme ortonormální báziw1,w2,w3. Pou¾ijeme Gram-Schmidtovou
ortogonalizací aplikovanou na vektory v1;v2;v3. Budeme prùbì¾nì normovat, vektory w1;w2;w3 pøed znormo-
váním oznaèíme w0

1, w
0
2, w

0
3. Uvìdomme si, ¾e nemusíme ovìøovat lineární nezávislost vektorù vi (tj. ¾e tvoøí

bázi W ), pokud je toti¾ vektor vi lineární kombinací pøedchozích, pak wi, jako¾to kolmice vi na lineární obal
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hv1;v2; : : : ;vi�1i, je nulový vektor.
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Z Gram-Schmidtovy ortogonalizace vidíme, ¾e ka¾dý koneènì generovaný prostor má ortonormální bázi, proto¾e
staèí zortogonalizovat a znormovat libovolnou bázi. Obecnìji, ka¾dou ortogonální posloupnost mù¾eme roz¹íøit do
ortogonální báze.

Vìta 8.44. Nech» V je koneènì generovaný prostor se skalárním souèinem h j i. Ka¾dá ortogonální (resp. ortonor-
mální) posloupnost nenulových vektorù z V jde doplnit do ortogonální (resp. ortonormální) báze.

Speciálnì, ka¾dý koneènì generovaný prostor se skalárním souèinem má ortonormální bázi.
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Dùkaz. Nech» C = (w1;w2; : : : ;wk) je ortogonální posloupnost nenulových vektorù. Tato posloupnost je lineárnì
nezávislá (viz tvrzení 8.14), proto jde doplnit vektory vk+1; : : : ;vn na bázi V (viz dùsledek 5.54). þDokonèenímÿ
Gram-Schimdtovy ortogonalizace získáme vektory wk+1; : : : ;wn takové, ¾e (w1;w2; : : : ;wn) je ortogonální bází.
Je-li C navíc ortonormální, mù¾eme vektory wk+1; : : : znormovat a získáme ortonormální bázi.
Poznámka: Mohlo by se zdát, ¾e jsme existenci ortonormální báze dokázali kruhem. Ve vìtì 8.29 o ortogonálním

doplòku jsme existenci pøedpokládali a z této vìty plyne existence ortogonální projekce a kolmice vektorù. Ke Gram-
Schmidtovì ortogonalizaci tuto vìtu ale nepotøebujeme, prostì de�nujeme vektorywi odvozeným vzorcem a získáme
ortogonální bázi. �

Gram-Schmidtova ortogonalizace je numericky nestabilní. Na ortogonalizaci se v nìkterých praktických úlohách
proto pou¾ívají jiné, numericky stabilní algoritmy, napøíklad algoritmus vyu¾ívající Householderovy transformace,
nebo algoritmus vyu¾ívající Givensovy rotace.

8.5.2. QR-rozklad. Ze vzorce pro Gram-Schmidtovu ortogonalizace je vidìt, ¾e pùvodní vektory vi lze vyjádøit
jako lineární kombinaci vektorù w1;w2; : : : ;wi (ty jsou navzájem kolmé a mù¾eme je volit jednotkové). Pou¾ijeme-
li tento fakt na aritmetické vektory a standardní skalární souèin, získáme vyjádøení matice (v1jv2j : : : jvn) jako
souèinu matice (w1jw2j : : : jwn) a horní trojúhelníkové matice. Tomuto vyjádøení øíkáme QR-rozklad.

Tvrzení 8.45 (o QR-rozkladu). Nech» A je reálná nebo komplexní matice typu m � n s lineárnì nezávislými
sloupci. Pak existuje matice Q typu m�n nad stejným tìlesem s ortonormálními sloupci (vzhledem ke standardnímu
skalárnímu souèinu) a horní trojúhelníková matice R øádu n s kladnými reálnými prvky na hlavní diagonále taková,
¾e platí A = QR.

Dùkaz. Oznaèíme v1; : : : ;vn sloupcové vektory matice A. S tìmito vektory provedeme Gram-Schmidtovu ortogo-
nalizaci s prùbì¾ným normováním, tj.

w0
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w0
i

kw0
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:
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= hw1 jvi iw1 + hw2 jvi iw2 + � � �+ hwi�1 jvi iwi�1 + kw0
ikwi

Tyto vztahy mù¾eme maticovì zapsat
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Pøíklad 8.46. Vypoèítáme QR-rozklad reálné matice
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a z prùbìhu ortogonalizace získáme vztahy
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QR-rozklad jde pou¾ít na hledání øe¹ení soustavy metodou nejmen¹ích ètvercù. V¹imnìte si, ¾e pro matici Q v
rozkladu A = QR platí Q�Q = In (díky ortonormalitì sloupcù), tak¾e pøíslu¹nou normální soustavu rovnic mù¾eme
zapsat

A�Ax = A�b

(QR)�QRx = (QR)�b

R�Q�QRx = R�Q�b

R�Rx = R�Q�b

Rx = Q�b :

Poslední soustava má horní trojúhelníkovou matici, tak¾e øe¹ení mù¾eme spoèítat zpìtnou substitucí. Postup v této
podobì mù¾eme samozøejmì pou¾ít jen pro matice A s lineárnì nezávislými sloupci.

QR-rozklad se také pou¾ívá v jednom z algoritmù na hledání vlastních èísel, viz ??.

8.6. Unitární a ortogonální matice.
Posledním pojmem kterým se budeme struènì zabývat je unitární matice. Pro jednoduchost budeme uva¾ovat

pouze standardní skalární souèin v Rn nebo Cn. Ètvercová matice U øádu n urèuje endomor�smus fU tohoto pro-
storu. Pokud tento endomor�smus zachovává skalární souèin (tj. také v¹echny metrické vlastnosti jako délky a úhly),
nazýváme matici U unitární, v reálném pøípadì té¾ ortogonální. Tuto vlastnost lze vyjádøit mnoha ekvivalentními
zpùsoby, napøíklad:

Tvrzení 8.47. Nech» U je reálná (resp. komplexní) ètvercová matice øádu n. Následující tvrzení jsou ekvivalentní.

(1) fU zachovává standardní skalární souèin, tj. pro libovolné u;v 2 Rn (resp. Cn) platí Uu � Uv = u � v.
(2) fU zachovává eukleidovskou normu, tj. pro libovolný vektor v 2 Rn (resp. Cn) platí kUvk = kvk
(3) fU zobrazuje ortonormální bázi na ortonormální bázi.
(4) U�1 = U�, tj. UU� = U�U = In
(5) Øádky matice U tvoøí ortonormální bázi.
(6) Sloupce matice U tvoøí ortonormální bázi.

Dùkaz. Skuteènost, ¾e øádky matice U jsou ortonormální (tedy tvoøí ortonormální bázi) mù¾eme maticovì zapsat
UU� = In. Podobnì, sloupce jsou ortonormální právì tehdy, kdy¾ U�U = In. Triviálnì tedy platí (4) ) (5),(6).
Naopak, pokud UU� = In nebo U�U = In, pak U je regulární podle charakterizace regulárních matic ve vìtì 4.30
a platí a U�1 = U�. Body (4),(5),(6) jsou proto ekvivalentní.

(4) ) (1). Pokud UU� = U�U = In, pak fU zachovává standardní skalární souèin:

Uu � Uv = (Uu)�Uv = u�U�Uv = u�v = u � v :
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(1) ) (2). Pokud fU zachovává standardní skalární souèin, pak také zachovává eukleidovskou normu, proto¾e ta je
urèená skalárním souèinem. Ob¹írnìji: kUvk = p

Uv � Uv =
p
v � v = kvk. (1) ) (3) je rovnì¾ snadné.

(3) ) (6). Kvùli (3) musí být Ue1, Ue2, . . . , Uen ortonormální báze, co¾ dává podmínku (6).
K dokonèení dùkazu staèí zdùvodnit (2) ) (1), tedy, ¾e zachovávání normy je postaèující podmínkou pro za-

chovávání skalárního souèinu. To plyne z polarizaèních identit, které øíkají, ¾e skalární souèin je urèen normou.
Ob¹írnìji, proto¾e U zachovává normu, dostaneme z bodu (4) tvrzení 8.7

Re(Uu � Uv) = 1

2
(kUu+ Uvk2 � kUuk2 � kUvk2)

=
1

2
(kU(u+ v)k2 � kUuk2 � kUvk2) = 1

2
(ku+ vk2 � kuk2 � kvk2)

= Re(u � v)
Rovnost imaginárních èástí dostaneme podobnì z polarizaèní identity ve cvièeních. �

De�nice 8.48. Reálnou (resp. komplexní) ètvercovou matici splòující ekvivalentní podmínky z pøedchozího tvrzení
nazýváme ortogonální (resp. unitární).

Standardní pojmenování ortogonální matice je ponìkud matoucí, smysluplnìj¹í by bylo ortonormální. Hezkou
vlastností tìchto matic je snadné urèení inverzní matice { staèí vzít podle bodu (4) matici hermitovsky sdru¾enou.
Pøíklady ortogonálních matic jsou matice rotací a zrcadlení podle podprostorù.

Souèinem unitárních matic stejných øádù je opìt unitární matice. Buï mù¾eme ovìøit algebraicky nebo nahlédnout
geometricky z toho, ¾e slo¾ením dvou zobrazení zachovávajících skalární souèin (nebo jen normu) je zobrazení,
které skalární souèin rovnì¾ zachovává. Detaily si promyslete jako cvièení. Rovnì¾ jako cvièení doka¾te, ¾e jakékoliv
zobrazení f : Cn ! Cn zachovávající skalární souèin je lineární.

8.6.1. Unitární zobrazení. Pro jednoduchost jsme se zabývali pouze standardním skalárním souèinem. Obecnìji
se zobrazení zachovávající skalární souèin nazývá unitární. Matice takového zobrazení vzhledem k ortonormálním
bázím má ortonormální sloupce. Je-li toto zobrazení navíc izomor�smem (k tomu staèí, aby bylo na, proto¾e prosté
je v¾dy), pak se nazývá izometrie a jeho matice vzhledem k ortonormálním bázím je unitární. Tyto vlastnosti
pøenecháme ètenáøi jako cvièení.

Cvièení

1. Jsou-li A;B matice nad tìlesem C typu m� n, C je matice typu n� p nad C a a 2 C, pak
(1) (A+B)� = A� +B�,
(2) (aA)� = aA�,
(3) (A�)� = A.
(4) (BC)� = C�B�.

Doka¾te.

2. Nech» A je ètvercová matice nad C. Doka¾te, ¾e det (A�) = (det (A))�.

3. Nech» A je regulární matice nad C. Doka¾te, ¾e (A�)�1 = (A�1)�.

4. Nech» A je ètvercová matice øádu n nad C. Doka¾te, ¾e zobrazení C�C! C de�nované vztahem hu jv i = u�Av splòuje
podmínky (SL1) a (SL2).

5. Nech» A je ètvercová matice øádu n nad C. Doka¾te, ¾e zobrazení C�C! C de�nované vztahem hu jv i = u�Av splòuje
podmínku (SCS) právì tehdy, kdy¾ A je hermitovská (tj. A� = A).

6. Nech» B je regulární matice øádu n nad C a A = B�B. Doka¾te, ¾e zobrazení C�C! C de�nované vztahem hu jv i = u�Av
je skalární souèin.

7. Doka¾te, ¾e v libovolném vektorovém prostoru se skalárním souèinem h j i platí
� Re(hu jv i) = 1

2
(kuk2 + kvk2 � ku� vk2)

� Re(hu jv i) = 1
4
(ku+ vk2 � ku� vk2)

� Im(hu jv i) = 1
2
(ku+ ivk2 � kuk2 � 

v2

2)

� Im(hu jv i) = 1
2
(kuk2 + 

v2

2 � ku� ivk2)

� Im(hu jv i) = 1
4
(ku+ ivk2 � ku� ivk2)

Im(x) znaèí imaginární èást èísla x 2 C.
8. Nad reálnými èísly lze Cauchy-Schwarzovu nerovnost dokázat také následujícím zpùsobem: Výraz ku+ tvk2 de�nuje
kvadratickou funkci. Proto¾e musí být nezáporná, její diskriminant je nekladný a to dává C-S nerovnost. Doplòte detaily.

9. Kdy nastává v trojúhelníkové nerovnosti rovnost?

10. Doka¾te, ¾e norma pochází ze skalárního souèinu právì tehdy, kdy¾ splòuje rovnobì¾níkové pravidlo.
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11. Doka¾te, ¾e platí-li M ? N , pak M \N � fog.
12. Doka¾te pozorování 8.26.

13. Doka¾te, ¾e prostorech nad R se skalárním souèinem platí opaèná implikace v Pythagorovì vìtì, tj. pokud ku+ vk2 =

kuk2 + kvk2, pak u ? v. Platí opaèná implikace v prostorech nad C?

14. Nech» f : V ! W je lineární zobrazení a U � V je doplnìk Ker f , tj. Ker f � U = V . Doka¾te, ¾e zú¾ení f na U je
izomor�smus z U na obraz f .

15. Doka¾te, ¾e Gramova matice vektorù w1;w2; : : : ;wk je regulární právì tehdy, kdy¾ je (w1;w2; : : : ;wk) lineárnì nezávislá
posloupnost.

16. Doka¾te, ¾e determinant Gramovy matice vektorù w1;w2; : : : ;wn 2 Rn je rovný druhé mocninì determinantu matice

(w1jw2j : : : jwn) :

Interpretujte geometricky.

17. Pomocí Gram-Schmidtovi ortogonalizace doka¾te body (2) a (3) vìty 8.29 za pøedpokladu, ¾e W je koneènì generovaný
(prostor V koneènì generovaný být nemusí).

18. Vyu¾ijte QR-rozklad na dùkaz následující nerovnosti pro komplexní matici A typu m� n a standardní skalární souèin:

det (A�A) � kA�1k2 kA�2k2 : : : kA�nk2

Pøipomeòme si geometrický význam determinantu det (A�A) a interpretujte nerovnost geoemtricky.

19. Doka¾te, ¾e souèinem unitárních matic stejných øádù je unitární matice.

20. Doka¾te, ¾e ka¾dé zobrazení f : Cn ! Cn zachovávající skalární souèin je lineární.

21. Doka¾te, ¾e matice unitárního zobrazení vzhledem k ortonormálním bázím má ortonormální sloupce.

22. Doka¾te, ¾e unitární zobrazení je v¾dy prosté.
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