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Uvod
Ars Magna

1545 Girolamo Cardano

uloha: najdéte disla a, b, pro kterd plati a4+ b =10, ab =16
reSeni: zkusme a =5+ x a b =5 — x pro néjaké x

musi platit ab=25— x> =16, tj. x> =9 a x = 3,

tedy a=8, b=2

uloha: najdéte disla a, b, pro kterd plati a+ b = 10, ab = 40
reseni: zkusme opét a =5+ x a b =5 — x pro néjaké x

musi platit ab = 25 — x* = 40, tj. x> = —15

,za cenu nesmirného dudevniho utrpeni” Ize napsat x = /—15

ab = (5++/—15)(5 — v/—15) = 5% — (y/=15)? = 25 — (—15) = 40
co to ma znamenat?

Komplexni ¢isla
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Uvod
Vice odvahy
V=16 = V16v/—1 = 4/—1

pro ¢ > 0 ma rovnice x> = —c koreny
x=+y/—c=+cv-lax=—y/—c=—ycv-1
rovnici x°> = 2x — 10 upravime na x> — 2x + 1 = —9, nebolj

(x —1)? = -9,
ta ma koreny x —1=+4/-9=3y—-1lax—1=-3y/-1
t, x=1+3y/-1lax=1-3y-1

(2+3/-1)+(3-2y/—-1)=5+1v/-1

(2+3V-1)3—-2y/-1)=6—-4y/—1+9/-1—-6(/—1)? =
6+5v/—1—-6(—-1)=6+5y/-1+6=12+5/-1

René Descartes (1596-1650) posmésné: jsou to imaginarni Cisla

Komplexni cisla
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Uvod

Imaginarni jednotka
Leonhard Euler (1707-1783): oznadeni i misto \/—1, tedy i* = —1

komplexni Cislo je vyraz z = a + bi, kde a, b jsou redlna Cisla

e a je redlna cast komplexniho Cisla z

e b je imaginarni Cast Cisla z

e dvé komplexni Cisla z, w se rovnaji, rovnaji-li se jejich redlné
Casti a imaginarni Casti

o soucet (a+ bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i

e soucin (a+ bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

e | nazyvame imaginarni jednotka

e Cisla a+ 0/ jsou redlna Cisla (pocitd se s nimi stejné)

e Cisla 0 + bi nazyvame Cisté imaginarni cisla

Komplexni ¢isla
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Uvod

Zakladni véta algebry

rozSirovani Ciselnych obort kvili fesitelnosti rovnic
NCZCQCRCC

zakladni véta algebry: kazdy nekonstantni polynom s
komplexnimi koeficienty ma aspon jeden komplexni koren

véta rika, ze koren existuje, nerikd jak jej najit

vzoreCky existuji pouze pro polynomy stupnt 1,2, 3,4

pro polynomy stupné 3,4 jsou nepraktické

pro polynomy stupné > 5 zddné vzorecCky neexistuji

Komplexni cisla
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Uvod

Komplexni (Gaussova) rovina
redlna Cisla si geometricky predstavujeme na redlné ose

komplexni ¢islo z = a+ bi si miZeme si predstavit jako bod [a, b] v
roviné s kartézskymi souradnicemi

polarni soufadnice bodu z: r = Va2 + b2, sinp = %, cosp = 2

r

polarni tvar komplexniho isla z = a+ bi = r(cos ¢ + isin )

absolutni hodnota |z| = r, argument arg z = ¢ (aZ na nasobek 27)

Komplexni ¢isla 1-8

Uvod

Eulerova formule

komplexni Cisla z = cos ¢ + isin, w = cos) + isiny
lezi na jednotkové kruznici

zw = (cos ¢ + isinp)(cos ) + isin))
COs ¢ cos 1 — sin wsin 1 + i(cos ¢ sin 1) + sin ¢ cos 1))
= cos(p +4) +isin(p + )

Eulerova formule: cos o + isinp = e/¥, elvel¥ = eil¥t?)

Komplexni ¢isla 1-9




Uvod

Geometricky vyznam operaci

z=a+ bi =r(cosp+ising), w=c+ di =s(cos)+ isin)

z+w=(a+c)+(b+d)i

zw = r(cos ¢ + isinp)s(cos ) + isin))
— rs(cos(ip + ) + i sin(p + 1))

Komplexni ¢isla 1-10

Uvod

Komplexni sdruzovani

je-li z = a+ bi, pak Cislo a — bi je komplexné sdruzené k z,
oznaceni z

e Z—=_7

e Z4+W=Z+w
wW=2zZw

zz = (a+ bi)(a— bi) = a* + b*> = |z|?

e z € C je redlné Cislo pravé kdyz z ==

[ ]
N

e z+ Z je vzdy redlné Cislo

Komplexni ¢isla 1-11




Uvod
Komplexni sdruzovani korent
koreny polynom( s redlnymi koeficienty se komplexné sdruzuji do
par(
véta: je-li p(x) polynom s redlnymi koeficienty a z komplexni ¢islo
takové, ze p(z) = 0, pak také p(z) =0
ditkaz: p(x) = apx" + ap_1x"" 1 4+ -+ a1x + a,

protoze p(z) = apz" + ap_1z2" 1 + - 4 ayz+ ap = 0, plati také
p(z) =0=0,

0=p(z) =anz"+ap_12" 1+ -+ a1z + ag
=2,2"+3, 12" '+ +aAZ+ 3

—n—1

= apz" +ap-1z" + -+ a1z + ap = p(2),

tedy Z je také koren p(x)
dasledek: ma-li polynom s realnymi koeficienty lichy pocet korentl,
pak aspon jeden z koren( je redlny

Komplexni ¢isla 1-12

Uvod

Moivreova véta

pro kazdé prirozené Cislo n plati
(cos ¢ + isinp)" = cos(ny) + isin(ny)

dikaz: matematickou indukci podle n
pro n = 1 plati (cos ¢ + isin p)! = cos(1p) + isin(1p)
predpokladejme, ze pro n€jaké n > 1 plati

(cos ¢ + isinp)" = cos(ny) + isin(ny)

potom plati

)" = (cos p + isin )" (cos p + isin @)

= (cos(ny) + isin(ny))(cos ¢ + isin p)
= cos(ny + @) + isin(ny + )
= cos(n+ 1)p +sin(n+ 1)

(cosp + ising

- v , / n H
Moivreova véta pomoci Eulerovy formule: (e¥)" = e

Komplexni cisla 1-13




Uvod

Binomické rovnice

=w (=s(cosyp+isiny))

z budeme hledat v polarnim tvaru z = r(cos ¢ + isin p):
z" = r"(cos ¢ + isin )" = r"(cos(ny) + isin(ny))

porovnanim absolutnich hodnot a argument(i pro z" a w
n __ H —n — 1 — 'Qb
dostaneme r" =s, tj. r = /s, a ¢ = np, tj. p =+

argument 1) je urCeny jednoznacné az na ndsobek 27
jiné feSeni dostaneme volbou 9 4 27m: ¢ = ¢+—,,27r = % + 27”

volby argumentu pro w ¢, + 2w, +2-2m,... ;¢ 4+ (n—1)27

vedou k rliznym moznostem pro ¢: %, ¢+—,727T, e Mn_l)zw
riizné korfeny jsou +/s(cos ¢+—:27T + isin ¢+—:2”) k=0,1,...,n—-1
Komplexni ¢isla 1-14

Uvod

n-té odmocniny z 1

reseni rovnice z" =1

27

primitivni n-td odmocnina z 1: coszT7r + isin =%

Komplexni ¢isla 1-15




Uvod

n-té odmocniny z w

pripad |w| =1

pripad |w| # 1

Komplexni ¢isla 1-16

Uvod

Cardantv vzorec

¥edeni rovnice x3

= px+q
(a+ b)3 =3ab(a+ b) +(a° + b%) (= a®+ 3a°b + 3ab? + b3)
a+ b je fedenim rovnice, pokud 3ab=p a a*+b3 =g

a3b3 — P

spoCteme treti mocninu prvni rovnice: 5

zndme soudet a soudin neznamych &isel a3, b3

39 . /¢ _ P p3 _ e _ P
proto &> =3 +1/F — 5, b 5 27
2 3

je-li p,g € R a - — 5 > 0, jednim z kofeni rovnice je redlné Eislo

I
NlQ

a+b:\3/%—|— %—%—F\E‘/%— %2—% (Scipione del Ferro)

obecné jsou tfi moznosti pro a, ke kazdé z téchto tfi moznosti
. . /7 v = o £
existuje pravé jedno b = 2>

Komplexni ¢isla 1-17




Uvod
Uvod - komplexni &sla - shrnuti

komplexni cisla

e zakladni: pocitdni s komplexnimi Cisly - imagindrni jednotka,
operace scitani a odc¢itdni, nasobeni a déleni, rovnost
komplexnich Cisel,

e zakladni: geometrickd interpretace komplexnich Cisel,
goniometricky tvar komplexniho isla, absolutni hodnota a
argument

e zakladni: Cisla komplexné sdruzena, geometricky vyznam,
souvislost komplexniho sdruzovani s operacemi

e dulezité: geometricka interpretace operaci s komplexnimi
Cisly, Eulerova formule, Moivreova véta

e dulezité: koreny binomickych rovnic, n-té odmocniny z 1

e dulezité: komplexni sdruzovani korent algebraické rovnice s
redlnymi koeficienty, zakladni véta algebry

Komplexni ¢isla
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Uvod

Uvod - komplexni Cisla - shrnuti

e pro zajimavost: Cardaniv ,objev" komplexnich Cisel

e pro zajimavost: Cardanova formule pro koreny polynomi
tretiho stupné

e pro zajimavost: neexistence vzorce pro koreny polynomil
stupné aspon 5 s redlnymi koeficienty

Komplexni cisla
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Uvod

Délitelnost - obsah

B Délitelnost
Déleni se zbytkem
Délitelnost celych cisel
Kongruence celych cisel

Délitelnost

Uvod

Déleni se zbytkem

7:3 =2, zbytek 1, zkouska 7 =3-2+1
—7:3 = -2, zbytek —1, zkouska -7 =3-(—-2)—1
—7 :3 = -3, zbytek 2, zkouska —7 =3 -(—3) + 2
—7 :3 = —4, zbytek 5, zkouska —7=3-(—4)+5
véta o déleni se zbytkem: je-li a celé Cislo a n prirozené dislo,
pak existuji jednoznacné uréend celd Cisla ga r € {0,1,...,n—1}
takova, ze a=nqg +r
jiny zapis
VaecZVneNdlgeZ 3lre{0,1,....,n—1}(a=nqg+r)

r je zbytek pri déleni Cisla a cislem n, oznaceni: a mod n

Délitelnost




Uvod

Délitelnost

definice: jsou-li a, b celd disla, pak rfikame, ze a déli b pokud
existuje celé Cislo k takové, ze b = ak, oznaceni: a|b

upozornéni: z této definice plyne, ze 0|0, nebot 0 =0-1
tranzitivita délitelnosti: pokud a déli b a b déli ¢, pak a déli ¢
dukaz: protoze a|b, existuje celé Cislo k tak, ze b = ak,
protoze b |c, existuje celé Cislo [ tak, ze ¢ = bl,

potom ¢ = bl = (ak)! = a(kl) a tedy a déli ¢

primy dukaz

zapis tranzitivity formulkou: ((a|b)& (b|c)) = (alc)

Délitelnost 1-22

Uvod
Kongruence
definice: je-li ddno prirozené Cislo n a dvé cela Cisla a, b, pak
rikdme, ze a je kongruentni s b modulo n, pokud n déli rozdil a — b,
zapis: a = b (mod n), pfipadné a Z b (mod n)
véta: pro kazda dvé cela Cisla a, b a pro kazdé prirozené Cislo n
plati a= b (mod n) pravé tehdy kdyz a mod n= b mod n

dikaz: vydélime obé disla a, b Cislem n se zbytkem:

a=nqg+r, b=ns+t tedyr=amodn a t=b modn
dilea—b=ng+r—(ns+t)=n(qg—s)+(r—t),

je-li a= b (mod n), pak n|(a— b), tj. a— b = nk pro néjaké k,
tedy nk = n(q —s) + (r — t); upravime na n(lk —q+s) =r — t,
leva strana je ndsobkem n, pro pravou stranu plati |[r — t| < n,
protor —t =20, tj. amod n= b mod n

plati-li naopak a mod n = b mod n, plyne odtud r =t

atedy a— b=n(q—s), proto n|(a— b), tj. a= b (mod n).

Délitelnost 1-23




Uvod
Vlastnosti kongruenci

véta: pro kazda celd cisla a, b, c a kazdé prirozené Cislo n plati
e a = a (mod n) - reflexivita
e je-li a= b (mod n), pak b= a (mod n) - symetrie

e je-lia= b (mod n) a b= c (mod n), pak a= c (mod n) -
tranzitivita

diukaz tranzitivity: z a = b (mod n) plyne a mod n= b mod n,
z b= c (mod n) plyne b mod n=c mod n,
proto a mod n = c mod n a tedy a = ¢ (mod n)

pozorovani: plati a = b (mod n) pravé tehdy, kdyz existuje celé
Cislo k takové, ze a = nk + b

pozorovani: je-li r = a mod n, pak r = a (mod n)

Délitelnost 1-24

Uvod

Kongruence a operace

véta: je-li n prirozené Cislo a a, b, ¢, d cela cisla takova, ze
a= b (mod n) a c =d (mod n), pak plati

e a+c=b+d (mod n),

e ac = bd (mod n)

dukaz:
z a = b (mod n) plyne existence k € Z takového, ze a = nk + b,
z ¢ = d (mod n) plyne existence | € Z takového, ze ¢ = nl + d,

e pak a+c=nk+b+nl+d=n(k+1)+(b+d), tedy
a+c=b+d (mod n),

e dile ac = (nk + b)(nl + d) = n(kl + kd + bl) + bd, a protoze
kl + kd + bl je celé Cislo, plati ac = bd (mod n)

Délitelnost 1-25




Uvod

Pocitani modulo n

modulo 12: 7+ 8 =3 (mod 12), 19 4+ 104 = 3 (mod 12),
7-8=28 (mod 12), 19-20 = 8 (mod 12),
6-8=0 (mod 12), 3(—5) =9 (mod 12)

modulo 5: 3+ 4 =2 (mod5),3—4=4 (mod 5),
3-4=2(mod 5),3-2=1 (mod 5)

modulo 2:  co znamend a =0 (mod 2), co a=1 (mod 2) ?

Fiklad: jaka je posledni cifra &isla 31999 zapsaného v desitkové
P J Jep P
soustaveé?

31999 — 34-499+3 — (34)499 . 33 — 81499 . 27,
proto 31999 = 81499 .27 = 149 .7 = 7 (mod 10)

Délitelnost 1-26

Uvod
Prvocisla

definice: prirozené Cislo p > 2 nazyvame prvocislo, jestlize jedina
dvé prirozend disla, ktera déli p, jsou 1 a p

véta: je-li p prvocislo a jsou-li a, b pfirozena dCisla takova, ze
p|(ab), pak bud p|a nebo p|b

véta: je-li p prvocislo a a prirozené Cislo, které neni nasobkem p,
pak jsou Cisla 1a mod p,2a mod p,3a mod p,...,(p—1)amod p
navzadjem rlizna

dukaz: zvolme k > | dvé Cisla z mnoziny {1,2,...,p— 1},
plati-li  ka mod p = la mod p, maji obé Cisla ka a /a stejny
zbytek pri déleni Cislem p,

plati tedy ka = la (mod p) a proto p|(k — /)a,

protoze p nedéli a, plati p|(k — /),

protoze 0 < k — [ < p, plyne odtud k — /=0

Délitelnost 1-27




Uvod
Pocitani modulo prvocislo

pozorovani: pokud p nedéli a, pak zadné z Cisel
1a,2a,3a,...,(p — 1)a neni délitelné p

diikaz sporem: predpokladejme, ze p|(ka) pro néjaké
ke {l1,2,...,p— 1}, protoze p je prvocislo, plati p |k nebo p
moznost p |k je ve sporu s predpokladem k € {1,2,...,p— 1},
moznost p |a je ve sporu s predpokladem, ze p nedéli a

a,

disledek: je-li p prvocislo a a prirozené Cislo, které neni ndsobkem
p, pak existuje pfirozené Cislo k € {1,2,...,p — 1} takové, Ze
ka=1 (mod p)

dikaz: ¢isla 1a mod p,2a mod p,...,(p—1)a mod p jsou
nenulova podle pozorovdni, jsou navzajem riiznd podle predchozi
véty, a vSechna lezi v mnoziné {1,2,...,p — 1}, kterd ma presné
p — 1 prvkd, aspon jedno z nich se proto musi rovnat 1,

z ka mod p =1 plyne ka=1 (mod p)

Délitelnost
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Uvod
Inverze modulo n
plati-li ba =1 (mod n), fikdme Ze b je inverzni k a modulo n

pocitame-li modulo néjaké prvocislo p, pak inverzni prvek existuje
ke kazdému a, které neni nasobkem p

pro mala prvocisla jej najdeme vyzkousenim vsech moznosti

mod 3: 2-2=1 (mod 3),

mod5: 2-3=1(mod5), 4-4=1 (mod}5),

mod7: 2-4=1(mod7), 3-5=1(mod7),6-6=1 (mod7),

pro velkd p najdeme inverzni prvky pomoci rozsireného euklidova
algoritmu

pokud modul n neni prvocislo, existuji inverzni prvky pouze k tém
a, kterd jsou nesoudélna s n, najdeme je stejnym algoritmem

Cislo 4b je vzdy sudé, tedy 4b mod 6 se nikdy nerovna 1, inverzni
prvek ke 4 modulo 6 tedy neexistuje

Délitelnost
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Uvod

Cinska véta o zbytcich

k |o 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11
mod3[/0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2
mod4|0 1 2 3 0 1 2 3 01 2 3

kazdé nezaporné celé Cislo k < 12 = 3 - 4 je jednoznacné urcené
dvojici zbytk (kK mod 3,k mod 4)

¢insti vojevidci takto tdajné zjiStovali pocet svych vojaki; nechali
je nastoupit napr. do 9-stuptl, 10-stupt, 11-stupl a 13-stupl; pak
uz jenom odhadli, maji-li jich méné nez 9-10-11-13 = 12870
nebo mezi 12870 a 25740, atd.

dnes se modularni vypocty pouzivaji pri pocitani s velkymi celymi
Cisly

vypocet se udéla modulo rizna prvocisla p; a pak se skutecny
vysledek rekonstruuje z téchto casteénych (modularnich) vysledki

Délitelnost 1-30

Uvod

Uvod - délitelnost - shrnuti

e zakladni: struktura matematickych tvrzeni, implikace,
predpoklad, zavér

e zakladni: délitelnost celych disel, jednoduché diikazy z definice

e dulezité: kongruence na mnoziné celych cisel, kongruence
modulo n je ekvivalence na mnoziné vsech celych cisel

e dulezité: souvislost kongruenci a operaci na mnoziné celych
Cisel

e dulezité: pocitdni modulo n, zejména modulo prvodislo,
inverze modulo n a modulo prvodislo

e pro zajimavost: Cinska véta o zbytcich

Délitelnost 1-31




Uvod

/Zobrazeni - obsah

B obrazeni
Rdzné pohledy na zobrazeni
Slozené zobrazeni
Prosté zobrazeni, zobrazeni na

Zobrazeni

Uvod

/obrazeni

jsou-li X, Y néjaké mnoziny, pak zobrazeni f : X — Y je
»predpis”, ktery kazdému prvku x € X pfirazuje jednoznacné
uréeny prvek f(x) € Y

na zobrazeni mizeme nahlizet jako na ,,¢ernou skfinku”, do které
na jedné strané ,leze” hodnota proménné x € X a z druhé
wvyléza" hodnota f(x) proménné y € Y, proto zapis f(x) =y

nékteré obory zdiraznuji cernoskrinkovy pohled zapisem funkce
pomoci blokového schématu

nase zobrazeni jsou vzdy definovana na celé mnoziné X

Zobrazeni




Uvod

Geometrickd zobrazeni v roviné

0osova symetrie v roviné

ortogondlni projekce na primku v roviné

otoceni kolem bodu o thel «

Zobrazeni 1-34

Uvod

Geometricka zobrazeni v prostoru

ortogonalni projekce na rovinu

rotace kolem osy o Uhel «

]
Zobrazeni 1-35




Uvod

Bramborovy pohled na zobrazeni

f: X—-=Y

Zobrazeni 1-36

Uvod

Slozené zobrazeni

jsou-li f : X — Y ag:Y — Z dvé zobrazeni, pak sloZzeni
zobrazeni f a g je zobrazeni h: X — Z definované predpisem
h(x) = g(f(x)) pro kazdé x € X, oznaceni: h = gf

blokové schéma

skladani zobrazeni je asociativni: plati h(gf) = (hg)f pro libovolna
zobrazenif : X —- Y, g: Y —-Zah:Z—- U

Zobrazeni 1-37




Uvod
Otoceni v roviné a komplexni Cisla

z geometrického vyznamu ndsobeni komplexnich cisel - str. 1-10 -
plyne, ze otoCeni v roviné o Ghel @ mizeme popsat také
zobrazenim f : C — C, kde f(z) = e'*z

otoleni o (Gihel 3 je zobrazeni g(z) = e’z

pro slozené zobrazeni fg plati fg(z) = f(e%z) = e/®e’’z pro kazdé
zecC

otoceni o Gihel o + 3 je zobrazeni h(z) = e/(*+0);
skutecnost, ze otoceni o thel o + (3 dosteneme jako slozeni otoceni
o Uhel § s otolenim o Uhel o znamend, ze h(z) = fg(z), tj.

ellatB)z — el®eiB7 pro kazdé z € C

specialn& pro z = 1 dostdvame Eulerovu formuli e/(@t8) = giceif

Zobrazeni 1-38

Uvod
Prosté zobrazeni
identické zobrazeni na mnozZiné x je zobrazeni, které kazdy prvek
x € X zobrazuje zase do x, oznaceni: idx

definice: zobrazeni f : X — Y je prosté, pokud pro kazdé dva
prvky x1,x2 € X z predpokladu x; # xo plyne f(x1) # f(x2)
pozorovani: zobrazeni f : X — Y je prosté pravé kdyz existuje
g : Y — X takové, ze gf = idx

dikaz =: je-liy € Y a y = f(x) pro néjaké x € X, definujeme
g(y) = x, pro ostatni y € Y definujeme g(y) € X libovolné,
pro kazdé x € X pak plati gf(x) = g(f(x)) = x,

<: jsou-li x; # xo dva rizné prvky x, pak plati
gf(x1) = x1 # xo = gf(x2) a tedy musi byt f(x1) # f(x2)

Zobrazeni 1-39




Uvod
/obrazeni na

definice: zobrazeni f : X — Y je na mnozinu Y,
pokud pro kazdé y € Y existuje x € X takové, ze y = f(x)

pozorovani: zobrazeni f : X — Y je na mnozinu Y pravé kdyz
existuje h: Y — X takové, ze th=idy

dikaz =-: potrebujeme definovat zobrazeni h: Y — X,

je-li y € Y, existuje x € X takové, ze f(x) = y, jedno takové x
zvolime a definujeme h(y) = x,

pak fh(y) = f(x) = y, protoze y € Y bylo libovolné, plati fh = idy

<:zvolme y € Y, potom y = idy(y) = fh(y) = f(h(y)),
protoze x = h(y) € X, je f na mnozinu Y

Zobrazeni 1-40

Uvod
Vzajemné jednoznacné zobrazeni

definice: zobrazeni f : X — Y je vzdjemné jednoznacné, je-li
soucasné prosté a na mnozinu Y

pozorovani: zobrazeni f : X — Y je vzajemné jednoznacné praveé
kdyz existuje zobrazeni g : Y — X takové, ze gf = idx a fg = idy

diakaz: témér stejny

definice: zobrazeni g nazyvdme inverzni zobrazeni k f a
oznacujeme jej f~1

Zobrazeni 1-41




Uvod
Zobrazeni mezi konecnymi mnozinami

tvrzeni: jsou-li X, Y dvé kone€né mnoziny se stejnym poctem
prvkill, pak pro zobrazeni f : X — Y jsou nasledujici tfi podminky
ekvivalentni:

e f je prosté,
e f je na mnozinu Y,

e f je vzdjemné jednoznacné

dukaz:

priklad: pro nekonecné mnoziny, napr. je-li X = Y =N, tvrzeni
neplati

Zobrazeni

1-42

Uvod

Uvod - zobrazeni - shrnuti

e zakladni: geometricka zobrazeni v roviné a prostoru, projekce
na primku a rovinu, symetrie vzhledem k prfimce a rovinég,
otoceni kolem bodu v roviné, kolem primky v prostoru

e zakladni: skladani zobrazeni

e zakladni: prosté zobrazeni, zobrazeni na, vzajemné
jednoznacné zobrazeni, inverzni zobrazeni,

e dulezité: rGizné pohledy na zobrazeni

o dulezité: formalni definice zobrazeni (byla v matematické
analyze)

e dulezité: charakterizace riiznych typli zobrazeni pomoci
existence inverzi zleva, zprava nebo oboustranné

V7

e pro zajimavost: otoceni v roviné a komplexni cisla

Zobrazeni

1-43




Uvod

Vektory - obsah

m  Vektory
Souradnice bodt
Souradnice vektor(
Body a vektory
Prostory vétsich dimenzi
Skalarni soucin

]
Vektory

Uvod

Souradnice bodi v roviné

Zvolime-li v roviné souradny systém, mlzeme kazdy bod roviny
zapsat jako usporddanou dvojici redlnych Cisel

body [1,2],[-1,1],[-2, —1], atd.
zavislost na souradném systému

]
Vektory




Uvod

Souradnice bod( v prostoru

zvolime-li souradny systém v prostoru, mizeme kazdy bod prostoru
zapsat jako usporddanou trojici redlnych Cisel

body [1,2,0],[~1,1,1],[0, —2, —1], atd.

|
Vektory 1-46

Uvod

Souradnice vektortl v roviné

souradny systém v roviné ndm umoznuje zapisovat také vektory
jako usporddané dvojice redlnych Cisel

vektory (1,2),(—1,1),(—1,—2), atd.
polohovy vektor bodu
nulovy vektor

]
Vektory 1-47




Uvod

Souradnice vektor( v prostoru

podobné mizeme zapisovat vektory v prostoru jako uspordadané
trojice redlnych Cisel

vektory (1,2,0),(1,1,1),(—1,—1,—1), atd.

|
Vektory 1-48

Uvod

Soucet bodu a vektoru

jsou-li p bod a u vektor v roviné, urcuji jednoznacné jiny bod g

bod g zapisujeme obvykle jako p + u

je-li v roviné souradny systém, bod p ma soufadnice [a, b]
a vektor u ma souradnice (c, d),
pak bod p + u ma souradnice [a+ ¢, b+ d]

podobné v prostoru

Vektory 1-49




Uvod

Soucet vektoru

dva vektory u,v v roviné mizeme secist

utv=v+uut+o=u, (u+v)+w=u+(v+w)

ma-li u v néjakém soufadném systému soufadnice (a, b)
a v souradnice (c, d), pak u+ v ma souradnice (a+ ¢, b+ d)

totéz v prostoru

Vektory 1-50

Uvod

Nasobeni vektoru cCislem

vime, co znamena 2u, co (—1)u, %u, Ou, ru, ro pro kazdé r e R

rlu+v)=ru+rv, (r+s)u=ru+su

jsou-li souradnice vektoru u v néjakém souradném systému rovné
(a, b), pak ru ma v témze souradném systému souradnice (ra, rb)

totéz v prostoru

Vektory 1-51




Uvod

Primky v roviné a prostoru

je-li p bod a u # o vektor v roving, pak mnozina bodd
{p+ ru:r € R} je mnozina vech bodi pfimky
prochdzejici bodem p ve sméru vektoru u

primky {p+ru:reR} a {g+ru:reR} jsourovnobézné
(nebo se rovnaji)

totéz v prostoru

parametricky tvar prfimky v roviné€ nebo v prostoru

Vektory 1-52

Uvod

77

je-li p bod v prostoru a u,v dva vektory v prostoru, cemu se rovnd
mnozina bodl {p+ru+sv:r,sc R} 7

Vektory 1-53




Uvod
Polohovy vektor bodu

bod a vektor v roviné jsou dva rozdilné matematické pojmy

pokud v roviné zvolime souradny systém, bod i vektor mizeme
zapsat jako usporadanou dvojici redlnych Cisel

zapisem [a, b] ddvdme najevo, Ze jde o bod, (a, b) je vektor
volbou souradného systému volime vyznamny bod — pocatek o

polohovy vektor bodu p vede z o do p

totéz v prostoru

Vektory

Uvod

Primky a roviny jako mnoziny vektor(

je-li p bod v roviné nebo v prostoru, a u nenulovy vektor tamtéz,
pak {p + tu: r € R} je primka

oznacime p polohovy vektor bodu p

mnozinu vektorll {p + ru : r € R} také nazyvame primka

totéz pro roviny

Vektory




Uvod

Prostory vétsich dimenzi
prostory dimenze vétsi nez 3 si predstavit geometricky neumime

umime si ale predstavit souradnice jejich bodid a vektor — v
dimenzi 4 jsou to usporadané Ctvefice [uy, uo, uz, ug] redlnych Cisel

usporadanou Ctvetici [2, 1,4, 3] miZeme povazovat za bod v
prostoru dimenze 4

stejné tak se mlzeme Ctvefici (2,1, 4,3), povazovat za vektor p v
tomto prostoru

na zakladé analogie miZeme mnozinu {p + ru: r € R} povaZovat
za mnozinu bodi néjaké primky v prostoru dimenze 4

stejné tak miZeme mnozinu {p + ru+ sv : r,s € R} povazovat za
rovinu ve ¢tyfdimenzionalnim prostoru

podobné interpretujeme mnoziny vektori {p + ru : r € R} nebo
{p+ ru+sv:r;secR} jako pfimky nebo roviny v prostoru dim 4

Vektory 1-56

Uvod
Aritmetické vektory

n-slozkovy aritmeticky vektor je usporadand n-tice (uy, uo, ..., up)
Cisel (redlnych, komplexnich nebo jinych)

u; je i-td slozka aritmetického vektoru (uq, up, ..., u,)
I nikoliv souradnice !!

Uy
: : . u
aritmetické vektory budeme zapisovat sloupcove:
Un
kviili SetFeni mistem ale také (ug, un, ..., u,)"
nulovy vektor je vektor (0,0,...,0)7, oznacovat jej budeme o
N———

n

Vektory 1-57




Uvod

Analogie pokracuji

uy %1 up + w1
5 _ o . U2 V2 uz + v2
soucet aritmetickych vektoru: _ + _ =
Un Vn Un + Vn
uq ruq
o U ruy
soucin Cisla a vektoru: r _ =
Un ru,
. X. T T _
asporné: (ui, up, ..., up)' + (vi,vo,...,vy)' =
T
(up +vi, 0+ vo, ... up+ vp)
T _ T
r(ui,up, ... up)' = (rug, rup, ..., rup)

dile —v=(-1)v,u—v=u+(—-1)v

Vektory 1-58

Uvod
Skalarni soudin

: : u v : .y L

jsou-li u = ( 1 ) av= < ! ) aritmetické vektory, definujeme
uo Vo

standardni skalarni soucin, nebo také bodovy soucin jako Cislo

u-v—=—1uvy+ uw

pomoci skaldrniho soucinu mérime délku vektoru nebo také normu

lul| = Vu-u= \/ueru%

také zjistujeme kolmost: vektory u, v jsou kolmé, plati-li
u-v=uvi+uw =20

podobné pro 3-slozkové vektory

Vektory 1-59




Dalsi analogie

skalarni (bodovy) soucin definujeme analogicky pro obecné

n-slozkové vektory u = (ug, uz, ..., uy)" av=(vi,va,...,v,)

T

n
u-v:u1v1—|—u2v2—|—---—|—u,,v,,:Zu,-v,-

i=1

norma (délka) n-slozkového vektoru |lul| = yu-u= /> ", u?

n-slozkové vektory u, v jsou kolmé, plati-liu-v =10

mnozinu n-slozkovych vektor( s redlnymi slozkami oznacujeme R"

mnozinu n-slozkovych komplexnich vektor(i oznac¢ujeme C"

Vektory

Uvod

1-60

Uvod

Uvod - vektory - shrnuti

dalezité: body a vektory v roviné a v prostoru, jejich
souradnice

dilezité: operace - soucet vektor(l, skalarni ndsobek vektoru,
soucet bodu s vektorem

dalezité: parametrické vyjadreni primky v roviné nebo v
prostoru, roviny v prostoru
dualezité: polohovy vektor bodu

dalezité: aritmetické (redlné nebo komplexni) n-slozkové
vektory, jejich soucet, skaldrni ndsobek aritmetického vektoru
dalezité: skalarni (bodovy) soucin dvou n-slozkovych
aritmetickych vektortl

dulezité: norma vektort, kolmost vektort, souvislost s
kosinovou vétou

1-61

Vektory _




Uvod

Terminologie

je-li f: R — R, nazyva se redlnd funkce (jedné) redlné proménné
f :C — R je redlna funkce komplexni proménné

f : C — C je komplexni funkce komplexni proménné

f : R" — R je redlnd funkce n realnych proménnych

velka Cast linearni algebry spociva ve studiu linearnich zobrazeni
f:R" — R™ pripadné f : C" — C"™

zobrazeni f : R” — R™ je usporadana posloupnost m realnych
funkci n redlnych proménnych

zobrazeni f : C" — C™ je usporadana posloupnost m komplexnich
funkci n komplexnich proménnych

Vektory 1-62

Soustavy linedrnich rovnic

Kapitola 2

Soustavy linearnich rovnic
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Soustavy linedrnich rovnic

Soustavy linedrnich rovnic - obsah

B Priklady
B Geometricky vyznam
B Gaussova eliminace

B Matice jako zobrazeni

Soustavy linedrnich rovnic

Priklady - obsah

B Priklady
Rovnovaha na pace
Prolozeni kruznice danymi body
Elektricky obvod
Vyroba TNT
Pohyb hlavy disku

I —————
Piklady




Soustavy linedrnich rovnic

Rovnovaha na pace

h c 2kg
50 40 30 20 10 A\ 10 20 30 40 50
C 2kg h

50 40 30 20 10 A\ 10 20 30 40 50

40h 4+ 15¢ =50 -2
25c =252 +50h

Priklady 2-4

Soustavy linedrnich rovnic

Prolozeni kruznice danymi body

y
T T~
4
3
JYQ e
v 1
\F X
—1 1 2 3

x>+y’+ax+by+c=0

Piklady 25




Soustavy linedrnich rovnic

Elektricky obvod

1Q
— A

50

(k" S 00

1Q

Q @ 550

14 + 25(/1 — /2) + 50(/1 — /3) =10
25(h — ) 4+30h +1(hL —5K) =0
50(/3 — /1) + 1(/3 — 12) + 551 =0

P¥iklady

Soustavy linedrnich rovnic

Vyroba TNT

uvazujme chemickou reakci toluenu a kyseliny dusi¢né, pri které
vznika TNT a voda

C7Hs + HNO3 — C7H506N3 + H, O

vycisleni chemické rovnice znamena nalezeni pomérl jednotlivych
molekul, aby pocet atomi kazdého prvku byl na obou stranach

stejny

xC7Hg + yHNO3 — z(C7Hs OgN3 + wH> O

x =1z
8x+y=5z4+2w
y =3z

3y=6z+w

Piklady




Soustavy linedrnich rovnic
____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|]

Pohyb hlavy disku 1

objekt jednotkové hmotnosti se pohybuje bez tfeni po primce

na pocatku je v poloze 0 a ma nulovou rychlost

I —————
P¥iklady

Soustavy linedrnich rovnic

Pohyb hlavy disku 2

po dobu 8 ¢asovych jednotek na néj pusobi vnéjsi sily f(t)
vnéjsi sila je konstantni vzdy béhem jedné jednotky Casu,

tj. f(t)=xjproj—1<t<jaj=12,...,8

chceme dosdhnout toho, aby se po 8 jednotkach ¢asu poloha

objektu rovnala by a jeho rychlost byla by

vektor neznamych sil (xg,...,xg)” musi splfiovat soustavu

15 n 13 n 11 n 9 N 7 n 5 n 3 n 1 b
—x1+ —Xo+ —x3+=x4+=x5s + =X6 + =Xx7 + =xg =
2 1 9 2 9 3 2 4 2 5 2 6 2 7 2 8 1

X1+ X2+ x3 + X4 + X5 + X6 + X7 + xg = b

Piklady




Soustavy linedrnich rovnic

Geometricky vyznam - obsah

B Geometricky vyznam
Dvé neznamé
TFi nezndmé
Vice neznamych

Geometricky vyznam

Soustavy linedrnich rovnic

Jedna rovnice o dvou nezndmych

2x1 4+ 3xp = 6, mnoZinu feSeni si predstavime jako body [x1, x2],

parametrické vyjadreni body/vektory
aix1 + arxo = by, kde a% —+ a% 75 0
normdlovy vektor

degenerované pripady

Geometricky vyznam




Soustavy linedrnich rovnic

Vice rovnic o dvou neznamych

2x1+3x =6

X1—X2:1

moznosti obecné:
e celd rovina
e primka
e bod

e prdzdnd mnozina

Geometricky vyznam 2-12

Soustavy linedrnich rovnic

Jedna rovnice o trech neznamych

2X1 — Xo + x3 = 2

normalovy vektor
parametrické vyjadreni body/vektory
ai1x1 + arxp + azxz = by

degenerované pripady

Geometricky vyznam 2-13




Soustavy linedrnich rovnic

Vice rovnic o trech nezndmych

moznosti obecné:

cely prostor
rovina
primka

bod

prazdnd mnozina

Geometricky vyznam

Soustavy linedrnich rovnic

Vice nezndmych

napriklad mnozina vsSech reseni soustavy o 5 nezndmych je néjaka
podmnoZzina R>, tj. prostoru dimenze 5

parametrické vyjadreni

moznosti:

prazdnd mnozina

bod

primka

rovina

3-dimenzionalni prostor obsazeny v R>
4-dimenzionalni prostor obsazeny v R®

cely 5-dimenzionalni prostor R>

Geometricky vyznam -




Soustavy linedrnich rovnic

Gaussova eliminace - obsah

B Gaussova eliminace
Maticovy zapis soustavy
Gaussova eliminace
Hodnost matice
Obecny tvar feseni
Problémy pri praktické realizaci

Gaussova eliminace 2-16

Soustavy linedrnich rovnic

Priklad

2x1 +6x2 +5x3 =0
3x1 + 5xp + 18x3 = 33
2x1 +4x> + 10x3 = 16

eliminacni metoda spociva v tom, ze z néjaké rovnice vypoclteme
jednu proménnou a dosadime ji do ostatnich

napf. z prvni rovnice spoCteme x; = —3xp — %X3
a po dosazeni do druhé a treti rovnice dostaneme

2x1 + 6x2 + 5x3 =0

21
—4x + 5= 33
—2x> +bx3 =16

Gaussova eliminace 2-17




Soustavy linedrnich rovnic

Priklad - dokonceni

z druhé rovnice spocteme xp = %X3 — % a dosadime do treti

2x1 + 6x2 + 5x3 =0

21
—4X2 + 7X3 =33
1 1

—_X3 — —

4 2
nyni odzadu spoc¢teme hodnoty jednotlivych proménnych

X3 =2,

—4xp =33 — Zx3 =12, tj. xo = —3,

2x1 = —bxp —5x3 =8, 1. x1 =4

poradi proménnych i rovnic pfi eliminaci si mizeme volit

-
Gaussova eliminace 2-18

Soustavy linedrnich rovnic

Priklad jinak

2x1 + 6x2 + 5x3 =0
3x1 +5x + 18x3 = 33
2x1 +4x> + 10x3 = 16
od druhé rovnice odecteme %-nésobek prvni rovnice, potom
pricteme ke treti rovnici (—1)-ndsobek prvni

2x1 +6x0 +5x3 =0
21
—4x0 + X = 33
—2x> +bx3 =16
1

ke tfeti rovnici pfi¢teme (—3)-ndsobek druhé
pak opét navazeme zpétnou substituci

Gaussova eliminace 2-19




Soustavy linedrnich rovnic

Elementarni Gpravy

pri druhé metodé eliminace jsme pouzivali jedinou Gpravu
e pri¢teni k-nasobku jedné rovnice k jiné rovnici

dalsi dvé Gpravy, které se prfi reseni soustav linedrnich rovnic
pouzivaji, jsou

e prohozeni dvou rovnic

e vynasobeni rovnice nenulovym cislem

zadna z téchto elementarnich dprav nezmensi mnozinu vsech reseni

kazda z elementarnich Gprav je vratna, tj. jeji efekt lze odstranit
jinou elementarni Gpravou

proto zadna elementarni Gprava zaddné nové reseni ani neprida
mnozina vSech feSeni soustavy se elementarnimi Gpravami neméni -

jsou to ekvivalentni tpravy

Gaussova eliminace 2-20

Soustavy linedrnich rovnic

Matice

vSe podstatné o soustavé linearnich rovnic zapiSeme pomoci
rozsifené matice soustavy

2 6 5|0

3 5 18|33

2 4 10|16

0

33 je vektor pravych stran

16

2 6 5

3 5 18 | je matice soustavy, tvori ji koeficienty u neznamych
2 4 10

Gaussova eliminace 2.21




Soustavy linedrnich rovnic

____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|]
Eliminace pomoci elementdrnich Gprav rozsirené matice

2 6 5|0 2 6 510
35 18|33 |~ 0 —4 3|33 |~
2 4 10|16 2 4 10|16
2 6 510 2 6 5 1]0
~(0 -4 2|33 |~|0 -4 Z |33
0 -2 5|16 0 0 —%|-3
nebo jinak
2 6 5|0 1 2 5|8
3 5 1833 |~ | 3 5 18(33 |~
2 4 10|16 2 6 5[0

Gaussova eliminace

Soustavy linedrnich rovnic

____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|]
Zpétna substituce pomoci elementarnich Gprav

zacneme posledni matici prvniho vypoctu

2 6 5|0 2 6 50
0 -4 2233 |~ 0 —4 233 |~
17 1
0 0 —%|-3 0 0 1]2
2 6 5|0 2 6 0]-10
~0 -4 012 |~[010]-3 ]~
0 0 1|2 00 1| 2
2 0 0] 8 1 0 0] 4
~[010[-3|~|010|-3
00 1|2 00 1|2

I zpétnd substituce pouzivd pouze ekvivalentni Gpravy, proto neni
nutné na konci délat zkousku

Gaussova eliminace




Soustavy linedrnich rovnic
Definice matice

matice (nad R) typu m x n je obdélnikové schéma redlnych Cisel s
m radky a n sloupci

Zapis A = (ajj)mxn znamena, ze A je matice typu m x n, kterd ma
na pozici (/,) (tedy v i-tém fadku a j-tém sloupci) Cislo aj;

pozor na poradi index(i — prvni Cislo oznacuje radek, druhé sloupec

matice také zapisujeme vyctem prvki spolu s jejich umisténim

a1 a2 ... ain
a1 ax» ... az
A= (aij)mxn =
dml dm2 --- dmn
Gaussova eliminace 2.24

Soustavy linedrnich rovnic

Sloupcové vektory matice

v matici A = (a;;) typu m x n je n sloupci
kazdy sloupec je usporadand m-tice realnych disel, tj. vektor z R™

11

: a21 ..
prvni sloupec je vektor _ , oznac¢ime jej a1

dmil
Fadkovy zapis j-tého sloupce je a; = (a1, azj, - -, amj) "
sloupcovy zapis matice je A= (ajaz --- ap)

nebo peclivéji A = (ai]az|---|an)

Gaussova eliminace 2.25




Soustavy linedrnich rovnic

Radkové vektory matice

podobné kazdy radek matice A = (a;;) typu m X n je n-slozkovy
aritmeticky vektor

radkové vektory budeme oznacovat a;

ai1
v . . - a2
protoze vektory zapisujeme sloupcové, a; =
din
=T
tedy a; = (a,-l, ap, ..., a,-,,)
CH
v 7/ 4 / - L - 527_
rddkovy zdpis matice je potom A = _
an

Gaussova eliminace

Soustavy linedrnich rovnic

Matice soustavy linedrnich rovnic

soustava m linedrnich rovnic o n nezndmych

ajix1 + apxo + -+ + ainxp = by
ar1x1 + axpxo + -+ axxp = by

amiX1 + ameXx2 + -+ amnXn = bm

matice soustavy

all a2 .. din

ani ano .. aon
A= (aj)mxn =

am]_ am2 P amn

vektor pravych stran je vektor b = (by, by, ..., by)"

Gaussova eliminace




Soustavy linedrnich rovnic

RozSifena matice soustavy

rozsifena matice soustavy

ail aio N din b1

ani ano .. aon b2
(A|b)=

ami am2 ... amn | bm

rozsSifena matice soustavy je tvorend dvéma bloky — matici
soustavy a vektorem pravych stran

Gaussova eliminace 2.28

Soustavy linedrnich rovnic

Radkové odstupriovany tvar matice - ptiklady

Gaussova eliminace je postup jak prevést matici do radkové
odstupriovaného tvaru pomoci elementarnich radkovych Gprav

Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

matice je v rddkové odstupnovaném tvaru, pokud je na pocatku
kazdého nenulového radku vice nul nez kolik je nul na pocatku
radku predchoziho

]
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Soustavy linedrnich rovnic

Radkové odstupnovany tvar matice obecné

matice C = (¢jj)mxn typu m x n je v faddkové odstupriovaném
tvaru, pokud existuje index r € {0,1,..., m} takovy, ze rfadky s
indexy r + 1,..., m jsou nulové, radky s indexy 1,2,...,r jsou
nenulové a plati k1 < ko < --- < k,, kde k; je nejmensi sloupcovy
index takovy, ze cj, #0, proi =1,2,...,r

prvni nenulové prvky v fadcich nazyvdme pivoty

Gaussova eliminace 2-30

Soustavy linedrnich rovnic

Gaussova eliminace

matici A = (ajj)mxn chceme prevést pomoci elementdrnich
rddkovych Gprav do rddkové odstupriovaného tvaru

1. je-li A nulova matice (tj. v8echny prvky jsou 0) nebo ma
pouze jeden Fadek, skon¢ime (nebot A je v rot)

2. je-li A nenulova a m3 aspon dva radky, najdeme prvni
nenulovy sloupec zleva, jeho index oznacdime kg

3. v ki-nim sloupci najdeme néjaky nenulovy prvek, treba v
i-tém radku, a prohodime prvni s i-tym radkem, pokud / # 1

4. pric¢itdme postupné vhodné nasobky prvniho radku k ostatnim
a vynulujeme zbylé prvky v ki-nim sloupci pod prvnim rddkem

5. cely postup opakujeme s matici B, kterou dostaneme z A
vynechdnim prvniho radku

Gaussova eliminace 2.31




Soustavy linedrnich rovnic

Proc to funguje

jak vypada matice po jednotlivych krocich Gaussovy eliminace

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 --- 0

?

0

¢ 0
0
Ao :
0
d’ 0
0
A2 .
0

0

*

0

dT

A1

formadlni diikaz indukci podle poctu radki m matice A

Gaussova eliminace
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Soustavy linedrnich rovnic

Hodnost matice

zakladni definice: pocet nenulovych radkd v matici v rot, kterou
dostaneme po Gaussové eliminaci z matice A nazyvame hodnost

matice A,

znaceni: r(A) nebo rank(A)

jde o velmi dilezitou definici - zakladni ciselnou charakteristiku

matice

v tomto okamziku neumime dokazat, ze hodnost matice nezavisi
na tom, jaké ekvivalentni tpravy pfi Gaussové eliminaci pouzijeme

nicméné tomu tak je a hodnost rozSifené matice soustavy A
rozhoduje o tom, jakou ,,dimenzi”“ ma mnozina vSech reseni

soustavy

Gaussova eliminace
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Soustavy linedrnich rovnic

Soustava linearnich rovnic - dalsi priklad

pouzijeme Gaussovu eliminaci na rozSifenou matici soustavy

1 4 3|11 1 4 3 |11 1 4 3|11
1 4 515 | ~| 0 0 2| 4 ~1 0 0 2| 4
2 8 31|16 0 0 -3|-6 0 0 0O

posledni rovnice je vzdy splnénd, na mnozinu vSech reseni nema vliv

e z druhé rovnice spolteme x3 = 2
e hodnotu xo mizeme zvolit libovolné: x, = t, t je parametr

e z prvni rovnice pak spoéteme x; =5 — 4t
5—4t

mnozina vSech feSeni je t teR
2

Gaussova eliminace 2.34

Soustavy linedrnich rovnic

Geometrické vyjadreni mnoziny vSech reseni

pro libovolnou hodnotu parametru t plati

5 — 4t 5 — 4t 5 —4t
t = 0o+t |=|o0|+| ¢t |=
2 2+ 0t 2 Ot

5 4
=l o0 |+¢t| 1
2 0

mnozinu vSech reseni soustavy tak mizeme vyjadrit ve tvaru

5 —4
0 + t 1 teR
2 0

jde tedy o primku, kterd prochazi bodem [5,0,2] (s polohovym
vektorem (5,0,2)7) a jeji smérovy vektor je (—4,1,0)7
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Soustavy linedrnich rovnic
DalSi geometricka vyjadreni
rizné volby parametru t vedou k rliznym reSenim soustavy

volbou dvou riznych hodnot parametru t dostaneme polohové
vektory p a q dvou riiznych bodu p, g primky

jejich rozdil u = q — p je smérovy vektor pfimky a parametricky
zapis této primky je {p + tu: t € R}

v nasem pripadé volba t = 0 vede na vektor p = (5,0,2)7

volbou t = 1 dostavame q = (5,0,2)" +(—4,1,0)" = (1,1,2)7 a
smérovy vektor u =q — p = (—4,1,0)"

nase vyjadreni tedy pochdzi zvolebt =0at =1

Gaussova eliminace
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Soustavy linedrnich rovnic

Homogenni soustava

tvrzeni: jsou-liv = (vi,va,...,v,) " aw=(wg,wo,...,w,)" dvé

reseni soustavy (A|b), pak jejich rozdil v — w je feSenim soustavy
(Alo)
dukaz: zvolime libovolnou rovnici ajixy + ajpxo + -+ - + ajnxy, = b;
soustavy (Alb)
protoze v, w jsou feSenim soustavy (A|b), plati
ajivi + apve + -+ + ajpvp = by,

ajiwy + ajpwo + -+ - + ajpWp = b;

odectenim obou rovnic dostaneme
ait(vi — wi) + aip(va — w2) + -+ + ajn(va — wy) =0

rozdil vektori v — w tak spliiuje kazdou rovnici soustavy (A|o)

definice: soustavu (A|o) nazyvdme homogenni soustava linedrnich
rovnic ( pfislusna k soustavé (A|b) )

Gaussova eliminace
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Soustavy linedrnich rovnic

00 1 O
2 4 -1 6
1 2 -1 3
1 2 -1 3
00 1 O
00 1 O

N O O DNNDN

2

—3
-3

Vétsi soustava

1 2
2 4
0 0
1 2
0 0
0 0

—1
—1
1
—1
1
0

O W O o W

0

O NNO MDD O
N

bazové sloupce jsou sloupce, které obsahuji néjaky pivot — v nasem

pripadé prvni a treti

proménné rozdélime na bdzové (x; a x3) a volné (x2, x4 a x5)

volné proménné jsou parametry, jejich hodnoty miizeme libovolné

volit: xo = to, x4 = ta, X5 = t5

hodnoty bazovych proménnych pak dopocteme zpétnou substituci:
x3 = —3 — 2ts,

Gaussova eliminace

x1 = —1—2t) — 3ty — 2t5
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Soustavy linedrnich rovnic

.

reseni: ¢

\

Geometrické vyjadreni

—1 — 2ty — 3t — 2t5

to
3
ty
ts

2tg

Cto, g, ts € R

\

~~

/

podobné jako v prvnim pripadé reseni vyjadrime ve tvaru:

([ —1
A
¢ -3
0
(\ o)

+ o

_2\

1
0

0 )

+ s

_3\

0

o

1

0/

+ t5

o

—2

cto, ty,t5 € R

L

»vidime", Ze jde o 3-dim prostor umistény v prostoru dimenze 5

Gaussova eliminace

~~
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Soustavy linedrnich rovnic

Kucharka

obecné feseni (Alb):  {u+ tovy + tgvg + tsvs : b, ta, t5 € R},
kde u, vo, vs,vs € R jsou vhodné vektory

vektor u je konkrétni reSeni soustavy (Alb) dané volbou parametri
thh=t4 =t =0

vektor vy je konkrétni Feseni pfislusné homogenni soustavy (A|o)
dané volbou parametrli thp =1 aty =t; =0

podobné vy je feseni (A|o) dané volbou tp =0, ty =1ats =0a
vs je feSeni (Alo) dané volbou t, =t; =0at; =1

Gaussova eliminace 2-40

Soustavy linedrnich rovnic

Forma

obecné reseni také ,upeCeme” tak, ze do obecné formy dané
poc¢tem proménnych (v nasem pfipadé 5) a volnymi proménnymi

X2, X4, X5

( . . . ) \
0 (1\ 0\ 0

. +t| - |+t - |+t - cb,ty,ts €ER
0 0 1 0

L\ 0 \ 0/ 0 ) 1 )

doplnime nezndmé slozky tak, ze

e spocteme jedno konkrétni feseni (A|b) dané volbou parametri
tr, tg, ts = 0,

e pro kazdy parametr t, najdeme vektor v, jako reseni
homogenni soustavy (A|o) dané volbou t, =1 a t; =0 pro
vSsechny ostatni patametry t,
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Soustavy linedrnich rovnic

Neresitelné soustavy

véta: soustava linearnich rovnic (A|b) je nefesitelnad pravé kdyz po
provedeni Gaussovy eliminace je vektor pravych stran bazovy
sloupec

dikaz: Gaussova eliminace pouziva pouze ekvivalentni Gpravy,
soustava s rozsifenou matici (A|b) je FesSitelnd pravé kdyz je
resitelnd soustava s rozsirenou matici (C|d), kterd je v rot

je-li sloupec pravych stran d bazovy, obsahuje soustava po

Gaussové eliminaci rovnici Ox; + 0xp + - - - + 0x, = d, kde d # 0,
tato rovnice (a tedy celd soustava) je nefesitelna

v pripadé, ze sloupec pravych stran d neni bazovy, rozdélime
proménné na volné a bazové a pomoci zpétné substituce najdeme
jednoznacné feseni soustavy pro libovolnou volbu hodnot volnych
proménnych

jinak Fe€eno: soustava (Al|b) je feSitelna pravé kdyz r(Alb) = r(A)

Gaussova eliminace 2-42

Soustavy linedrnich rovnic

Parametrické vyjaddreni mnoziny vsech reseni

obecné miizeme postup pri feSeni soustavy m linedrnich rovnic o n
nezndmych s rozsifenou matici soustavy (A|b) popsat nésledovné

e matici (A|b) prevedeme do fot pomoci Gaussovy eliminace

e zjistime, je-li sloupec pravych stran bazovy, pokud ano,
soustava je neresitelna

e pokud ne, najdeme bazové proménné xi, , Xk,, ..., Xk, a volné
proménné xp, p € {1,2, ..., n} \ {Xkps Xkpy - - -, Xk,

e volné proménné x, = t, jsou parametry, jejich pocet je n —r

e vyjadfime obecné feseni soustavy ve tvaru u + ZpeP toVp,
kde u,vp, p € P jsou vhodné vektory z R"

e vektor u najdeme napriklad jako feseni soustavy (Alb) dané
volbou parametrii t, =0 pro p € P

e pro p € P najdeme vektory v, napriklad jako feSeni
homogenni soustavy (A|o) dané volbou parametru t, =1 a
ty=0prog#p
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Soustavy linedrnich rovnic

Zaokrouhlovaci chyby

redlnd Cisla jsou v pocitacich reprezentovdna s urditym poctem
platnych mist

napriklad double precision floating point representation pouziva 52
bindrnich mist, tj. zhruba 18 desetinnych mist

vysledky aritmetickych operaci sCitani, nasobeni nebo déleni je na
pocitaci nutné zaokrouhlovat na dany pocet platnych mist

nejsou provadéné presné, nybrz s malou zaokrouhlovaci chybou

pri stamilionech operaci, které vyzaduje Gaussova eliminace u
soustav o tisicich rovnic s tisici neznamymi, se zaokrouhlovaci
chyby kumuluji a vysledek vypocltu se mize podstatné lisit od
spravného reseni

ndvrh algoritm( pro reSeni velkych soustav lin. rovnic tak, aby se
vysledky algoritm prilis nelisily od spravnych vysledkd, tj. aby byly
numericky stabilni, je naplni numerické linedrni algebry

Gaussova eliminace
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Soustavy linedrnich rovnic

Priklad

. . o —107% 112
vezmeme siI soustavu s rozsirenou matici 1 1 3

-
N RV 12,0003
jeji presné reseni je (1’0001, 1,0001)

pri zaokrouhlovani na tri platna mista Gaussova eliminace vede na
—107% 1|2 —107% 1 2
1 1|3 0 10*|2-10%

zpétna substituce vede k vysledku (0,2)7, které se od spravného
feSeni lisSi vyznamné v prvni slozce

problém je v tom, Ze &islo 10* je tak velké, Ze smaZe pro danou
soustavu podstatny rozdil mezi koeficientem 1 u proménné x; a
pravou stranou 3 ve druhé rovnici

Gaussova eliminace
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Soustavy linedrnich rovnic
Castec¢na pivotace

casteCna pivotace spociva v tom, ze pred eliminaci néjaké
proménné prehazime fadky tak, aby pivot byl (v absolutni hodnoté)
co nejvetsi

v nasem prikladu bychom napred prohodili Fddky a pokracovali
1 1|3 1 1|3
—107% 1|2 0 1|2

zpétna substituce vede k vysledku (1,2)7, coz je tak blizko
spravnému reseni, jak jen lze pfi zaokrouhlovani na tfi platnd mista
doufat

¢astecnd pivotace neni vselék na zaokrouhlovaci chyby, jak ukazuje
—10 10°|2-10° )
3

riklad t
priklad soustavy ( ) 1
dostali jsme ji z prvniho prikladu vynasobenim prvni rovnice 10°

Gaussova eliminace 2-46
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Uplna pivotace
zde je jiz pivot v absolutni hodnoté nejvétsi, eliminace vede na

—10 10°|2-10° —10 10°|2-10°
1 1 3 0 10*|2-10%

a zpétna substituce dava opét vysledek (0,2)7

problém v tomto pripadé je ve velkém rozilu mezi velikosti prvkl v
prvnim a druhém radku

zde pomize uplnd pivotace — pred kazdym cyklem GE zménime
poradi zbylych Fadkil a sloupct tak, aby pivot byl co nejvétsi

pozor: prehazovdni sloupcli znamend prehazovani proménnych
" 10> —-10|2-10° 10° —-10|2-10°

P 11 3 0 1 1

coz vede k x; =1 a xop = 2, tj. k fedeni (1,2)" piivodni soustavy
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Soustavy linedrnich rovnic

Spatné podminéné soustavy

0,835 0,667 ‘ 0,168

soustava ( 0333 0.266 | 0,067

) ma Fedeni (1,—1)7

nepatrnd zména druhé slozky pravé strany na 0,066 vede k
( 0,835 0,667 ‘ 0,168

L -
0,333 0,266 | 0,066 ) s fedenim (—666, 834)

v obou pripadech jde o presné reseni, problém neni v numerické
stabilité algoritmu

pri reseni praktickych dloh jsou Casto pravé strany soustav
vysledkem méreni a jsou tedy znamé s jistou toleranci

pokud drobnd zména namérené hodnoty podstatné méni reSeni,
nelze se na vysledek reSeni soustavy spolehnout

takovym soustavam se rikd spatné podminéné
problém je v tom, ze obé primky jsou témér rovnobézné

Gaussova eliminace 2-48

Soustavy linedrnich rovnic

Matice jako zobrazeni - obsah

B  Matice jako zobrazeni
Zobrazeni uréené matici
Vyznam prvki matice
Matice grafu

Matice jako zobrazeni 2-49




Soustavy linedrnich rovnic

Sloupcovy pohled na soustavu rovnic

reSime soustav -1 31
WSVl o 13

7/ Ve Ve _Xl _|_ 3X2 - 1
hleddme x1, xp, pro které plati rovnost ( 21— xo ) = ( 3 )
, —x1 + 3xo B —1 3
leva strana < 21 — % ) —x1< 5 )—i—x2( 1 )

je dana matici soustavy A = < _21 _31 )

proménnd xi je koeficient u sloupcového vektoru a;, xo u ap

NN —1 3 1
Jiny zapis soustavy: Xi 5 + Xo 1 = 3

Matice jako zobrazeni

Soustavy linedrnich rovnic

Geometricky sloupcovy pohled

(2 )re(5)=(3)

feSeni si mizeme predstavit geometricky jinym zptsobem

Matice jako zobrazeni




Soustavy linedrnich rovnic

7?77
2x1 +3x0 = by
—x1+2x = by
X1 —Xo = bs
sloupcovy zdpis soustavy je
2 3 by
x| -1 | +x 2 =1 b
1 —1 b3

otazka: jakd je nutnd a postacujici podminka pro vektor pravych
stran (by, b, bp) T, aby byla soustava Fesitelna ?

Matice jako zobrazeni 2-52

Soustavy linedrnich rovnic

Soustava linearnich rovnic jako zobrazeni

wvolimedi [ X ) eR2 pak x| = V4| S )er?
X2 2 —1

leva strana soustavy je zobrazeni f : R?> — R? definované
X1 _ —1 3
()0 () =)

s = v 7 -/ _]- 3
toto zobrazeni je urdené matici soustavy A = 5 1)

zapisujeme je také fp
Fedit soustavu (A|b) znamena najit takové x € R?, Ze fa(x) = b

viibec nejéastéjsi zapis hodnoty f4 v bodé x je fa(x) = Ax

Matice jako zobrazeni 2-53




Soustavy linedrnich rovnic

Matice jako zobrazeni

obecnad matice A = (ajj)mxn uréuje zobrazeni f4 : R” — R™

pro x = (x1,X2,...,xp) €R" je
X1 aii aio ain
X2 ani ano azn
fa . = X1 . + X0 . + - X
Xn dmi am?2 dmn

pomoci sloupcovych vektori: fa(x) = xja1 + xpa + - - - + xpan
strucné a nejcastéji: fa(x) = Ax nebo y = Ax

e matice A md m radkd a n sloupci,
e vektor x ma n slozek,

e vektor y = f4(x) = Ax ma m slozek

Matice jako zobrazeni 2-54

Soustavy linedrnich rovnic

Linearni kombinace

toto je naprosto zakladni definice: jsou-li uy,uy, ..., u, € R™
redlné (nebo komplexni) aritmetické m-slozkové vektory a
t1, ta, ..., tp redlnd (nebo komplexni) ¢isla, pak soucet

tiju; + bHhur + - - - 4+ thu,
nazyvame linearni kombinace vektor( ui, us, ..., u, s koeficienty
t1,t,..., 1ty

libovolna linearni kombinace vektort uy,us,...,u, € R™ je opét
vektor z R™

hodnota zobrazeni fa(x) = Ax je linedrni kombinace sloupci
ai,...,a, matice A s koeficienty xi,..., X,
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Soustavy linedrnich rovnic

Vazené soucty

cemu se rovna i-ta slozka vektoru y = Ax ?

n a1 ai2 din

Y2 ani ano aon
= X1 T X2 : + o Xp :

Ym dmi adm?2 dmn

tj. yi = ajix1 + aipxo + -+ 4 ainXp

I-ta slozka y; vystupu y je vaZeny soucet slozek xi, ..., x, vstupu
x, vahy jednotlivych slozek vstupu jsou v i-tém raddku matice A

J-ty sloupec matice A fika, s jakymi vahami pfispiva j-ta slozka x;
vstupu x k jednotlivym slozkam y1,..., y, vystupuy

Matice jako zobrazeni

Soustavy linedrnich rovnic

Piklady

/ 1 1 1 1 1 1 \
5 1/2 2 6 4 1
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
1 -1 1 -1 1 -1
1/12 1/2 1/4 1/12 1/12 0
o 0 0 0 0 8
\ 6 5 4 3 2 1

100 1 0 1 )
1 10 -1
1 11 1
110 -1
0,1 1 0 1
0 10 -1)

Matice jako zobrazeni




Soustavy linedrnich rovnic

Priklad s hlavou disku

priklad soustavy linedrnich rovnic popisujici vliv posloupnosti
vnéjsich sil na polohu a rychlost objektu vede na matici soustavy

A ((15/2 13/2 11/2 9/2 7/2 5/2 3/2 1/2
_( 1 1 1 1 1 1 1 1 )

vstup (x1,x2,...,xg)" odpovida velikosti sil, z nichz kazda plisobi
po dobu jedné jednotky casu

vystup (y1,y2)" udava polohu y; a rychlost y» objektu po osmi
jednotkach casu

z matice vidime, ze vSechny vstupni sily pfispivaji k zadvérecné
rychlosti stejné

naopak zavérecna poloha je nejcitlivéjsi na velikost prvni sily x; a
nejméné citliva na velikost posledni sily xg

Matice jako zobrazeni
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Soustavy linedrnich rovnic

Méreni/odhady

zobrazeni y = Ax urcené matici A vyjadfuje zavislost mezi dvéma
proménnymi veli¢inami y a x

praktické vyuziti zavisi na tom, kterou z proménnych mame ,,pod
kontrolou”, mizeme ji mérit, apod.

v pripadé, ze mizeme mérit jednotlivé slozky yi, ..., ym proménné
y, vede feseni soustavy Ax =y k odhadu/méreni hodnoty slozek
X1,...,Xp proménné x — jde o Glohy ,teorie méreni”

v téchto pripadech ma obvykle matice A vice rfadkl nez sloupcl, tj.

m>n

slozky y; proménné y si miizeme predstavovat jako cidla/mé¥ici
pristroje, pomoci jejichz hodnot odhadujeme velikost promé&nnych
X1,...,Xn, které nemizeme mérit primo

Matice jako zobrazeni
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Soustavy linedrnich rovnic
Rizeni
pokud mame pod kontrolou hodnoty proménné x, snazime se je

nastavit tak, abychom dosahli kyzenych hodnot proménné y
— jde o ulohy ,teorie rizeni”

také v tomto pripadé vede Gloha k reseni soustavy Ax =y

v Ulohach teorie fizeni maji matice obvykle vice sloupcti nez radki,
t. m<n

soustavy Ax =y s ,tlustou” matici maji vétSinou mnoho riiznych
reSeni

mezi nimi volime takova, ktera splnuji néjaké dodatecné
»optimalizacni” podminky

v Ulohach teorie rizeni si mlGzeme slozky proménné x predstavit
jako joystick /ovladac/Soupatko

Matice jako zobrazeni
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Soustavy linedrnich rovnic
Matice jako ulozisté dat
nékterd data jsou prfirozené uspordddna do matice

napriklad zavérecné ceny akcii v jednotlivych dnech tvori matici

ulozime je do matice, kde radky odpovidaji akciim a sloupce
zavéreCnym cenam akcii v jednotlivych dnech

hospodarské prilohy novin prindseji kazdy den novy sloupec matice

jinym prikladem matice jako Glozisté dat jsou tabulky nutri¢nich
hodnot potravin

fakulta organizuje ¢ast prijimaciho fizeni formou pohovoru, kde
skupina tri porotcli zndmkuje uchazece v 12 kritériich

zndmky muiZeme ulozit do matice A = (a;j), kde a;; je zndmka
i-tého posluchace v j-tém kritériu

Matice jako zobrazeni

2-61




Soustavy linedrnich rovnic

Vstupy do vyroby a produkty
néjaka korporace vyrdbi fadu produkti
k jejich vyrobé pouzivd mnoho vstupii (material, soucastky,
pracovni sily, energie, atd.)

e X; oznaCuje cenu jednotky vstupu j — vektor vstupl x

e y; je vyrobni cena produktu i — vektor vystupl y

e aj je pocCet jednotek vstupu j potfebnych k vyrobé produktu i
— matice A

plati y = Ax

I-ty radek matice A udava pocty jednotek vstupl potrebnych k
vyrobé i-tého produktu

ktery produkt ma vyrobni cenu nejcitlivéjsi na cenu elektrické
energie 7

Matice jako zobrazeni 2-62

Soustavy linedrnich rovnic
Digitalni foto
digitdIni fotoapardt zaznamenava pro kazdy pixel jeho barvu

kazdou barvu lze slozit ze tfi zakladnich barev - R,Y,B

intenzita kazdé ze tfi zakladnich barev v daném pixelu je
zaznamenana pomoci 1 bytu, Cili posloupnosti 8 nul a jednicek

celkem je tedy moznych 28 = 256 odstin(l kaZdé ze t¥i barev

ty jsou uklddany pro kazdou ze tfi barev do samostatné matice
jako celd ¢&isla mezi —127 a +128

jedna fotka vyrobena fotoaparatem, ktery ma 8 Mpixel( by tak
vyzadovala pamét velikosti 24 MB

na disk velikosti 1 GB bychom mohli ulozit 40 fotek

fotky se proto komprimuji, nejznaméjsi komprimacni format je jpeg

Matice jako zobrazeni 2-63




Soustavy linedrnich rovnic

Matice incidence orientovaného grafu

jiny typ dat, ktera lze zapsat jako matice, jsou grafy

budeme uvazovat orientované grafy, ty maji néjakou mnozinu V
vrcholt a néjakou mnozinu E C V x V hran

je-li e = (u, v) hrana grafu, pak u je pocdtecni vrchol hrany e a

v je jeji koncovy vrchol

graf (V, E) popiSeme pomoci matice, jejiz fadky odpovidaji

hranam a sloupce vrcholim grafu

prvky matice se rovnaji 0, 1 nebo —1

v radku urceném hranou (u, v)
e prvek ve sloupci, ktery odpovidd poc¢dtecnimu vrcholu u je —1,
e prvek ve sloupci, ktery odpovida koncovému vrcholu v je 1,

e vSechny ostatni prvky se rovnaji 0

|
Matice jako zobrazeni 2-64

Soustavy linedrnich rovnic
____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|]

Priklad matice incidence orientovaného grafu

co vycCteme ze sloupcli matice grafu ?

jsou i jiné zplsoby, jak graf zapsat pomoci matice

]
Matice jako zobrazeni 2-65




Soustavy linedrnich rovnic

Poznamky ke shrnuti

na konci kazdé kapitoly bude heslovité shrnuti veSkeré latky
probrané v této kapitole

studujte vSechny diikazy, je to klicové pro pochopeni latky

v Gvodni kapitole jsme opakovali prevdzné stredoskolskou latku, jeji
znalosti povazujeme za samozrejmost

za samozrejmost také povazujeme studium a pochopeni postupu
reseni vSech prikladi uvedenych v prednaskach a ve skriptech

témata jsou rozdélena podle jednotlivych kapitol a do Ctyr kategorii

v jednotlivych kategoriich jsou pak uvedena v tom poradi, v jakém
byla probirdna, logické souvislosti mezi tématy shrnuti nepostihuje

Matice jako zobrazeni
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Soustavy linedrnich rovnic
Rozdéleni témat do kategorii

e klicové: nékolik pojmi, které tvori naprosty zaklad
»linedrné-algebraického” uvazovani; ty byste méli po zkousce
zapomenout az jako Uplné posledni, nejlépe nikdy

e zakladni: tato témata jsou pro pochopeni latky prvniho zcela
zasadni; pochopite-li zadkladni témata, budete rozumét i tém
dilezitym

o dulezité: v této kategorii jsou uvedena bud jednoduchd
témata, rizné geometrické intepretace studovanych pojmii, a
témata, kterd nejsou pro pochopeni latky prvniho semestru
zcela zasadni (jako napfiklad pojem charakteristiky télesa),
budou vsak dilezitd pozdéji béhem studia

e pro zajimavost: zde jsou uvedena aplikacni témata, kterd by
méla motivovat ke studiu, nebo ukizky toho, jakym smérem
jsou studovand témata ddle rozvijena v jinych oborech
matematiky, pripadné néco pro zabavu

Matice jako zobrazeni
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Soustavy linedrnich rovnic

Soustavy linearnich rovnic - shrnuti

e klicové: linedrni kombinace aritmetickych vektort

e zakladni: definice matice, maticovy zdpis soustavy linedrnich
rovnic

e zakladni: Gaussova eliminace a zpétna substituce

e zakladni: parametrické vyjadreni mnoziny vsech reseni
soustavy linedrnich rovnic

e zakladni: hodnost matice

e zakladni: nutna a postacujici podminka pro resitelnost
soustavy linedrnich rovnic

e zakladni: sloupcovy pohled na soustavu linedrnich rovnic
e zakladni: zobrazeni uréené matici
e dulezité: sloupcové a rddkové vektory matice

e dulezité: geometricky vyznam linedrni rovnice o dvou nebo
trech nezndmych, vyznam soustavy takovych rovnic

Matice jako zobrazeni
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Soustavy linedrnich rovnic

Soustavy linedrnich rovnic - shrnuti

e dulezité: ekvivalentni Gpravy soustavy rovnic, elementdrni
Upravy soustavy lineadrnich rovnic

e dulezité: radkové odstupnovany tvar matice
e pro zajimavost: (lohy vedouci na soustavy linearnich rovnic

e pro zajimavost: zaokrouhlovaci chyby, numerickd stabilita
feSeni soustavy linedrnich rovnic Gaussovo eliminaci, pivotace,
Spatné podminéné soustavy

e pro zajimavost: praktické Glohy na méreni a Glohy na fizeni

e pro zajimavost: matice jako Glozisté dat, format jpeg

Matice jako zobrazeni
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Télesa

Algebraické operace a jejich vlastnosti - obsah

B Algebraické operace a jejich vlastnosti
Algebraické operace

Algebraické operace a jejich vlastnosti 3-3

Télesa

Babysoustava 1

x+2=3 /-2

(x+2)+(-2)=3+(-2)
x+(2+(-2) =1
x+0=1

x=1
co potrebujeme:

(S1) pro kazda cisla a,b,c € R plati (a+ b)+c=a+ (b+ )

(S2) existuje Cislo 0 € R takové, Ze pro kazdé Cislo a € R plati
a+0=0+a=a

(S3) pro kazdé Cislo a € R existuje —a € R takové, ze
at+(—a)=(-a)+a=0

Algebraické operace a jejich vlastnosti 3-4




Télesa

Binarni operace

sCitani a nasobeni redlnych Cisel jsou priklady binarnich operaci

definice: binarni operace na mnoziné T je zobrazeniz T x T do T

tradi¢ni zapis u @ v misto funkéniho zapisu &((u, v))

priklady operaci spliujicich podminky (S1), (S2), (S3):
e bézné sc¢itdni na mnoziné vsech celych cisel Z
e bézné sc¢itani na mnoziné Q, R nebo C
e bézné nasobeni na mnoziné vsech nenulovych redlnych cisel

e scitani funkci na mnoziné vsech redlnych funkci realné
proménné

e sc¢itani modulo n na mnoziné {0,1,...,n—1}

Algebraické operace a jejich vlastnosti

3-5

Télesa

Babysoustava 2
2-x=6 /:2

271.(2x)=2"1.6
(271.2)x =3

1x =3

x =3

co potrebujeme:

(N1) pro kazda Cisla a,b,c € R plati (a-b)-c=a- (b c)

(N2) existuje ¢islo 1 € R takové, ze pro kazdé Cislo a € R plati
a-1=1-a=a

(N3) pro kazdé Cislo a € R, a # 0, existuje a1 € R takové, Je
a-al=a1l.3=1

Algebraické operace a jejich vlastnosti
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Télesa

Nasobeni versus s¢itani

priklady operaci spliujicich (N1), (N2) a (N3)

e bézné nasobeni na mnoziné Q racionalnich cisel
e bézné nasobeni na mnozinach R, C

e nasobeni modulo prvoéislo p na mnoziné {0,1,...,p— 1}

nepriklady
e bézné ndsobeni na mnoziné vsech celych Cisel Z
e nasobeni modulo 6 na mnoziné {0,1,2,3,4,5}

e ndsobeni modulo sloZené ¢islo n na mnoziné {0,1,...,n—1}

porovnani podminek (S1)-(S3) a (N1)-(N3)

Algebraické operace a jejich vlastnosti 3-7

Télesa

Babysoustava 3

x+ 3y =10
(—2)x+4y =15

pricteme dvojndsobek prvni rovnice k druhé

2(x +3y) + ((—2)x +4y) =2-10+ 15
2x +2(3y) + (—2)x +4y =35

2x + (—2)x + (2-3)y + 4y =35
(24+(=2))x+ (6 +4)y =35

Ox + 10y = 35
04 10y =35
10y =35

Algebraické operace a jejich vlastnosti 3-8




Télesa

Dalsi podminky

potrebovali jsme jesté
(S4) pro kazda Cisla a,bc Rplatia+ b=b+ a
(D) pro kazda &isla a, b, c € R plati a(b+ ¢) = ab + ac,

(a+ b)c = ac + bc

pokud scitani a ndsobeni néjakych cisel spliuje podminky
(S1)-(S4), (M1)-(M3) a (D), miZeme fesit soustavy linedrnich
rovnic pomoci eliminace proménnych

Algebraické operace a jejich vlastnosti

Télesa

Pojem télesa - obsah

B Pojem télesa
Definice télesa
Vlastnosti téles
Priklady téles

L]
3-10
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Télesa

Definice télesa

definice: téleso T je mnozina T spolu se dvémi binarnimi

operacemi + a - na T spliujici nasledujici axiomy

(S1) pro kazdé a,b,c € T plati (a+ b)+c=a+ (b+ c)

(S2) existuje prvek 0 € T takovy, Ze pro kazdé a € T plati
a+0=04+a=a

(S3) pro kazdy prvek a € T existuje —a € T takovy, ze
a+(—a)=(—a)+a=0

(S4) pro kazdé a,be T platia+ b=b+ a

(N1) pro kazdé a,b,c € T plati (a-b)-c=a-(b-¢)

(N2) existuje prvek 1 € T takovy, ze pro kazdé a € T plati
a-l=1-a=a

(N3) pro kazdy prvek a € T, a # 0, existuje a—! € T takovy, Ze
a-alt=ala=1

(N4) pro kazdé a,b € T platia-b=0b"a

(D) pro kazdé a,b,c e R platia-(b+c)=a-b+a-c

(nT) T ma aspon dva prvky

Pojem télesa 3-11

Télesa
Jednoduché disledky axiomi té€lesa 1

v kazdém télese T plati

e nulovy prvek je uréeny jednoznacné

pro kazdé a, b € T ma rovnice a + x = b prdvé jedno reseni

pro kazdé a € T je opacny prvek —a uréeny jednoznacné

jednotkovy prvek je uréeny jednoznacné

pro kazdé a # 0 a b € T ma rovnice ax = b pravé jedno reseni

pro kazdé a # 0 je inverzni prvek a—! uréeny jednoznacné

Pojem télesa 3-12




Télesa

Jednoduché disledky axiomi télesa 2

pro kazdé a € T plati 0a=20

je-li ab= 10, pak a=0nebo b=0

pro kazdé a € T plati —a=(—1)a

pro kazdé a,b,c € T z rovnostia+ b= a+ c plyne b=c¢

pro kazdé b,c € T a a # 0 z rovnosti ab = ac plyne b = ¢

e 0#£1

Pojem télesa 3-13

Télesa

Klasickd a konecna télesa
mnoziny Q, R, C s obvyklymi operacemi scitani a nasobeni jsou
télesa

konecna télesa Z,: pro kazdé prvocislo p tvofi mnozina
{0,1,...,p— 1} s operacemi s¢itani a nasobeni modulo p téleso

abychom odlisili operace scitani a nasobeni v Z, od bé€zného
sCitani a ndsobeni celych disel, budeme je oznacovat & a ©®

adb=(a+b) modp, aG@b=(a-b) modp

k diikazu, ze Z, je téleso, je nutné ovérit platnost vSech axiomil
télesa

protoze (a+ b) mod p€ {0,1,...,p— 1} a také
(a-b) mod pe {0,1,...,p— 1}, jsou B, ® bindrni operace na
mnoziné Z, = {0,1,...,p — 1}

Pojem télesa 3-14




Télesa
Télesa Z,,

platnost vétSiny axiomu je snadné ovérit

napf. bézné scitani celych disle je komutativni, tj. a4+ b = b + a,
proto také (a+ b) mod p=(b+a) mod p a tedy
a® b= b apro viechna a, b € Zp, coz dokazuje (S4)

analogicky se dokaze (N4)

stejné snadno se dokdze (N2): plati 1-a = a, a tedy také
(1-a) mod p=a mod p, tj. 1 ® a= a pro kazdé a € Z,

analogicky dokazeme platnost (S2)
(S3): opacny prvek k a # 0 se rovnd p — a, opacny prvek k 0 je 0

N3): existence inerzniho prvku k nenulovému a € Z, plyne z
( p p Ply
dasledku na str. 1-28

(nT): mnoZina Z, ma p > 2 prvki

Pojem télesa 3-15

Télesa

Asociativita 1

ukdzeme asociativitu ndsobeni, axiom (N1)

zvolime libovolna tfi Cisla a, b, c € Z,,

podle druhého pozorovéni na str. 1-24 platia® b= a- b (mod p)
podle téhoz pozorovani plati také (a® b) ©® c = (a® b) - ¢ (mod p)
z reflexivity kongruenci plyne ¢ = ¢ (mod p)

za®b=a-b(modp) a ¢c=c (mod p)
plyne podle druhé ¢asti véty na str. 1-25
(a®b)-c=(a-b):c(mod p)

z tranzitivity kongruenci plyne (a ® b) ©® c = (a- b) - ¢ (mod p)

Pojem télesa 3-16




Télesa
Asociativita 2
podobné dokdzeme a- (b-c)=a® (b® c) (mod p):

protoze b-c =b® c (mod p) a a= a (mod p)
plyne z druhé ¢asti véty na str. 1-25
a-(b-c)=a-(b®c) (mod p)

podle druhého pozorovani na str. 1-24 plati
a-(b-c)=a-(b®c) (mod p)

z definice ® plyne a- (b®c)=a® (b® ¢) (mod p)
a z tranzitivity a- (b-¢c)=a® (b® c¢) (mod p)

protoze (a- b)-c = a- (b-c) (bézné nasobeni) plyne z reflexivity
(a-b)-c=a-(b-c) (mod p)

opét z tranzitivity plyne (a® b) ©c=a® (b® ¢) (mod p)

vzhledem k tomu, Ze (a® b)® ¢, a® (bo®c) € {0,1,...,p— 1},
plati rovnost (a© b) ©®c=a® (b® ¢)

Pojem télesa

3-17

Télesa

Distributivita

asociativita s¢itani (S1) se dokaze zcela stejné
distributivita (D) se dokaze podobné

plati nasledujici posloupnost kongruenci

a®(bdc)=a-(b®dc) (mod p) (definice ® a str. 1-24 dole)
a-(bdc)=a-(b+c) (mod p) (str. 1-25 a definice @)
a(b+ c) = ab+ ac (mod p) (distributivita v Z a reflexivita)
ab+ ac = (ab) @ (ac) (mod p) (definice @ a str. 1-24 dole)

(ab) @ (ac) =(a® b) D (a® c) (mod p) (str. 1-25 a definice ©)

z této posloupnosti kongruenci a z tranzitivity plyne
a®(bdc)=(aob)d(a®c) (mod p)

protoze a® (bdc), (a@b)d(a®c) € {0,1,...,p—1} plyne z
posledni kongruence rovnost a® (b® c) =(a® b) ® (a® ¢)

Pojem télesa
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Télesa

Dalsi télesa

e mnozina Z4 = {0,1,2,3} s operacemi s¢itani a nasobeni
modulo 4 neni téleso, Cislo 2 nema inverzni prvek modulo 4,
nebot 2-2=0 (mod 4) atedy2-2=0

e Ctyrprvkové téleso ale existuje, musi se v ném scitat a nasobit
jinym zplsobem

e kazdé konecné téleso musi mit p prvki pro néjaké prvocislo p

o existuje vzdy , jediné" téleso s pX prvky
existuje také spousta dalSich nekonecnych téles

e mnozina {a+ bv/2:a, b € Q} s béZnym séitanim a
ndsobenim redlnych Cisel je téleso

e mnozina {a+ bi: a,b € Q} s béZnym scitanim a nasobenim
komplexnich Cisel je také téleso

Pojem télesa 3-19

Télesa
Cty¥prvkové téleso

Ctyfprvkové téleso GF(4) lze sestrojit z dvouprvkového télesa Z;
postupem analogickym tomu, jakym jsme z télesa redlnych Cisel R
dostali téleso komplexnich cisel C

vezmeme néjaké zdhadné « (analogie imaginarni jednotky /) a
budeme pocitat s vyrazy a+ b, kde a,b € Zy = {0,1}, misto 1«
budeme psat pouze «

tato mnoZina ma pouze Ctyfi prvky {0,1,,1 + o}

sCitani je jednoduché: 1+1=0,0+1=1+4+0=1,
O+ta=a+0=a,a+a=(141)a=0a=0,a+1=1+a

abychom mohli nasobit, rekneme si, ze al=a+1

(analogie toho, ze i = —1)

potom a-a=a?2=a+1, oz(1+oz):oz+oz2:oz+oz+1:1,
(1+a)(l+a)=1+(1+Da+a’?=1+a+1=a

Pojem télesa 3-20




Télesa

Charakteristika télesa - obsah

B Charakteristika télesa
Charakteristika télesa
Véta o charakteristice

Charakteristika télesa 3-21

Télesa

Charakteristika télesa

e v télese Zy plati 1+ 1 =0,
o vielese Zsplatil+1=2+#0,alel+1+1=0,
o v télesech Q,R,Cplati 1+1+---+1+0 pro kazdé

n
prirozené Cislo n

definice: rikime, ze téleso T ma charakteristiku n > 1, pokud je n
nejmensi prirozené Cislo, pro které plati 1 +1+4---4+1 =0,

-~

n
rikdme, ze téleso T ma charakteristiku 0, pokud plati
1+1+---+1+0 prokazdé pfirozené Cislo n

n

ma-li T charakteristiku 2, platia+a=(1+ 1)a =0 pro kazdé
ac T;také —a=a a a—b=b—a prokazdé a,be T

Charakteristika télesa 3-22




Télesa
Veéta o charakteristice

v kazdém télese T plati

Q+1+- 4+ +1+--+1)=1+1+---+1
k T K

ma-li T kladnou charakteristiku a n = k/ pro néjakd k,/ > 2, pak z
1+1+---+1=0plyne

n;7<l
\1_|_1_§_..._|_:E:0 nebo\1+1+---+1J:0
k 0

slozené n tak nemiize byt nejmensim kladnym cislem, pro které
I1+1+---+1=0

n

véta: charakteristika kazdého télesa T je bud 0 nebo prvodislo

Charakteristika télesa 3-23

Télesa

Konecnost a charakteristika

ma-li téleso T charakteristiku 0, plati pro kazdé n € N
1+1+---+1+#0

n

pokud by pro néjakd dvé prirozena Cisla m > n platilo
1+1+---+1=1+1+---+1, platilo by také

m n
1+14+-4+1=(1+1+---4+1)—(1+1+4---+1)=0
m—n m n
a soucasné m — n > 0, coz by bylo ve sporu s predpokladem, ze

charakteristika T je 0; dokazali jsme tak sporem

tvrzeni: ma-li téleso T charakteristiku 0, pak je nekonecné
ekvivalentné: kazdé konecné téleso ma kladnou charakteristiku

pozor ale: existuji nekonecna télesa s kladnou charakteristikou
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Télesa

Télesa - shrnuti

zakladni: pojem télesa
e dulezité: jednoduché diisledky axiomi télesa
e dulezité: charakteristika télesa

dualezité: priklady konecnych téles

v prvnim semestru si lze pod télesem predstavovat vzdy téleso
redlnych Cisel, v nékterych pripadech je dilezité uvédomit si
odlisnosti télesa redlnych Cisel od télesa komplexnich cisel

Charakteristika télesa

Matice

Kapitola 4

Matice

P
=




Matice

Matice - obsah

B  Mala nasobilka matic

B Velka nasobilka matic

B Ukazky pouziti soucinu matic

B Rddkové dpravy pomoci elementdrnich matic
B Regularni matice

B /nverze zprava a zleva

Matice

Mala nasobilka matic - obsah

B  Mala nasobilka matic
Scitani matic
Soucin cisla s matici
Transponovand matice

]
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Matice

Matice nad télesem
matice typu m x n nad R jsme definovali na str. 2-24

brzy uvidime, ze vysledky pocitani s maticemi zavisi na tom, jak
pocitame s jejich prvky

vyraz nad R fika, ze s prvky matice pocitame jako s redlnymi Cisly

nékdy se hodi pocitat s prvky matice jako s prvky néjakého jiného
télesa

definice: matice typu m x n nad télesem T je obdélnikové schéma
prvk( télesa T s m rfadky a n sloupci; matice typu m X m se
nazyva Ctvercova matice radu m

terminologie: matice typu m X 1 nad T je m-slozkovy aritmeticky
vektor nad télesem T zapsany sloupcové (sloupcovy vektor),
matice typu 1 X n je n-slozkovy aritmeticky vektor nad télesem T
zapsany radkové (radkovy vektor)

Mala nasobilka matic
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Matice

Scitani matic
dvé matice A = (a;;) a B = (bjj) stejného typu m x n nad stejnym
télesem T povazujeme za rovné, pokud maji na stejnych mistech
stejné prvky, tj. pokud a; = bj; pro kazdé i = 1,... m a kazdé
Jj=1...,n

soucet matic A = (ajj), B = (bjj) stejného typu m x n nad stejnym
T definujeme jako matici A+ B = (a;; + bjj) typu m x n

priklad:
213+422_2—|—41—|—23—|—2
4 0 1 113/ 441 0+1 1+3
jsou-li matice nad R, pak :<§ 3 Z)

1
jsou-li matice nad Zs, pak = ( 1 i 2 )

Mala nasobilka matic
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Matice

Nulovd a opa¢nd matice

opacnd matice k matici A = (a;;) typu m x n je matice
—A = (—aj) typu mx n

nulovd matice typu m x n je matice Omxn = (0)mxn

axiomy (S1)-(S4) pro s¢itani v télese T vedou pfimo k nasledujicim
vlastnostem scitani matic

jsou-li A, B, C matice téhoz typu m x n nad télesem T, pak plati
(A+B)+ C=A+(B+ (),

1 A‘I‘Omxn:A,
° A—l—(—A) — Omxn,
e A+ B=B+A

staci porovnat prvky na stejnych mistech v maticich na levé a
pravé strané kazdé rovnosti

Mala nasobilka matic
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Matice

Souéin disla s matici

soucin Cisla r € T s matici A typu m x n nad télesem T je matice
rA = (rajj) typu m x n

priklad: nad R plati

5 1 23\ [(2-12.223\ (2 4 6
4 5 6 ) \2-4 2.5 2.6/) \8 10 12

z axiom( télesa plynou dalsi vlastnosti pocitdni s maticemi

pro kazdé prvky r,s € T a matice A, B téhoz typu m x nnad T
plati

(r+s)A=rA+sA,
e r(A+ B)=rA+rB,
o r(sA) = (rs)A,

e 1A=A,

o —A=(-1)A

Mala nasobilka matic
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Matice

Sloupce a radky v souctu matic a soucinu Cisla s matici

2

T 5T
1 1
jsou-li A= (a1]---|ap) = ; aB=(by|---|b,) = :

T LT
m bm

Q2

matice typu m x n, pak

al +b/
A+B=(ar+bil-fay+b)=|
al +bl
r51T
podobné rA = (rai|---|ra,) = :
ra]
Mala nasobilka matic 4-8
Matice

Transponovand matice

posledni jednoduchou operaci je transponovani —
zaména radkud a sloupcli matice

o _ (1 2 3 o
priklad: A—(4 5 6)’ Al =

w N =
S 1 b~

definice: transponovanad matice k matici A = (ajj)mxn je matice
AT = (djj)nxm, kde djj = aji prokazdé i=1,....naj=1,...,m

ndsledujici tfi vlastnosti transponovani opét snadno ukdzeme

pro kazdé dvé matice A, B téhoz typu m x n a kazdé r € T plati
o« (AN)T = A,
e (A+B)T =AT + BT,
° (r-A)T:r-AT

Mald nasobilka matic 4-9




Matice

Velka nasobilka matic - obsah

B Velka nasobilka matic
Motivace a definice
Vlastnosti nasobeni matic

Velkad nasobilka matic 4-10

Matice

Opakovani

ze str. 2-54: matice A = (ajj)mxn urCuje zobrazeni fa : R" — R™

pro x = (x1,X2,...,xp) €R" je
X1 ail a2 ain
X2 ari ano azsn
fA . = X1 . + xo . + Xy
Xn dmil dm?2 dmn

pomoci sloupcovych vektori matice A:
fA(X) = xi1a1 + Xxoa2 + - -+ + XpaAp

vyrazu na pravé strané posledni rovnosti rikdme linedrni kombinace
vektor(l ai,...,an s koeficienty xq,..., X,

Velka nasobilka matic 4-11




Matice

Od f4 zpatky k A

rovnost  fa(x) = x1a1 + xea2 + - - - + xpap

definuje zobrazeni fs uréené matici A = (ai|az| - - |an)
umoznuje nam také najit matici A, zndme-li pouze zobrazeni f4
staci zvolit vhodné vektory x € R" a najit fa(x) :

je-lix =e; = (1,0,...,0)7, pak fa(e;) = a3

jellix=e;=(0,...,1,...,0)7, pak fa(e;) = a;

J
sloupce matice A najdeme jako hodnoty fa(e;) proj=1,...,n
vektory ej, ..., e, nazyvdme vektory (prvky) kanonické baze v R"
Velkéd nasobilka matic 4-12

Matice

Otoceni v roviné a matice 1

rovinu pootocime o Uhel a proti sméru hodinovych rucicek,
souradny systém neménime

kam se premisti bod o soutadnicich (x1,x2)" ?
T

(1,0)7 +— (cos a, sin @)

(0,1)7 +— (—sina,cosa)’

o (3)-(3)n(2)

bude mit po otocleni souradnice

COS (v —sin cosa —Sin« X1
X1 i + X2 = .
sin o CoS (v sinae COS X
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Matice
Otoceni v roviné a matice 2
otoceni v roviné o Uhel o proti sméru hodinovych rucicek je tedy

, . ., cosa  —sina
zobrazeni f4 : R? — R? uréené matici A = < )

sina  cosa
otoceni o Ghel 3 je zobrazeni fg : R> — R? uréené matici
cos —sinf
B = .
sin3 cos(3
otocime-li rovinu o 3 a pak o o, dostaneme otoceni o thel o+ 3 tj.

cos(a+ ) —sin(a+ 3) )

zobrazeni fc uréené matici C = ( sin(fc + )  cos(a + f3)

plati, ze fc = fafp
jak souvisi matice C s maticemi Ba A ?

Velkad nasobilka matic
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Matice

Osova soumérnost a matice

osovd soumérnost vzhledem k prvni souradné ose zobrazuje bod o
soufadnicich (xg,x2)" do bodu o soufadnicich (x1, —x2)"

tuto symetrii mizeme popsat jako zobrazeni f : R? — R?, kde

f X1 — X1 = X1 1 + Xo 0 ,  neboli
X2 —X2 0 —1
f X1 L 1 0 X1
X2 a 0 -1 X2
. y : ;v ., (1 0
osova soumeérnost f J€ tedy zobrazeni urcené matici ( 0 —1 )

jaké zobrazeni dostaneme, pokud rovinu napred pootocime o uhel
« a poté udéldme osovou symetrii vzhledem k prvni souradné ose ?

Velka nasobilka matic
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Matice
Projekce na rovinu a matice

jiné geometricky motivované zobrazeni je ortogonalni projekce v R3
na rovinu urcenou prvnimi dvéma souradnymi osami

zde mame na vybér, popiseme-li ji jako zobrazeni f : R3 — R3
nebo jako g : R3 — R?

X1 X1 1 0 0
f X2 = X = X1 0 + Xo 1 + X3 0
X3 0 0 0 0
A Ly (2 (O (O
X3
1 00
oy, . C .. (1 00
f jeurCené matici [ 0 1 0 |, g je ur¢ené matici
0 10
0 0 O
Velkd nasobilka matic 4-16

Matice

Co chceme

chceme definovat soucin matic AB tak, aby slozené zobrazeni f5fg
bylo uréené matici AB

je-li B = (bg/) typu n x p, pak zobrazeni fg uréené B je definované
na prostoru RP (nebo obecnéji TP) a vede do R” (nebo T")

k tomu, aby slozeni f4fg bylo viibec definované, musi byt zobrazeni
fa definované na prostoru R" (nebo T") a vést do néjakého
prostoru R (nebo T)

matice A = (aj;) proto musi byt typu m x n pro néjaké m

slozené zobrazeni f5fg je definované na RP (nebo TP) a vede do
R™ (nebo T™)

to znamen4d, ze soucin AB musi byt matice typu m x p

obé& matice A, B musi byt nad stejnym télesem

Velka nasobilka matic 4-17




Matice

Blokové schéma soucinu matic

Atypu mxn B typu n x p C =AB typu mx p

blokové schéma

fa: TP —T™  fg:TP =T fe=fafg: TP = T7

Velkad nasobilka matic 4-18

Matice

Sloupcova definice soucinu matic 1

jsou dany matice A = (ajj)mxn @ B = (bjk)nxp

hleddme matici C typu m X p, pro kterou plati fc(x) = fafg(x)
pro kazdy vektor x € RP

prvni sloupec ¢; matice C najdeme jako fc(ey) — viz str. 4-12

proto c; = fc(e1) se musi rovnat fafg(e1) = fa(by) = Aby,
kde by = (b11, bo1, ..., bn1) 7 je prvni sloupec matice B

tedy c1 = byjay + bx1az + -+ + bpra, = Zf:l bflaj

pro libovolné k =1,..., p z pozadavku, aby se ¢, = fc(ex)
rovnalo fAfB(ek) = fA(bk) = Abk, pIyne

cx = Aby = byiay + bogax + -+ - + bpra, = Zle bjkaf
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Matice

Sloupcova definice soucinu matic 2
zakladni definice: soucin matic A= (a;;) = (a1|---|an) typu
mx na B = (bj) = (b1]---|bp) typu n x p je matice

AB = (Aby|Aby|- - - |Ab,) typu m x p

pro kazdé k =1,2,...,p, je k-ty sloupec soucinu AB roven
Aby = bijai + bakaz + - + bpkan = > bya;
1 2
2
priklad: 3 4 ( 3 131 (1) ) =
5 6
1 2
prvni sloupec: 2| 3 | +3| 4
5 6
zapis Ax znamenajici x;a1 + - - - + xp,a, nyni mizeme chapat jako
soucin matice A typu m x n's matici x = (x,...,x,)" typu n x 1
Velkéd nasobilka matic 4-20
Matice

Prvkova definice soucinu matic 1
. . Ve n o Vv Ve Ve
aritmeticky vektor Ab, = ijl bjxa; mizeme zapsat také pomoci
jeho slozek
' 4 A4 — n - - 4 n - -
i-ta slozka vektoru Ab, = ijl bjca; se rovna =1 bjkaj;

tvrzeni: matice C = (Cjk)mxp Se rovnd soucinu AB matic
A = (@jj)mxn @ B = (bjk)nxp pravé kdyz

Cik =) 1 ajbjx prokazdé i=1,... makazdé k=1,...,p
podminku z tvrzeni Ize pouzit jako jinou definici soucinu matic

prvek cjx spocitame podle pravidla Ffadek x sloupec

Velka nasobilka matic
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Matice

Prvkova definice soué¢inu matic 2

pravidlo Ffddek x sloupec pro vypocet prvku cj, znamend
standardni (bodovy) skalarni soucin i-tého radkového vektoru a;
matice A s k-tym sloupcovym vektorem b, matice B, cj, = a; - by

spoCteme jesSté jednou:

cl1r W K
(@) IIF N \O)

a1 =(1,2)"-(2,3)7 =
¢tvercova matice (t) fadu 1 je uréend svym jedinym prvkem t € T

pokud se to bude hodit, ztotoZnime matici (t)1x1 s prvkem t,

bodovy skalarni soucin a; - b, pak mizeme zapsat jako soucin
matic (vektord) &by

Velkad nasobilka matic

4-22

Matice
Tok informace”

zobrazeni y = fg(x) = Bx uréené matici B mlzeme také chapat
jako ,tok informace” od x k 'y

bi1  bi2
ukazeme si to na prikladu obecné matice B = b>1 by
b1 b3

bi1  b12

.. a a a
a pro soucin AB = 11 €2 <13 b>1 by
daz1 ax as b b
31 D32

Velka nasobilka matic
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Matice

Skladani rotaci a soucin matic
ukazali jsme, ze pokud soucin matic AB existuje a hledame-li

matici C takovou, Ze plati fc = fafg, pak musime zvolit C = AB

neukazali jsme ale, v takovém pripadé skutecné plati fc = fafg,
vime pouze, ze fc(ex) = fafg(ex) pro prvky standardni baze ey

rovnost fc(x) = fafg(x) pro vSechny vektory x dokdzeme za chvilku

cosa —sina cos —sinf \
sinoe cos sin3 cosf3 |
cosacos 3 —sinasin3 —cosasin 3 — sinacos (3
sinacos 3+ cosasinf3  —sinasin 3 + cos « cos (3

([ cos(a+ ) —sin(a+ ) )
sinf + )  cos(a + B)

Velka nasobilka matic 4-24

Matice

Slozeni rotace se symetrii

1 O cosa —sina \ cosa —Sih«
0 —1 sinac cos ~ \ —sina —cosa

cosa  sina 1 0 cosa —sina \
—sina  cosa 0 -1 sina cosa )
( cos?a —sina —2cosasina ) B ( cos2a  —sin2a )

_2sinacosa sin? o — cos? o —sin2a  — Cos 2«
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Matice
Asociativita
plati (AB)C = A(BC) pro matice A = (ajj), B = (bjx), C = (cu) 7
ano, pokud souciny existuji

soudiny existuji pravé kdyz A je typu mx n, B jetypu nx p a C je
typu p X g pro néjaka prirozend cisla m, n, p, q

k diikazu asociativity pouzijeme prvkovou definici soucinu matic

prvek na misté (7, k) v soucinu AB = (dj) je dix = Zj'f':l ajjbji

prvek na misté (i, /) v soucinu (AB)C se rovna
D ket dikCr = Dy (Z}Ll 3ijbjk) Chl =D by (Z}Ll a,-jbjkck,)

prvek na misté (j, /) v sou¢inu BC = (ej) je ej = Y f_; bjkcui

prvek na misté (/,/) v sou¢inu A(BC) se rovna
Zle Aij€jl = Zf:l ajj (Xk=1 bjkcui) = Zf:l (>=k=1 aijbjkck)

Velkad nasobilka matic
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Matice
Blokova schémata

nyni mizeme ukdazat, ze skutecné plati fap = fafg pro matice
A= (aj)mxn a B = (bjx)nxp

pro libovolny vektor x € RP z asociativity ndsobeni matic plyne
(AB)X = A(BX), t]. fAB(X) = fA(fB(X)) = fAfB(X)

blokové schéma pro soucin matic

blokové schéma pro asociativitu

Velka nasobilka matic
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Matice

Distributivita 1
plati A(B + C) = AB + AC pro A = (aj;), B = (bjk), C = (cjx) ?

ano, pokud oba vyrazy existuji

vyraz na levé strané existuje pravé kdyz Amatyp mxna B,C
maji stejny typ n X p, coz je pravé kdyz existuje vyraz na pravé
strané

opét pouzijeme prvkovou definici soucinu

prvek na misté (j, k) v souctu B + C se rovnd bjx + cjk

prvek na misté (i, k) v soucinu A(B + C) je > 7, aji(bjk + cjk)

prvek na misté (i, k) v soucinu AB = (di) je dix = > 7_; ajibjk a v
sou¢inu AC = (ejx) se rovnd ejx = Zf:l ajj Cjk
prvek na misté (7, k) v souctu AB + AC je

dik + i = D71 aibjk + 3271 aiCik = >_j_1(aibjx + aiicjk)

Velkad nasobilka matic 4-28

Matice

Distributivita 2 a NEkomutativita

podobné dokazeme rovnost (A + B)C = AC + BC pokud jsou
A, B stejného typu mx na C typu n x p

nasobeni matic neni komutativni 1 1 |

pokud oba souciny AB a BA existuji, nemusi mit stejny typ

je-li A typu m x n, pak k existenci obou soucint AB a BA je nutné
a staci, aby B byla typu n x m

je-li m # n, pak AB je ¢tvercova radu m a BA je fadu n

je-li m = n, jsou oba souciny ¢tvercové fadu n, ani to ale nestaci:
1 0 cosa —sina \ cosa —sino

(O —1)(sina cos o )(—sina —cosa)
cosa —sSin« 1 O [ cosa  sina

(sinoz cos & )(O —1>—(sina —cosa)
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Matice
Soudin matic a nasobeni ¢islem

jsou-li A = (ajj)mxn: B = (bjk)nxp matice nad télesem T are T,

e plati A(rB) = r(AB) = (rA)B

prvek na misté (i, k) v matici A(rB) je > a;(rbjk)
prvek na misté (i, k) v r(AB) je r (Z}'zl a,-jbjk) = > 1 r(aibj)
prvek na misté (i, k) v matici (rA)B je  >_7_;(raj)b;

dosud zndmé vlastnosti sou¢inu matic dovoluji spocitat napr. ze
ABB—C)=A(B+(-1)C)=AB+ A(-1)C =
= AB + (—1)(AC) = AB — AC,

pokud je soucin A(B — C) definovan
nebo A(r1u1 + 4 rkuk) = rl(Aul) + -+ rk(Auk)

Velkad nasobilka matic 4-30

Matice

Dvé jednoducha pozorovani

vyhodnost pocitani s maticemi si ukazeme na novém dikazu
pozorovani na str. 2-37

pozorovani 1: jsou-li u a v dvé feSeni soustavy linedrnich rovnic
Ax = b, pak u — v je feSenim homogenni soustavy Ax = o

dikaz: jsou-li u, v reseni soustavy Ax = b, plati Au =b a Av = b,
proto Alu—v) =Au—Av=b—-b=o0

pozorovani 2: je-li u € T” jedno konkrétni (partikularni) Feseni
soustavy Ax = b a w je libovolné reseni prislusné homogenni
soustavy, pak A(u+ w) = b, tj. u+ w je také FeSenim soustavy
Ax=b

dikaz: protoze predpokldddme Au=b a Aw = o,
plati A lu+w)=Au+Aw=b+o0=Db
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Matice

Mnozina vSech reseni soustavy linearnich rovnic

tvrzeni: je-li u € T" jedno partikularni rfeseni soustavy Ax =b o n
neznamych, pak plati
{xeT": Ax=b} ={u+w: Aw = o}

dikaz C: je-liy € {x € T" : Ax = b}, tj. plati-li Ay = b, pak pro
w =y — u plati Aw = o podle prvniho pozorovani a
y=u+(y—u)=u+w,tjye{u+w:Aw = o}

D:je-liy € {u+w:Aw = o}, plati y = u + w, kde Aw = o;
podle druhého pozoroviani Ay =b atedyy € {x € T" : Ax = b}

Velkad nasobilka matic 4-32

Matice

Ndsobeni a transponované matice

tvrzeni: jsou-li A= (ajj)mxn @ B = (bjk)nxp matice nad T,
pak plati (AB)T = BTAT

diikaz: opét pouzijeme prvkovou definici soucinu matic

prvek na misté (i, k) v matici (AB)T se rovna prvku na mist& (k, i)
v matici AB a ten se rovnd > I ay;bji

prvek na misté (i, k) v sou¢inu BT AT se rovna skalarnimu soucinu
i-tého ¥adku matice BT s k-tym sloupcem matice AT

i-ty ¥adek matice BT se rovnd i-tému sloupci matice B, ktery se
rovna b,' = (bl,', ceey bn,')T,

k-ty sloupec matice AT se rovna k-tému fadku matice A, tj. rovna
se dx = (ak1,.--»akn)

jejich standarni skaldrni soucin je b; - a, = bl-Ték = Z}’Zl bjiay;
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Matice

Radky v soudinu matic

pro soucin matic A = (ajj)mxn @ B = (bjk)nxp mame zatim
sloupcovou definici: AB = A(b1|bz|---|by) = (Ab1|Aby|- - - |Ab,)
prvkovou definici: AB = (a; - by) = (a] by)

VVVVVV

i-ty fddek v soucinu AB je transponovany k i-tému sloupci v
matici (AB) T

diky rovnosti (AB)" = BT AT muzeme k vypoctu i-tého sloupce v
(AB)T pouzit sloupcovou definici sou¢inu BT AT

pripomefime, 7e BT = (by|by|---|b,) a AT = (a1/az]---|am)

plati BTAT = BT (a;]a,|---|a,) = (BTa1|BTay|---|BTa,)
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Matice

Radkova definice souéinu matic

i-ty sloupec v matici (AB)7 se tak rovna BTa; = Y27, a;ib;

j=
I-ty radek v matici AB je proto
NTB_(BTaI)T (ZJ laU ) _ZJ lanT

tvrzeni: /-ty faddek v soucinu AB se rovna linedrni kombinaci radki
matice B s koeficienty v i-tém radku matice A

=T =T

a; a; B
radkova definice soucinu matic: AB = : B = ;

al a’B

&~ W

priklad potreti:

o1 W
S AN

VRN
w N

)
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Matice

Ukazky pouziti soucinu matic - obsah

B Ukazky pouziti soucinu matic
Rovnovazné stavy
Rekurentni vztahy
Pocet cest v grafu
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Matice

Pruziny
mame Ctyfi pruziny zavésené pod sebou
horni a dolni konec je pevny
do spoji mezi pruzinami ddme zavazi
otazka: jak se zméni poloha spoji 7
vektor posunuti spojli x = (x1,x2,x3) "
vektor prodlouZeni/zkraceni pruzin e = (eq, €2, €3, e4) "

vektor vnitinich sil y = (y1, y2, y3,ya) " v pruzinach,

kterymi pruziny plsobi na jednotlivé spoje

vektor vnéjsich sil f = (1, f, 3)" plisobicich v mistech spojti
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Matice

Vztahy mezi vektory

pridame-li xop = x4 = 0 (koncové body jsou pevné),

plati e, = x; — xj_1 proi =1,2,3,4

€1
e X1
plati 2 | = xp |, e= Ax
€3 X
3
€4

Hookeliv zakon: y; = cje;, ¢; > 0 je tuhost pruziny

y1 €1
2 €2
proto % = , y=Ce
y3 €3
yYa €4
Ukazky pouziti souc¢inu matic 4-38

Matice

Vyrovnani sil

pruziny plsobi na i-ty spoj silou y; — yji1,
kladny smér je vzhiru

tyto sily vyrovnavaji vné;si sily plsobici smérem dolil

£ Y1
1
proto | f | = y2 C f=ATy
£ Y3
3
Y4
Ax = e
dostali jsme Ce=y ,, neboli ATCAx=f
ATy =f
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Matice

Elektricky obvod
mame obvod se tremi uzly, ¢tyfmi odpory, spoji,
jednim zdrojem napéti a jednim zdrojem proudu

oznac¢ime x = (xi, x2,x3) " vektor potenciali,
tj. potencidlnich energii elektrického pole
v jednotlivych uzlech

vime, Ze napéti mezi dvéma uzly se rovna rozdilu
potenciald v téchto uzlech

proudy prochazejici jednotlivymi odpory
popideme vektorem y = (y1, y2, 3. ya) |

pro reSeni obvodu spoje libovolné orientujeme

proud prochdzejici spojem ve sméru orientace
hrany vyjde kladny, opacnym smérem zaporny

Ukazky pouziti soucinu matic
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Matice

Napéti na odporech

strukturu obvodu popiSeme matici incidence

1 0 1
-1 1 0
A= o 11
0 -1 1

napéti na odporu vyjadrime jako rozdil
potencidll mezi prislusnymi uzly, konvence je,
ze potencial klesd ve sméru prochazejiciho proudu

v nasem pripadé jsou napéti na jednotlivych
odporech, nebereme-li v Givahu zdroje napéti,
postupné x; — x3, X1 — X2, X0 — X3, X0 — X3

napéti vyjddrime maticové jako —Apx

Ukazky pouziti soucinu matic

4-41




Matice
Druhy Kirchhoffiv zakon (o napétich)

v uzavreném obvodu se soucet napéti
na odporech rovna souctu napéti zdrojl

je nutné vzit v Gvahu, prispiva-li zdroj napéti
kladnému sméru proudu ve vétvi, kde lezi, pak
je kladny, nebo zapornému, pak je zaporny

v nasem pripadé je zaporny

zapocitame jej k napéti na odporu ve vétvi
kde se zdroj nachazi, tj. k napéti na R3

to se tak rovnd —9 4+ xo — x3

napéti na odporech popiseme
vektorem e = (e, &, €3, ¢e4) "

Ukazky pouziti soucinu matic 4-42

Matice

Ohmuv zakon

0 1 0 1
J T O s S S O I s
I = 0 -1 1 2
0 0 -1 1 3

moznych vice zdroji napéti popiseme vektorem
b= (b17 b27 b37 b4)Tr pak e=b— AOX

vztah mezi napétim a proudem popisuje
Ohmiv zakon: napéti = odpor x proud

Ohmiv zakon zapiSeme maticoveé

Vi 1/R1 0 0 0 €1
Y2 - 0 1/R> 0 0 €
Y3 N 0 0 1/R3 0 €3
Va 0 0 0 1/Rs e
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Matice

Prvni Kirchhofiiv zakon (o proudech)

pokud oznac¢ime C matici prevracenych hodnot
odpor(i, dostaneme y = Ce, matice C je
diagonalni s kladnymi prvky na hlavni diagonale

prvni Kirchhoffiv zakon rika, ze soucet proudi
vchazejicich do uzlu se rovna souctu proudi
vychdazejicich z uzlu

—y1—y2=0, o+1=y3+ys, i+y3+tysa=1

maticovy zapis prvniho Kirhchofova zakona je

1 -1 0 0 1 0
0 1 -1 -1 21| 1
1 0 1 1 Y3 1
Ya
Ukazky pouziti soucinu matic 4-44

Matice
Soustava rovnic pro obvod

je-li zdrojl proudu vice, zapiSeme AOTy = f, kde
f=(f,f,K)" je vektor zdroji proudu

e=b— A()X
dostali jsme ¢ y = Ce
f=Ady

neboli Ag_CAo X = AOTCb —f

soucet kazdého radku matice Ag je rovny 0,
proto Agx = o pro kazdy konstantni vektor x

AlCAgx = AJCb — f nem4 jednoznacné feseni

jednoznacnosti dosdhneme, pokud predem polozime
jeden z potencidli rovny 0

volbou x3 = 0 ,,uzemnime" treti uzel, z matice Ag
vynechame treti sloupec a pocitdme pouze x1, xo
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Matice

Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost ag, a1, as, ... je definovana prvnimi
dvéma prvky ag = 0, a; = 1 a rekurentnim vztahem
aj+2 = aj+1 + aj pro kazdé i =0,1,...

nékolik prvnich ¢lenl posloupnosti: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,...

otazka: cemu se rovnd n-ty Clen 7

mezi &leny posloupnosti plati vztah | %2 ) = 11 a1
y posloup p 2)={10 "

(3=l )=ee(2)(3)=e(5)=e(2)

obecné ( n+1 ) = C" < a1 ) vyjde a, = (1+VE)"  (1-/B)"

an ao 2n./5 2n\/5
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Matice
Jina Gloha na mocnéni matic
systém ma tri mozné stavy
e 1 - funguje
e 2 - nefunguje

e 3 - je v opravé

na obrazku jsou pravdépodobnosti jak se zméni stav béhem
jednoho ¢asového seku

na zacatku je ve stavu 1, tj. funguje

0,9 0,7 1
A= 0,1 0,1 0 | je prechodova matice
0 0,2 0

p(n) = (p1(n), p2(n), p3(n)) ", pi(n) je pravdépodobnost, Ze je
systém v &ase n ve stavu i, p(0) = (1,0,0)"

p(n+1)=Ap(n), p(n)=A"p(0)
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Matice

Mozné otazky

ke zodpovézeni ndsledujicich otdzek musime umét spocitat
mocniny A"

e pokud systém prestane fungovat, jaka je primérna doba nutnd
k tomu, aby opét zacal fungovat ?

e jaky je celkovy podil Casu, kdy je systém funkéni ?

e jaky je celkovy podil ¢asu, kdy je systém v opravé ?

Ukazky pouziti souc¢inu matic 4-48

Matice

Leteckd spojeni 1

na obrazku jsou vyznacena leteckd
spojeni mezi mésty Xi, X, X3, Xy

otazka: kolik je spojeni mezi X; a X
S nejvyse tfemi prestupy ?

spojeni mezi mésty Xi, X, X3, X; popiSeme matici

A= (ajj)axa =

O, O K
O =L, OO

1
0
0
1

ool Sl el

kde a; = 1 pravé kdyz ex. pfima linka z X; do Xj; jinak a;; =0

co fikd matice A% = (bj) ?
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Matice

Leteckd spojeni 2
lati by = aj1aix + ajank + aizask + ajsaak = > 1y ajja;
P ik = di1d1k i2d2k i393k i4dak = 2 _j—1 9ijdjk

sCitanec ajjaj = 1 pravé kdyz aj; = 1 = ajy, tj. pravé kdyz existuje
spoj z X; do X; a soucasné existuje spoj z X; do X

Jinak receno, ajjaj = 1 prave kdyz existuje spojeni z X; do X
s prestupem v X

bj, se tak rovna poctu cest z X; do Xj s jednim prestupem

indukci podle n > 1 dokdZeme, Ze prvek na misté (7, k) v matici
A1 se rovnd poctu spojeni z X; do Xy s presné n prestupy

odpovéd na nasi otazku sedi na misté (/, k) v souctu matic
A+ A2 + A3+ A%

Ukazky pouziti souc¢inu matic 4-50

Matice

Radkové Gpravy pomoci elementarnich matic - obsah

B Rddkové tpravy pomoci elementdrnich matic
Elementdrni matice
Ndsobeni elementarni matici zleva
Diagonalni a trojihelnikové matice
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Matice

Elementarni matice

definice: jednotkovd matice fadu n je matice I, = (0jj)nxn

jednotkova matice je Ctvercova matice, kterd ma na hlavni
diagonale prvky 1 a mimo ni prvky 0, I, = (e1|-- - |ep)

zakladni vlastnost jednotkovych matic je

e pro libovolnou matici A typu m x n plati I,,A=A = Al,

definice: elementarni matice faddu n je libovolnd matice, kterou
dostaneme z matice /,, néjakou elementdrni rddkovou Gpravou

priklady elementarnich matic radu 3:

0 0 1 1 00 1 00 1 00
0O 1 0 |, 0O 1 0 |, 0O 1 0 |, 0 1 t
1 00 0 0 t t 0 1 0 01
Radkové tpravy pomoci elementarnich matic 4-52

Matice

Efekt ndasobeni elementarni matici zleva

vSe je ddno radkovou definici soucinu matic — i-ty radek v soucinu
AB je linedrni kombinace radkl pravého Cinitele B s koeficienty v
i-tém radku levého Cinitele A

0 0 1\/ b/ bl 1 0 0\/ b/ b/
01 0]) bl |=[b] |01 0] bl |=| bl
1 0 0/\ bJ b/ 0 0 t/\ bJ th]
1 0 0 b/ b/

1 0 bl | = 1
t 01 bl tb] +bJ
10 b/ b/
0 1 ¢ bl | = bJ +tb]
0 0 1 by bl
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Matice

Obecné elementarni matice 1

1 1

(o V(1 \

0 1

: , t
1 . 0 -
1
\ 1)\ 1)
prehozeni radka ndsobeni radku nenulovym cislem

vsechny nevyznacené prvky na hlavni diagondle jsou 1,
vsechny nevyznacené prvky mimo hlavni diagonalu jsou 0

Radkové Gpravy pomoci elementarnich matic 4-54

Matice

Obecné elementarni matice 2

(v V(. \

K AEUA Y

pri¢teni t-nasobku jednoho radku k jinému radku

vsechny ostatni prvky mimo hlavni diagonalu jsou 0,
vsechny prvky na hlavni diagonale jsou 1

]
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Matice

77

co se stane, vynasobime-li matici elementarni matici zprava ?

Réadkové ipravy pomoci elementarnich matic 4-56

Matice

Diagonalni a trojahelnikové matice

definice: ¢tvercova matice A = (aj;) se nazyva diagonalni, pokud
ma vSechny prvky mimo hlavni diagondlu nulové, tj. pokud pro
kazdé i # j plati a;j = 0

nazyva se horni trojuhelnikova, pokud ma vsechny prvky pod hlavni
diagonalou nulové, tj. pokud pro kazdé / > j plati a;; =0

nazyva se dolni trojuhelnikova, pokud ma vsechny prvky nad hlavni
diagondlou nulove, tj. pokud pro kazdé / < j plati a;; =0

e matice je diagonalni pravé kdyz je soucasné horni i dolni
trojihelnikova

e el. matice pro nasobeni fadku nenulovym d&islem je diagondlni

e el. matice pro pri¢teni nasobku néjakého radku k radku pod
nim je dolni trojdhelnikova

e el. matice pro pricteni nasobku néjakého radku k radku nad
nim je horni trojdhelnikova
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Matice

Soucin diagondlnich a trojlhelnikovych matic

e matice je dolni trojihelnikova pravé kdyz matice k ni
transponovana je horni trojihelnikova

tvrzeni:
e soucin diagonalnich matic je diagonalni matice
e soucin hornich trojihelnikovych matic je horni trojihelnikova

e soucin dolnich trojihelnikovych matic je dolni trojahelnikova

dukaz: C = AB, A= (a,-j)nx,,, B = (bjk)nxnr Cik = 27:1 a,-jbjk
e je-li i = k, pak pro kazdé j =1,...,n plati i # j nebo j # k;
potom bud a;; = 0 nebo by, =0, proto cj =0
e je-li i > k, pak pro kazdé j =1,...,n plati i > j nebo j > k;
potom bud a;; = 0 nebo bjx =0, proto cj =0

Radkové tpravy pomoci elementarnich matic
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Regularni matice - obsah

B Regularni matice
Definice reguldrnich matic
Vypocet inverzni matice
Ekvivalentni podminky s regularitou
LU-rozklad

L]
4-59
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Matice

Invertovatelné matice

zakladni definice: ¢tvercovd matice A radu n nad télesem T se

nazyva invertovatelnad, pokud existuje ¢tvercova matice X radu n
nad T, pro kterou plati AX = [, = XA, matice X se pak nazyva

inverzni matice k matici A: oznaéeni inverzni matice: A~1

tvrzeni: je-li A invertovatelnd matice, pak je inverzni matice k
matici A uréend jednoznacné

dakaz: jsou-li X, Y inverzni matice k A, pak plati
X=Xl,=X(AY)=(XA)Y =Y =Y

o . . . , 1 0
priklad matice, ktera neni invertovatelna: 0 0

Regularni matice 4-60

Matice
Regularni matice
Ctvercovd matice A rfadu n urluje zobrazeni f4 : T" — T"

pro zobrazeni f; : T" — T" uréené jednotkovou matici /, plati
fi (x) = I,x = x pro kazdé x € T"

zobrazeni f; je tedy identické zobrazeni idt» na mnoziné T"

je-li A invertovatelnd a X inverzni matice k A, pak z AX = I,
plyne fafx = f; = idtn a z XA = I, plyne fxfa = f; = idtn

fx je tedy inverzni zobrazeni k f4 a proto je zobrazeni
fa: T" — T urené invertovatelnou matici A vzajemné
jednoznacné podle pozorovdni na str. 1-41

zakladni definice: ¢tvercova matice A radu n nad télesem T se

nazyva regularni, pokud uréuje vzajemné jednoznacné zobrazeni
fa: TN —T°
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Matice

Regularni < invertovatelna

invertovatelnd = regularni bylo dokdzano na predchozi strané
regularni = invertovatelnd potrebujeme dokazat

je-li A reguldrni matice fadu n, je zobrazeni f4 : T" — T"
vzdjemné jednoznacné

to znamena, ze pro kazdy vektor b € T" existuje pravé jeden
vektor x € T" takovy, ze fa(x) = Ax =Db

tj. soustava Ax = b ma jednoznacné reseni pro kazdy vektor b

potrebujeme najit matici X raddu n takovou, ze AX =1, = XA
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Matice

Vypocet inverzni matice 1

je-li AX =1, a X = (x1]---|x,), pak
AX = (AX]_‘ ce ‘Axn) — In f— (el‘ .. ‘en)’
kde vektory e1, ..., e, jsou prvky kanonické baze v T"

k nalezeni inverzni matice X musime vyresit soustavy Ax; = e; pro
j=1...,n

z predpokladu, ze A je regularni plyne, ze vSechny tyto soustavy
maji jednoznacné reseni

to znamenad, ze vSechny proménné jsou bazové, zadna volna

pokud (Alej) ~ (C|bj) a (C|b;j) je v rot, je v kazdém sloupci
matice C néjaky pivot, vSechny radky matice C jsou tedy nenulové

proto hodnost r(A) = n (a také r(Ale;) = n, protoze (Ale;) je
resitelnd)
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Matice

Vypocet inverzni matice 2

misto pfimého vypoctu reseni x; zp€tnou substituci pokracujeme v
el. radkovych Gpravach stejné jako na str. 2-23

vynasobenim vhodnym cislem zménime kazdy pivot na 1 a pak
vynulujeme vSechny prvky nad nim (pod nim uZ nulové jsou)

dostaneme tak (Alej) ~ (Cl|bj) ~ (/n|d})
x; = d; je jediné reSeni soustavy (Ale;), tj. Ad; = e;

posledni trik spocivd v tom, Ze nereSime soustavy (A|e;) kazdou
zvlast, ale reSime je vSechny najednou

matici (Al|l,) pfevedeme pomoci efii do tvaru (/,|D)
potom AD = A(dy|---|d,) = (Ady]|--- |Ad,) = (e1]-- - |en) = I,

matice D je jediny mozny kandidat na A=, zbyva ovéfit DA = I,

Regularni matice
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Matice

Opravdu dostaneme inverzni matici

jestlize (A|l) ~ (I,|D), vyjadfime kazdou efii pomoci nasobeni
elementarni matici zleva

existuji tedy elementarni matice Eq, Ep, ..., Ex fddu n takové, ze
Ei - E2E1(Allp) = (In| D)

nyni stac¢i uvédomit si, napr. pomoci sloupcové definice soucinu, Ze
Ep---ExE1(Allh) = (Ex - - ERE1A|E - - - ExEq )

plati tedy (Ek e EzElA‘Ek “e E2E1/n) = (/n’D)

z porovnani pravych blok( dostdvdme E; --- ExE1l, = D,

z rovnosti mezi levymi bloky pak plyne Ey--- EoE;A= DA =1,
vime uz, ze AD = [,,, matice D je tedy inverzni k A, Al=D

Regularni matice
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Matice

Priklad
2 -1 0
najdeme inverzni maticik | -1 2 -1
0o -1 2
2 -1 0|10 0 1 -3 0[5 00
-1 2 -1/010|~[0 2 -1/ 10|~
0 -1 2|0 01 0 -1 2|0 01
1 1 1 1
o © 2120 (o T oll11]-
0 0 53i31 001il§
3 13 3 4 2 4
3 1 1
001}z 3 1

nevérici Tomasové si udélaji zkousku:

Regularni matice
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Matice

Shrnuti

dalezita véta: pro Ctvercovou matici A fadu n nad T jsou
ndsledujici podminky ekvivalentni

1. A je reguldrni
zobrazeni f4 : T" — T" je na mnozinu T"
zobrazeni f, je prosté

soustava Ax = 0 ma jediné reseni x =0

ok

Gaussova eliminace prevede A do horni trojihelnikové matice s
nenulovymi prvky na hlavni diagonale (tj. bez nulovych Fadki)

6. A lze prevést pomoci efi do matice /,

7. A je invertovatelna

dukaz:

Regularni matice
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Matice

Vztah inverze a dalSich operaci

tvrzeni: jsou-li A, B reguldrni/invertovatelné matice stejného radu
nnad T a t € T nenulovy prvek, pak plati

o Al jeregularmia (A1)l = A

o AT jereguldrmia (A7)t =(A"1)T
o tA je regularni a (tA)~1 =¢t1A7!

e AB je regularni a (AB)"! = B71A-1

dikaz: staci vzdy ovérit, ze matice vpravo je inverzni k té vlevo

Regularni matice
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Matice

Dasledky

dasledek shrnuti: kazdd elementdrni matice je
regularni/invertovatelna

dikaz: elementarni matici E dostaneme z jednotkové jednou eri,
ty jsou ale vratné, takze z E dostaneme jednotkovou matici také
jednou erd; z podminky 6. shrnuti plyne, ze E je
regularni/invertovatelna
dasledky duisledku shrnuti:

e soucin elementdrnich matic je reguldrni matice

e jsou-li A, B matice typu m x na A ~ B, pak existuje regularni

matice R radu m takova, ze RA =B

diukaz: elementarni matice jsou regularni a soucin reguldrnich
matic je regularni

je-li A ~ B, existuji elementdrni matice Eq, ..., E, tak, ze
Ey---E1A= B a soucin el. matic E,--- E; = R je regularni

Regularni matice
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Matice

Shrnuti - druha cast
pokracovani dualezité véty: pro ¢tvercovou matici A fddu nnad T
jsou ndsledujici podminky ekvivalentni
7. A je invertovatelna
8. existuje matice X takova, ze AX = I,
0. existuje matice Y takovd, ze YA =/,

10. A lze vyjadfit jako soudin elementarnich matic
dikaz: vime uz, ze podminka 7. je ekvivalentni jakékoliv z

podminek 1.-6.

dasledek: pro matice C, D stejného typu C, D plati C ~ D pravé
kdyz existuje regularni matice R radu m takova, ze RC = D
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Matice
Priklady inverznich matic

pokud chapeme geometricky vyznam matice A, tj. zobrazeni fy,
mulzeme napsat inverzni matici primo

((come s )T (o) —dnCe) )

snadno také napiSeme inverzni matice k elementdrnim maticim

-1 —1

100 10 0 01 0 01 0
010 =lo1 0 |]l100]| =[100
0 0 t 0 0 t! 0 0 1 0 01

100\ * 10 0

01 ¢ — [ 0o 1 -t

00 1 00 1
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Matice

Gaussova eliminace bez prohazovani radkii

v pripadé nékterych regularnich matic se pri Gaussové eliminaci
obejdeme bez prohazovani radkl, protoze pivoty vychazeji nenulové

2 1 1 X1 5
reSime soustavu Ax = b: 4 —6 0 X = 2
—2 7 2 X3 9
2 1 1|5 2 1 1 5
4 —6 02 | ~ 0 -8 —2|-8 |~
—2 7 219 -2 7 2 9
2 1 1 5 2 1 1 5
O 8 -2|-8)|]~|0 -8 —2|-8
0 8 3 | 14 0 O 1 §)

dostali jsme ekvivalentni soustavu Ux = ¢ s horni trojihelnikovou
matici U, kde (U|c) = GFE(A|b) pro néjaké el. matice E, F, G
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Matice
Od Ak U a zpét

plati U = (GFE)A a ¢ = GFE b, kde

1 00 1 00 1 0 O
E1=l 2 10 |,F1=f 0 1 0J],G'=l0 1 o0
0 0 1 -1 0 1 0 -1 1
1 0 O
spocteme E-1F-1G71 = 2 1 0 |=L
-1 -1 1
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L U-rozklad

dostali jsme tak vyjadreni A = LU

2 1 1 1 0 O 2 1 1
4 —6 0 | = 2 1 O 0 -8 -2
-2 7 2 -1 -1 1 0O 0 1

L je dolni trojahelnikovd matice s jednotkami na hlavni diagondle,
U je horni trojahelnikovd matice s pivoty na hlavni diagonale

pokud pri Gaussové eliminaci regularni matice nepouzivame
prehazovani radki, je rozklad A = LU zaznamem o probéhlé GE

U je vysledek Gaussovy eliminace pouzité na A

L obsahuje informace o tom, jaké ndsobky radkl jsme odecitali od
radkld pod nimi
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Matice

Vyuziti LU-rozkladu

feSime soustavu Ax = b s reguldrni matici A
zname LU rozklad matice A: A= LU
feSeni soustavy LUx = b rozdélime na reSeni dvou soustav

napred vyresime soustavu Lc = b s dolni trojihelnikovou matici L,
primou substituci najdeme vektor ¢

potom vyreSime soustavu Ux = ¢ zpétnou substituci
plati Ax = LUx = Lc = b, takto nalezené x resi soustavu Ax = b

tento postup je mimoradné vyhodny, pokud potrebujeme resit
soustavy Ax = b pro riznd b, ale se stejnou matici soustavy A

jednou Gaussovo eliminaci najdeme rozklad A = LU

pak uz vystadime jenom s primou a zpétnou substituci
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Matice

Inverzni matice k trojahelnikovym maticim
pro regularni matici A plati
e je-li A diagonalni, pak je A~! také diagonalni,
e je-li A dolni trojihelnikova, pak je A~! také dolni
trojahelnikova,
e je-li A horni trojthelnikova, pak je A~! také horni
trojihelnikova
dikaz: ukdzeme jenom druhé tvrzeni
pri Gaussové eliminaci dolni trojihelnikové matice A vystacime
pouze s pric¢itdnim nasobkl néjakého radku k rFddkim pod nim,
pouzivdme elementarni matice, které jsou dolni trojihelnikové

dostaneme diagondlni matici, vhodnymi ndsobky radki ji upravime
na jednotkovou, prislusné elementdrni matice jsou diagonalni

plati tedy Ex--- E1A = I,, kde E1, ..., Ex jsou dolni trojahelnikové
matice, A~ = E, - - - E; je proto také dolni trojihelnikova
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Matice

Véta o LU-rozkladu

je-li A regularni matice radu n, u které pri Gaussové eliminaci
nemusime prohazovat radky, pak existuji jednoznacné urcené
matice L a U Fadu n, pro které plati

e A=LU

e L je dolni trojuhelnikova s jednotkami na hlavni diagondle

e U je horni trojahelnikova s nenulovymi prvky na hlavni

diagondle

diikaz: protoze A je regularni, Gaussova eliminace ji prevede do
horni trojihelnikové matice U s nenulovymi prvky na hlavni
diagondle - podminka 5. shrnuti na str. 4-67

Ey---ExE1A = U pro néjaké el. matice, které jsou vSechny dolni
trojuhelnikové s jednotkami na hlavni diagondle, tedy Ex --- ExE;
je také dolni trojuhelnikovd s jednotkami na hlavni diagondle

potom A = LU, kde L = (Ex--- ExE1)™! je dolni trojtihelnikova
matice s jednotkami na hlavni diagondle
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Dikaz jednoznacnosti LU-rozkladu

jsou-li A= L1U; a A= LyU> dva LU-rozklady matice A, plati
LUy = LaUs, tj. LML = U Ut

matice L2_1L1 je dolni trojihelnikova s jednotkami na hlavni
diagondle

matice UoU; ! je horni trojiihelnikova

matice L2_1L1 = U Ul_1 je tedy diagondlni s jednotkami na hlavni
diagondle

proto Ly'Ly = U Uyt =1y, tj. Ly = Ly a Uy = Us
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Matice
Poznamky

e mnohé matice vznikajici pri feSeni praktickych Gloh maji
L U-rozklad, pat¥i mezi né matice typu AT CA, které jsme
dostali pri reSeni Glohy o pruzinach nebo u elektrického obvodu

e pozdéji si ukdzeme, ze ¢tvercovd matice A ma LU-rozklad
pravé tehdy, kdyz kazdy hlavni minor matice A je reguldrni

e ne kazda regularni matice ma LU-rozklad, nejjednodussi

u : 0 1
priklad je ( 10 )

e pro kazdou reguldrni matici A fddu n existuje permutacni
matice P (permutaéni matice je matice, kterd ma v kazdém
radku a kazdém sloupci pravé jeden prvek rovny 1 a ostatni
nulové), pro kterou plati, ze PA ma LU-rozklad

e permutacéni matice v souc¢inu PA prehazuje radky A

e jakym zplsobem je treba prehazet radky A tak, aby existoval
LU-rozklad PA = LU, zjistime v pribéhu Gaussovy eliminace
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Inverze zprava a zleva - obsah

B /nverze zprava a zleva
Charakterizace
Vyznam existence jednostrannych inverzi

Inverze zprava a zleva 4-80

Matice

Matice inverzni zprava

tvrzeni: pro matici A typu m x n nad T je ekvivalentni
e existuje matice X takova, ze AX = I,

e zobrazeni fqa: T" —=T" jena T™

dikaz |}: pokud existuje X takovd, ze AX = I,,, musi byt X typu
nxm

X uréuje fx :TM —=T"a3a pIati fafx = fax = ﬁm = idTm

podle pozorovani na str. 1-40 je zobrazeni f4 na T

f: protoze f4 : T" — T™ je na T™, existuje pro kazdy prvek e;
kanonické baze v T prvek x; € T" takovy, ze fao(x;) = Ax; = €;

vektory x; srovname do sloupcli matice X = (xq|- - |xm), pak plati
AX = A(X1| e |xm) — (AX1| e |Axm) — (e1| e |em) = I
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Matice inverzni zleva

tvrzeni: pro matici A typu m x n nad T je ekvivalentni

e existuje matice X takova, ze XA =1,

e zobrazeni f4 : T" — T™ je prosté
dikaz |}: pokud existuje X takova, ze XA = [,, musi mit typ n x m
plati fxfa = fxa = fj, = idtn, zobrazeni f, je tedy prosté (viz 1-82)
1: je-li zobrazeni f4 : T" — T™ prosté, ma soustava Ax = o jediné
feSeni x = 0; vSechny proménné xi, ..., X, jsou proto bazové
Gaussova eliminace prevede A do rot C, tj. A~ C, prvnich n
radkd v C je nenulovych, vSsechny ostatni jsou nulové
stejné jako v algoritmu pro hledani inverzni matice zménime
pomoci ert vSechny pivoty na 1 a vynulujeme prvky nad nimi
plati tedy A ~ ( hn ) a E---EHA= ( hn ) pro

O(m—n)xn O(m—n)xn

vhodné el. matice E1, ..., Ex
X tvofi prvnich n fadkd matice E = Ej - - - E1, ta splnuje XA =1,
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Matice

Matice pro Glohy méreni
necht y = Ax je Gloha na méreni, A je matice typu m X n

hodnoty yi1, ..., ym mizeme méfit a z namérenych hodnot
pocitdme neznamé hodnoty xi,..., X,

dobre navrzeny systém méreni, tj. matice A, musi mit tu vlastnost,
ze prislusné zobrazeni f4 : R” — R™ je prosté

pokud by pro dva riizné vektory u,v € R” platilo Au = Av, pro
nenulovy vektor w = u — v a libovolné realné Cislo t by platilo
A(tw) = t(Aw) = tA(u —v) = t(Au — Av) = to = o

uvnitr provérovaného systému by se cosi délo a vSechny pFistroje by
byly na 0; proto je nutné, aby m > n

systém méreni musi byt také odolny vici poruchdm méreni
porouchané Cidlo (fadek v A) vynechame a stale by mélo byt m > n

u Gloh na méreni je typicky m >> n, matice A jsou ,,hubené”
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Matice pro Glohy fizeni

je-li A je matice typu m X n a y = Ax (loha fizeni, mizeme ménit
hodnoty proménnych xi, ..., x, a snazime se dosdhnout predem
danych hodnot proménnych yi,...,ym

v takovém pripadé je dobré, aby zobrazeni f4 : R" — R™ bylo na,
aby kazdého mozného stavu (y1,...,ym)" $lo dosdhnout

k tomu je treba, aby platilo m < n

chceme-li mit vice nez jednu moznost jak volbou hodnot
proménnych xi,...,x, dosdhnout stavu y1,...,ym, je tfeba aby
platilo m < n

typicka matice pro Glohy fizeni ma vice sloupcli nez radki, je

ey

Ltlusta

tak jako matice pro rizeni pohybu hlavy disku

Inverze zprava a zleva
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Matice

Matice - shrnuti

e zakladni: soucet matic a skaldrni ndsobek matice, jejich
vlastnosti

e zakladni: soucin matic, sloupcova, prvkova a radkova definice

e zakladni: asociativita soucinu matic, distributivita soucinu
matic vzhledem k jejich scitani

e zakladni: motivace soucinu matic pomoci vztahu mezi
slozenim zobrazeni urlenych maticemi a zobrazenim uréenym
jejich soucinem

e zakladni: invertovatelné a reguldrni matice, nejrizné;si
ekvivalentni definice, i z pozdéjsich kapitol

e dulezité: matice jednoduchych geometrickych zobrazeni v
roviné

e dulezité: vztah mezi mnozinou vSech reseni soustavy
linedrnich rovnic a mnozinou vsech resSeni prislusné homogenni
soustavy

Inverze zprava a zleva
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Matice - shrnuti

dualezité: transponovand matice k soucinu matic

dualezité: elementarni matice, jejich souvislost s elementarnimi
rddkovymi Gpravami matice

dualezité: diagonalni a trojuhelnikové matice, jejich soucin,
inverzni matice k regularnim trojahelnikovym maticim

dalezité: inverzni matice k soucinu regularnich matic,
transponovana matice k reguldrni matici

dilezité: matice inverzni zleva a zprava k maticim, které
nejsou Ctvercové

pro zajimavost: sestaveni soustavy rovnic pro rovnovadzné
stavy (pruziny, elektricky obvod)
pro zajimavost: Glohy vedouci na umocnovani matice

o

pro zajimavost: Gaussova eliminace bez prohazovani radka,
L U-rozklad matice a jeho jednoznacnost

Inverze zprava a zleva
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Vektorové prostory

Kapitola 5

Vektorové prostory

5-1




Vektorové prostory

Vektorové prostory - obsah

B Pojem vektorového prostoru
B Podprostory

B [inearni obal

B Linearni nezavislost

B Dimenze

Vektorové prostory

Pojem vektorového prostoru - obsah

B Pojem vektorového prostoru
Motivace
Definice vektorového prostoru

]
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Vektorové prostory

Mnozina vSech reseni soustavy linearnich rovnic 1

na str. 2-43 jsme vyjadrili libovolné feSeni soustavy linedrnich
rovnic Ax = b s matici soustavy A typu m X n ve tvaru

u+ > ,cp tpVp,
kde P C {1,2,...,n} je mnozina index( vSech volnych
(nebazovych) proménnych

vektor u € T” je jedno partikularni reSeni soustavy Ax = b

vektory v,, p € P, jsou n€jaka feSeni homogenni soustavy Ax = o

skuteCnost, Ze jejich linedrni kombinace > . p £V, je také feSenim

homogenni soustavy Ax = o, plyne z jednoduchého porovani

pozorovani: jsou-li vektory u,v € T" reSenim homogenni soustavy
Ax=o0as,t € T, pak ru+ sv je také reseni soustavy Ax = o

dukaz:

Pojem vektorového prostoru
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Vektorové prostory

Mnozina vSech reSeni soustavy linearnich rovnic 2

ukazali jsme tak znovu, ze kazdé reseni soustavy Ax = b mizeme
vyjadrit jako soucet u + w jednoho partikularniho reSeni u této

soustavy a néjakého reseni w homogenni soustavy Ax = o

oproti tvrzeni na str. 4-32 navic vime, Zze mnozina vsech reseni
homogenni soustavy Ax = 0 se rovnd mnoziné vSech linedrnich

kombinaci
{Zpep toVp @ tp € T}

n€jakych vektorld v,, p € P

jak efektivni je toto vyjadreni mnoziny vSech reseni homogenni

soustavy Ax = o a tedy také obecné soustavy Ax =b ?

je mnozina vsech reSeni vzdy prfimka, pokud ma soustava jednu

volnou proménnou ?

je to vzdy rovina, pokud ma soustava dvé volné proménné ?

Pojem vektorového prostoru
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Linedrni kombinace matic, funkci, posloupnosti, apod.
matice stejného typu mizeme scitat a nasobit Cislem

mulzeme proto zkoumat také linedrni kombinace matic, vyrazy typu
t1A1 + A + - - - + t Ak

ve Fourierové analyze je dulezité zjistit, s jakou presnosti Ize
redlnou funkci f(x) jedné redlné proménné vyjadrit jako soucet

f(x) ~ Zﬁ:o ap sin nx + Zﬁ:o by, cos nx

periodickych funkci

vime také, ze jsou-li (a,)?2; a (bn)72; konvergentni posloupnosti
redlnych Cisel, pak

s(an)pZy + t(bn)pZy = (san + thn)p2y

je rovnéz konvergentni posloupnost

Pojem vektorového prostoru
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Vektorové prostory

S&itani a skalarni nasobek

abychom mohli pocitat s linedrnimi kombinacemi matic, funkci,
posloupnosti, musime umét matice, funkce, posloupnosti scitat

sCitani je vzdy binarni operace — soucet matic stejného typu je opét
matice téhoz typu, soucet redlnych funkci jedné redlné proménné je
opét realnd funkce jedné redlné proménné, atd.

dale musime umét nasobit matice, funkce, posloupnosti Cislem,
soucdin Cisla s matici je opét matice, soucin Cisla s funkci je funkce,
soucin Cisla s posloupnosti je posloupnost, atd.

Cisla budou vzdy prvky néjakého télesa, budeme jim fikat skalary

soucin skalaru s matici neni binarni operace — nasobime riizné
véci, Cislo s matici, Cislo s funkci, Cislo s posloupnosti, apod.

proto také mluvime o skalarnim nasobku matice, vektoru, funkce,
misto o soucinu

Pojem vektorového prostoru
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Zakladni definice - definice vektorového prostoru

vektorovy prostor V nad télesem T je mnozina V spolu s binarni
operaci + scitani prvk( V' a skalarnim nasobenim - prvki télesa T
s prvky mnoziny V/, které maji nasledujici vlastnosti

vS1) pro kazdé u,v,w € V plati (u+v)+w =u+ (v+ w)
existuje prvek o € V takovy, ze pro kazdé u € V jeu+o0=u
pro kazdé u € V existuje —u € V takové, Ze u+ (—u) = o
pro kazdé u,v € V platiu4+v=v+u

pro kazdé u € V a kazdé r,se T platir-(s-u)=(r-s)-u
pro kazdé u € V plati1-u=u

pro kazdéu e V akazdér,se T je(r+s)-u=r-u+s-u
vD2) pro kazdé u,v € Vakazdérec Tplatir-(u+v)=r-u+r-v

prvky mnoziny V nazyvame vektory, prvky télesa T jsou skaldry

Pojem vektorového prostoru
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Priklady vektorovych prostort

e mnozina T" vSech n-slozkovych aritmetickych vektor( nad
télesem T s béznymi operacemi scitani aritmetickych vektort
a jejich nasobeni prvkem t € T; tento prostor nazyvame
aritmeticky vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a
oznacujeme jej T"

e mnozina Ker A vsech feSeni homogenni soustavy linearnich
rovnic Ax = 0, kde A je matice typu m X n nad télesem T, s
operacemi s¢itani aritmetickych vektord a jejich nasobeni
skalarem z T:; vSimnéte si, ze Ker AC T"

e mnozina T™*" vSech matic typu m x n nad télesem T s
operacemi sc¢itdni matic a nasobeni matic skaldrem t € T je
vektorovy prostor nad télesem T, oznacujeme jej T"*"

e mnozina vSech realnych polynomi s operacemi scitdni
polynom{ a nasobeni polynomu realnym cislem je vektorovy
prostor nad R

Pojem vektorového prostoru
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Vektorové prostory
Dalsi priklady vektorovych prostort

e mnozina vsech realnych funkci f : X — R s operacemi
(f + g)(x) = f(x) + g(x) a (rf)(x) = r - f(x) je vektorovy
prostor nad R pro kazdou mnozinu X

e je-li X =N, jde o mnozinu vSech posloupnosti realnych cisel s
obvyklymi operacemi scitani posloupnosti a nasobeni
posloupnosti redlnym cislem

e mnozina vSech konvergentnich posloupnosti realnych cisel s
obvyklymi operacemi

e mnozina vsech spojitych funkci f : R — R s obvyklymi
operacemi s¢itani funkci a ndsobeni funkce redlnym cislem

e mnozina vsech diferencovatelnych funkci f : R — R s
obvyklymi operacemi

e mnozina vsech redlnych funkci jedné redlné proménné, které
maji spojité derivace vsech radi, s obvyklymi operacemi

e atd., atd.
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Jednoduché vlastnosti vektorovych prostort

ndsledujici vlastnosti vektorovych prostori budeme pouzivat
automaticky

tvrzeni: v kazdém vektorovém prostoru V nad télesem T plati
e nulovy prvek o je uren jednoznacng,

rovnice u + X = v ma pro pevna u,v € V pravé jedno reseni,

opacny prvek —v je prvkem v urcen jednoznacné,

e Ov = o pro libovolny prvek v € V
e ao = o pro libovolny skaldr a e T

je-li av = 0, pak bud a =0 nebov =0

e —v = (—1)v pro kazdy prvek v € V, specidlné —(—v) =v
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Podprostory - obsah

B Podprostory
Pojem podprostoru
Dalsi priklady podprostort

Podprostory
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Vektorové prostory

Vektorovy prostor podmnozinou jiného

u nékterych prikladi vektorovych prostortl je jeden podmnozinou
druhého

mnozina vSech konvergentnich posloupnosti redlnych Cisel je
podmnozinou mnoziny vsech posloupnosti redlnych Cisel

mnozina vsech spojitych redlnych funkci jedné redlné proménné je
podmnozinou mnoziny vSech redlnych funkci jedné redlné proménné

mnozina vSech diferencovatelnych funkci jedné redlné proménné je
podmnozinou mnoziny vSech spojitych redlnych funkci

mnozina Ker A vsech feseni homogenni soustavy Ax = o0 s matici
soustavy typu m x n nad télesem T je podmnozinou aritmetického
prostoru T" vSech n-slozkovych aritmetickych vektort nad T

mnozina vSech readlnych polynomi stupné nejvyse n je
podmnozinou mnoziny vsech redlnych polynomi

Podprostory
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Definice podprostoru

tvrzeni: je-li V vektorovy prostor nad télesem T a U C V
neprazdna podmnozina V takova, ze

e kdykoliv u,v € U, pak také u+v € U,

e kdykolivue UareT, pak také ru e U
pak mnozina U spolu s operacemi scitani vektor(i a skaldrniho
ndsobku prevzatymi z V je vektorovy prostor

dikaz: scitdni je binarni operace na U, nebot u+ v € U pro kazdé
prvky u,v € U, skaldrni nasobek ru e U pro kazdéuce UareT
axiomy vektorového prostoru jsou splnéné pro prvky mnoziny U,
protoze jsou splnéné pro prvky V a operace v U jsou operace ve V
z(zené na U

definice: rikdme, ze vektorovy prostor U je podprostor vektorového
prostoru V, pokud je U C V a operace v U jsou z(zenim
(pochazeji z) operaci ve V; znaceni: U <V
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Nékteré zrejmé podprostory

kazdy vektorovy prostor V ma dva trividlni podprostory, jednim je
jednoprvkovy (nulovy) prostor {o} a druhym cely prostor V

pokud néjaky podprostor U prostoru V nad télesem T obsahuje
néjaky nenulovy vektor u, musi obsahovat vSechny jeho skalarni
ndsobky ru pro kazdé r € T

mnozina {ru: r € T} je uzaviena

e na scitani, nebot ru+ su = (r + s)u pro kazdé r,s € T

e a na skaldrni nasobky, nebot t(ru) = (tr)u pro kazdé r,t € T
je proto podprostorem V, tj. {ru:r € T} <V pro kazdé u € V

kazdy nenulovy podprostor U prostoru V tak s kazdym prvkem
u € U musi obsahovat cely podprostor {ru:r e T}
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Podprostory R? a R3

v pripadé prostoru R? a vektoru o # u € R? tvoii podprostor
{ru:r € T} pfimku prochazejici pocatkem a vektorem u

pokud podprostor U < R? obsahuje kromé& pfimky {ru: r € R}

jesté néjaky dalsi vektor v ¢ {ru : r € R}, musi obsahovat také
celou pfimku {sv : s € R}

musi proto obsahovat také vsechny vektory {ru+sv:r,s € R} a
tedy celou rovinu R?

podobné nahlédneme, Ze jediné netrivialni podprostory R3 jsou
primky a roviny prochazejici po¢atkem

Podprostory 5-16

Vektorové prostory

Jadro matice

definice: je-li A matice typu m x n nad télesem T, pak podprostor
Ker A= {x € T" : Ax = o} aritmetického prostoru T"” nazyvdme
jadro matice A nebo také nulovy prostor matice A

jadro matice A je tedy vektorovy prostor tvoreny vSemi resenimi
homogenni soustavy Ax = 0

prostor Ker AT je podprostorem T™
byva také nazyvan levy nulovy prostor matice A, nebot proy € T™

plati y € Ker AT pravé kdyz ATy =0 co7je
pravé kdyz (ATy)T =o' atojepravé kdyz y'A=o"
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Linearni obal - obsah

B [inearni obal
Linedrni obal je podprostor
Sloupcovy a radkovy prostor matice

Linearni obal 5-18

Vektorové prostory
Definice linearniho obalu

vidéli jsme, Ze kazdy netrividlni podprostor R? nebo R3 Ize popsat
jako mnozinu vsech linedrnich kombinaci jednoho nebo dvou
vektor(

na str. 5-5 jsme vidéli, ze také jddro Ker A matice A lze vyjadrit
Jako mnozinu vSech linedrnich kombinaci vektort v,, p € P

zakladni definice: je-li V vektorovy prostor nad télesem T a

X C V prvkl , pak linearni obal mnoziny X definujeme jako
mnozinu vSech moznych linearnich kombinaci prvki mnoziny X s
koeficienty z télesa T, tj. jako mnozinu

{r1u1+r2u2+---—|—rkuk Uy, ..U € XS, Ty GT,kENo}
oznaceni: (X), je-li X ={vy,...,v;} koneénd, pak pouzivime
také oznaceni (v1,...,v;) misto ({v1,...,v/})

otazky: ¢emu se rovnad (()) ? plati X C (X) pro kazdou X C V' ?
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Linedrni obal je podprostor
tvrzeni: je-li V vektorovy prostor nad T, pak linedrni obal (X)
libovolné mnoziny X C V je podprostor V
diukaz: ukdZzeme, Ze mnozina (X) C V je neprazdnd a uzavfena na
sCitdni i na ndsobeni skaldrem a pouzijeme tvrzeni na str. 5-14
vzdy o € (X), v definici (X) staci zvolit k =0

jsou-li u,v dva prvky (X), pak u = rqu; +--- + ryuy a

V = 51V1 + - - - + sv; pro néjaké prvky ui, ..., ux,vy,...,v; € X a
skalary ri,...,rg,s1,...,5 €T

potom u+v = rqug + -+ - + rug + spvy + -+ spvp € (X)
rovnéz tu = (try)ug + - - - + (tre)ug € (X) pro kazdy skalar t € T
definice: je-li V vektorovy prostor nad T a (X) = V pro néjakou

mnozinu X C V, pak rikdme, ze X generuje prostor V nebo také,
ze X je mnoZina generatori V

Linearni obal 5-20
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Jednoduché vlastnosti linearntho obalu

pozorovani: je-li V vektorovy prostor nad télesem T a X, Y C V,
pak plati

1. je-li X C Y, pak (X) C (Y)

2. (X) C (Y) pravé kdy? X C (Y)

3. je-li X podprostor V, pak X = (X)

4. mnozina X C V je podprostor V pravé kdyz plati (X) = X

5. (X) je ,nejmensi" podprostor V obsahujici X
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Linedrni obal konecné posloupnosti prvki V

v posloupnosti (vi,...,v;) se mohou nékteré prvky opakovat,
v mnoziné {vi,...,v;} je kazdy prvek nejvyse jednou
tvrzeni: je-li (vi,...,v;) posloupnost prvki vektorového prostoru

V nad T, pak <V1,...,V/> :{r1v1+---+r/v/ Y G ¢ ET}
dikaz O: je-li u = rnvy + - - - 4+ vy, pak kazdy prvek

v; € {v1,...,v;} atedy u € (vi,...,v;) podle definice linedrniho
obalu

C:je-liu e (vy,...,vy), pak u = sju; + - - - + siug, kde

u; € {vy,...,v;} prokazdé i =1,... k

pokud u, = u, = v; pro néjaké p,q € {1,..., k} nahradime
s¢itance spup, a squg jejich souctem (s, + sq)v;

takto postupné upravime soucet u = sju; + - - - + su, do tvaru

u=tyvy +---+t;v; , kde prvky v;,...,v; jsou navzajem riizné
do posledni sumy pfiddme scitance Ov; pro vSechna j # i1, ..., im
Linearni obal 5-22

Vektorové prostory
Sloupcovy a radkovy prostor matice

zakladni definice: sloupcovy prostor matice A = (ai|az|---|an)
typu m x n nad T je linedrni obal (a1, as,...,a,) posloupnosti
jejich sloupcovych vektortl, zna€eni: ImA

Fddkovy prostor matice A je prostor Im AT, tj. linearni obal

(ai,ap,...,anm) posloupnosti radkovych vektorti matice A

podle tvrzeni na pfedchozi str. 5-22 se linearni obal (aj,as,...,a,)
rovnd mnoziné vsech moznych linedrnich kombinaci

xi1a1 + xpa2 + - - - + xpa, sloupcovych vektorl A, tj.
ImA={Ax:x € T"} = {fa(x) : x e T"}

sloupcovy prostor matice A se proto také nazyva obor hodnot
matice A

radkovy prostor matice A se pak nazyva obor hodnot matice AT
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Priklady 1
, ... (1 3 4
Pro redlnou matici A = ( > 7 _1 )
, 1 4
sloupcovy prostor ImA = <( 5 ) ( ) : ( 1 >>
1 2
radkovy prostor ImAT = < 3], 7 >
4 —1

priklad: jak pozname, Ze b = (by, b)) € ImA ?

FeSeni: plati (by, by)" € Im A pravé kdyz existuji koeficienty
x1,X2,x3 € R, pro které plati

a(z) () =(%)=(5)

coz plati pravé kdyz soustava Ax = b je resitelna

Linearni obal 5-24
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Priklady 2

v prostoru R?*? redlnych &tvercovych matic fadu 2 se

1 0 0 0 0 1 rovna:

0O 0/)’\0 1/°\ 10 '
v prostoru polynomi s redlnymi koeficienty se linearni obal
(1,x,x%,x3)  rovna:

v prostoru polynomi stupné nejvyse 3 s redlnymi koeficienty se

1—x2. x—x3) rovna:
{ :

v prostoru vSech posloupnosti redlnych cisel oznaéme e; = (6i,)5° 4
pro i € N; linearni obal ({e;;i € N}) se rovna:
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Ctyfi zakladni prostory uréené matici

kazda matice A typu m x n nad T definuje Ctyri prostory:
Ker A a ImAT jsou podprostory aritmetického prostoru T
Ker AT a Im A jsou podprostory aritmetického prostoru T™

feSeni soustavy linedrnich rovnic jsme nasli pomoci efii
vime, ze erti neméni mnozinu fesSeni soustavy Ax = o
neméni proto ani jadro/nulovy prostor Ker A matice A

provést posloupnost efti na matici A je totéz jako ji vyndsobit zleva
regularni matici

Linearni obal 5-26

Vektorové prostory

Vliv elementarnich radkovych Gprav na prostory matice

tvrzeni: je-li A matice typu m x n nad T a R reguldrni matice
radu m, pak plati

o Ker A= Ker (RA), tj. efil neméni jadro matice

e IMAT = Im(RA)", tj. efti neméni Fadkovy prostor matice
dukaz: ukdZzeme napred, ze Ker A C Ker (RA)

je-li x € Ker A, pak Ax = o, a tedy také RAx = o, tj.
x € Ker (RA);

protoze R~ je také reguldrni matice, plyne z pravé dokizané
inkluze Ker (RA) C Ker (R"1RA) = Ker A

druhé tvrzeni plyne z radkové definice soucinu matic

kazdy radek v soucinu RA je linearni kombinaci radkd matice A a
tedy lezi v ImAT, proto Im(RA)T C ImAT

tedy také ImA™ = Im(R71RA)T C Im(RA)T
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Vliv elementarnich sloupcovych Gprav na prostory matice

elementarni fadkové Gpravy méni levy nulovy prostor Ker AT a
sloupcovy prostor Im A matice A; plati ale

tvrzeni: je-li A matice typu m X n nad T a R reguldrni matice
radu n, pak plati
o Ker AT = Ker (AR)T, tj. esti neméni levy nulovy prostor
e ImA =1Im(AR), tj. esti neméni sloupcovy prostor

dikaz: Ize postupovat jako v ditkazu predchoziho tvrzeni

nebo predchozi tvrzeni vyuZijeme; vime uz také, e R je regularni
matice, ze (AR)T = RTAT aze (AT)T = A

proto Ker (AR)T = Ker (RTAT) = Ker AT
také ImA = Im(AT)T = Im(RTAT)T = Im((AR)")" = Im(AR)

Linearni obal 5-28
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Linearni nezavislost - obsah

B [inedrni nezdvislost
Definice linearni (ne)zavislosti
Linedrni (ne)zavislost posloupnosti sloupcovych vektori matice
Steinitzova véta o vymeéné
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Naprosto zakladni definice

toto je naprosto zakladni definice: je-li V vektorovy prostor nad
télesem T, pak posloupnost vektord (u, uy,...,uy) prostoru V se
nazyva linedrné zavisla, pokud néktery z vektorld u; je linedrni
kombinaci zbyvajicich vektord uy, ..., uj_1,uj11,..., U

v opacném pripadé se posloupnost (uy,uy,...,ux) nazyva linedarné
nezavisla

kdy je jednoprvkova posloupnost (uy) linedrné zavisla ?

kdy je dvouprvkova posloupnost (ug, uy) linedrné zavisla 7

jak je to s prazdnou posloupnosti () ?

Linearni nezavislost 5-30

Vektorové prostory

Jednoduché vlastnosti

definovali jsme linedrné zavislou nebo nezavislou posloupnost
vektor(

nikoliv posloupnost linearné zavislych (nebo nezavislych) vektort

e kazda posloupnost obsahujici nulovy vektor je linedrné ... ?

e kazda posloupnost obsahujici jeden vektor na dvou riiznych
mistech je linedrné ... 7

e musi kazda linedrné zavisla posloupnost obsahovat néjaky
vektor dvakrat ?

e posloupnost (u,v, u+ v) je vzdy linearné ... ?
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Ekvivalentni definice linedrni zavislosti

tvrzeni: posloupnost (uy,uy, ..., ug) prvki prostoru V je linedrné
zavisla pravé kdyz aspon jeden z prvkll u; je linedrni kombinaci
predchozich prvkl ui,uy, ..., u;_1 této posloupnosti

dukaz =: je-li posloupnost (ug,us, ..., ux) linedrné zavisla,
plati pro néjaké i =1,...,k, Ze u; = zﬁéi ajuj,
najdeme nejvétsi /, pro které je skaldr a; # 0

je-li [ < i, plati u; = ajuy + - - -+ aj_1uj_1
je-lil > i, vyjadfime aju; = u; — > ., aju;

posledni rovnost vynasobime a,_1 a vyjadrime tak u; jako linearni

kombinaci predchozich prvkl uq, ..., u;_1

<: Je-li naopak pro néjaky index i prvek
u; = ajuy + -+ aj_1u;_1, plati rovnéz

ui =apuy + -+ a;-1ui—1 + 0wy 1 + -+ + Ouy

Linearni nezavislost
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Vektorové prostory

Ekvivalentni definice linearni nezavislosti
posloupnost matic v R?*?

1 0 0 0 2 3 0 1
0 0/)°’\0 1/°\0 4 )\ 00
je linedrné ... ... ?

tvrzeni z prechoziho slajdu Ize formulovat také jako ekvivalentni
podminku linedrni nezavislosti

tvrzeni: posloupnost (ug,us, ..., ux) vektort prostoru V je
linedrné nezavisld pravé kdyz zadny z vektor( u; nelze vyjadrit jako
linedrni kombinaci predchozich prvki této posloupnosti

poznamka 1: linedrni zavislost nebo nezavislost posloupnosti
(u1,up, ..., ux) nezavisi na poradi prvki v této posloupnosti

poznamka 2: kazda podposloupnost linedrné nezavislé
posloupnosti je opét linearné nezavisla

Linearni nezavislost
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Linedrni zavislost a nezavislost mnozin

poznamka 1 rika, ze linearni zavislost nebo nezavislost posloupnosti
prvki V zavisi pouze na prvcich této posloupnosti, nikoliv na jejich

poradi

definice: konecna mnoZina {uy, ..., ux} prvkl vektorového
Y Y

prostoru V nad T se nazyva linedrné nezavisla, je-li linearné

nezdvisld posloupnost (uy, ..., ux)

nekonecna mnozina X C V prvk( vektorového prostoru V se
nazyva linedrné nezavisla, pokud je kazda jeji konecna podmnozina
linedrné nezavisld

libovolnd mnozina X C V se nazyva linearné zavisla, pokud neni
linedrné nezavisld

priklady: mnozina polynomi {x"; n € N} v prostoru vsech
polynom s redlnymi koeficienty je ......
mnozina {e;;i € N} v prostoru vSech posloupnosti redlnych Cisel je

Linearni nezavislost 5-34
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Jesté jedna ekvivalentni definice linedrni zavislosti

definice: linearni kombinace ajuj + axus + - - - + agu, prvki
vektorového prostoru V se nazyva netrividlni, pokud je aspon jeden
z koeficientll ay, ..., ai rizny od 0; linedrni kombinace

Ou; + Ouy + - - - + Quy se nazyva trivialni

tvrzeni: posloupnost (uq,...,uy) prvkd vektorového prostoru V je
linedrné zavisla prdvé kdyz existuje netrivialni linedrni kombinace
aju; + -+ aku, =0

dukaz =: je-li (uy,...,uy) linedrné zavisla, pak existuje prvek u;,
ktery je linedrni kombinaci ostatnich prvki, tj.

U = ajuy + -+ aj_1uj_1 + ajr1uj11 + axug, tj. ex. netrividlni
LK ajuy +---+ai1ui1 + (—=1)u; + ajy1ui41 + akux = 0

<: je-li netrivialni linedrni kombinace aju; + - - - 4+ axu, = o,

aspon jeden z koeficientll a; # 0; potom aju; = — Zj#,- aju; a tedy
u = —a,-_1 i Ajuj, t. prvek u; Ize vyjadrit jako linedrni

kombinaci ostatnich vektorll posloupnosti, ta je proto LZ
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A jesté jedna ekvivalentni definice linedrni nezavislosti

posledni tvrzeni mizeme ekvivalentné formulovat také takto

tvrzeni: posloupnost (us,...,ux) prvki vektorového prostoru V je
linedrné nezdvisld pravé kdyz z rovnosti aju; + - -- + axux = 0
plyneai=a=---=a3,=0

priklad: ukdzeme, Ze posloupnost matic

((oo)(aa)(i0)(a?))

prvkil prostoru T2*?, je linarné nezavisla; plati-li

5 1 0 s 0 1 s 0 0 s 00\ (00
No o 20 0 \'1 0 No1) \oo)
dl a» o 0 0 _ _ _ _

pak(a3 34)—<0 O)atedyal—ag—a3—a4—0

Linearni nezavislost
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A jesté jedna ekvivalentni definice linearni nezavislosti

tvrzeni: posloupnost (us,...,ux) prvki vektorového prostoru V
nad té€lesem T je linedrné nezavisla pravé kdyz kazdy prvek v € V
|ze nejvyse jednim zplsobem vyjadrit jako linedrni kombinaci

V = ajuj + --- + agu, prvkd posloupnosti  (ug, ..., ug)

dikaz =: jsou-liv =aju; + - -+ akux a v = biuj + - - - + bruy
dvé vyjadreni v jako linedrni kombinace prvkil ug, ..., uy,
dostaneme jejich ode¢tenim o = (a3 — by)ug + - -+ + (ak — bk )uy;
protoze posloupnost (us, ..., ux) je linedrné nezavisla, plyne z
tvrzeni na prechozim slajdu, ze a; = b; pro kazdé i =1,...,k

<: trivialni linearni kombinace OQu; + - - - + Quy, = o; je-li

aiuy + - -+ + axu, = o libovolnd linedrni kombinace, pak z
predpokladu jednoznacnosti vyjadreni vektoru v = o jako linearni
kombinace prvkl uy,...,ux plyne a; =0proi=1,...,k; podle
tvrzeni na predchozim slajdu je posloupnost (ug, ..., uk) linedrné
nezavisla

Linearni nezavislost
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Linedrni nezavislost posloupnosti sloupcovych vektort

tvrzeni: je-li A = (aj]az|---|a,) matice typu m x n nad télesem
T, pak posloupnost (a3, a, - - - ,a,) sloupcovych vektorti matice A
je linedrné nezavisla v aritmetickém prostoru T pravé kdyz
homogenni soustava Ax = 0 m3 jediné reSeni x = 0

dilkaz = je-li x = (x1,x2,...,x,)" Fedeni soustavy Ax = o, plati
Ax = xja1 + - - - + xpa, = 0; protoze posloupnost (a1, az, - ,ap)
je linedrné nezavisl3, platixy =xo =---=x,=0atedy x=0
«<: je-li naopak s;a; + - - - 4+ spa, = o, plyne odtud
A(si,...,s,)" =sa; +---+sp,a, = o, tj. vektor (s1,...,s,)" je
feSenim soustavy Ax = 0; ta md ale pouze nulové resSeni, tedy

s1 =5 =---=5, =0, coz dokazuje, ze posloupnost sloupcovych
vektorll (ai,az, - ,a,) je linedrné nezavisla

srovnani se str. 4-82 a str. 4-83

Linearni nezavislost
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Linedrni zavislost posloupnosti sloupcovych vektort

na str. 5-27 jsme dokazali rovnost Ker A = Ker (RA) pro kazdou
matici A typu m X n nad télesem T a regularni matici R fddu m

linedrni kombinace sloupcovych vektoril A sja; +---+spa, =0
pravé kdyz (si1,...,sn)" € Ker A= Ker (RA) pravé kdyz linearni
kombinace sloupcovych vektori RA si(Rai) + - -+ s,(Ra,) = o

posledni formulace rika, ze néjaka netrividlni linedrni kombinace

sloupcti matice A se rovnad o pravé kdyz ta sama (tj. se stejnymi
koeficienty) linedrni kombinace sloupcii matice RA se rovna o

Linearni nezavislost
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Dasledky

dasledek 1: sloupcovy vektor a; matice A lze vyjadrit jako linedrni
kombinaci predchazejicich vektoril a1,...,a;_1 pravé kdyz
sloupcovy vektor Ra; lze vyjadfit jako tutéz linedrni kombinaci
predchozich sloupcovych vektorli Rai,...,Ra;_1

dasledek 2: posloupnost sloupcovych vektoril (ax,, ak,, ..., ak,)
matice A, kde 1 < k1 < --- < k, < n, je linedrné€ nezavisla pravé
kdyz posloupnost sloupcovych vektort (Rag,, Rag,,. .., Rak,)
matice RA je linedrné nezdvisla

dasledek 3: je-li 1 < k; < --- < k, < naj+# kj pro vSechna
ki=1,...,r, pak plati a; = ciay, + --- + c,a,, pro néjaké skalary
Ci,...,Ccr pravé kdyz Ra; = ci(Rak,) + - - + ¢(Ray,)

Linearni nezavislost 5-40
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Konec€né generované prostory

zakladni definice: vektorovy prostor V nad télesem T nazyvame
konecné generovany, pokud existuje kone¢na mnozina X C V,
kterd generuje cely prostor V, tj. (X) =V

priklady:
e aritmeticky prostor R” je konecné generovany pro kazdé n € N

e aritmeticky prostor T” je koneCné generovany pro kazdé
n € N a pro kazdé téleso T

e prostor matic T"*" je konecné generovany pro kazdé téleso T
a kazdé m,n e N

e prostor vsech konvergentnich posloupnosti realnych cisel neni
kone¢né generovany

e prostor vSech redlnych polynomi neni kone¢né generovany
e prostor vSech spojitych redlnych funkci jedné redlné proménné
neni konecné generovany
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Baze
je-li V vektorovy prostor nad T a (uy,...,u,) linedrné nezavisla
posloupnost prvkl V takova, Ze (uy,...,u,) =V, pak pro kazdé
i=1,...,nplati (ug,...,ui_1,Ujy1,...,uy) #V
zadna vlastni podposloupnost posloupnosti (us,...,u,) tak prostor
V negeneruje, viz druhé tvrzeni na str. 5-21
toto je naprosto zakladni definice: posloupnost (uy, ..., u,)
prvki vektorového prostoru V nad télesem T se nazyva baze
prostoru V pokud je linedrné nezavisla a (uy,...,u,) =V
pozorovani: posloupnost (us,...,u,) tvofi bazi prostoru V pravé

kdyz lze kazdy prvek v € V vyjadrit pravé jednim zplsobem jako
linedrni kombinaci v = aju; + - - - + a,u,

existence vyjadreni v = aju; + - - - 4+ apu, je ekvivalentni tomu, ze
linearni obal (uy,...,u,) =V

jednoznacnost je ekvivalentni linedrni nezavislosti posloupnosti
(u1,...,u,) podle tvrzeni na str. 5-37

Linearni nezavislost 5-42

Vektorové prostory

Priklady

e posloupnost (eq,...,e,) prvki kanonické baze v aritmetickém
prostoru T"” nad télesem T je bdze v T";
posloupnost (es, ..., e,) je linedrné nezavisla, nebot z rovnosti
aje; + ---+ame, = o plyne (ar,...,a,)” = o a tedy
ay =ap =---=ap, =0, pouze trividlni LK prvkl (e, ..., ep)
se rovna o
déle plati (e1,...,e,) = T" nebot pro libovolny vektor
u=(r,....,r,)T €T"jea=ne; +---+re,

e ((3,3,3)7) je baze v podprostoru ((1,1,1)7) < R3
e co je baze v nulovém prostoru {o} 7
e navrhnéte néjakou bazi v prostoru matic T2*3

e navrhnéte néjakou bazi v prostoru redlnych polynomu stupné
nejvyse n
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Dalsi priklad

priklad: tvori posloupnost aritmetickych vektort
((1,1,1)7,(1,2,3)7,(4,5,6) ") bazi v prostoru R3 ?

Feseni: vyjdeme z porozovani/ekvivalentni definice na str. 5-42, ze
posloupnost vektor(i (uy, up,u3) tvori bazi v R3 pravé kdy? Ize
kazdy vektor b € R3 vyjadrit jednoznacné jako linedrni kombinaci
Xju1 + xous + x3u3 = b

napiSeme si vektory ui, uz, uz do sloupcii matice A = (up|uz|us);
pak plati xju; + xoup + x3u3z = b pravé kdyz A(xg,x2,x3)7 =b
posloupnost vektor(i (ug, up, u3) je proto baze v R3 pravé kdyz ma
soustava Ax = b jednoznacné reSeni pro kazdou pravou stranu

b € R3, co? je pravé kdyz je zobrazeni f4 : R3 — R3 vzdjemné
jednoznacné, coz je pravé kdyz matice A je regularni

regularitu matice mizeme ovérit libovolnou z ekvivalentnich
podminek na str. 4-67 a str. 4-70, napr. pomoci podminky 5.

Linearni nezavislost 5-44
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Baze jsou minimalni posloupnosti generujici prostor
V je vektorovy prostor nad T a (uj,up,...,u,) =V pro néjaké

vektory uj,up,...,u, € V

pokud posloupnost (ug, uy,...,u,) neni linedrné nezavisla, existuje
v ni vektor u;, ktery je linedrni kombinaci ostatnich vektord, tj.
u; c <U1, S | S NN ) T O un>

pomoci prvni a druhé vlastnosti ze str. 5-21 dokdzeme, ze plati
(Ug,...,uj_1,Uj11,...,up) = (ug,...,uy =V

to znamen3, ze z (ug, uy, ..., u,) mizeme vynechat vektor u; a
zbylé prvky stale generuji cely prostor V

tvrzeni: je-li (ug,up, ..., u,) minimalni posloupnost prvki prostoru
V takovd, ze (uj,up,...,u,) =V, pak je (ug,uy, ..., u,) linedrné
nezavisla a tedy baze ve V
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Dusledek - existence baze

dusledek 1: z kazdé konec¢né posloupnosti (ug, up, ..., u,)
generujici prostor V Ize vybrat bazi

dikaz: mezi vdemi podposloupnostmi posloupnosti (ug, up, ..., up,)
vybereme néjakou minimalni podposloupnost (uj,,uj,,...,u; ),

kterd stale jesté generuje prostor V

ta je podle predchoziho tvrzeni linedrné nezdvisla a
(uj,uj,...,u;) =V, je to tedy baze prostoru V

dasledek 2: kazdy konecné generovany vektorovy prostor V
obsahuje néjakou bazi

vsechny zakladni poznatky o bazich v konecné generovanych
vektorovych prostorech plynou z nasledujici dilezité véty

Linearni nezavislost 5-46
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Toto je naprosto zakladni véta

Steinitzova véta o vyméné: je-li V konecné generovany vektorovy
prostor nad télesem T, (uy,...,uk) linedrné nezavisld posloupnost
prvkd V a {vi,...,v,} je mnozina generatord prostoru V, pak

k < n a po vhodném precislovani vektortl vi,...,v, mnozina

{ug, ..., ux,Vgi1,...,v,} také generuje prostor V

dikaz: budeme postupovat indukci podle délky k linedrné
nezavislé posloupnosti (ug,...,ux)

je-li k =0, pak jisté 0 = k < n a mnozina {vi,...,v,} generuje V
necht k > 1 a (uy,...,ux) je dana linedrné nezavisld posloupnost
indukcni predpoklad je, ze pro linedrné nezdvislou posloupnost
(u1,...,ux_1) (ta je linedrné nezavisla coby podposloupnost
linedrné nezavislé posloupnosti vektort) plati k —1 < n

a po vhodném precislovani vektort vi,...,v, mnozina
{ug, ..., ug_1,Vk,Vki1,...,Vn} generuje prostor V
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Pokracovani dlkazu Steinitzovy véty o vyméné

platiug € V= (uy,...,Ug_1, Vi, Vki1,--.,Vn), tj.

Ug = ajug + - + dk—1Uk—1 + akVk + ak+1Vk4+1 + -+ anVn
pro néjaké skalary aj,...,a, €T

kdyby platilo ay = ak+1 =+ = a, =0, tj. kdyby

Uy = ajug + - - - + ax_1uk_1, byl by vektor uy linedrni kombinaci
vektor(i uy,...,ux_1, coz by bylo ve sporu s linedrni nezavislosti
posloupnosti (ug, ..., ugk)

existuje proto néjaké j > k takové, Ze a; # 0; potom plati

ajVj=—aiuy-- c—ag_1Uk_1+Ug—agVg: - *—dj—1Vj—1—4dj+1Vj41° - —dnVn
proto v; € (ug, ..., Ug_1, Uk, Vi, Viil, .-, Vj—1,Vjt1,.-.,Vpn)
dostavame tak V = (uy,...,Ug_1, Vg, Vki1,...,Vp) =
<U1, ey U1, W, Ve, Vet 1,0 .. ,Vn> =
<U1, ceey U1, W, Ve, Ve 1, .-, Vi1, Vi, - - ,Vn>
Linearni nezavislost 5-48
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Dimenze - obsah

B Dimenze
Definice dimenze
Dimenze podprostorli uréenych matici
Dimenze souctu a priniku podprostor(
Baze jako souradny systém

]
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Dusledek Steinitzovy véty o vyméné

tvrzeni: v konecné generovaném vektorovém prostoru V nad
télesem T maji libovolné dvé baze stejny pocet prvkil

dukaz: jsou-li (uy,...,ux) a (vi,...,v;) dvé baze ve V, pak podle
Steinitzovy véty k </, nebot (uy,...,ux) je linedrné nezavisla
posloupnost a mnozina {v1,...,v;} generuje prostor V

stejné tak je podle Steinitzovy véty | < k, protoze posloupnost
(vi,...,v;) je linedrné nezavisla a mnozina {uy,...,ux} generuje
prostor V

toto je naprosto zakladni definice: je-li V kone¢né generovany
vektorovy prostor nad T pak dimenze prostoru V je pocet prvki
libovolné baze prostoru V, oznaceni: dim(V)

priklad: dim(T") = ..., dim(T™") =...... pro kazdé téleso T
a kazdé m,n e N
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Dalsi disledek Steinitzovy véty o vyméné

tvrzeni: je-li {wq,...,w;} mnozina generatori vektorového
prostoru V, pak kazdou linedrné nezavislou posloupnost
(ug,...,uy) prvkd V lze doplnit na bazi prostoru V pomoci
néjakych prvkid z {wy, ..., w;}

dikaz: napred z posloupnosti (w1, ..., w;) vybereme bazi
(vi,...,Vvn) postupnym vynechavanim prvkd, které jsou linearni
kombinaci ostatnich podle Dusledku 1 na str. 5-46; znamena to
také, ze dim(V) = n

podle Steinitzovy véty o vyméné Ize mnozZinu {vi1,...,v,}
preusporadat tak, Ze posloupnost (ug,. .., Uk, Vgi1,...,Vp)
generuje prostor V

z této posloupnosti lze vybrat bazi V; pokud bychom néjaky prvek
skutecné vynechali, dostali bychom bdzi V s méné nez n prvky, coz
by bylo ve sporu s prfedchozim disledkem Steinitzovy véty

proto je posloupnost (us,...,Ux,Vki1,...,V,) bdze V
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A jesté jeden disledek Steinitzovy véty

tvrzeni: v kazdém vektorovém prostoru V dimenze n plati
1. kazdd mnozina generdtori V obsahuje aspon n prvki

2. kazda n-prvkova posloupnost (uy,...,u,), jejiz prvky generuji
V, je baze ve V

3. kazdd LN posloupnost ve V obsahuje nejvyse n prvki
4. kazda n-prvkova LN posloupnost ve V je baze V

dakaz: 1. ve V existuje baze s n prvky, ta je LN a podle Steinitzovy
véty ma nejvyse tolik prvki jako libovolnd generujici mnozina ve V
2. z kazdé generujici posloupnosti |ze vybrat bazi podle disledku 1.
na str. 5-46, tato vybrana baze ma n prvki

3. podle Steinitzovy véty ma kazda LN posloupnost nejvyse tolik
prvk( jako libovolna generujici mnozina, tj. jako libovolna baze

4. kazdou LN posloupnost Ize rozsirit do baze podle disledku
Steinitzovy véty na str. 5-51

Dimenze 5-52
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Ctyfi ekvivalentni definice baze

tvrzeni: pro posloupnost (uy,...,u,) prvki vektorového prostoru
V nad télesem T jsou nasledujici podminky ekvivalentni
1. (ug,...,up) je baze ve V
2. (ug,...,uy,) je maximalni linedrné nezavisla posloupnost ve V
3. (u1,...,u,) je minimalni posloupnost takovd, ze {ug,...,u,}
generuje V

4. kazdy prvek v € V lze jednoznacné vyjadrit jako linedrni
kombinaci v = aju; + --- + apu,
dikaz: 1. < 4. viz pozndmka po definici baze na str. 5-42
1. = 2.

2. = 3.

3. = 1.
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Dimenze podprostoru

véta: kazdy podprostor U konecné generovaného vektorového
prostoru V je také kone¢né generovany a plati dim(U) < dim(V)

dikaz: sporem dokazeme, ze U je kone¢né generovany;
predpokladejme, Ze neni a dokaZzeme, ze pro kazdé k € N existuje

linedrné nezavisla posloupnost (uy,...,ux) prvka U

protoze U # () = {0}, existuje nenulovy prvek u; € U,
posloupnost (uy) je linedrné nezavisla, coz dokazuje pfipad k =1

pokud pro néjaké k > 1 existuje LN posloupnost (uy, ..., ux)
prvkd U, plati U # (ug, ..., uyk), protoze predpoklddame, ze U
neni konecné generovany

zvolme ug 1 € U — (ug, ..., ug)

Dimenze 5-54

Vektorové prostory

Dimenze podprostoru - dokonceni diikazu

posloupnost (ug,...,ux, uxr1) je pak LN, nebot Zadny z jejich
prvkid neni linedrni kombinaci predchozich; pro vektory ug, ..., ug
to plati proto, Ze posloupnost (us,...,ux) je LN, pro vektor ug, 1
to plati proto, Ze uiy1 ¢ (ug,..., ug)

ve V tak existuje libovolné dlouhd LN posloupnost prvkii U, coz je
ve sporu se Steinitzovo vétou o vyméné, nebot v prostoru V
existuje n€jaka konecnd mnozina generatord

U je tedy konecCné generovany, kazda jeho bdze je linearné
nezdvisld ve V a ma tedy nejvyse tolik prvki jako libovolnd baze ve

V, nebot ta V generuje

proto dim(U) < dim(V)
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Gaussova-Jordanova eliminace

definice: matice D typu m X n nad télesem T je v redukovaném
radkové odstuprniovaném tvaru, pokud je v radkové odstupnovaném
tvaru a kazdy bazovy sloupec v D ma jedinou nenulovou slozku
rovnou 1

Gaussova-Jordanova eliminace je postup jak kaZzdou matici A
prevést do redukovaného raddkové odstupnovaného tvaru pomoci
elementdrnich rddkovych Gprav

1. napred Gaussovo eliminaci prevedeme A do rot
2. poté vynasobime nenulové radky tak, aby byl kazdy pivot rovny 1
3. nakonec postupné vynulujeme v kazdém bazovém sloupci

vsechny prvky nad pivotem pric¢itdnim vhodnych nasobkd
prislusného radku s pivotem k rddkiim nad nim

pozorovani: Gaussova-Jordanova eliminace prevede libovolnou
matici do matice v redukovaném radkové odstupnovaném tvaru

Dimenze 5-56
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Bazové sloupce matice

definice: je-li A= (a1|---|a,) matice typu m x n nad T, pak
sloupcovy vektor a; nazyvame badzovy sloupec matice A pokud
a; ¢ (ay,...,a;_1); ostatni sloupce matice A jsou nebdzové

tvrzeni: posloupnost bazovych sloupcti matice A tvori bazi
sloupcového prostoru Im(A) matice A

dikaz: vynechdme-li z posloupnosti vektortl néjaky vektor linearné

zavisly na predchozich, nezménime tim jejich linearni obal

vyskrtdme-li z posloupnosti (a1, - - ,a,) postupné odzadu
nebazové sloupce, zlistanou v ni pouze sloupce bazové, které
budou i nadale generovat sloupcovy prostor Im (A)

posloupnost bazovych sloupci je linearné nezavisla, protoze zadny
z nich neni linedrni kombinaci predchozich
je to proto baze prostoru Im(A) = (a1, -+ ,an,)
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Priklad

priklad: najdeme bazové sloupce v redlné matici

o 1 2 3 5
0 2 4 3 7
0O -3 -6 3 -3

pro matice v radkové odstupnovaném tvaru mame dvé definice
bazovych sloupci - jedna fika, ze jsou to sloupce obsahujici pivot,
viz str. 2-38, druhd rika, ze jsou to sloupce, které nejsou linedrni
kombinaci predchozich, viz predchozi str. 5-57

tvrzeni: je-li D = (dy|---|d,) = (djj)mxn matice v redukovaném

radkové odstupriovaném tvaru, pak sloupec d; obsahuje pivot pravé
kdyz neni linedrni kombinaci predchozich

Dimenze
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Vztahy mezi sloupci

dikaz: matice D = (djj)mxn je v fadkové odstupriovaném tvaru,
existuji tedy sloupcové indexy 1 < k1 < kp < --- < k, < n spliujici
definici na str. 2-30; pivoty jsou prvky na mistech (i, k;) pro

i =1,...,r, sloupce obsahujici pivoty jsou dy, pro/ =1,...,r

protoze D je v redukovaném rot,
platidy, =e;jproi=1,...,r;
diledij =0proi=1,...,raj <k,
d,. tedy neni LK predchozich sloupci

pokud d; neobsahuje pivot, plati j # ki proi=1,...,r
je-li i nejvétsi z Cisel 1,2,...,r pro které plati k;j < J,
jedj=0pro/>iaprotod; = djje; + drjer + --- + dje;;
proto jsou sloupce neobsahujici pivot linedrni kombinaci
predchozich
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Priklad
matici A mizeme prevést do redukovaného radkové
odstupnovaného tvaru Gaussovo-Jordanovo eliminaci

predchozi tvrzeni fika, jaké jsou indexy bazovych sloupcl v matici,
kterd je v redukovaném radkové odstupnovaném tvaru

podle disledku 1 na str. 5-40 jsou to také indexy bazovych sloupci
v matici A

protoze Jordaniv dodatek ke Gaussové eliminaci neméni polohu
pivotll, staci prevést A do rfot pouze Gaussovo eliminaci

priklad: najdeme jesté jednou bdzové sloupce v redlné matici

0 1 2 3 5 012 3 b
0O 2 4 3 7 ~| 000 -3 -3
0O -3 -6 3 -3 0O 00 0 O
Dimenze 5-60
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Hodnost matice

tvrzeni: dimenze sloupcového prostoru Im (A) matice A se rovna
poctu bazovych sloupcii matice C v radkové odstupnovaném tvaru,
kterou dostaneme z A pomoci e, a ten se rovna poctu
nenulovych radkd v matici C

zakladni definice: je-li A matice nad T, pak dimenzi sloupcového
prostoru Im (A) matice A nazyvame hodnost matice A;
oznaceni: rank(A) nebo také jenom r(A)

hodnost matice A v prikladu na predchozi strané se tedy rovna 2

pozorovani: pro kazdou matici A typu m x n plati rank(A) < n
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Full rank decomposition

matice A na str. 5-60 ma dva bazové sloupce, jsou to a> a ag;
vsechny sloupce matice A jsou jejich linedrnimi kombinacemi, proto
ji mizeme vyjadrit jako soudin

o 1 2 3 5 1 3 0120 2
0 2 4 3 7 = 2 3 000 1 1
0O -3 -6 3 -3 -3 3

tvrzeni: kazdou matici A typu m x n nad télesem T s hodnosti
rank(A) = r mizeme vyjadfit jako souéin A = BC, kde matici B
typu m X r tvori bazové sloupce matice A a matici C typu r X n
tvori nenulové radky matice D v redukovaném radkové
odstupnovaném tvaru, kterou dostaneme z A pomoci
Gaussovy-Jordanovy eliminace

Dimenze 5-62
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Priklad vyuziti full rank decomposition

matici A fadu 1000 s hodnosti rank(A) = 100 m mdZeme vyjadfit
jako soucin A = BC, kde B je typu 1000 x 100 a C je typu

100 x 1000

pro uloZeni kazdé z matic B, C potiebujeme 10° hodnot skalari,
zatimco pro uloZeni matice A pottebujeme 10° skaldril, pétkrat vice
mame-li spoditat soucin Ax pro néjaké x € T1990 potiebujeme k
tomu 103 - 103 = 10° nésobeni

pocitame-li sou¢in B(Cx) potrebujeme pro vypocet Cx celkem 10°
nasobeni a pro vypo&et B(Cx) daldich 10° ndsobeni (aritmeticky
vektor Cx ma 100 slozek)

k nalezeni matic B, C potfebujeme provést Gaussovo-Jordanovo
eliminaci na matici A; eliminace jednoho sloupce Gaussovo
eliminaci vyZaduje nejvyde 103 - 103 nasobeni

protoze rank(A) = 100, stac¢i 100 cykld Gaussovy eliminace, ta
proto vyZaduje celkem nejvy$e 108 nisobeni
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Dikaz full rank decomposition
navazuje na dikaz ekvivalence dvou definic bazovych sloupcii pro
matice v redukovaném rot na str. 5-59
tam jsme ukazali, ze pro nebazové sloupce d; v matici D plati
d; = dije; + dojer + - - - + djjej = dyjdy, + dojdy, + - - - + djjdy,
protoze i je nejvetsi Cislo, pro které k; < j, plati djj = 0 pro kazdé
I=i+1,...,r
proto dj = dljdk1 + d2jdk2 +--+ dijdk,- -+ di-|—1,jdk,-+1 +--+ drjdkr
protoze D = RA pro néjakou regularni matici R, plati také
aj = dijay, + drjay, + - - + djay, + dip1jag,, + -+ dgag,
bazové sloupce matice A napiseme do sloupcti matice
B = (ax,|---|ak, ), potom a; = Bd;
pro bazové sloupce matice D plati d. = e;, proto
Ay, = Oak1 —+ -+ Oakl._1 + 1ak,. + Oak,-+1 —+ - 4 Odk, = Bdk,-
proto plati A= B(cy|---|c,) = BC

Dimenze
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Dimenze radkového prostoru matice

tvrzeni: je-li A matice typu m x n nad T, pak dimenze rfadkového
prostoru Im (AT) matice A se rovna poctu nenulovych ¥adki v
matici C v redukovaném radkové odstupnovaném tvaru, kterou
dostaneme z A pomoci erii

dikaz: existuje regularni matice R, pro kterou plati RA= C
podle tvrzeni na str. 5-27 plati rovnost rddkovych prostort
Im(AT) = Im(RA)T = Im(CT), proto také dim(AT) = dim(CT)
ozna¢ime 1 < k; < --- < k, < n indexy bazovych sloupcii C

-

i

protoze cj. # 0 a ci, = 0 pro kazdé / < i, neni radkovy vektor €
LK predchozich radkovych vektorti pro zadné i =1,...,r
posloupnost (€ ,...,€) nenulovych ¥adkovych vektori je LN
protoze Im(CT) = (& ,...,&]), je to baze Im(CT)

plati tedy dim(C ") = r a proto také dim Im(AT) = r
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Hodnost A se rovna hodnosti A”
z tvrzeni na predchozi strané ihned plyne

dalezita véta: pro kazdou matici A typu m x n nad T plati
rank(A) = rank(AT)

diikaz: rank(A) = dim(Im A), rank(A)T = dim(ImAT) a obé
dimenze se rovnaji poctu r nenulovych radki v matici C, kterou

dostaneme z A Gaussovo eliminaci, viz tvrzeni na str. 5-61 a
na str. 5-65

dusledek: plati rank(A) < m, n pro kazdou matici A typu m X n

definice: pokud pro matici A typu m x n plati rovnost
rank(A) = min{m, n}, fikdme, Zze ma A plnou hodnost (full rank)
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Hodnost soucinu matic
tvrzeni: jsou-li A matice typu m x n a B matice typu n x p nad
stejnym T, pak plati rank(AB) < rank(A), rank(B)
dikaz: protoze AB = (Aby|---|Ab,), plati podle bodu 2. na
str. 5-21
Im(AB) = (Aby,...,Ab,) C (a1,...,a,) = ImA
podle véty o dimenzi podprostoru na str. 5-54 plati
rank(AB) = dim(Im (AB)) < dim(Im A) = rank(A)
z véty o rovnosti hodnosti matice a matice transponované plyne
rank(AB) = rank((AB)") = rank(B"TAT) < rank(B") = rank(B)

priklad: jsou-liu € T™ a v € T" dva aritmetické vektory, emu se
rovna hodnost rank(uv”) matice uv’ typu m x n?

priklad: je-li A matice typu m x n a rank(A) =1, pak full rank
decomposition fika, ze A =
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1.
11.
12.
13,
14,
15,
16.
17.

Shrnuti - treti Cast
pokracovani pokracovani dulezité véty ze str. 4-67 a str. 4-70:
pro Ctvercovou matici A radu n je ekvivalentni

matice A je reguldrni

rank(A) = n

posloupnost sloupcovych vektori (aj,
<a1,...,a,,> =T"

posloupnost sloupcovych vektori (aj,
posloupnost fadkovych vektort (3, .
@@l ...,alh =T1n"

n
posloupnost fadkovych vektort (3, .

dukaz:

Dimenze

...,ap) je LN

...,ap) je baze T"
..,al)je LN

..,a!) je baze T"

5-68
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Dalsi poznatky

tvrzeni: je-li A matice typu m x n nad T, R reguldrni matice radu
m a S reguldrni matice radu n, pak plati
rank(RA) = rank(A) = rank(AS)

dukaz:

Frobeniova véta: soustava linearnich rovnic Ax =b nad T je
resitelnd pravé kdyz rank(A) = rank(A|b)

dukaz:

Dimenze
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Dimenze jadra matice

je-li A matice typu m x n nad T, pak dislo
r = rank(A) = dim(Im A) se rovna poctu bazovych sloupcil v
matici A a bazové sloupce odpovidaji bdzovym proménnym

oznacdime j; < o < -+ < j,_, indexy nebazovych sloupct,
promeénné X;,,...,X;,_, Jsou potom volné proménné

kazda volba hodnot volnych proménnych x; , ..., x; _, urCuje
jednoznadné tedeni x = (xi,...,x,)" homogenni soustavy Ax = o,
jak jsme zjistili ve druhé kapitole

pro kazdé p =1,...,n— r oznacime v, rfeSeni urcené volbou
hodnot volnych proménnych x; =1 a x;, =0 pro g # p

ukdZeme, Ze posloupnost (vi,Va,...,v,_,) je baze jadra Ker A
matice A; vime, ze v1,Vo,...,V,_, € Ker A

kazda linedrni kombinace tyvy + - -+ + th_,vp—, lezi v Ker A, nebot
Ker A je podprostor T"

Dimenze 5-70

Vektorové prostory
Véta o dimenzi jadra a obrazu

je-li x = (x1,...,xn)" € Ker A, definujeme linedrni kombinaci
V=XjVi+-+X, Vo€ KerA

pro kazdé k =1,...,n— r se j,-ta slozka vektoru v rovnd Xx; , tj.
rovna se jx-té slozce vektoru x

proto x = v a tedy Ker A = (vi,vo, ... ,V,_,)

abychom dokdzali linedrni nezavislost posloupnosti
(vi,v2,...,Vvy_,), vezmeme libovolnou linedrni kombinaci
aivy + -+ ap—rVp—r =0

porovnanim j,-tych slozek v posledni rovnosti dostavame a, = 0
pro kazdé k =1,...,n— r, podle tvrzeni na str. 5-36 je
posloupnost (vi,va,...,v,_,) LN a tedy baze v Ker A

véta o dimenzi jadra a obrazu: pro kazdou matici A typu m x n
nad T plati dim(Ker A) + dim(/m A) = n = dim(Ker A) + rank(A)
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Prinik podprostort

tvrzeni: jsou-li U < W a V < W podprostory vektorového
prostoru W nad T, pak prinik UN V je také podprostor W

dikaz: staci ukazat, ze mnozina U N V je uzavrena na soucet a
skalarni ndsobek prvk(, viz tvrzeni na str. 5-14

jsou-li u,v € UN YV, pak u+v € U, protoze U je podprostor W, a
ze stejného divodu také u+v € V; protou+ve UNV

je-linavict € T, pak tu e U a tu € V, nebot U, V jsou
podprostory W a proto také tu e UNV

poznamka: (plné stejné Ize dokdzat, ze prinik ();.; U; libovolnych
podprostoriit U; C W prostoru W je opét podprostor W
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Soucet podprostort

definice: jsou-li U < W a V < W podprostory vektorového
prostoru W nad T, pak linedrni obal (U U V) nazyvame soucet
podprostorii U a V; oznaceni: U+ V

dlivodem pro tuto terminologii je nasledujici

tvrzeni: pro libovolné podprostory U,V prostoru W plati
(UUV)={u+v:uelUyveV}

dikaz O: jeliuc Uave V,jeu+ve (UUV)

Cije-lliwe (UUV), jew=nwi+ -+ rwyg, kde
wi,....weeUuVarn,....nneT

souCet riwi + - - - + r,Wy preusporadame tak, abychom napred
sCitali ¢leny obsahujici prvky w; € U a v druhé ¢3sti zbylé prvky,
kde vSechna w; lezi ve V

protoze U i V jsou podprostory W, soucet prvni Casti se rovna
néjakému u € U nebot U je podprostor W a soucet zbylé ¢3sti se
rovna v € W; to dokazuje, Zew =u+ve{u+v:ueclUyveV}

Dimenze 5-73




Vektorové prostory

Soucet podmnozin

obecné definujeme soucet podmnozin X, Y C W vektorového
prostoru W jako mnozinu X + Y ={x+y:x€ X,y e Y}

soucet X 4+ Y neni obecné podprostor W

mnozina vSech reseni soustavy linearnich rovnic Ax = b se
podle tvrzeni na str. 4-32 rovna souctu
{u} + Ker A,

kde u je jedno partikuldrni reseni soustavy Ax = b a Ker A je
mnozina/podprostor vSech FeSeni prislusné homogenni soustavy
Ax =0

tuto mnozinu zapisujeme také jako

u-+ KerA

Dimenze
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Véta o dimenzi souctu a priniku podprostor

véta: jsou-li U a V konec¢né generované podprostory vektorového
prostoru W nad télesem T, pak plati

dim(U) + dim(V) = dim (U + V) + dim (U N V)

diakaz: prinik UNV je konecné generovany prostor coby
podprostor konecné generovaného prostoru U (podle véty o
dimenzi podprostoru kone¢né generovaného prostoru)

podle disledku 2 na str. 5-46 v ném existuje néjaka baze
(Wi,...,wWg), kde k =dim(UNV)

podle tvrzeni na str. 5-51 doplnime (wy,...,wy) na bazi
(W1, ..., Wk, Upi1,...,u;) podprostoru U, kde / = dim(U)
podobné ji doplnime na bazi (w1, ..., Wk, Vki1,...,Vm)

podprostoru V, kde m = dim(V)

ukdzeme, ze (W1,..., Wk, Ugi1,...,U;Vii1,...,Vy) je baze
U+ V a tim dokdZzeme, ze dm(U+ V) =1+ m — k

Dimenze
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Pokracovani dikazu

k dikazu, ze (W1,..., Wy, Ugi1,...,U,Vki1,...,Vm) je LN,
pouzijeme ekvivalentni definici linedrni nezavislosti ze str. 5-37

plati-li pro néjaké skalary ay,...,ak, bk+1,...,b;,Cks1,-- ., Cm €T
a1Wi1+- -+ aWk+ b p1ukp1+- -+ buy+Cep1ver1+- -+ Cmvm=o,
prepiSeme tuto rovnost do tvaru

W1+ +agWg+bepiug 1+ Hbuy=—Ck V1 — —CmVm

obé strany jsou vyjaddrenim téhoz prvku x € W, levd strana rikd, ze
x € U, pravd Ze x € V, spole¢né pak rikajix e UNV

proto existuje vyjddreni x = diwy + - - - + dwy

z rovnosti diwy + -+ + dkWy = X = —Ck+1Vk+1 — *** — CmVm
plyne diwy + -+ - + dxywWg + Ck+1Vks+1 + -+ CmVm = O
protoze je posloupnost (w1, ..., W, Vki1,...,Vm) LN, plyne odtud
dlz...:dkzck+1:...zcmzo
Dimenze 5-76

Vektorové prostory

Dokonceni diikazu
potom také ajwi+- - -+axwy+bgriugi1+---+bu; = o a proto
rovnéz a; = --- = ax = byyr1 = --- = by = 0, protoze baze
(W1, ..., Wy, Ugi1,...,u;) podprostoru U je LN
vsechny koeficienty v linedrni kombinaci
a1W1+- -+ agWk+ bk p1ukp1+- -+ buy+Cr Ve 1+ -+ CmVm =0,
jsou tak rovné 0, (Wi, ..., Wy, Upi1,...,U;,Vei1,...,Vy) je LN
zbyva dokdzat (Wi, ..., Wi, ki1, .., U Vi1, .,V =U+V

libovolny prvek y € U 4 V lze vyjadrit ve tvaru y = u + v, kde
ucUaveV

U= rwi+- -+ Wy + r4ilg41 + -+ nup A
V =S1W] + -+ SWg + Sk 1Vk+1 + -+ SmVm
pro n€jaké skalary ri,...,r,s1,....,Sm €T

protoy =u+v = (r +s1)w1 + -+ (rk + sk )Wk+
Fk+1Uk41 + -+ MU+ SVl + -+ SmVm
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Priklad
v prostoru R* najdeme dimenzi priniku U NV podprostort
2 4 4 0 0
1 2 2 1 2
o~([5 2L E (s L))
3 1 —4 3 1

generatory U zapiSeme do radkid matice a vyuzijeme toho, ze eri
neméni radkovy prostor matice

2 1 0 3 2 1 0 3 2 1 0 3
4 2 2 1 ~1 002 -5 |~ 00 2 -5
4 2 4 4 0 0 4 —-10 0 00 O

zjistili jsme, Ze dim(U) = 2; podobné zjistime dim(V)
01 2 3 01 2 3 -
(o 2 6 1)”(0 0 2 —5>’ 4. dim(V) =2

Dimenze
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Priklad - dokonceni
nakonec zjistime dim(U + V)

generatory U 4 V dostaneme jako sjednoceni generdtori U a V

210 3 (210 3\ (210 3
42 2 1 002 -5 012 3
424 4|~ 000 0 |~|]002 =5
012 3 012 3 000 0
026 1 \oo02 5/ \ooo o

zjistili jsme, ze dim(U +V) =3
podle véty o dimenzi souctu a priniku podprostori dostdvdme

dim(UNV) =dim(U) + dim(V) — dim(U 4+ V) = 1, podprostory
U a V se protinaji v primce
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Souradnice vzhledem k bazi

je-li V vektorovy prostor nad T a B = (ug,up,...,u,) baze ve V,
pak podle podminky 4. z tvrzeni na str. 5-53 Ize kazdy prvek v € V
vyjadrit jednoznacné jako linedrni kombinaci

V = aju; + a>us + - - -+ apup

definice: aritmeticky vektor (ai, a,...,a,)’ € T" nazyvame
vektor souradnic prvku v € V vzhledem k bazi B = (uy,up, ..., u,)
prostoru V, plati-li v = aju; + asuz + - - - + apu,; oznaceni: |v|g

1 2
3 4

s=((50)(03)(29)(59))

prostoru R?*2 soutadnice [A]lg = (1,2,3,4)"

priklad: matice A = ( ) ma vzhledem k bazi

Dimenze

5-80

Vektorové prostory

Kanonicka bazev T"

zatimco vzhledem k bazi

C_ 11 0 1 0 0 0 0

- 11 /)’\1 1 /)°’\11/)°L01
ma stejnd matice A soufadnice [Al¢ = (1,1,1,1)7
priklad: na str. 5-43 jsem vidéli, ze posloupnost vektort

K, = (e1,...,e,) je baze v aritmetickém prostoru T” nad T

je-liv=(r,...,r)7 libovolny vektor z T", pak plati
V=re;+- -+ r,e, coz znamend, ze vzhledem k basi K, ma
vektor v soufadnice vk, = (r1,...,r)" =v

v aritmetickém prostoru T" jsou vektory zadané pomoci svych
soufadnic vzhledem k bazi K, = (e1,...,ep); [v]k, =V

definice: baze (ey,...,e,) ve vektorovém prostoru T” se nazyva
kanonicka (standardni) baze prostoru T"

Dimenze
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Zména baze v R?

priklad: v redlném aritmetickém prostoru R?> mame danu bazi

1 —2 3 : :
B = (( 2),( 3 )) a vektor v = < 3 ),JaknaJdeme

soufadnice [v]g = (s1,52)" vektoru v vzhledem k bazi B ?

neznamé soufadnice (s, s»)” musi spliiovat vektorovou rovnici

(3)=202) = (5)=(2 5)(3)

ozna¢ime-liu; = (1,2)" a up = (—2,3)", pak matici soustavy
muazeme zapsat jako (u1|uz) = ([u1]k|[u2]k)

to znamena, ze [v]x = ([u1]k|[uz2]k) [v]B
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/ména bazev T”"

v aritmetickém prostoru T” mame néjakou bazi B = (uy, ..., u,);
chceme najit souradnice [v]g = (s1,...,Sn) vektoru v € T"
vzhledem k bazi B

tyto souradnice musi splnovat rovnost v = sjuj + - - - 4+ sV,

protoze vektory z T"” dostdvdme zadané souradnicemi vzhledem ke
kanonické bazi, mizeme posledni rovnost prepsat ve tvaru

vl = si[ui]k + -+ - 4 sn[un]k = ([ui]k| - - [[un]k) [v]s
definice: je-li B = (uy,...,u,) baze v T"” a K kanonicka baze v
T7, pak matice ([ui]k|- - - |[un]k) se nazyva matice prechodu od

baze B k bazi K; ozna&eni: [id]%

tvrzeni: je-li B = (uy,...,u,) baze v T" a K kanonickd baze v
T", pak pro kazdy vektor v € T” plati [v]x = [id]Z [v]s
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Obecna matice prechodu

v obecném konecné generovaném prostoru V nad T neni zadnd
,specialni/kanonickad" baze

mame-li dvé baze B = (uy,...,u,) a C = (v1,...,v,) ve V, jak
souvisi souradnice [w]g néjakého vektoru w € V vzhledem k bazi
B s jeho souradnicemi [w]¢ vzhledem k bazi C 7

vektor w vyjadrime jako LK prvkl obou bazi:
W = ruj + -+ rup, tj. [wlg =(n, ..., r,,)T
W = S1V1 + -+ SpV, t. [W]c = (s1,...,5n) "

nyni vyjaddfime kazdy vektor v; baze C jako LK prvk( baze B:

Vj = ajjuy + axjuz + - - - + apjup, tj. [Vj]B = (alj, Cey a,,j)T
definice: jsou-li B = (uy,...,u,) a C = (v1,...,v,) dvé baze ve
V, pak matici ([vi]g|[v2]s| - - |[vn]g) nazyvame matice prechodu

od baze C k bazi B; oznaéeni: [id]g
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Prepocet souradnic pomoci matice prechodu

tvrzeni: jsou-li B = (uy,...,u,) a C = (v1,...,v,) dvé baze ve
V, pak pro kazdy vektor w € W plati  [w]g = [id]§ [w]c,
kde [id]§ je matice pfechodu od baze C k bazi B

dikaz: oznagime A = [id]§ = (aj;) = (a1|-- - |a,), kde a; = [v/]g
pro kazdé j = 1,..., n; pak plati

W= " SV =0 Sy gl =

Sy Y sagu; = S0 (S ags ) u

odtud plyne, Ze i-ta slozka vektoru souradnic [w]g se rovna
soucinu i-tého Fadku matice prechodu A s vektorem souradnic [w]¢

pomoci prvkové definice soucinu plyne rovnost [w]g = [id]§ [w]c
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Dimenze

Vektorové prostory - shrnuti

klicové: linearni obal mnoziny, mnozina generdtorl
vektorového prostoru

klicové: linearné zavisla /nezavisla posloupnost vektort,
linedrné zavisla /nezdvisld mnozina vektord

kliCové: baze vektorového prostoru, dimenze vektorového
prostoru

zakladni: definice vektorového prostoru, priklady prostort
funkci, posloupnosti, Ize v nich délat linedrni kombinace

zakladni: podprostory vektorového prostoru, podprostory
aritmetickych prostorti, uzavienost na obé operace

zakladni: sloupcovy a radkovy prostor matice, oba nulové
prostory matice

zakladni: rizné ekvivalentni definice linedrni zavislosti a
nezavislosti posloupnosti prvki vektorového prostoru
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Dimenze

Vektorové prostory - shrnuti

zakladni: linedrni zavislost a nezdvislost posloupnosti
sloupcovych vektori matice, bdzové a nebazové sloupce
matice

zakladni: existence baze v konecné generovaném prostoru
zakladni: Steinitzova véta o vyméné a jeji disledky
zakladni: véta o dimenzi podprostoru konecné generovaného
prostoru

zakladni: rovnost dimenze radkového a sloupcového prostoru
matice

zakladni: hodnost soucinu matic

zakladni: véta o dimenzi jadra a obrazu matice

zakladni: véta o dimenzi souctu a priniku podprostor(
zakladni: souradnice vektoru vzhledem k bazi

zakladni: matice prechodu o jedné baze k druhé, prepocet
souradnic vektoru vzhledem ke dvéma rliznym bdzim
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Vektorové prostory - shrnuti

e dulezité: jednoduché disledky axiomi vektorového prostoru

e dulezité: vliv elementdrnich rddkovych a sloupcovych Gprav
na Ctyri zdkladni prostory matice

e dulezité: soucet podmnozin vektorového prostoru
e dulezité: kanonickd baze aritmetického prostoru

e pro zajimavost: skeletni rozklad (full rank decomposition)
matice, jeho vyuziti

pri studiu této kapitoly je vhodné rozlisit Casti, které se tykaji
obecnych vektorovych prostor(i, a ty studovat samostatné

Casti, které se tykaji matic, jsou aplikaci vlastnosti obecnych
vektorovych prostorli na prostory ur¢ené matici

Dimenze
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Kapitola 6
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Determinanty

Determinanty - obsah

B Motivace
B  Permutace

B  Obecné determinanty

Determinanty

Motivace - obsah

B Motivace
Determinanty matic radu 2
Determinanty matic radu 3

]
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Determinanty

Historie a motivace 1

determinant je funkce, ktera kazdé Ctvercové matici A radu n nad
télesem T prifazuje néjaky prvek t € T, znaceni: det A

determinant se plvodné pouzival pfi feSeni soustav linedrnich
rovnic

ma-li soustava reguldrni matici, Ize pomoci determinant(
formulovat ,,vzorecek" pro jeji reseni

toto pouziti ma vyznam pouze pfi ru¢nim reseni ,,malych soustav"”
s nékolika malo nezndmymi

jeho vypocetni sloZitost je obrovska (exponencidlni) a pro reseni
soustav s velkym poctem nezndmych jsou determinanty
nepouzitelné

Gaussova eliminace je mnohem rychlejsi

Motivace
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Determinanty

Historie a motivace 2

druhy vyznam determinanti je geometricky

v pripadé redlnych matic A rddu n = 2,3 znaménko determinantu
uddva, méni-li zobrazeni f4 : R” — R” orientaci prostoru (,,déla
z pravé levou") nebo neméni

absolutni hodnota |det A| pak fikd, jak zobrazeni f4 méni plochy
(v pripadé n = 2) nebo objemy (v pfipadé n = 3) zobrazovanych

objekt

tento geometricky vyznam determinantl je zdkladem véty o
substituci pro vicerozmérné integraly

DOWN WITH DETERMINANTS !

Motivace
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Determinanty

Orientace v redlné roviné

(s : ail a1 v .

readlnd matice A = uréuje zobrazeni f4 : R> — R?
a1 a

predpisem f4(x) = Ax

do roviny si nakreslime pismeno F a podivame se, kam se zobrazi

zobrazenim fx

budeme chtit, aby platilo det A > 0, pokud A neméni orientaci, a
aby platilo det A < 0, pokud A orientaci méni

matice /, = (e1|ep) orientaci neméni, matice (ez|e1) ji méni

Motivace

Determinanty

Plocha rovnobézniku

zobrazeni f5 zobrazi ¢tverec o stranach e; a e> na rovnobéznik o
. T T
stranach a; = (311, 821) aady = (312, a22)

jak spocitame plochu rovnobézniku?

mulzeme to udélat geometricky

nebo vyuzit linearnich vlastnosti plochy a orientace

det(a1|ta2) = tdet(a1|a2)
pro kazdou matici Aat € R

Motivace




Determinanty

Linearni vlastnosti

dale plati det(az|a1) = pro kazdou matici A
proto také det(taj|az) = tdet(ai|az) pro kazdé t € R

det(a1 + b1|a2) = det(a1|a2) + det(b1|a2)

det(e1|e2) = , det(e2|e1) = , det(e1|e1) = det(ez\ez) =

Motivace 6-8

Determinanty

Formule pro determinant 2. radu

7 4 v/ a a
nyni miZzeme spoditat det A =det [ ' “1? ) = det(a1]a)
a1 ax

vyjadfime a; = aj1e; + a»1ep a  ax = appe; + axer

a vyuzijeme formulky odvozené na predchozich strankach

det A = det(ai]ap) =

det(ajie1 + ariez|az) =

ai1 det(ei]az) + ap1 det(ez|az) =

a1 det(e1|ainer + axer) + axy det(ez|ajoe; + axer) =

ai1ai12 det(ellel) + ai11a»» det(e1|e2) + a»1a12 det(e2|e1) =
+ari1ar det(e2|e2) =

d11d22 — 421412

Motivace 6-9




Determinanty

Orientace v R3

stejné jako v roviné budeme chtit, aby pro redlnou matici A radu 3
platilo det A > 0, pokud f4 : R3 — R3 zobrazuje , pravou rukavici*
na ,pravou” a det A < 0, pokud f4 zobrazuje ,,pravou na ,levou”

pri vypoctu determinantu rfadu 2 jsme to potrebovali védét
zejména pro matice, jejichz sloupce jsou prvky kanonické baze
experimentalné tak zjistime, ze by mélo platit

det(e1|e2]e3)

det 62‘63’61)

det e3|e1]e2)

o

et e1|e3]e2)

det(es|ez|e;)

o

et(ei|ex]| — e3)
det

(

(

(
det(e2]e1]e3)

(

(

(—e

1exles)

Motivace
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Objem rovnobéznosténu

pro redlnou matici A = (a;;) = (a1|az|a3) fadu 3 budeme opét
chtit, aby Cislo | det A| udavalo objem rovnobéznosténu uréeného
vektory ai, ap, a3, ktery je obrazem jednotkové krychle urcené
vektory kanonické baze e1, ey, e3 zobrazenim f4

je-li posloupnost vektor(i (a1, a2, as) linedrné zavisla, ma obor
hodnot zobrazeni f4 dimenzi nejvyse 2 a objem rovinného obrazu
jednotkové krychle se rovna 0

specialné to znamena napr. det(e;|ez|ep) = det(e;|e1|es) = 0 atd.

a také
det(0a1 |a2|a3) :det(a1 |Oa2|a3) :det(a1 |a2|0a3) =0 det(a1 |a2|a3)

Motivace
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Determinanty

Linedrni vlastnosti objemu

dale si uvédomime, ze zména znaménka jednoho z vektor
ai,az, a3 znamend zménu orientace prostoru a tedy

det(—a1|a2]a3) :det(a1| — a2|a3) :det(al\a2| — a3) = — det(a1|a2]a3)
stejné jako ve dvoudimenziondlnim pripadé zjistime, ze pro kazdé
redlné t > 0 plati
det(tal\a2|a3):det(a1|ta2|a3):det(a1|a2|ta3):tdet(allaz\agg)

a zapocteme-li rovnéz zménu orientace, plati totéz i pro t < 0

podobné jako v roviné také ovérime, ze plati
det(a1 + b1|a2\a3) = det(al\a2|a3) + det(b1|a2|a3)
det(a1]a2 -+ bz‘a3) = det(al\ag\ag,) + det(a1]b2]a3)
det(allaz\ag, + b3) = det(al\ag\ag,) + det(allaz\bg)
pro kazdé vektory by, by, bs € R3

Motivace 6-12

Determinanty

Formule pro determinant 3. fadu

je-li A= (a,J) = (a1|a2\a3), vyjadrime opét

a; = ajie; + az1e2 + asies, ax = ajpe; + axer + azyes a
a3 = ajze; + arzer + aszesz a s pouzitim linedrnich vlastnosti
spocitame

det A = det(a;i]az|as) =
det(aj1e1 + ax1€r + azies|aine; + axer + asres|aize; + arzep + aszes) =
> i1 Yoiet Yot Ak13128m3 det(ex|erlem) =
aii1axass det(e;|ex]es) + ai1asrazs det(eg|es|en)+
ar1aipass det(ez|er|es) + ariaszaiz det(er|es|er)+

az1aipazs det(esler|en) + azianars det(esles|er) =

d11d22a33 13213832813 +a31312d23 —ad11a32323 — d21d12333 — 331322313
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Determinanty

Sarrusovo pravidlo

ailr a2 a3
determinant matice A = (a;;) fadu 3 oznaujeme | a21 ax a3
d31 d32 433

znaménka u jednotlivych soucinli zjistime pomoci Sarrusova
pravidla - pod determinant zapiSeme prvé dva radky jesté jednou

di1 d12 4adi13
d21 4d22 a3
d31 432 433

d11 d12 2a13
da21 d22 a3

souciny zleva doprava doli maji znaménko +, zprava doleva —

d11d22a33 3213832813 +a31312d23 — 331322313 —d11332323 — 321312333

Motivace

Determinanty

Permutace - obsah

B Permutace
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Znaménko permutace
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Permutace a matice
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Determinanty
Vybéry prvkll jako permutace

kazdy scCitanec je souCinem trfi prvk( matice A, které jsou vybrany
tak, aby v kazdém radku a kazdém sloupci lezel pravé jeden

k definici determinantu matice A fddu n budeme potrebovat
vybirat n prvkl z A tak, abychom opét vybrali jeden prvek z
kazdého radku a kazdého sloupce

tento vybér mizeme popsat zobrazenim
m:{1,2,...,n} = {1,2,...,n}

vybereme-li z j-tého sloupce prvek v i-tém radku, definujeme
m(Jj) =i

protoze vybirame z kazdého sloupce jeden prvek, je zobrazeni 7
definovano v kazdém bodé j € {1,2,...,n}

protoze vybirame z kazdého radku jeden prvek, je zobrazeni 7
vzdjemné jednoznacné

Permutace 6-16

Determinanty

Definice permutace

definice: permutace na mnoziné X je vzdjemné jednoznacné
zobrazeni m : X — X; mnozinu vSech permutaci na mnoziné X
oznalujeme Sx; je-li X = {1,2,...,n} pro néjaké n € N,
pouzivdme také oznaceni S,

identické zobrazeni idx na mnoziné X je vzdjemné jednoznacné a
tedy permutace, nazyvame je identicka permutace na mnoziné X,
oznacujeme je také tx

protoze kazdd permutace m: X — X je vzidjemné jednoznacné
zobrazeni, inverzni zobrazeni 77! : X — X je také vzadjemné
jednoznacné a tedy permutace na X; nazyvame je inverzni
permutace k 7

jsou-li 7, p dvé permutace na X, pak slozené zobrazeni pm, které
kazdému x € X prifazuje prvek p(m(x)), je také permutace na X
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Determinanty
Vlastnosti skladani permutaci

s nasledujicimi tfemi vlastnostmi skladani permutaci jsme se jiz
setkali nékolikrat

e pro kazdé tfi permutace o, p, ™ € Sx plati o(pm) = (op)7
e pro kazdou permutaci m € Sx plati ixm =mx =7

e pro kazdou permutaci m € Sx plati 7! = 77l = 1x

permutace na konec¢né mnoziné X mizeme zapsat tabulkou, do

prvniho raddku napiseme prvky X, do druhého fadku napiseme pod

kazdé x € X hodnotu 7(x)

(1 2 3 45 67 8\ (427185 36
"\23765814) (631245738
v kazdém radku je kazdy prvek mnoziny X pravé jednou

Permutace
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Determinanty

Graf permutace

permutaci mizeme také nakreslit

definice: cyklus délky k v permutaci m € Sx je posloupnost
(x1,x2,...,xk) prvkd X, pro které plati 7(x1) = xo,

7T(X2) = X3,... ,7T(Xk_1) = Xk 4 7T(Xk) = X1

pozorovani: kazda permutace na konecné mnoziné X se rozklada
na disjunktni sjednoceni cykll; pomoci cykli ji také mizeme
zapsat:

(1,2,3,7)(4,6,8)(5), fikd se tomu cyklicky zdpis permutace

pokud je jasné, kolik prvkii mnozina X mad, mizeme cykly délky 1
v cyklickém zapisu vynechat; pak jde o redukovany cyklicky zapis

Permutace
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Determinanty

Transpozice
na poradi cykll v zdpisu nezdlezi; stejné tak mizeme jakykoliv
prvek daného cyklu zvolit jako prvni
(6,8,4)(3,7,1,2) je redukovany cyklicky zapis téze permutace na
mnoziné {1,...,8}
definice: permutaci 7 na mnoziné X nazyvame cyklus délky k > 2,

obsahuje-li jeden cyklus délky k a ostatni cykly maji délku 1;
transpozice na mnoziné X je cyklus délky 2

tvrzeni: kazdou permutaci na konec¢né mnoziné Ize slozit z
transpozic

diukaz: vezmeme libovolny cyklus (xi,...,xx) délky k > 2 v
permutaci 7; potom plati napriklad

(X17 S 7Xk) — (X17X2)(X27X3) o (Xk—17 Xk)

nebo také (xi,...,xk) = (x1,xk) - - - (x1,x3)(x1, x2)

kazdd permutace je slozeni disjunktnich cykli délky aspon 2

Permutace 6-20

Determinanty

Slozeni permutace s transpozici
tvrzeni: je-li 7 permutace na kone¢né mnoziné X a (x,y)
transpozice na X, pak plati
e pocet cykli v permutacich 7w a (x,y)7 se lis§i o 1
e pocet cykld v permutacich 7w a w(x,y) se lis§i o 1
e pocet sudych cykli v permutacich 7 a (x, y)n se lisSi o 1

e pocet sudych cykli v permutacich 7 a 7(x,y) se lisSi o 1

dikaz: dokdzeme prvni a treti tvrzeni, rozliSime dva pripady
pripad 1: prvky x, y leZi ve stejném cyklu permutace 7

tento CykIUS je (X = X1, X2y - s Xks Y = Y1, Y2, - - - 7.y/)
ve sloZzené permutaci (x, y)m se tento cyklus rozpadne na dva cykly

(X, x25 oy Xk—15 Xk ) (Y5 Y25 -+ -5 V1)
ostatni cykly v permutaci m se nezméni, pocet cyklii v permutaci
(x,y)m je o 1 vétSi nez v permutaci 7
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Determinanty

Dokonceni diikazu
je-li ¢islo k + I sudé, pak jsou bud obé Cisla k, | suda a pocet
sudych cykli v (x, y)m je o 1 vétsi, nebo jsou obé Cisla k, / licha a
pocet sudych cykli v (x, y)m je o 1 mensi
je-li Cislo k + I liché, pak je jedno z Cisel k, | sudé a druhé liché,
pocet sudych cykli v (x,y)m je o 1 vétsi
pripad 2: prvky x, y leZi v riiznych cyklech permutace 7
(x =x1, %2,y Xk—1,Xk) a (Y = Y1, ¥2 -, V1)
v permutaci (x, y)m se oba cykly propoji do jednoho cyklu

(X:X1,X2a---anay:)/17)/2,---,)/1)

Permutace 6-22

Determinanty

Sudé a liché permutace

disledek: pro kazdou permutaci m na kone¢né mnoziné X nastava
pravé jedna z ndsledujicich moznosti

e kazdé vyjadreni m jako slozeni transpozic obsahuje sudy pocet
transpozic; to nastava pravé kdyz pocet sudych cykli v 7 je
sudy

e kazdé vyjadreni m jako slozeni transpozic obsahuje lichy pocet
transpozic; to nastdva pravé kdyz pocet sudych cykli v 7 je
lichy

definice: permutace m na kone¢né mnoziné X se nazyva suda,
pokud obsahuje sudy pocet cykll sudé délky; rikdme také, ze
znaménko 7 je 1 a zapisujeme to sgn (mw) =1

pokud ma 7 lichy pocet sudych cykld, fikame ze je 7w licha
permutace, jeji znaménko je —1 a zapisujeme to sgn(7) = —1
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Determinanty

Jednoduché vlastnosti znaménka
priklad: sgn ((4,3,2,1)(7,8)(5,9,10)(11,12)) = —1

tvrzeni: je-li X kone¢nd mnozina a m, p € Sx, pak plati

e sgn(ix) =1
o sgn(n~1) = sgn(n)
o sgn(pm) = sgn(p)sgn ()

dikaz: e identicka permutace ma 0 sudych cykli

e inverzni permutace 7! ma cykly stejnych délek jako
permutace 7

e je-li m = t) --- t; vyjadreni w jako slozeni transpozic, plati
sgn (7) = (—1)¥; podobné je-li p = s;--- 51, kde s1,...,5/ jsou
transpozice, pak sgn(p) = (—1); potom pr = s/--- syt ---t;
je vyjadreni pm jako slozeni transpozic, proto
sgn (pm) = (=1)"** = sgn(p) - sgn ()

Permutace

Determinanty
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Determinanty

Permutace a matice

definice: ¢tvercova matice P = (pj;) radu n se nazyva permutacni,
pokud je v kazdém sloupci a kazdém radku pravé jeden prvek rovny
1 a ostatni prvky jsou rovné 0

kazda permutacni matice P uruje permutaci m € S, definovanou
predpisem 7(j) = i pavé kdyz p;j = 1; skute€nost, ze 7 je
permutace, vyplyva z definice permutac¢ni matice

rizné permutacni matice radu n urcuji riizné permutace na
mnoziné {1,...,n}

naopak, kazdé permutaci m € S,, odpovida néjakd permutacni
matice Pr = (pj;), kterd ji urcuje; staci zvolit
1, pokud plati 7w(j) =i

P = 0, jinak

Permutace
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Determinanty

Skladani permutaci a nasobeni matic
existuje tak vzdjemné jednoznacné zobrazeni mezi permutacemi na
mnoziné {1,...,n} a permutaénimi maticemi fadu n
toto zobrazeni prifazuje permutaci m € S, matici P,

tvrzeni: pro kazdé permutace 7w, p € S, plati

o P,Pr =Py

® ('DW)_l — (PW)T = Pr—1
dikaz: e oznacime P, = (p;j) a Pr = (qjk); prvek na misté (i, k)
v soucinu P,P; je 21'7:1 piiqjk a rovna se 1 praveé kdyz existuje j
takové, ze pj =1 a qjx = 1, coz je pravé kdyz p(j) =i a m(k) = J,
coz je pravé kdyz pm(k) =i
protoze v kazdém sloupci matice P je pravé jeden prvek rovny 1 a
ostatni jsou 0, vSechny ostatni prvky soucinu P,P; se rovnaji 0
proto P,Pr = Py:

e druhé tvrzeni plyne primo z definic

Permutace
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Determinanty

Obecné determinanty - obsah

B Obecné determinanty
Zakladni vlastnosti
Vliv elementarnich Gprav
Rozvoj determinantu podle fadku nebo sloupce
Adjungovana matice
Vandermond(iv determinant a sdileni tajemstvi

Obecné determinanty 6-28

Determinanty

Definice

definice: je-li A = (a;) ¢tvercovd matice radu n nad télesem T,
pak determinant matice A definujeme jako

det A = Z sgn (7T) dr(1),197(2),2 "~ 9x(n),n
7T€Sn

priklad: je-li A = (a;;) matice fadu 2, md mnozina S, vSech
permutaci na mnoziné {1,2} pouze dva prvky - identickou
permutaci ¢ = (1)(2) a transpozici (1,2)

identické permutaci odpovida soucin ajjaz se znaménkem
sgn(t) = 1, transpozici (1,2) odpovida soucin azjaio se
znaménkem sgn((1,2)) = —1

dil 412

proto detA =
a1 ax

= d11d22 — 421412
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Determinanty
Determinant matice radu 3

priklad: je-li A = (a;;) matice fadu 3, md mnozina vSech permutaci
na mnoziné {1,2,3} celkem 6 prvki

T sgn ()
L 1 311822333
(1, 2, 3) 1 dp1d324d13
(1, 3, 2) 1 d31d124d23
(1,2)(3) -1  —aiarass
(1, 3)(2) —1 —d314d224d13
(1)(2,3) -1  —anasazs
dilr 412 413

proto detA=| a1 ax» a3 | =

d31 4d32 as3

d11d22a33 1 3213d32d13 +331d12d23 — d21d12d33 — d31d22d13 — d11d32423

Obecné determinanty 6-30

Determinanty

Determinant trojihelnikové matice

tvrzeni: je-li A = (aj;) horni trojuhelnikova matice, pak plati
det A= aj1a2 - ann

dikaz: ukdzeme, ze jediny ze sCitancl v definici determinantu,
ktery muze byt pfipadné nenulovy, je ten urceny identickou
permutaci ¢

podivame se na s€itanec sgn () ar(1),13x(2).2 " * * @ (n),n
protoze je A horni trojuhelnikova, plati a;; = 0 kdykoliv i >

aby mohl byt soucin a;(1)18x(2)2 " ar(n),» N€NUlOVY, musi byt
w(j) <jprokazdé j=1,...,n

to znamena, ze musi byt 7(1) = 1, m(2) < 2, a protoze je 7 prosté
zobrazeni, musi byt 7(2) = 2

podobné musi byt 7(3) = 3,...,7(n) = n, neboli 7 =
ze sumy definujici det A tak zbyva pouze sgn(t) a11a2 - - ann
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Determinanty

Determinant transponované matice

tvrzeni: pro kazdou ctvercovou matici A = (a;7) fadu n nad T plati
det A = det(AT)

dikaz: ozna&ime AT = (bj;), tedy b; = aj; pro kazdé
ij=1,....n

v sou¢tu definujicim det(AT) vezmeme scitanec uréeny permutaci
7, tj. sgn () br(1),16r(2)2 " Pr(n).n

ten se rovna sgn () a1 r(1)32,7(2) * * * 3n,x(n)

po preusporadani je to sgn (m) az-1(1)13,-1(2)2 " 3r—1(n),n =
sgn(m~1) ar-1(1),187-1(2)2 " " 3r—1(n),n, NebOt sgn(m) = sgn (77 1)
co? je s¢itanec v souctu definujicim det A uréeny permutaci 7!

1 — 7 pro kaZdou permutaci 7, plyne z pravé

1 se rovna séitanci v

protoze (7~ 1)
dokdzaného, ze s¢itanec v det(AT) uréeny 7w~
det A uréeném 7

v det A a v det(AT) tak s&itame zcela stejné sou&iny

Obecné determinanty 6-32

Determinanty
Linearni vlastnosti determinantu

dusledek: plati det A =) ¢ sgn(m)ay ~(1)32,x(2) " ** @n,x(n)
tvrzeni: pro ¢tvercovou matici A = (aj;) = (a1|---|a,) fadu n nad
T", libovolny vektor b = (by,...,b,)7, kazdé j € {1,...,n} a
skalar t € T plati
o det(ar|---[aj_1|a; +blaj 1] --|a,) =
det(as|---|aj—1lajlaj+1] - -|an) +det(as]- - -[aj_1|blaj 1] - -|an)
o det(ay|---[aj_1|tajlaji1] - -[an) =
tdet(al\- . -\aj_l\aj\ajH]- . -\a,,) — tdet A
dukaz: e det(al\ cee \aj_l\aj + b]aj+1\ e \a,,) =
2_res, 58N (T)ax(1).1 * ax(j-1)j-1(3x().j T br(j)) 3x(j+1) 11+ an(n)n =
> res, 58N (T)aray1 - ar(n),nt
2 nes, 8N (T)ar),1°* an(j-1)j-1Dr(j) an(j+1) j41° * *3n(n)n =
det(ai|---laj—1(ajlaj+1] - -|an) +det(as]- - -[aj—1[blaj1]- - -[an)
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Determinanty

DalSi elementérni sloupcové a radkové Gpravy

dokonceni dukazu: e det(a;|---|aj_1|tajlaj 1] -|an)=
> res, 8N (T)ar1)1 " an(j—1)j—1(tarn(j)j)An(i+1)j+1 " " n(n)n =
t ZT{'ESn sgn (7-‘-)371'(1),1 “An(n),n — tdet(aﬂ T ’an)

druha cast predchoziho tvrzeni rikd, ze pokud vyndsobime néjaky
sloupec matice A skalarem t, determinant nové matice ziskdme
tak, Zze vynasobime determinant plvodni matice t

protoze det A = det(A"), stejny vliv na hodnotu determinantu

matice ma vyndsobeni néjakého radku matice A skaldrem t

tvrzeni: prohozeni dvou radki ctvercové matice A = (a;;) zméni
znaménko det A; podobné prohozeni dvou sloupcti matice A zméni
znaménko det A

Obecné determinanty 6-34

Determinanty
Dikaz

dokdzeme zménu znaménka det A p¥i prohozeni sloupcil

v ptvodni matici A= (---|ag|---|a/|---) prohodime sloupce a, a
a; (predpokladame k < /)

dostaneme matici B = (bjj) = (---|aj|-- - |ak| - - - ), kde bjj = aj;
pro kazdé i a kazdé j =~ k, I, dale by, = aj a by = aji pro kazdé i

zvolime libovolnou permutaci m € S, a ozna¢ime o = 7(k, /)
sCitanec uréeny 7 v souctu definujicim det B se rovna

sgn (7)br(1y.1 " br(iyk = Br(i),r** br(n),n =

sgn (77)377(1),1 "t dAn(k),lAn(D),k T An(n),n =

—5gn (0)as(1),1 """ Ao(1),l " o (k).k " " o (n),n>
tj. rovna se minus sc¢itanci uréenému permutaci o v det A

protoze o(k, ) = m, s€itanec uréeny o v det B se rovnd minus
sCitanci uréeném 7 v det A
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Determinanty

Dokonceni dukazu

proto soucet scitanct v det B uréenych 7 a o se rovnd minus
souctu scitanch v det A uréenych m a o

plati tedy det B = —det A

protoZe det A = det(AT), také prehozeni dvou Fadkii v A zpiisobi
zménu znaménka det A

dusledek: pro kazdou permutaci p € S, plati
det(ap(l)‘ap(Z)‘ T ‘ap(n)) = Sgn (p) det(al‘a2’ T ’an)

dikaz: staci vyjadrit permutaci p jako slozeni transpozic a pouzit
predchozi tvrzeni

Obecné determinanty
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Determinanty

Pomocné tvrzeni

ma-li matice A = (a;;) = (a1|---|a,) nad T dva stejné sloupce,
plati det A = 0

dikaz: predpokladdme a, = a,, plati tedy ajx = aj; pro kazdé i
pouzijeme ekvivalentni definici determinantu na str. 6-33:

det A=) s sgn(7)a1~(1)32,x(2) " * @nx(n)

zvolime libovolnou permutaci w € S, a oznadime o = (k, I)m; plati
sgn () = —sgn (o), proto ™ # o

je-li w(i) # k, I plati w(i) = o(i) a tedy a; (i) = ai o (i)

je-li (i) = k, pak (i) = I a aj »(jy = aik = aii = aj »(j); podobné&
3j,x(j) = 3j.a(j) Pokud w(j) =/

proto sgn (m)ay r(1) " 3nx(n) + 58N (0)a1,6(1) " Ano(m =0

odtud plyne det A =20

Obecné determinanty
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Determinanty

Efekt tfeti elementdrni sloupcové (Fadkové) tpravy

tvrzeni: pricteme-li v matici A = (a1|-- - |an) nasobek jednoho
radku (sloupce) k jinému fadku (sloupci), determinant det A se
nezmeéni

diikaz: dokazeme pro sloupce a pouzijeme det A = det(AT)

pricteme-li t-nasobek i-tého sloupce k j-tému, dostaneme matici

B =(ai|---|aj-1[tai +ajlaj1]---[an)

pak det B = det(ay|---|aj_1|ta; + ajlaj;1| - |an) =
det(ay|---[aj-1[taj|aji1] - - [an) + det(ay]- - - |aj—1lajlaji1] - - [an) =

det A

pricteme-li t-nasobek i-tého radku k j-tému radku, dostaneme
matici C, pro kterou plati

det C = det(CT) = det(a1|---|a;_1|ta; + &;]a; 41| -~ |a,) =

det(3a] - 81| a4 - [8,) + det(@n] - - &)1 /8 74 - - [8,) =
det AT = det A
Obecné determinanty 6-38

Determinanty

Prvni metoda vypoctu determinantd

zname efekt erl a est na determinant; pomoci téchto Gprav matici
prevedeme do horni trojihelnikové nebo dolni trojahelnikové
matice a pak vynasobime prvky na hlavni diagonale

priklad: spoc¢teme

1 2 3 1 21 1 21
4 4 6 |=34 4 2 |=3-212 2 1|=
6 8 9 6 8 3 6 8 3
1 2 1 1 2 1
3:-2/0 -2 -1 |=3-2|0 -2 -1 |=12
0 —4 -3 0 0 -1
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Determinanty

Determinanty elementdrnich matic

tvrzeni: pro kazdou elementarni matici E a libovolnou matici A,
obé fadu n, plati det(EA) = det(E) - det(A)

dikaz: kazdou elementdrni matici dostaneme z jednotkové matice
I, jednou erd; detl, =1

matici E pro prehozeni radk(, dostaneme z [, prohozenim dvou
radkd, tedy det E = —1 a det(EA) = (—1)det A = det(E) det(A)

matice E pro vyndsobeni radku nenulovym skaldrem je diagonalni,
tedy det E =t a det(EA) = tdet A = det(E) det(A)

a nakonec matice E pro pricteni t-ndsobku jednoho radku k jinému

je horni (nebo dolni) trojahelnikova s jednotkami na hlavni
diagonale, proto det E = 1 a det(EA) = det A = det(E) det(A)
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Determinanty

Charakterizace regularity pomoci determinantu

tvrzeni: pro ¢tvercovou matici A nad T je ekvivalentni

1. matice A je regularni
18. detA#0

dikaz: pomoci efii prevedeme A do rot C

existuji tedy elementarni matice E, ..., Ex takové, ze
C=EEx 1 - - EtA=Ex(Ex_1--- E1A)

podle predchoziho tvrzeni plati
det C =det(Ex)det(Ex_1--- E1A)=det(Ek) - - - det(E7) det(A)

podle téze véty je det E = 0 pro kazdou elementdrni matici E
proto det A # 0 pravé kdyz det C # 0

protoze C je horni trojahelnikova matice, plati det C # 0 pravé
kdyz ma C na hlavni diagonale samé nenulové prvky, coz je pravé
kdyz je A regularni
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Determinanty

Véta o soucinu determinantll

véta: pro kazdé dvé Ctvercové matice A, B fadu n plati
det(AB) = det(A) det(B)
dikaz: neni-li A regularni, plati rank(A) < n a také det A =0

rovnéz rank(AB) < rank(A) < n, soucin AB neni regularni a tedy
det(AB) =0 =det Adet B

je-li A reguldrni, vyjadfime ji jako sou¢in A= E,--- ExE;
elementdrnich matic

podle tvrzeni na str. 6-40 plati
det(AB) = det(Ex - - - E2E1B) =
det(Ey) - - - det(Ey) det(Ep) det(B) =
det(Ek) cee det(EQEl) det(B) = ... =
det(Ey - - - ExE1) det B = det(A) det(B)

geometricky vyznam véty o soucinu determinanti
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Determinanty
Cramerovo pravidlo

dusledek: pro regularni matici A plati det(A=1) = (det A)~1

dikaz: z rovnosti AA~! = [, plyne pomoci tvrzeni o soudinu
determinant(i, ze det(A) - det(A~1) = det(/,) = 1

Cramerovo pravidlo: je-li A= (a1|---|a,) reguldrni matice fadu n
nad télesem T, b€ T" a x = (x1,...,x,)" jednoznaéné uréeny
vektor reSeni soustavy Ax = b, pak plati pro kazdé j =1,...,n
det Aj
Xj = ;
det A

kde A; je matice, kterou dostaneme z A nahrazenim j-tého sloupce
a; sloupcem pravych stran b

n

dikaz: platib = xja;1 + - - + xpa, = Zi:l Xjaj
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Determinanty

Dokonceni ditkazu Cramerova pravidla

potom plati det A; = det(ay|---|aj_1|blaj+1|---|an) =
det(ay|---laj_1] XiLy xiajlaja| -+ [an) =

> iy xidet(ay|---[aj_1]ajlajia] - - |an) =

xjdet(ay]-- - |aj_1]aj[aj1] - --[an) = xjdet A

protoze det A # 0 (nebot A je reguldrni), plyne odtud vzorec pro x;

1 2 3|2
priklad: najdeme druhou slozku resSeni soustavy | 4 4 6|4
6 8 9|0
1 2 3 1 2 3
platidetA=|4 4 6 |=12 a detAb=|4 4 6 |=-36
6 8 9 6 0 9
a tedy xop = —3
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Determinanty

Algebraicky doplnék

definice: je-li A = (a;;) ¢tvercovd matice fadu nnad T a

i,j €{1,2,...,n} pak algebraicky doplnék nebo také kofaktor
prvku aj; je skaldr mj; = (—1)i+j det Mj;, kde M;; je matice, kterou
dostaneme z A vynechdnim i-tého radku a j-tého sloupce

1 2 3
priklad v matici A=(a;;)) = | 4 4 6 | spocteme kofaktor
6 8 9
. _ 142 2 3 _ —
moy1 prvku dalzi. Mo = (—1) 8 0 = (—1)(18 — 24) =6

podobn& myy = (—1)212 é

3
9 ‘—9—18——9
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Determinanty

Rozvoj determinantu podle sloupce
véta: je-li A= (aj;) matice fddu naj € {1,2,...,n}, pak plati
det A = a;jmyj + apjmoj + -+ + apimpj = Y .11 ajjm;;
dikaz: v kazdém soucinu v det A= > s sgn(m)ar(1),1"" " an(n),n

je praveé jeden Cinitel z j-tého sloupce matice A a to a, ;) ;

pro kazdy prvek a;; sdruzime sCitance, které jej obsahuji, a
vytkneme jej; dokdzeme, Ze po vytknuti ziistane soucet rovny mj;

1. krok dikazu: budeme predpokladat, ze a,, = e,; pak plati
det A=) s sgn(m)ar)1 " ar(n)n =

D neSpm(n)=n 8N (T)ar(1)1 " ax(n),n =

D reSna(n)=n 8N (T)ar(1)1 """ An(n-1),n-1 =

(_1)n—|—n Zﬂ'ESn_l sgn (ﬂ-)aﬁ(l),l “*dr(n—1),n—1 —
(—1)"™" det My, — mpy
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Determinanty

Krok za krokem
2. krok dikazu: nyni predpokladédme, ze a;j = e; proi € {1,...,n}
matici A upravime tak, ze napred pomoci n — j — 1 transpozic

sloupcti presuneme sloupec a; = e; na misto n-tého sloupce tak,
aby se poradi ostatnich sloupcli nezménilo

dale pomoci n — i — 1 transpozic fadki upravime matici tak, aby se
posledni sloupec matice rovnal e, a poradi ostatnich radki se
nezménilo; dostaneme tak matici B, jejiz minor N, se rovna
minoru M;; matice A a n-ty sloupec b, = e,; podle 1. kroku

det A = (—1)"~1+n=i~1det B = (—1)+ det Ny, =
(—1)i+j det M,'J' = mj;j

3. krok dukazu: vektor a; matice A se rovna > ; ajie;; pak
det A=det(ay| - |an) = det(ar |- - - [aj_1| S0, ayeilaia| -~ an) =
2 iy djdet(a] - [aj-alejfajia] - - [an) = D il ajmjj
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Determinanty

Rozvoj determinantu podle radku
op&tovnym pouZitim rovnosti det A = det(AT) dostaneme
vétu o rozvoji determinantu podle radku: pro matici A fddu n a

libovolné i € {1,2,...n} plati det A= "7, a;m;

priklad: spocteme rozvojem podle prvniho radku jesté jednou

1 2 3

4 4 6 _(—1)1+1-1-';1 g‘+(—1)1+2-2-|;1 g'

6 8 9

+(1)1+3-3-‘ g g ‘: (36 —48) —2(36 —36) + 3(32 —24) = 12

Obecny postup: pro rozvoj determinantu obvykle vybirame radek
nebo sloupec s velkym poctem prvki rovnych O

takovy radek nebo sloupec ¢asto napred vytvorime pomoci
elementarnich fddkovych nebo sloupcovych Gprav
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Determinanty

Adjungovana matice

definice: kofaktorovd matice ke ¢tvercové matici A = (ajj) je
matice M = (mj;) tvorend algebraickymi dopliiky prvki aj,
adjungovand matice k matici A je matice M7 transponovana ke
kofaktorové matici M, znaceni: adj A

tvrzeni o faleSném rozvoji: pro ¢tvercovou matici A radu n a
libovolné dva riizné indexy k,/ € {1,2,..., n} plati

ay Mk + aymok + -+« + apMpx = > _1_q aymix =0

dikaz: ozna¢ime B = (bj;) matici, kterou dostaneme z A tak, ze
nahradime k-ty sloupec a, /-tym sloupcem a;, ostatni sloupce jsou
beze zmény

det B = 0 podle pomocného tvrzeni na str. 6-37

algebraicky doplnék prvku bj, v B se rovnd algebraickému doplnku
m;, prvku aj v A

rozvojem det B podle k-tého sloupce dostaneme
0=detB = 27:1 byxm; = Z?:l aj mii
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Determinanty

Formulka pro inverzni matici

tvrzeni: pro ¢tvercovou matici A radu n plati
adj (A)-A=A-adj(A) =det(A) - I,

dikaz: prvek na misté (k, /) v soulinu adj (A) - A se rovna
skaldrnimu soucinu k-tého fadku matice adj A = MT s |-tym
sloupcem matice A, tj. k-tého sloupce kofaktorové matice M s
[-tym sloupcem matice A

0 pokud k # [, (faleSny rozvoj)

det A pokud k =1/, (rozvoj podle sloupce)
proto adj (A) - A =det(A) - I,

rovnost A - adj (A) = det(A) - I, dokdZeme podobné a nebo
aplikujeme pravé dokazanou rovnost na matici AT

n
Zi:]_ M aj|=

dusledek: je-li matice A regularni, pak plati
_ adj A
Al =220
det A

Obecné determinanty
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Determinanty
Inverzni matice k matici radu 2

pro reguldrni matici A = (aj;) radu 2 tak plati

—1
a1 di?2 _ d22 —d?1
( > = (a11a2 — arpany)? ( >

d21 422 —d12 a1l

pro regularni matici A = (a;7) fadu 3 plati

an A a3\
a1 a2 a3 =
d31 432 as3
( axp a3 | a2 a3 ‘ az 313
d32 433 d32 433 d22 dz3
(det A)_l | 921 a3 a11 413 | Q11 a13
d31 433 d31 4d33 da21 a3
d21 4az1 | 911 a12 a1l a12
\ d31 4as1 a31 431 d21 aoi

Obecné determinanty
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Determinanty

Vandermondova matice

uloha: je dano téleso T, n jeho navzajem riznych prvkl aq,...,a,

a dalSich n prvkdl by,...,b, €T

mame najit polynom f(x) = kg + kyx + - - + kn_1x"1 stupné
nejvySe n — 1 s koeficienty v télese T, ktery v zadaném bodé a;
nabyva predepsané hodnoty b; pro kazdé i =1,...,n

reseni: musi platit f(a,-) = ko + kia; + - -+ k,,_la}’_l = b;
pro kazdé i =1,....n

nezndmé koeficienty ko, .
linedrnich rovnic

1 o a% - af_l ko by
1 a» a% - ag_l k1 b
1 a, a,27 . ag_l kn—_1 b,

Obecné determinanty

.., ko1 € T tak musi spliovat soustavu
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Determinanty

Vandermondilv determinant

matice této soustavy se nazyva Vandermondova matice a jeji
determinant Vandermondiiv determinant

tvrzeni: pro libovolné n > 2 a prvky ai1,...,a, € T plati
2 n—1
1 a a3 a; 1
1 a a3 a;
V(ai,a an)= =[Ticicicn (aj —
( 1,42y..-54dn : 1<i<j<n \“J
2 n—1
1 a, a7 an

diikaz: precist ve skriptech

jsou-li prvky ap, ..

reguldrni, soustava pro neznamé koeficienty ko, ...

) kn—l ma

a,-)

., ap navzajem rlzné, je Vandermondova matice

jednoznacné FeSeni a polynom f(x) je proto uréeny jednoznacné

nazyva se Lagrangelv interpolacni polynom

Obecné determinanty
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Determinanty

Digitdlni kli¢e ke korunovaénim klenotim

zvolime néjaké dostatecné velké prvocislo p, sejf s korunovacnimi
klenoty otevie ndhodné zvolené islo d € Z, = {0,1,...,p — 1}

klicnik musi informaci o kli¢i d rozdélit mezi 7 statnich a cirkevnich
hodnostaril tak, aby jej bylo mozné zjistit pouze tehdy, kdyz se

vsichni sejdou

udéla to tak, zZe zvoli ndhodné koeficienty ki, ko, ..., ke € Zp a
ziska tim polynom f(x) = d + kyx + -+ - + kgx®

plati f(0) = d
dale zvoli ndhodné 7 navzajem rlznych nenulovych Cisel ay, ..., a7
i-tému hodnostafi pridéli dvojici (a;, b = f(a;))
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Determinanty
Otevirani sejfu
pri vyznamné prilezitosti se sejde vSech 7 hodnostaril

polynom f(x) je jednoznaéné uréeny hodnotami f(a;) = b; pro
i=1,...,7, vSechny prvky a;, b; jsou k dispozici

feSenim soustavy na str. 6-52 najdou jednoznacné urceny
Lagrangelv interpola¢ni polynom f a tedy také kli¢ d = £(0)

co kdyz je pan president indisponovany?
zbylych 6 hodnostari ma k dispozici dvojice (a;, bj) proi =2,...,7

pro jakékoliv d € Z, existuje pravé jeden polynom stupné
nejvyse 6, pro ktery plati f(a;) = b; proi=2,...,7a f(0)=d
(proto jsme volili prvky aj, ..., a7 nenulové)

vsechny mozné hodnoty kli¢e jsou prFi znalosti pouhych Sesti dvojic
(aj, bj) stejné pravdépodobné
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Determinanty

Determinanty - shrnuti

pridat determinant blokové diagonalni matice

zakladni: permutace, jejich skladani

zakladni: slozeni permutace na kone¢né mnoziné z transpozic,
znaménko permutace (sudé a liché permutace), znaménko
slozeni permutaci

zakladni: definice determinantu obecné ¢tvercové matice
zakladni: linearni vlastnosti determinantu
zakladni: determinant transponované matice

zakladni: ekvivalentni definice reguldrni matice pomoci
determinantu

zakladni: véta o soucinu determinanti
zakladni: rozvoj determinantu podle radku nebo podle sloupce

zakladni: adjungovana matice a vzorec pro inverzni matici
pomoci determinanti
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Determinanty

Determinanty - shrnuti

dalezité: geometricky vyznam determinantu redlnych matic
rddu 2 a 3, orientace prostoru, obsah rovnobézniku, objem
rovnhobéznosténu

dilezité: permutacni matice

dualezité: vliv elementdrnich fddkovych Gprav na determinant,
determinant trojihelnikové matice

dualezité: Cramerovo pravidlo

dulezité: Vandermondova matice a Vandermondilv
determinant

pro zajimavost: Sarussovo pravidlo pro vypocet determinantu
radu 3
pro zajimavost: hra ,, 15"

pro zajimavost: digitalni klice ke korunovac¢nim klenotiim
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Skalarni soudin

Kapitola 7

Skalarni soudin
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Skalarni soudin

Standardni skalarni soucin - obsah

B Standardni skalarni soucin
V redlnych aritmetickych prostorech
V komplexnich aritmetickych prostorech

Standardni skalarni soucin 7-3

Skalarni soudin

Opakovani

standardni (bodovy) skalarni soucin v redlném aritmetickém
prostoru R"” jsme definovali v Gvodni kapitole na str. 1-60

pro dva vektory x = (x1,...,x)" ay = (y1,...,¥n)" €R" je
standardni skalarni soucin definovan jako redlné Cislo
x.y:x1y1_|_..._|_xnyn

pomoci nasobeni matic mizeme standardni skaldrni soucin vektor(
X,y zapsat jako x"y; tomuto zapisu budeme nadéle davat prednost

euklidovskou délku nebo také euklidovskou normu vektoru x € R"
pak definujeme jako ||x|| = \/x? + x5 + -+ + x2 = VxTx

Standardni skalarni soucin 7-4




Skalarni soudin

Geometricky vyznam v roviné

na str. 60 jsme také odvodili geometricky vyznam skalarniho

soucinu dvou nenulovych vektorl x = (x1,x)" a

y = (y17y2)T = R2
xTy = ||x|| - |ly|| - cos ¢, kde ¢ je thel, ktery sviraji vektory x a y

protoze cos ¢ = cos(—), nezélezi na tom, méfime-li Ghel mezi x a
y v kladném nebo zdporném sméru

xTy = 0 pravé kdyz jsou vektory kolmé

xTy > 0 pravé kdyz je ihel mezi nimi men$i nez /2 (ostry)
xTy < 0 pravé kdyz je hel mezi nimi vét$i nez /2 (tupy)
¢emu se rovna mnozina {y € R? : xTy < 0} ?

co znamena rovnost x'y = ||x|| (|ly|| - cos¢) ?

Standardni skalarni soudin
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Skalarni soudin

Geometricky vyznam v prostoru

kdy je xy = ||x|| - ly[| 7 kdy x"y = —||x] - [|ly[| ?

geometricky vyznam skalarniho soudinu vektori x = (x1, x2, x3) " a
y = (y1,¥2,y3)" € R3 je stejny jako v roviné

jsou-li oba nenulové, pak xTy = ||x|| - ||ly|| - cos ¢, kde ¢ je Ghel
mezi vektory x a 'y

¢emu se rovna mnozina {y € R3: x"y < 0} pro vektor o£xcR3 ?
¢emu se rovna mnozina {y € R3 : x"y < 5} pro vektor oZxcR3 ?

¢emu se rovna mnozina {y € R3: xTy < a} pro libovolné redlné
Cislo a 7

Standardni skalarni soudin
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Skaldrni soudin
/akladni vlastnosti skalarnitho soucinu

do realnych aritmetickych prostor(i vyssich dimenzi prenasime
geometricky vyznam na zdkladé analogie

muizeme proto mluvit o Ghlu mezi dvéma nenulovymi vektory v
R128

nebo o Uhlu, ktery sviraji dvé digitalni 8 Mpx fotografie

zakladni vlastnosti standardniho skalarniho soucinu jsou

tvrzeni: pro kazdé vektory x,y,z € R"” a kazdy skalar r € R plati

L x"(ry) = r(x"y)
x"(y+z)=x"y+x"z
xTy=yx

x x>0

x"x =0 pravé kdyz x = o

oA W
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Skalarni soudin

Standardni skalarni souéin v C"

jsou-li x = (x1,...,x,)" ay=(y1,...,yn)" dva komplexni
aritmetické vektory, pak definujeme standardni skalarni soucin
komplexnich vektorii x -y jako komplexni &islo X1y1 + - -+ + Xp¥n

divod pro tuto definici spociva v tom, Zze X - X = X1x1 + - -+ + XpXp
je vzdy nezdporné redlné Cislo

pro kazdé komplexni Cislo z = a + ib totiz plati
zz = (a — ib)(a + ib) = a® + b?

mulzeme pak opét definovat délku/normu vektoru x jako nezaporné

redlné Cislo ||x|| = /x - x

abychom mohli také standardni skaldrni soucin komplexnich
vektorll zapsat maticové, definujeme hermitovsky sdruzené matice
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Skalarni soudin

Hermitovsky sdruzené matice

definice: je-li A = (ajj)mxn komplexni matice, pak matice

B = (bjj)nxm se nazyva hermitovsky sdruZend k matici A, plati-li
bjj = aji prokazdé i =1,...,naj=1,...,m; znaceni A*
komplexni matice A se nazyva hermitovska, plati-li A* = A

) N 1—2i 0
o o 1+2i 3 I B :
priklad: < 0 3_oi 4 ) = _3,- 3_%—4’?/

cviceni: dokazte, ze komplexni matice A typu m X n a B typu
n x p plati (AB)* = B*A*

obsahuje-li matice A sama redlna disla, pak A* = AT

pomoci hermitovsky sdruzenych matic mizeme standardni skaldrni
soucin komplexnich vektor(i zapsat jako x - y = x*y
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Skalarni soudin

Vlastnosti standardniho skalarniho soucinu komplexnich
vektort

na zakladé predchozi pozndmky vime, zZe se oba standardni skalarni
souciny (redlnych nebo komplexnich artmetickych vektor() shoduji,
maji-li oba vektory vsechny slozky realné

tvrzeni pro kazdé vektory x,y,z € C" a kazdy skalar r € C plati
L. x*(ry) = r(x"y)

x*(y +z) = x*y + x*z

X"y = y*x

x*x >0

x*x =0 prdvé kdyz x = o

ok W

dikaz: vlastnosti 1. a 2. plati obecné pro pocitani s maticemi,
vlastnosti 3., 4. a 5. plynou primo z definice standardniho
skaldarniho soucinu komplexnich aritmetickych vektor(
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Skalarni soudin

Obecny skaldrni soucin - obsah

B Obecny skalarni soucin
Definice
Piiklady

Obecny skaldrni soudin 7-11

Skalarni soudin

Definice skalarniho soucinu na realnych prostorech

operace pripominajici standardni skaldrni soucin se v matematice
objevuji Casto

definice: je-li V vektorovy prostor nad R, pak zobrazeni, ktera
kazdé usporadané dvojici vektortl x,y € V priradi readlné Cislo
(x|y) € R, nazyvame skaldrni soucin na V, jestlize pro kazdé
vektory x,y,z € V a kazdy skalar r € R plati

(x|ry) = r(xly)

2. (xly +2) = (xly) + (x]2)
3. (xly) = (y[x)

4. (x|x) >0

5. (x|x) = 0 pravé kdyz x = o

—_

aritmeticky prostor R” se skalarnim soucinem nazyvame
euklidovsky prostor dimenze n

volbou r = 0 v podmince 1. dostavame (x |o) = 0 pro kazdé x € V
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Skalarni soudin

Definice skaldrniho soucinu na komplexnich prostorech

definice: je-li V vektorovy prostor nad C, pak zobrazeni, ktera
kazdé usporadané dvojici vektorli x,y € V pfriradi ¢islo (x|y) € C
nazyvame skaldrni soucin na V, jestlize pro kazdé vektory

X,y¥,z € V a kazdy skalar r € C plati

(x|ry) = r{x|y)

x|y +2) = (x|y) + (x|z)

x|y) = (ylx)

X|x) je nezdporné redlné Cislo

I N O

A
A
A
. (x|x) = 0 pravé kdyz x = o

aritmeticky prostor C" se skaldrnim souc¢inem nazyvame unitarni
prostor dimenze n

odlisnosti mezi obéma definicemi

Obecny skalarni soucin
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Skalarni soudin

Realny Hilbertiv prostor 1

v prostoru vSech realnych posloupnosti R“ vezmeme podmnozinu

v v . . o0 7/ Vv oo 2
?5 tvorenou vSemi posloupnostmi (a,)%° , pro které fada >~ a;
konverguje

tvrzeni: /> je podprostor R
diikaz: musime dokazat uzavrenost /> na obé operace v R¥

uzavrenost na nasobeni skalarem je jednoduch3; je-li

a= (a2, €lrakeR, pak fada > °°  (ka,)? = k* > °° , a2
také konverguje, coz znamena, ze ka € />

k diikazu uzavrenosti £ na scitani vyuzijeme jednoduchou vlastnost
redlnych &isel, totiz e |ab| < 3(a* + b?) pro kazda &isla a, b € R
odtud plyne, Ze fada > .~ |anbn| konverguje pro libovolné
a=(an)p21 ab=(bn)5l; € L2

proto Fady %% apbn a >0 ((an+ bn)? = D00 (a2 +2anb, + b2)
také konverguji, coz dokazuje, ze a+ b € /5 pro kazdé a,b € />

Obecny skalarni soucin
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Skalarni soudin

Realny Hilbertiv prostor 2

na prostoru /o definujeme zobrazeni (alb) = > "° ; a,b, pro kazdé
a=(an)2,,b=(bn), € l2; konvergenci fady > >~ ; anb, jsme
dokazali na predchozim slajdu dole

tvrzeni: zobrazeni (alb) = > 77, a,b, je skalarni soudin na
prostoru /5

dikaz: ovéreni vSech péti podminek z definice skalarniho soucinu
je primocaré

definice: prostor /> s pravé definovanym skalarnim soucinem se
nazyva (redlny) Hilbertiv prostor

Hilbertliv prostor ¢> obsahuje euklidovské prostory vsech dimenzi
jako podprostory

Obecny skalarni soucin 7-15

Skalarni soudin

Komplexni Hilbertiv prostor

podobné je definovdn komplexni Hilbertliv prostor ¢, jako
podprostor prostoru C* vsech posloupnosti komplexnich Cisel
takovych, Ze fada > °° | |an|? konverguje

skalarni soucin (alb) dvou posloupnosti
a=(an)i2q,b= (b)), € ¢o je definovan jako soucet rady

2 n=13nbn

konvergence této rady stejné jako uzavrenost prostoru £, na scitani
se dokdze podobné jako v redlném pripadé

komplexni Hilbertliv prostor {5 je zakladnim matematickym
ndstrojem kvantové mechaniky
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Skalarni soudin

Skalarni soucin definovany matici 1

je-li A = (ajj) redlnd (nebo komplexni) matice fddu n, pak mizeme
definovat zobrazeni f : R” x R" — R (nebo f : C" x C" — C)
predpisem f(x,y) = x" Ay (nebo f(x,y) = x*Ay)

protoze f(x, ry) = x" A(ry) = xT (rAy) = r(x" Ay) = rf(x,y)
af(x,y+z)=x"Aly +2z)=x"Ay +xT Az = f(x,y) + f(x,2)
splnuje f prvni dvé podminky z definice obecného skalarniho
soucinu

ma-li platit f(x,y) = f(y, x), musi specialné platit
f(e,-, ej) = f(ej, e,-) pro kazdé i, j € {1, 2,..., n}
protoze f(e;,e;) = e/ Aej = e a; = a;; a podobné f(e;,e;) = aj;,
k rovnosti f(e;,e;) = f(ej, e;) je nutné, aby platilo a;; = aj; pro
kazdé i, j, neboli AT = A, tj. A musi byt symetrickd matice

Obecny skalarni soucin

Skalarni soudin

Skalarni soucin definovany matici 2
pokud AT = A plati, je f(x,y) =x"TAy =xTATy = (Ax) Ty =
((Ax)Ty)" =y ' (Ax) = f(y,x)

to znamena, ze f splinuje podminku 3. z definice obecného
skalarniho soucinu pravé kdyz A je symetrickd matice

analogicky dokazeme, Ze zobrazeni f(x,y) = x*Ay definované
komplexni matici A splnuje prvni tfi podminky definice obecného
skalarniho soucinu na C" pravé kdyz A* = A

pozd&ji dokdzeme, Ze zobrazeni f(x,y) = x" Ay (nebo zobrazeni
f(x,y) = x*Ay) spliiuje podminky 4. a 5. obecné definice
skaldrniho soucinu na R” (nebo C") pravé kdyz existuje realna
(nebo komplexni) matice B takovd, ze BT B = A (nebo B*B = A)

takovym maticim se rikd pozitivné definitni a setkdme se s nimi
jesté mnohokrat

Obecny skalarni soucin




Skalarni soudin

Integrdl jako skaldrni soucin

na prostoru C(—1,1) vSech spojitych redlnych funkci na intervalu
(—1,1) definujeme skalarni soucin (f|g) = f_ll fg

je-li C(—1,1) prostor vSech spojitych komplexnich funkci

definovanych na intervalu redlnych &isel (a, b) definuje predpis
b_ 7/ e v

(flg) = [, fg skalrni soucin

Obecny skaldrni soudin 7-19

Skalarni soudin

Norma - obsah

B Norma
Norma definovand skaldarnim soudinem
Cauchy-Schwarzova nerovnost
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Skalarni soudin

Definice normy definované skaldrnim soucinem

standardni skalarni soucin v euklidovském prostoru R” definuje
euklidovskou normu (vzdalenost)

podobné také obecny skaldrni soucin na vektorovém prostoru V
definuje normu prvkla V

definice: je-li V redlny nebo komplexni vektorovy prostor se
skaldrnim soucinem (|), pak definuje normu ||lu|| prvku u € V jako
redlné Cislo ||ul| = /(u|u)

priklad: norma vektoru u = (1 —i,2,3 +2i)" v unitdrnim prostoru
C3 (tj. se standardnim skaldrnim soucinem) se rovna

Jul| = Vuru = /(1 +1i,2,3-2i)(1—i,2,3+2i)7 =
V2+4+13=19

obecné: je-liu = (uy,...,u,)” € C", pak norma ||u|| uréend
standardnim skaldrnim sou¢inem v C" je +/|u1]? + -+ + |up|?

Norma 7-21

Skalarni soudin

Zakladni vlastnosti normy
priklad: norma posloupnosti (%)20:1 v prostoru /» se rovna
3 1 _
n=1 n2 _ \/6

tvrzeni: je-li V vektorovy prostor nad R (nebo nad C) se skalarnim
sou¢inem (|), u,v € V a t € R (nebo t € C), pak plati

e |lul| > 0, p¥i¢em¥ rovnost plati pravé kdyz u = o

o [[tul] = [t]]]ul]

o Jut vl +[lu— |} = 2ful|* + 2[jv|?

dikaz: prvni tvrzeni plyne ze 4. a 5. podminky pro skalarni soucin
[tul? = (tu[tu) = Tt(u|u) =[t[*|u]®

lu+ v+ [Ju— [ = (u+vju+v) + (u—vju—v) =
(ufu) + (ulv) + {v|u) + {v|v) + (u|u) — (ulv) — (v|u) + (v|v) =
2(ulu) +2(v|v) = 2[|ul|? + 2||v®
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Skalarni soudin

Polarizacni identity

tvrzeni: je-li V vektorovy prostor nad R (nebo nad C) se skalarnim
soucinem (|), u,v € Vat € R (nebo t € C), pak plati

e Re(ulv) = 1(|lu+v|?— [u]®— |v|?

—5(Ju+ v = fJul]® — [v]?)

e Im(u|v)

ditkaz: spoc¢teme ||u + v||? = (ufu) + (u|v) + (v]u) + (v|v) =
lul|? + (u|v) + (ulv) +[|v[|* = [Jull® + 2Re (u|v) + ||v]®

v druhé ¢asti spocteme

lu+iv]|® = (uu) + (uliv) + (iv|u) + (iv|iv) =
lul]> + i ulv) +i{vu) +i-ifv]* =

lull? +i({ulv) = (ulv)) + [[v[|* = [lu]|* + 2 - Im (u|v) + ||v||?

odtud spocteme Im (u |v) = 5:(|lu+ iv||* — [lu]|* — [|v]|?) =
=5 ([lu+ iv[|* = [Jul]® = [Jv]*)
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Skalarni soudin

Cauchyho-Schwarzova nerovnost

ndsledujici dllezitd véta ukazuje, ze také obecny skaldrni soucin
mulzeme pouzit k méreni Ghli

véta: je-li V redlny (nebo komplexni) vektorovy prostor se
skalarnim soucinem (|) a u,v € V, pak plati

[(ulv) [ < [lul flv]

a rovnost nastava pravé tehdy, kdyz posloupnost (u,v) je linearné
zavisla posloupnost

diukaz: je-li posloupnost (u,v) linearné zavisla, plati bud u = tv
nebo v = tu pro néjaké t € R (nebo t € C)

je-li v =tu, plati | (ulv)|=|(u|tu)| = [t (uu)| = [t]|u]* =
[t [[ulf [Jull = [jv] lu]
pfipad v = tu plyne z pfedchoziho, nebot |(u|v)| = |(v|u) |
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Skalarni soudin

Dokonceni ditkazu Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti
je-li posloupnost (u, v) linedrné nezavisla, plati v # tu pro jakykoliv
skaldr t; pro kazdy skaldr t plati proto také
O<|v—tul?=(v—tulv—tu)=(v|v)—t{v|u)—t{ulv—tu)
nyni zvolime t tak, aby platilo 0 = (u v —tu) = (ulv) — t(uu)

k tomu je nutné a staci, aby t = (u # 0 nebot (u,v) je LN)

IIU\
po dosazeni do pravé strany prvniho rddku dostdvame

0 < [|v]|2 — Qlviivu) _ g2 falulv) g2 P2

lu]l? [lull? [Jull?

priklad: pro libovolnd redlnd disla uq, up, us3, ug, vi, vo, v3, vy plati

lupvi + uove + uzv3 + U4V4’§\/U% + U3+ U+ Ui\ [vE VI VE+ V2
staci pouzit Cauchyho-Schwarzovu nerovnost pro vektory
u=(uy,up,u3,uy)" av=_(v,n,vs,v) €R*a standardni
skalarni soucin v R*

Norma 7-25

Skalarni soudin

Disledky Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti

pro libovolné dva nenulové vektory u,v € V v prostoru se
skaldrnim soucinem (|) plati |I<lﬁ|ﬁ>h <1

v pripadé, Ze (u|v) je vzdy redlné Cislo, existuje jednoznacné
{ulv)

v[[ flul

uréeny Ghel ¢ € (0, ), pro ktery plati cosp = TV Tl

definice: je-li V redlny vektorovy prostor se skalarnim soucinem
(|) a u,v jsou dva nenulové vektory, pak definujeme wthel mezi

vektory u a v jako &islo ¢ € (0, ), pro které plati cos p = ||\<'|||ﬁ>||

priklad: spocitdme (hel ¢ mezi posloupnostmi u = (%)2021 a
e; = (01,n)72 1 v redlném Hilbertové prostoru ¢»; plati ||u|| =

NG

S

|ei]] =1 a (u|e;) = 1; proto cos 1 =
V6

podobné pro ahel > mezi u a e plati cosgr = %
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Skalarni soudin

Trojuhelnikovad nerovnost a kosinova véta

tvrzeni: v redlném nebo komplexnim prostoru V se skaldrnim
soucinem (|) pro libovolné dva prvky u,v € V plati
lu v < luff + v

dikaz: spotitdme [u+v|*=(u+v]ju+v)=

(uu) +(uv) +(vu)+(v|v) = (ulu)+(uv) +{uv) +(v|v) =
lul| +2Re((u|v)) + [Iv][* < [[ull? +2[ (u]v) | +[Jv]|?

< full® + 2[jull vl + [lv]I* = (ull + [lv]])?

tvrzeni: pro libovolné dva nenulové prvky u, v redlného
vektorového prostoru V se skaldrnim soucinem (|) plati
lu = [ = [ul|® + [[v]|* = 2[lu|| [|v]| cos ¢,

kde ¢ je Uhel mezi vektory u a v

ditkaz: opét stadi pouze pocitat lu —v|[? = (u—v]ju—v) =
(ulu) =2(u|v) + (v|v) = fJul* + |Iv]* = 2[ul v cos ¢
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Skalarni soudin

Obecné normy informativné

definice: norma na realném nebo komplexnim vektorovém prostoru
V je zobrazeni, které kazdému prvku x € V prirazuje realné Cislo
|x|| a které splfiuje podminky

L. ||x|| > 0, pficemz ||x|| = 0 pravé kdyz x = 0,

2. ||tx]] = |t|||x]| pro kazdé x € V a kazdy skalar t

3. |Ix+yll < l[x[l + llyl| pro kazdé x,y € V
euklidovska norma uréend standardnim skaldrnim soucinem neni
jedinou moznou normou na R"
pohybujeme-li se po Ctvercové siti, pak je vhodnéjsi pouzivat
souctovou normu ||(x1, X2, ..., xp) || = |x1| + [x2| + -+ [xa]
jiny priklad pouzivané normy na R"” je maximalni norma
[(x1, %2, ..., x2) T || = max{|xt|, |xal, ..., |xn|}
ani jedna z téchto norem neni uréena zadnym skalarnim soucinem
na R”, nebot nesplnuji ,,rovnobéznikovou identitu®” - treti
podminku z tvrzeni na str. 7-22
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Skalarni soudin

Kolmost /ortogonalita - obsah

B Kolmost/ortogonalita
Kolmost /ortogonalita
Ortonormalni baze
Gramova-Schmidtova ortogonalizace
Unitarni a ortogonalni matice
Ortogonalni doplnék

Kolmost/ortogonalita
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Skaldrni soudin
Definice kolmosti

ndsledujici definici budeme pouzivat neustdle
definice: je-li V redlny nebo komplexni prostor se (|), pak dva

prvky u,v € V nazyvame kolmé (ortogonalini) pokud (u|v) = 0;
oznaceni: u L v

posloupnost (uy,...,ux) prvki V se nazyva ortogondlni, plati-li
u; L u; kdykoliv i # j; ortogonalni posloupnost se nazyva
ortonormalni, pokud navic ||uj|| = 1 pro kazdé i =1,2,... k

mnozina M C V' se nazyvd orotogondlni, plati-li u 1 v pro kazdé
dva rizné prvky u,v € M; ortogondlni mnozina M C V se nazyva
ortonormdlni, pokud navic |[u|| =1 pro kazdé u ¢ M

zatimco ortogondlni posloupnost nebo mnozina miize obsahovat
nulovy prvek o, v ortonormalni posloupnosti nebo mnoziné musi
byt vSechny prvky nenulové

Kolmost/ortogonalita
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Skalarni soudin

Linedrni nezavislost ortogonalni posloupnosti vektort

plati-li u L v, pak také (ru) L (sv) pro libovolné skalary r,s; plati
totiz (ru|sv) =Fs(u|v)

déle pro kazdy nenulovy vektor u plati ’ m | =1 (normalizace u)
pozorovani: jeli posloupnost nenulovych vektorl (ug,...,ux)
ortogonalni, pak posloupnost (m, ol Hz—ill) je ortonormalni

tvrzeni: je-li V redlny nebo komplexni prostor se (|), pak kazd3a
ortogonalni posloupnost nenulovych prvkd (ug,ug, ..., ux) je LN
dakaz: je-li aju; + apup + - - - + agu, = 0, pak pro kazdé
i=1,...,k plati (uj|aju; + apuz + - - - + axuy ) = (u; |o) = 0;
protoze plati 0 = (u;|aju; + apup + - -+ + aguy ) =

ai <u,~ |U1> + -4 a; (u,- |u,-> + -+ ak (u,- |uk> = a,-||u,-|]2,
plyne odtud a; = 0 pro kazdé i = 1,.. ., k, coz dokazuje, ze
(u1,...,uy) je linedrné nezavisla posloupnost
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Skalarni soudin

Ortogonadlni a ortonormalni baze

z predchoziho tvrzeni plyne, ze kazda ortogonalni posloupnost n
nenulovych vektor( v prostoru V dimenze n se skalarnim soucinem
je baze ve V

podobné je kazda ortonormalni posloupnost n vektorti v prostoru V
dimenze n se skalarnim soucinem baze ve V

priklad: kanonicka baze je ortonormalni baze v prostoru R” (nebo
v C") se standardnim skalarnim soucinem

3

cviceni: dokazte, ze matice A = ( 11

) definuje skaldrni soucin

v - V
na R? predpisem <(U1, )" ‘(Vla V2)T> = (u1, 12)A ( v; )

\ v ]- _]. . s 7 4
dokazte, ze posloupnost 0o ) 3 je ortogonalni baze v
R? s timto skaldrnim soucdinem a spoltéte normy jejich prvki
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Skalarni soudin

Pythagorova véta

priklad: v prostoru spojitych funkci na intervalu (—m, 7) se
skaldrnim sou¢inem (f |g) = [”_fg je mnoZina funkci
{1, sin x, cos x, sin(2x), cos(2x), . .. } ortogonalni

tvrzeni: v prostoru V se skaldarnim souc¢inem (|) plati pro dva
kolmé prvky u L v rovnost ||u + v||? = |Ju]|? + ||v]|?
ditkaz: spocteme |[u +v|[? = (u+v]ju+v) =

(ufu) + (ulv) + (v u) + (v v) = [Jul|®+ [[v]]

poznamka: z predchoziho diikazu také vidime, Ze z rovnosti
|u + v||? = ||u]|? + ||v||? pro dva vektory u,v € V plyne
0=(ulv) + (v|u) =2Re((ulv))

je-li prostor V nad redlnymi Cisly, plati (u|v) =0 atedyu L v

je-li prostor V nad komplexnimi &isly, plati pouze Re({u|v)) =0,
prvky u a v nemusi byt kolmé

Kolmost/ortogonalita
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Skaldrni soudin
Souradnice vzhledem k ortonormalni bazi

ortonormdlni baze v prostorech se skaldrnim soucinem jsou
dilezité, protoze umoznuji snadno spocitat souradnice libovolného
prvku vzhledem k témto bazim

tvrzeni: je-li B = (vi,...,Vv,) ortonormalni baze v prostoru V se
skalarnim soucinem (|) a u € V, pak plati

u=(viju)vy + (valu)vo+ -+ (v, |u) vy,

ti. [ulg = ((va |u), (v2[u), ... (vplu))"

dukaz: vyjadfime u jako LK prvk( baze B = (vi,...,v,)
u=avy+---+awp tj. [ulg = (a,...,an)"

pro kazdé i € {1,..., n} skalarné vynasobime prvkem v; zleva:
(Vi |uy = (vj|aivi + -+ ajvi+ -+ apvy) =

ar (Vilvi)+ -+ ai(vi|vi)+---ap(vi|vy) = a;

Kolmost/ortogonalita

7-34




Skalarni soudin

Priklad

priklad: posloupnost (vl = ( i ) ,Vp = < _11 )) je

ortogonalni v prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem

plati [lvi]| = [Jv2]| = V2

posloupnost B = <% ( 1 ) ,% < _11 )) je tedy ortonormalni
baze v R?

najdeme souradnice vektoru ( i ) vzhledem k bazi B:
2 2

1 _ 6. 1 _ 2

ﬁ(1’1)<4)_\@’ v 11)(4)‘@

o (1) 5(1) (7
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Skalarni soucin
Geometricky vyznam souradnic vzhledem k ortonormalni bazi

je-li v prvek s normou ||v|| = 1 v prostoru V se skalarnim soucinem
([) aueV, pak prvek (v|u)v = (|jv]| ||u]| cos p)v = (||u]| cos p)v
je pravouhly primét, budeme mu fikat ortogonalni projekce,
vektoru u do primky generované vektorem v

plati totiz (v|u — (v|u)v) = (v|u) — (v|u)(v|v) =0

je-li B = (v1,...,v,) ortonormdlni baze v prostoru V, pak
vyjadieni u = (vi [u) vy + (va [u) vo + - - + (v, |u) v, Tikd, Ze u je
souctem ortogonalnich projekci vektoru u do primek generovanych
jednotlivymi vektory v; baze B
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Skalarni soudin

Skalarni soucin a ortonormalni baze

koeficientlim vyjadreni u = ajvi + - - - + anv,, vektoru u jako linearni
kombinace prvk{ ortonormalni baze B = (vy,...,v,) prostoru V se
také rika Fourierovy koeficienty vektoru u vzhledem k bazi B

zname-li v prostoru V s obecnym skalarnim soucinem néjakou
ortonormalni bazi B = (vi,...,v,), miZzeme hodnotu skalarniho
soulinu {u |w) dvou prvki u, w spocitat snadno pomoci jejich
Fourierovych koeficientl vzhledem k bazi B

tvrzeni: je-li V prostor se skaldrnim soudinem (|), B = (v1,...,vp)
ortonormalni baze ve V, a u,w € V, pak plati (u|jw) = [u];[w]g

diukaz: je-liu=avi+---+apv, = > 1 av;a
W= bjvi +- -+ byv, = Z}’Zl bjv;, pak plati

(ulw) = <Z7=1 Vi ‘Zle ijj> = Dzt 2ojm1 by {vi|vj) =
Do J"’:1 ajbjoj = > imp aibi = [u]5[w]s
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Skalarni soudin

Frobeniova norma

na prostoru R™*" redlnych matice typu m x n definujeme skalarni
soucin dvou matic A = (a;;) a B = (bj;) jako

(AB) =3 it1 > j—1 2ijbj

skaldrni soucin (A|B) se rovna standardnimu skaldrnimu soucinu
aritmetickych vektorii (af |aJ|---|al)" a (b |bJ|---|b[)T

podobné definujeme skaldrni soucin dvou komplexnich matic
A= (aj) a B = (bj) typu m x njako (A[|B) =>21"; X7 3jib;

norma ||A| redlné nebo komplexni matice A = (aj;) urcend timto

skaldrnim soudinem se rovnd \/Z,m:l i laj]?

definice: je-li A = (a;;) redlnd nebo komplexni matice typu m x n,

pak norma ||A|| = \/Z,’ll i—1|ajj|* se nazyva Frobeniova norma

matice A; nékdy se tato norma zapisuje jako ||A||2

Kolmost/ortogonalita 7-38




Skalarni soudin

Ortonormalni baze v prostoru matic a format jpeg

na str. 2-63 jsme si rekli, Ze barevna digitalni fotografie je soubor
tri ¢tvercovych obrovskych matic, jejichz prvky jsou celd Cisla z
intervalu (—127,+128)

jeden ze zpusobil komprimace téchto matic je format jpeg

Jjpeg rozkldda velkou matici do disjunktniho sjednoceni matic rfadu
8, tzv. ,dlazdic”

dimenze prostoru R8*8 je 64

format jpeg vyjadruje matice z R8%® pomoci jejich soutadnic ve
specialné zvolené ortonormalni bazi R8>8

tato baze je zvolena s ohledem na to, jak vnima lidské oko
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Skalarni soudin

Priklad ortonormalni biaze v R8*8 1. &ast

napred vyrobime sloupcové vektory aq, ..., ag € R® s prvky +1
zacneme dvéma vektoryzR?(i) <i_>
+ + + +
z nich vyrobime T T B |, a nakonec
+ — + —
+ — — +
+ + + + + + + +
CENCENCEN (NN (N (2N ()
+ + — — + + — —
+ + — — — — + +
+ — + — + — + —
+ — + — — + — +
+ — — + + — — +
N B N A ) A N A Y A A
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Skalarni soudin

Ptiklad ortonormalni baze v R8%8 2. &ast

vSimnéme si, ze v kazdém radku je posloupnost vektortl ortogonalni
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu v pfislusném

redlném artimetickém prostoru, prvnim maji normu V2, ve druhém
2 a ve tfetim /8

nyni vyrobime mnoZinu 64 matic v prostoru R8*8 :
Ajj = {a,-ajT 1i,j=1,2,...,8}; plati Aj = A} pro kazdé i,

pozorovani: mnozina matic {Aj,i,j =1,...,8} je ortogonalni a
vSechny matice Aj; jsou nenulové, jejich norma ||Al]2 je 8;

matice %A,-j usporaddme do posloupnosti a dostaneme tak
ortonormalni bazi v R8*8

komprimace dat ve formatu jpeg pak spociva v tom, ze neuklad3
vsechny koeficienty pfi vyjadreni dlazdice A jako linedrni kombinace
matic A;j; oznacime-li prvni Ctyfi 8-slozkové vektory dole na
predchozi strané postupné ai, a, as, a3, jpeg ukldda pouze
koeficienty u matic A11, A1p, As1, A13, Ao, Aszp
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Skalarni soudin

Ortogonalni projekce na podprostor 1

tvrzeni: je-li P kone¢né generovany podprostor prostoru V se
skalarnim soucinem (|) a (vi,...,vk) néjakd ortonormalni baze
podprostoru P a u € V, pak pro vektor

up = (vi|u) vy + (va|u)vo + -+ (v |u) vy € P plati

(u —up) L p pro kazdy vektor p € P

diikaz: napred dokazeme, ze vektor u — up je kolmy na kazdy
vektor baze (vi,...,vk)

stali spocitat  (vj|lu—up) =
(vilu = (vifu)vg — - = {vjju)vi— - — (v fu) v ) =
=0

(vifu) — (v [u) (vj|v;)

libovolny vektor p € P vyjadfime jako linearni kombinaci prvki
baze (vi,...,vk) podprostoru P:  p = byvy + - -+ + bgvy

a spoCteme (u—up|p) = (u—up|bivi + -+ bevy) =
b1<u—Up‘V1>—|—---—|—bk<u—Up‘Vk>:0
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Skalarni soudin

Ortogonalni projekce na podprostor 2

tvrzeni: je-li P konecné generovany podprostor prostoru V se
skaldrnim soucinem (), (vi,...,vk) néjakd ortonormalni baze
podprostoru P a u € V, pak pro vektor

up = (vi|u) vy + (va |u)vo + - -+ 4 (v lu) vi € P plati, ze
|lu—upl|| < ||lu— ql| pro kazdy vektor q € P, pfi¢emz rovnost
nastava pravé kdyz q = up

dukaz: podle tvrzeni na predchozi strané plati Ze (u —up) L p pro
kazdy vektor p € P

je-liq € P, pak také up —q € P a tedy (u —up) L (up — q)

protoze u — q = (u — up) + (up — q), plyne z Pythagorovy véty
lu—ql* = lu—up|* + [lup — q||* > [lu — up||?, pfitemZ rovnost
nastava pravé kdyz |jup — q|| =0, tj. pravé kdyz q = up
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Skalarni soudin

Gramova-Schmidtova ortogonalizace

posledni tvrzeni fika, ze pokud existuje ortonormdlni baze v
kone¢né generovaném podprostoru P jakéhokoliv prostoru V se
(), pak pro kazdé u € V existuje v P jednoznacné uréeny
»nejblizsi” prvek up € P; podle tvrzeni na str. 7-42 pro prvek up
navic plati (u —up) L p pro kazdy vektor p € P

ndsledujici véta rikd, ze ortonormalni baze existuji v kazdém
kone¢né generovaném podprostoru

jeji diikaz je vlastné algoritmus nazyvany Gramova-Schmidtova
ortogonalizace, jeho dlilezitost je srovnatelna s vyznamem
Gaussovy eliminace

véta: je-li (a1,...,a,) linedrné nezavisld posloupnost v prostoru V
se skaldrnim soucinem (|), pak existuje ortonormalni posloupnost
(q1,...,qn) ve V takova, 7e pro kazdé i = 1,...,n plati
(Q1,...,q;) = (a1,...,a;)
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Skalarni soudin

Dilkaz Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace

dakaz: prvky hledané ortonormalni posloupnosti
(d1,.--,9k, - ,dn) sestrojime indukci podle k

je-li k =1, pak a; # o, nebot (a1,...,a,) je LN posloupnost

poloZzime q; = ||a1||~ta;

plati ||g1|| = 1, posloupnost (q1) je ON a (q1) = (a1)

indukéni predpoklad je, ze pro néjaké k € {2,...,n} jiz madme
sestrojenou ON posloupnost (q1,...,qx_1) ve V takovou, ze pro
kazdé i=1,... k—1 plati (q1,...,q;) = (a1,...,a;)

oznacime P, podprostor (qi,...,qx_1), posloupnost
(q1,...,9x_1) je ortonormalni baze P

oznacime py_1 = (q1 |ak) g1 + - + (Qk—1|ak) Q-1 € Pr_1

ay ¢ (a1,...,ax_1), protoze (ai,...,an) je LN posloupnost, a
<a1, ce ,ak_1> = (ql, ce ,qk_1> = Pk—l podle indukéniho
predpokladu, plati proto ax # px_1 a tedy |[ax — px_1|| # 0
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Skalarni soudin

Dokonceni dikazu Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace

podle tvrzeni na str. 7-42 plati (ax — px—1) L q; pro kazdé
i=1,... k-1

poloZime qx = |lax — pk—1/|"*(ak — pPxk-1)
posloupnost (qi,-..,dx_1,qk) je potom ortonormalni

k dokonceni dikazu indukéniho kroku staci ukazat, ze
(@1,...,ax_1,ak) = (Q1,---,qk_1, k)

indukéni predpoklad je (a1, ...,ak_1) = (q1,...,dx_1) a dale plati
rovnost  ax = ||ax — Pk—1|| Ak + Pk—1 =
|ax — Pk—1llak + (a1 |ak) g1 + - + (dk—1]ak) Qk—1

z bodu 2. na str. 5-21 plyne (a1, ...,ax_1,ax) € (41, .- -, 9k—1, k)

z téze rovnosti a podle téhoz bodu 2. na str. 5-21 plyne také
opacna inkluze (q1,...,qx_1,9«) C (a1,...,ax_1,ak)
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Skalarni soudin

Dasledky

dasledek 1: v kazdém konecné generovaném podprostoru P
vektorového prostoru V se skalarnim soucinem existuje
ortonormalni baze

diukaz: stadi vzit libovolnou bazi (ay,...,a,) podprostoru P a
pouzit na ni Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci

dasledek 2: je-li P podprostor kone¢né dimenzionalniho prostoru
V se skalarnim soucinem, pak Ize libovolnou ortonormalni bazi P
rozsirit do ortonormalni baze celého prostoru V

dikaz: je-li (q1,...,qx) ON baze P, doplnime ji jakkoliv na bazi
(q1,..-,9k,@k21,---,a,) celého prostoru V, ze které pak
vyrobime ON bazi Gramovo-Schmidtovo ortogonalizaci, ta prvnich

k vektorli q1,...,qx nezméni; také mizeme GSO spustit aZz od
(k + 1)-niho kroku
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Skalarni soudin

Dalsi dusledek

dasledek 3: je-li P konecné generovany podprostor prostoru V se
skalarnim souc¢inem a u € V, pak existuje vektor up € P, pro ktery
plati, ze [ju — up|| < |lu — q|| pro kazdy vektor q € P, pficemz
rovnost nastava pravé kdyz q = up

dikaz: staci zvolit néjakou ON bazi v P a pouzit tvrzeni na
str. 7-43

vSimnéme si, ze prvek up je svymi vlastnostmi v disledku 3 urceny
jednoznacné

definice: je-li P kone¢né generovany podprostor prostoru V se
skalarnim soucinem a u € V, pak prvek up z predchoziho disledku
nazyvame ortogonalni projekce u na podprostor P
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Skalarni soudin

Algoritmus pro Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci

vstup: LN posloupnost (as,...,a,) prvkl prostoru V se (|)

vystup: ON posloupnost (q1,...,q,) ve V takova, ze
<a1,...,ak> = <q1,...,qk> pro kazdé k = 1,...,n

budeme pouzivat pomocné vektory by = a, — px_1

e krok 1a polozime by = a3

e krok 1b polozime q; = ||by| by (normalizace)
e krok 2a poloZzime by = a; — (q1 |a2) q1 (ortogonalizace)
e krok 2b polozime qy = ||by|| b, (normalizace)
e krok 3a polozime bs = a3 — ({(q1|a3z) q1 + (g2 |a3) go)

e krok 3b polozime qz = ||b3|| b3 (normalizace)
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Skalarni soudin

Priklad

ortogonalizujeme a; = , ay = , a3 =

O O =
oON -
= = W

~1 ~1 ~1
krok 1b: q; = |la;|| ta; = (v2)71(1,0,0,-1)7

krok 2a: qf a = /2, b, = a» — (q{ a2)q; = (0,2,0,0)7
krok 2b: q2 = [|bz||"'bz = (0,1,0,0)"

krok 3a: q/ a3 = 2v/2, qJaz = 1, b3 = a3 — (q{ a3)q: — (qJ a3)q>
=(1,0,1,1)7

krok 3b: g3 = [bs|~1bs = (v3)~1(1,0,1,1)7

O O

proto q1 = (\@)_1 » 43 = (\/g)—l

o)

N

|
O O = O
_ = O
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Skalarni soudin

GSO v aritmetickych prostorech se standardnim (|)

je-li (a1,...,an) LN posloupnost v aritmetickém prostoru C™
(nebo R™), miZeme ji zapsat do sloupcli komplexni (nebo redlné)
matice A = (ajx) = (a1]...|an) typu m x n

stejné tak vyslednou ON posloupnost (q, ..., q,) zapiSeme jako

sloupce matice Q = (gj;) = (q1|- - |dn)

vztah mezi maticemi A a Q vyc¢teme pfimo z dikazu véty o GSO,
pouze nahradime obecny skaldrni soucin standardnim

rovnost q; = ||a;||~ta; prepideme jako a; = ||a1|| q1

pro k > 2 z rovnosti qx = ||ax — px—1|| " (ax — px—1) spocteme
a, = ||ax — Pk—1]| Ak + Pxk—1 =

(a1ak)qr + -+ + (dp_jak)qk—1 + [[ak — Px—1]l a«

coz zapiSeme a, = Q(ajak. - ,q_1ak, |ax — pk—1]/,0,---,0)"
pro kazdé k > 2; a dale a; = Q(||lay|,0,---,0)"
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Skalarni soudin

Maticovy zapis Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace

vztah mezi maticemi A a Q mizeme zapsat jako

la1]]  a7a: qjas ... aac

0 Jlax—p1] ag3a3 ... dzak

A=Q| O 0 las — p2|| q3ax
\ o 0 R PR

pravého Cinitele mizeme zapsat jako ¢tvercovou matici R = (rjx),

0, pokud plati j > k
kde rjx = q;’-‘ak, pokud plati j < k

Kolmost/ortogonalita

7-52




Skalarni soudin

QR-rozklad

dokazali jsme tak ndsledujici dilezitou vétu

véta: je-li posloupnost (ai,--- ,a,) sloupcovych vektori komplexni
(nebo redlné) matice A typu m X n linedrné nezavisld, pak existuji
matice @ = (q1|-- - |gn) takova, Zze posloupnost sloupcovych

vektord (q1,---,qp) je ortonormalni, a horni trojihelnikovd matice

R radu n s kladnymi prvky na hlavni diagonale, pro které plati
A= QR

pozdéji dokazeme, ze matice @, R jsou urcené jednoznacné

definice: je-li A redlnd nebo komplexni matice typu m x n a
rank(A) = n, pak vyjadreni A = QR, kde posloupnost sloupcovych
vektorll @ je ortonormalni a R je horni trojihelnikovd matice s
kladnymi prvky na hlavni diagonale, se nazyva QR-rozklad

matice A
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Skalarni soucin
GSO neni numericky stabilni

priklad: v aritmetice se zaokrouhlovanim na tri platnd mista
1 1 1
pouzijeme GSO na matici A= | 1073 1073 0
100 0 1073
vsechny sloupcové vektory ai,ar, a3 jsou ,,témér rovnobézné”
krok 1b: ||a1||=v12+10-6+10"6=1, qy=a; = (1,1073,1073)"
krok 2a: q/ ay=1+10"% =1, by=a>—(q{ a»)q; =(0,0,-1073)"
krok 2b: ||by| = v10=6 = 1073, qo = (1073)" by = (0,0, —1)7
krok 3a: q/a3 =1+10°=1,qJa3 =103
bs = a3 — (q{ a3)q1 — (q] a3)q2 = (0, 1073, -1073)7
krok 3b: ||bs|| = /10764106 = /2.1073 =1,41-1073
qz3=1,41"1.10%3-(0,-1073,-10"3) " =(0, —0,709, —0,709) "

vy$lo ndm qJ q3 = 0,709, vektory q2 a qsz pfilis kolmé nejsou
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Skalarni soudin

Modifikovand Gramova-Schmidtova ortogonalizace 1

numerickou stabilitu GSO lze (ponékud prekvapivé) vylepsit tim, ze
jednotlivé kroky vypoctu provadime v jiném poradi

pomocny vektor b, dostaneme tak, ze od daného a, odeCteme

soucet px—1 = (q1 |ak) qr + - + (qx—1|ax) qx—1 projekci a, do
smér(l dosud sestrojenych vektorli q1,...,qx_1

modifikace GSO spociva v tom, Ze projekce dosud
neortogonalizovanych vektori do sméru q, odecitdme ,,online”, tj.
ihned jakmile vektor qj sestrojime; mezivysledky zapisujeme do
pomocnych proménnych b; pro i > k

krok 1la: b; <—a;proi=1...,n

krok 1b: q; = ||b1|| by

krok 2a: b,' — b,' — <q1 |b,'>C|1 =da; — <C|1 \a,-)ql pro = 2,...,n
krok 2b: g2 = ||b2[|"'b2 = [a2 — (a1 [a2) a1 [ "*(a2 — (a1 [a2) a1)
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Skalarni soudin

Modifikovana Gramova-Schmidtova ortogonalizace 2

krok 3a: b; — b; — <q2|bi>q2 pro i:3,...,n
spocitdme aktudlni hodnoty proménnych b; pro i > 3
bi =a; —(q1]a;j) a1 — (a2 |a; — (g1 ]a;) q1) g2 =
ai —(qi]aj)q1 — (q2 ]a;) g2

krok 3b: q3z = Hb3||_1b3

krok 4a: b,-%b,-—<q3|b,->q3 proi:4,...,n

modifikovand GSO tak vede ke zcela stejné ortonormalni
posloupnosti (qs, . ..,q,) jako klasickd GSO

jiné poradi operaci ale vede k vétSi numerické stabilité, jak se Ize
presvédCit na pouziti modifikované GSO na prikladu ze str. 7-54
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Skalarni soudin

Modifikovany vypocet GSO

1 1 1
pouzijeme modifikovanou GSOna A= | 1073 1073 0
10 0 1073

krok 1a: b; =(1,1073,1073)" by =(1,1073,0) 7, b3 =(1,0,1073) "
krok 1b: ||by||=+v12+10-64+10-6=1, qy= by = (1,1073,1073)7
krok 2a: q/ by =1+107% =1, by < by —(q{ by)q; = (0,0, —1073)7

q/ b3=1+107°% =1, b3« b3 —(q{ b3)q; =(0, -1073,0)7
krok 2b: ||by|| = vV10-6 = 1073, qp = (1073)"1by = (0,0, -1)7
krok 3a: qJ bs = 0, b3« bz —(qJ b3)q;=(0,-1073,0)"
krok 3b: ||bs]| = v10-6 = 1073, q3 = 10 - b3 = (0, —1,0)
vysledna posloupnost q; = (1,1073,1073)7, q» = (0,0, -1)7,
qs = (0, —1,0) je tak ortonormalni jak jen lze pfi zaokrouhlovani
na tri platné cifry doufat
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Skalarni soucin
Co provede GSO s obecnou matici ?

Gramova-Schmidtova ortogonalizace ma jednu obrovskou vyhodu -
Ize ji provést online, vektor q, vysledné matice @ lze spocitat v
okamziku, kdy mame k dispozici prvnich k sloupcli matice

A = (a1]---|ak|---|an), na nasledujicich sloupcich ax.1,...,a,
vektor q, nezavisi

co se stane, je-li posloupnost sloupcovych vektori matice A
linedrné zavisla 7

priklad: zvolime LN posloupnost (a1, ap) vektorii z R128

jak probihd GSO, pouzijeme-li ji na matici A = (o|aj|3ai|az) ?

Kolmost/ortogonalita 7-58




Skalarni soudin

Obecna Gramova-Schmidtova ortogonalizace 1

pouzijeme GSO na obecnou posloupnost vektort (ai|---|a,) prvkd
redlného nebo komplexniho prostoru V se skalarnim soucinem (|)

nepredpokladame, ze posloupnost (ai|---|a,) je LN

pozorovani: algoritmus pro GSO selze, pokud je néktery z prvki
ai linedrné zavisly na predchozich

jediné kroky vypoctu, které nelze vzdy provést, jsou kroky ?b, kdy
se muze stat, ze mame délit skalarem 0

to kdyZ potitame qx = ||ak — px—1]| "' (ak — Pk-1),

kde px—1 = (g1 |ak) g1 + - - + (Qk—1 |ak) Ak—1

plati ||[ax — px_1]| = O pravé kdyz

ar = (q1|ag) qr + -+ (dk—1]ak) qk_1, tj. pravé kdyz

L P <q1, e ,qk_1> = <a1, ce ,ak_1>, coz je pravé kdyz
ay € (a1,...,ax_1), tj. ax je LK predchozich prvki posloupnosti
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Skalarni soudin

Obecna Gramova-Schmidtova ortogonalizace 2
vS§imnéme si, ze nadale plati (q1,...,qx_1) = (a1,...,ak_1,ak)

klasickou GSO miizeme modifikovat tak, Ze v pripadé, kdy
narazime na vektor a; € (a1,...,ax_1), COZ se projevi tak, zZe
algoritmus nds nuti délit nulou, zddny novy nenulovy vektor qy
nespocitame, prislusny krok algoritmu preskoc¢ime a pokracujeme
ortogonalizaci nasledujiciho vektoru a1

takto upravenému algoritmu se rikd obecna Gramova-Schmidtova
ortogonalizace

mame tak tfi verze GSO: klasickou, modifikovanou a obecnou

vysledkem obecné GSO je i nadale ortonormalni baze podprostoru
(ai,...,an)
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Skalarni soudin

Obecna GSO s obecnou matici

tvrzeni: vysledkem obecné GSO pouzité na redlnou nebo
komplexni matici A = (a1|...|a,) je ortonormalni baze
(d1,...,9q,) sloupcového prostoru ImA = (ay,...,a,) matice A

otazka: v kterych krocich vytvori obecnd GSO novy vektor q;?

otazka: jak pomoci GSO zjistime, plati-li b € (a1,...,a,) pro
aritmetické vektory ai,...,a,,b € R™ 7

QR-rozklad vytvoreny obecnou GSO
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Skalarni soudin

Obecna GSO a QR-rozklad 1

prabéh obecné GSO mizeme také zapsat maticové podobné jako
jsme zapsali pribéh klasické GSO pomoci QR-rozkladu

pfipomenme si, ze obecnd GSO pouzitd na matici A = (a1|---|ap)
nevytvori v k-tém kroku novy vektor q; pravé kdyz je vektor a
linedrné zavisly na predchozich vektorech aj,--- ,a,_1, tj. pravé
kdyz vektor ax neni bazovy vektor matice A

vysledkem obecné GSO je ON posloupnost (qi,...,q,), kde r je
poclet bazovych sloupcli matice A, tj. r = rank(A)

vektor qj vytvorime v j-tém kroku obecné GSO, kde ji,...,J;
jsou indexy bdzovych sloupcli matice A

je-li jx_1 < J < jk pro néjaké k =1,...,r a délame-li j-ty krok
obecné GSO, mame uz vytvorenou posloupnost vektort
(q17 R 7qk—1) takovou, ze <ala R 7aj—1> — <q17 o 7qk—1>
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Skalarni soudin

Obecna GSO a QR-rozklad 2

v kroku Ja napred spoclteme vyjadreni
pi—1=(q1laj) g1+ -+ (ak_1aj) Qk—1

pokud a; neni bazovy sloupec matice A, tj. pokud j < ji, plati
aj € (qq,...,9k—1) = (a1,...,aj_1), a tedy a; = pj_1, neboli
aj = (qila;)qr + -+ (qk-1]a;) qk_1

koeficienty tohoto vyjadreni si napiseme do prvnich k — 1 radki
J-tého sloupce matice R typu r x n, od k-tého radku vcetné
smérem dolli doplnime 0

pokud j = jk, tj. a; € (d1,...,qk—1) @ @; # pj—1, obecnd GSO
provede i krok Jb a spotte vektor qx = ||la; — p;_1]| 7! (a; — pj—1),
tj.aj=(qilaj) a1+ + (dk-1/aj) qk-1 + [|a; — bj| ax a
koeficienty tohoto vyjadreni zapiSeme do prvnich k radki j-tého
sloupce matice R a zbyld mista opét zaplnime prvky 0

Kolmost/ortogonalita
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Skalarni soudin

Obecny QR-rozklad

po probéhnuti celé obecné GSO dostaneme matici

Q = (q1]---]a,) typu m x r a matici R typu r X n, pro které plati
A = QR, posloupnost sloupcovych vektorii matice Q je
ortonormalni, proto je linedrné nezévisla a rank(Q) = r

protoze r = rank(A) = rank(QR) < rank(R), je také rank(R) =r,
rozklad A = QR je proto full-rank decomposition

prvni nenulovy prvek v k-tém radku matice R se objevi ve chvili,
kdy spocteme vektor g, a ten dostaneme v j,-tém kroku obecné
GSO, plati j1 < jo < --- < j, a vSechny pivoty jsou kladné

dostali jsme tak full-rank decomposition A = QR matice A, kde
posloupnost sloupcovych vektori matice @ je ortonormalni, matice
R je v rddkové odstupnovaném tvaru a vSechny pivoty v matici R
jsou kladné
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Skalarni soudin

GSO v prostoru funkci

priklad: v prostoru vsech spojitych funkci na uzavreném intervalu

(—1,1) se skalarnim soucinem (f |g) = f_ll fg pouzijeme GSO na

0

posloupnost polynomii (1 = x?, x = x*, x?); tato posloupnost je

linearné nezavisla
krok 1b: polynom qo = ||x°||71x?, kde
X012 = (1[1) = [7, 1 =2, tedy qo = (v2)~*
krok 2a: spoteme <q0 |x1> — f_ll(\/ﬁ)_lx — 0, takze
po=(qo|x')gqo=0a by =x* — py = x
x=1
krok 2b: |[by[]> = [*, x? = [3x3] za

x=—1

g1 = ||b1]| 1h = %X
x=1
krok 3a: (qo ‘x2> = f_ll(\@)_lx2 = [% : %X3]x:_1 = %
x=1
2\ _ (1 V3 .2 _ |V3 .1 _
(qu|x*) = [, %xx = {% - Zx”‘} = 0
Kolmost/ortogonalita 7-65

Skalarni soudin

Legendreovy polynomy

pr={a0|x*) qo+(a|x®) o= 32 L+ (@) a =3
2 2 1

by = x*—p1 =x°— 3

krok 3b: |[bof|> = [* (x* = 3)2 = [1(x* — 2x2+ 1) =
1 x=1 2 2 _ 8

5 =5+ ex] =5 -5+5=13

Ib2| 7 = /%8 =32, po = ||bal|7Hbo = Y2(3x — 1)

polynomy qo = ? q1 = %x, qo = ?(3x 1)

jsou prvni tfi Legendreovy polynomy, Legendreliv polynom n-tého
stupné g, bychom dostali jako vysledek GSO na posloupnost

x0 xt, ... x"

mnozina Legendreovych polynomi {q,: n € NU{0}} je
ortonormalni mnozina v prostoru vsech spojitych funkci na
intervalu (1, —1) se skalarnim soucinem (f |g) = f_ll fg
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Skalarni soudin

Priklad QR-rozkladu

1 1 3

. . 0 2 1
najdeme QR-rozklad matice A = 0 0 1 ze str. 7-50

-1 -1 -1

zplsob zapisu pribéhu klasické GSO v podobé QR-rozkladu je
na str. 7-52

(\[%)_1 2 (\/%)_1 V2 V2 22

A= o 2 1
0 0 (v3)1

~(vV2)7' 0 (V3)! 0 0 V3

Kolmost/ortogonalita

7-67

Skalarni soucin
Matice s ortonormalni posloupnosti sloupcovych vektort

tvrzeni: je-li Q@ = (q1|---|gn) komplexni (nebo redlnd) matice
typu m x n, pak posloupnost sloupcovych vektord (qi,--- ,q,) je
ortonormdlni vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu v C™

(nebo v R™) pravé kdyz plati @*Q = I, (nebo QTQ = Ih)

dukaz: posloupnost (qi,- - - ,qn) ortonormalni vzhledem ke
standardnimu skalarnimu soucinu v C™ pravé kdyz q;q; = 0;; pro
kazdé dva indexy i,j € {1,2,...,n}

skalar q7q; je prvek na misté (/,) v soucinu Q*Q, rovnost

q7q; = J; tak plati pro libovolné indexy i,j € {1,2,...,n} pravé
kdyi Q*Q — ln

matice @* (nebo QT) je inverzni zleva k matici @

existence matice inverzni zleva k matici @ je v souladu s tvrzenim
na str. 4-82
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Skalarni soudin

Zachovani normy a skalarniho soucinu

tvrzeni: pokud pro komplexni matici @ typu m x n plati
R*Q = I,, pak plati
o (@x)*(Qy) = x*y pro kazdé dva vektory x,y € C”
o ||Qx| = ||x|| pro kazdy vektor x € C"

jinak receno, zobrazeni fg : C" — C™ zachovava standardni
skalarni soucin a jim uréenou normu vektorti v C”

diukaz: prvni ¢ast spocitame: (@x)*(Qy) = x*Q*Qy = x* I,y = x*y

z prvni &asti ihned plyne ||Qx||? = ||x||?, zbyva pouze odmocnit

v pripadé Ctvercové matice @ je kazda z podminek posledniho
tvrzeni ekvivalentni ortonormalité posloupnosti sloupcovych
vektortl matice @
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Skalarni soudin

Unitarni a ortogonalni matice

definice: redlna ¢tvercova matice Q = (q1|---|qn) Fadu n se
nazyva ortogonalni, pokud je posloupnost (q1|- - |q,) ortonormalni
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu v R” (a tedy
ortonormalni baze v R")

komplexni ¢tvercova matice U = (uy|- - - |u,) Fadu n se nazyva
unitarni, pokud je posloupnost (uy|- - |u,) ortonormalni vzhledem
ke standardnimu skalarnimu soucinu v C" (a tedy ON baze v C")

priklad: matice rotace kolem pocatku
v R? je ortogonalni

matice osové symetrie vzhledem k primce
prochazejici podatkem v R? je ortogonalni
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Skalarni soudin

RGzné ekvivalentni definice unitarni matice
tvrzeni: pro komplexni ¢tvercovou matici U fadu n jsou nasledujici
podminky ekvivalentni
1. U je unitarni
2. zobrazeni fy : C" — C" zachovava standardni skalarni soudin
v C", tj. (Uu)*(Uv) = u*v pro kazdé u,v € C"
3. zobrazeni fyy zobrazeni zachovava eukleidovskou normu, tj.
|Ux|| = ||x|| pro kazdé x € C"
4. zobrazeni fy zobrazuje ortonormalni bazi na ortonormdlni bazi
U-t=u*
6. posloupnost (ii] , i) ,--- i) fadkovych vektorl matice U je
ON (a tedy ortonormalni baze v C")

o

dikaz: vzhledem k tomu, ze pro jakoukoliv Ctvercovou matici U
plati, Ze matice inverzni zleva (nebo zprava) k U je rovna U~!,
plyne z tvrzeni na str. 7-68 ekvivalence 1 < 5

podobné dokdzeme 5 < 6
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Skalarni soudin

Dokonceni diikazu
z tvrzeni na str. 7-69 plyne 1 = 2 a implikace 2 = 3 je snadna

stejné€ snadnd je implikace 2 = 4

posloupnost prvk( kanonické baze (ey,...,e,) je ortonormalni, z
podminky 4. plyne, ze ortonormalni je také posloupnost
(Uey,...,Ue,) = (uq,...,u,), coz dokazuje 4 =1

k dokonceni dikazu stazi ukdzat 3 = 2 a k tomu lze pouzit
polarizacni identity ze str. 7-23

z rovnosti Re (u|v) = (|lu+ v||? — [|u]|> — ||v||?> a ptedpokladu
|Ux|| = ||x|| pro kazdé x € C" plyne

Re (uv) = 1(||U(u +v)|> — [ Uul? — || Uv||? =

2(JJUu + Uv|]? — || Uu|?> = | Uv||> = Re (Uu |Uv) pro kazdé
uveCr

rovnost imaginarnich ¢asti Im (u|v) = Im (Uu |Uv) dokdZeme
zcela analogicky pouzitim druhé polarizacni identity ze str. 7-23
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Skalarni soudin

Rizné ekvivalentni definice ortogonalni matice
tvrzeni: pro redlnou ¢tvercovou matici Q rfadu n jsou nasledujici
podminky ekvivalentni

1. @ je ortogondlni

2. zobrazeni fg : R" — R" zachovava standardni skalarni soucin
vR” tj. (Qu)T(Qv) =u’v pro kazdé u,v € R"

3. zobrazeni fg zobrazeni zachovava eukleidovskou normu, tj.
| Qx| = ||x|| pro kazdé x € R”"

4. zobrazeni fg zobrazuje ortonormalni bazi na ortonormalni bazi

5. Q—l — QT

6. posloupnost (& ,64 ,---,@,) fadkovych vektorl matice Q je
ON (a tedy ortonormalni baze v R")

duasledek 1: soucin unitarnich matic je unitarni matice, soucin
ortogonalnich matic je ortogondlni matice

dukaz:
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Skalarni soudin

Jednoznacénost QR-rozkladu

tvrzeni: je-li A regularni (redlnd nebo kompexni) matice fadu a a
A= QiR1 = Q2R> jsou dva QR-rozklady matice A, pak plati
Gi=GaRi=FR

diukaz: z rovnosti Q1 R1 = Q2 R> plyne Q;Q1 = Rle_l

matice U = R2R1_1 = (ujj) je horni trojihelnikova s kladnymi prvky
na hlavni diagondle

matice U = Q3 @1 je unitarni (soucin unitarnich) a soucasné horni
trojuhelnikova s kladnymi prvky na hlavni diagonale

pro sloupec u; matice U plati uy = (u11,0,...,0)7, ;3 >0 a
1= HU1||2 = Uj1U11 = |U11|2 = u%l; proto u1; =1 au; =e;

pro sloupec uy = (u12, U2,0,...,0)" plati usu; = 0 (nebot U je
unitarni), tj. u1p = 0 a tedy u;o =0

protoZe ||up|| = 1, plati také |u22]? = 1, a protoze o > 0, plyne
odtud s =1 auy = ey
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Skalarni soudin

Dokonceni ditkazu jednoznacnosti QR-rozkladu

cely diikaz rovnosti U = [, Ize udélat tak, ze indukci podle k
dokazeme, 7Ze u, = ey

pro k = 1,2 uz jsme to dokazali

je-li 2 < k < naplati-liuj =e; prokazdé i =1,..., k —1,
vezmeme vektor u, = (ulk, Udky .-y Uk, 0, ... ,O)T

z indukéniho predpokladu dostavame pro kazdé j =1,... . k—1, ze
0= u;'-‘uk = e;'-‘uk = Ujk

z rovnosti 1 = u’;uk = U Upk = ‘Ukk|2 a z nerovnosti ug, >0
plyne uyx = 1 neboli u, = ey, coz dovrsuje dikaz indukéniho kroku
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Skalarni soudin

Vektory kolmé k podprostoru

tvrzeni: je-li V konecné dimenziondlni redlny nebo komplexni
prostor se (|), (41, --, 4k, Aks1,---,9n) ON baze prostoru V a
P = (qi1,...,9«), pak pro libovolny vektor u € V plati u L p pro
kazdy vektor p € P pravé kdyz u € (qxi1,---,9n)

dikaz =-: prvek u € V vyjadrime jako linedrni kombinaci prvki
baze B

U=aiq1 + -+ akqk + ak+19k+1 + - + andn

spolteme pro kazdé i = 1,..., k skalarni soucin (q; |u) =
<C|i Zf:l ajqf> = 27:1 (qi |aja;) = Zj":l aj (qilaj) = aj;
vektor q; € P a tedy a; = (gq; |u) = 0, coz znamena ze

U= ax119k+1 + -+ anln € (k415 ---,n)
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Skalarni soudin

Ortogonalni doplnék mnoziny a podprostoru

=: je-li naopak u € {(qxi1,...,qn), existuje LK
U= ay119k+1 + -+ andn

kazdy prvek p € P = (q1,...,qx) mlzeme zapsat ve tvaru
p=b1q1 + -+ brqx

potom plati (p |u) = { I, bia

k n T
Di=1 Zj:k-|—1 biaj {q;|q;) =0

ZJI?:kJrl 4;q; > =

definice: je-li V prostor se (|) a M C V, pak definujeme
ortogonalni doplnék mnoziny M ve V jako mnozinu
{fucV:p_Lu pro kazdy prvek p € M}; oznaéeni: M+
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Skalarni soudin

Zakladni vlastnosti ortogonalniho doplnku

tvrzeni: je-li V prostor se (|) a M, N C V, pak plati
1. M~ je podprostor V
2. je-li M C N, pak M+ D N+
3. M+ = (M)*+

dikaz: vsechny dikazy jsou pfimo z definic

1. M+ je neprdzdna podmnoZina V nebot 0 € M-+

jsou-li u,v € M=+ a r, s skalary, pak pro kazdy prvek p € M plati
(plru+sv) =r(plu) +s{p|v) =0, odkud plyne uzavienost M-
na s¢itani (volbou r = s = 1) a na nasobeni skaldrem (s = 0)

2. je-liue N+, platiu L p pro kazdé pe N O M a tedy u € M+
3. protoze M C (M), plyne z 2. (M)*+ C M+*; je-li naopak u € M+
ape (M), plati p=aip1+ -+ akpk pro néjaké p1,...,px € M,
néjaké skaldry a1,...,ak, a (ulp) = Zf-;l ax (ulp;) =0,

odtud plyne u L p pro kazdé p € (M) a tedy u € (M)+
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Skalarni soudin

Zakladni vlastnosti ortogonalniho doplnku podprostoru

tvrzeni: je-li V konecné dimenzionalni prostor se skalarnim
soucinem a P podprostor V, pak plati

1. dimP+ =dimV —dimP
2. P+PLt=V, PNPt=/{o}
3. (PH):=pP

dikaz: podprostor P ma konecnou dimenzi k < dim V/, zvolime
néjakou ON bazi (q1,...,qx) a doplnime ji do ON baze

(qla o Ak Qi1 - - 7qn) prostoru \

1. podle tvrzeni na str. 7-76 plati P = (qx,1,...,q,) a protoZe
posloupnost qx1,...,qn je LN, je to bize P+, coZ dokazuje
dmP+ =n—k=dimV —dimP
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Skalarni soudin

Dokonceni diikazu
2. je-liuec PNPL, paku L u, tj. (uju) = |lul|> =0, odkud plyne
u=o
k diilkazu druhé rovnosti vyjadrime libovolny prvek u € V jako LK
U=aiqs + -+ ak9k + ak+19k+1 + -+ anln
potomp=aiq1+ -+ akqx € P a
W=a) 1qQks1 + - +apq, € P atedyu=p+wecP+Pt
3. protoze pro kazdy vektor p € P plati p L u pro kazdy vektor
u € P+, plyne odtud p € (P+)! a tedy P C (P1)*
nyni staci porovnat dimenze P a (P1)L; podle bodu 1. plati
dim(P+)* =dimV —dimP+ = dimV — (dimV — dim P) = dim P,
odkud plyne P = (P+)+
dusledek: kazdy vektor u € V lze jednoznacné vyjadrit jako soucet
u=p-+w, kdepEPawEPL

dukaz:
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Skalarni soudin

vektory p € P a w € P maji konkrétni geometricky vyznam

protoze p = a1qy + -+ + axqQk = (q1 [u) q1 + - - + {qx [u) g a
P =(qi,...,qx), vektor p je podle tvrzeni na str. 7-43 a definice
na str. 7-48 roven ortogondlni projekci u na podprostor P a tu
oznacujeme up

podle tvrzeni na str. 7-76 je (dx41,..-,9qn) baze Pl a tedy vektor
W = 3 1Qk41 + -+ anln = (Qk41 [U) Qkg1 + -+ {(qn [u) g, je
ortogonalni projekci vektoru u na podprostor P+, kterou
oznacujeme up.

disledek z predchozi strany pak mizeme zapsat jako

U:UP—i—UPJ_

Kolmost/ortogonalita
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Skalarni soudin

Kolmost mezi podprostory uréenymi matici

tvrzeni: je-li A= (a1|---|a,) komplexni (nebo redlnd) matice typu
m X n, pak plati
o Ker A* = (ImA)* v prostoru C™ (nebo Ker AT = (Im A)*
v prostoru R™) se standardnim skaldrnim soucinem
o Ker A= (ImA*): v prostoru C" (nebo Ker A= (ImAT)~+
v prostoru R") se standardnim skalarnim soudinem
dikaz prvni Casti pro komplexni pripad: i-ty radkovy vektor v

matici A* se rovna a7 pro kazdé i =1,...,n

plati x € Ker A* pravé kdyz A*x = o, coz plati pravé kdyz aix =0
pro kazdé i =1,...,n

to znamena, ze x € Ker A* pravé kdyz x € {aj,as,...,a,}+

podle vlastnosti 3. z tvrzeni na str. 7-78 plati

x € {aj,ap,...,a,}T pravé kdyz

x € (aj,ay,...,a,) " = (ImA)*

druhd cast plyne z prvni nahrazenim matice A matici A*
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Skalarni soudin

Matice urcujici ortogonalni projekci na primku

je-li u prvek vektorového prostoru V se skalarnim soucinem (|) a
0 # w € V vektor s normou ||w|| =1, pak projekce u na

podprostor (w) je vektor u,) = (w |u) w; budeme pouZivat také
jednodussi znaceni uy,

pokud je norma vektoru w # 1, pak normalizovany vektor

w = H"WV—H také generuje podprostor (w) a projekce
u :w’uw’:<w|u> w :<W’“>
v = W= TR T T P

tvrzeni: je-li V komplexni (nebo redlny) aritmeticky prostor se
standardnim skalarnim soucinem a o # w € V, pak zobrazeni,
které kazdému vektoru u € V priradi jeho ortogonalni projekci u,,

na pfimku (w), je uréené matici |‘|’VW“|"2
. w u w u ww’
dikaz: w, = (1 ) = w (k) = et
Kolmost/ortogonalita 7.83
Skalarni soucin
Priklad

priklad: spocteme ortogonalni projekci vektoru u = (1,2,3)7 € R3
na primku generovanou vektorem w = (—1,1, —1)"

~1 1 -1 1
ww' = 1 |(-1,1,-1)=[ -1 1 -1 ], [w|*>=3
—1 1 -1 1

ortogondlni projekce vektoru u na prfimku generovanou vektorem w
je tedy

- . 1 -1 1 1 . 2
wWw _ —
1 -1 1 3 2
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Matice urcujici projekci na nadrovinu

ma-li prostor V konecnou dimenzi n a 0 # w € V, plati
dim(w) =1 a podle bodu 1. tvrzeni na str. 7-79 proto
dim(w)® = dimV — 1, neboli (w)* je nadrovina v prostoru V;
projekci uy,y 1 budeme také oznacovat u,, .

z rovnosti u = u,, +u,,. dole na str. 7-81 dostaneme ihned matici,
pomoci které spocitame snadno ortogonalni projekci u, 1.
libovolného vektoru u na nadrovinu (w)* = {w}+

tvrzeni: je-li V komplexni (nebo redlny) aritmeticky prostor
dimenze n se standardnim skaldrnim soucinem a 0 # w € V, pak
zobrazeni, které kazdému vektoru u € V priradi jeho ortogondlni

projekci u,, 1 na nadrovinu (w)=, je uréené matici /, — ﬁ
w
* *
dikaz: u,. =u—u, = Lhu— YWy =(/, - YW )u
i T iwl T [lw
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Matice urcujici ortogonalni symetrii vzhledem k nadroviné

vektor u —u, 1. = u, € (w) je kolmy ke kazdému vektoru
nadroviny (w)=*

odecteme-li od vektoru u vektor 2u,,, je rozdil
u—(u—2u,)="2u, € (w) a tedy rovnéz kolmy ke kazdému
vektoru nadroviny (w)=*

navicu—u,. =u, = %(u — (u—2uy,)), coz znamen3, Ze vektory

u a u— 2u,, jsou symetrické vzhledem k nadroviné (w)*
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Skalarni soudin

Elementarni reflektory a Householderovy reflexe

tvrzeni: je-li V komplexni (nebo redlny) aritmeticky prostor
dimenze n se standardnim skaldrnim souc¢inem a o0 # w € V, pak
zobrazeni, které kazdému vektoru u € V priradi vektor u — 2u,,

symetrlcky k u vzhledem k nadroviné u ., je urcené matici
ln —9 WW2
lw]

*
definice: matice R = I, — 2.7 se nazyva elementarni reflektor

lw]
ur¢eny nenulovym vektorem w € V; zobrazeni fg : V — V urcené

matici R se nazyvad Householderova reflexe uréena vektorem w

w“"‘z spoCteme, ze

pro elementarni reflektor R = [, — 2

*

R*:(l _oww ) MWW wwt
lwl|? wl® " T wl?

tj. matice R je hermitovska (symetricka, pokud je R redlna)
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Zakladni vlastnosti elementarnich reflektort

tvrzeni: kazdy elementarni reflektor R je unitarni (nebo
ortogonalni) matice, pro kterou plati R?> = I, a tedy
R*=R=R"!

dikaz: vzhledem k tomu, ze R* = R, stadi ovéfit, ze R? = I,

RR = (I, — _oww” ) _oww’ _gwwt o W w(w 'w)w”
||WH || 1 H [k wl[*

2
w |\2 T P ||w|\2 " g

protoze R = R*, plyne odtud R~ = R* a R je tedy unitarni
(ortogondlni) podle tvrzeni na str. 7-71 (v pripadé komplexni
matice R) nebo na str. 7-73 (v pfipadé redlné matice R)

T
||W||
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Skalarni soudin

Vyznam ortogondlnich matic pro numerickou stabilitu

relativné rychly a numericky stabilni algoritmus pro reSeni soustav
linedrnich rovnic spocivd v prevedeni matice soustavy A do radkové
odstupnovaného tvaru nasobenim matice A elementarnimi
reflektory zleva

pripomenme, ze Gaussova eliminace pouziva nasobeni matice A
elementarnimi maticemi zleva a ze kazda elementarni matice je
reguldrni, GE tedy hledd regularni matici R takovou, ze RA je v rot

protoze kazdy elementérni reflektor je unitarni matice (v pripadé
komplexnich matic) nebo ortogonalni matice (v pfipadé redlnych

matic), v obou pfipadech jde o reguldrni matice

ortogondlini eliminace spociva v nalezeni unitarni (ortogonalni)
matice @ takové, ze QA je v rot
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Eliminace pomoci elementarnich reflektor(i 1

aloha: pro dany nenulovy komplexni (nebo realny) aritmeticky
vektor a = (a1,...,an)" najdeme elementdrni reflektor R takovy,
ze vektor Ra je ndsobkem prvniho vektoru e; kanonické baze

FeSeni: protoze unitdrni i ortogonalni matice zachovavaji normu —
viz podminka 3. v tvrzeni na str. na str. 7-71 nebo na str. 7-73 —
plati [[Ra|| = |a]

proto musi platit Ra = pul|al| e1, kde u je néjaké komplexni (nebo
redlné) Cislo, pro které |u| =1

elementdrni reflektor R uréeny vektorem w
uréuje symetrii vzhledem k nadroviné (w)=*

muizeme proto zvolit w = a — p|al| e;
(nebo jakykoliv jiny nenulovy nasobek w)
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Eliminace pomoci elementarnich reflektord 2

potom R = I, — 2WW2aRa (1 _2ww*2)a_a_2w*a2w
lw] T wl ]

spolitame w*a = (a — ul|alje1)*a = (a* — [z|al| e]) a
= a‘a — ||| fzay

podobné  [|w||2 = ww = (a — ulfa] e1)*(a — if}al| e1)
— (a* - filal e{)(a — lla] e1)
— a*a — |[a]| Tieja — ||all jia"ey + jiufa]]2 ejes
— [lal? - |a]| (a1 + 1) + 1?22
— 2|[a|[2 — 2 Re(fia) a|

nyni staci zvolit p tak, aby bylo za; € R (a samozfejmé |u| = 1)

1, pokud je a; € R (véetné pfipadu a; = 0)

proto i = ﬁ pokud plati a; ¢ R
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Eliminace pomoci elementarnich reflektord 3

pri této volbé& 1 dostdvame |w||? =2 ||a||? — 2 a1 |ja]| = 2w*a,
Ra— (I, 2|‘|"’“|"2)a a2 ”(""Hj‘) a_ 2HW %w = sl e
w

priklad: je-li a = (0, 3,4)T € R3, najdeme elementarni reflektor,
ktery zobrazi a do primky generované e;

plati ||a]| =5 a a1 € R, zvolime proto w = a — 5e; = (—5,3,4)"

- 25 —15 —20
potom R =13 — 2I’|VW||2 =I5 — % —-15 9 12
—20 12 16
0 15 20 0 5

:% 15 16 -12 | a Ra=R|[ 3 | = 0 | =5e;
20 —-12 9 4 0
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Eliminace pomoci elementarnich reflektori 4

je-li nyni A= (a1|---|an) libovolna redlnd nebo komplexni matice
typu m X n a a; # o, zvolime reflektor R urceny vektorem
w = a; — ullai| e

uHalH b12 bln
b22 e b2n

potom RA = (Rai|Ray|---|Ra,) =
0 by ... bmn

misto elementarnich reflektor(i R lze k prevedeni matice A do
radkové odstupnovaného tvaru také pouzit tzv. Givensovy rotace,
jiny typ ortogondlnich (unitarnich matic)
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Ortogonalni projekce na podprostor bez ON baze

jak najit ortogonalni projekci prvku u € V prostoru se skalarnim
soucinem (|) na kone¢né generovany podprostor P < V, zname-li
néjakou ortonormdlni bazi v P, jsme si ukazali na str. 7-42

nyni si ukdzeme pfimou metodu vhodnou pro situaci, kdy zndme
pouze né€jakou konec¢nou mnozinu generatord podprostoru P

je-li P = (v1,...,vg), pak hlediame prvek up € P takovy, ze vektor
u — up je ortogonalni k libovolnému prvku p € P

k tomu je nutné a stadi, aby platilo (u — up) L v; pro kazdé
i=1,... k

vime uz, ze prvek up vzdy existuje a je jednoznacné uréeny

protoze up € P, existuje vyjadreni up = x1vi + - - - + Xp Vi

Kolmost/ortogonalita
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Gramova matice

pro kazdé i = 1,..., k plati (u —up) L v; pravé kdyz
0= (vi|lu—up)={(vj|u) —(vjfup) =

(vilu) — (vj|xgvy + -+ + xgvi ) =
(Vi |u

V; )—x1<v,-\v1>—---—xk<v,-]vk>
tvrzeni: pro skaldry xi,...,xx € R (C) plati up=xyvy + - - - + xx Vg
pravé kdyz x3 (vj|v1) 4+ -+ xx (vi[vg) = (vj|u) proi=1 ... k

definice: je-li V prostor se skalarnim soucinem (|) a

Vi,...,Vk € V, pak matici
<V1 ‘V1> <V1 ‘V2> ce <V1 ‘Vk>
<V2 ‘V1> <V2 ‘V2> ce <V2 ‘Vk>
G = ((vilv;)) =
<Vk |V1> <Vk ‘V2> ce <Vk ‘Vk>
nazyvame Gramova matice urCend vektory vi,..., v,
Kolmost/ortogonalita 7-95
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Regularita Gramovy matice

tvrzeni: je-li V prostor se skalarnim soucinem (|) a vi,...,vx € V,
pak Gramova matice G = ((v;|v;)) urend vektory vq,...,vj je
reguldrni pravé kdyz posloupnost (v, ..., Vi) je linedrné nezavisla
ve V

dukaz: ozna¢ime P = (vy,...,vk) a zvolimeu=o0 € P

potom platiup =0op =0 a (v;|up) =0 pro kazdé i =1,..., k

podle tvrzeni na predchozi str. 7-95 plati pro libovolné skalary
X1, ..., Xk € R (C) rovnost xyv1 + -+ - + xxVx = 0 (= up) pravé
kdyZ vektor koeficienti x = (xg,...,xx)" spliuje Gx = o

homogenni soustava linearnich rovnic Gx = 0 ma tedy nenulové
feSeni pravé kdyz existuje netrividlni linedarni kombinace vektort
Vi,...,Vk rovna nulovému vektoru o
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Dokonceni dukazu

leva strana této ekvivalence je podle podminky 4. na str. 4-67
ekvivalentni tomu, ze Gramova matice G je singularni

prava strana je podle tvrzeni na str. 5-35 ekvivalentni tomu, ze

posloupnost vektoril (vi,...,vx) je linedrné zavisla

dokazali jsme tak, Ze Gramova matice G urcena vektory vy, ..., v

je singuldrni pravé kdyz je posloupnost (vi,...,vy) linedrné zavisl3
Kolmost/ortogonalita 7-97
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Metoda nejmensich Ctvercl - obsah

B Metoda nejmensich cCtvercl
Aproximace prvku
Priblizné FeSeni soustavy linearnich rovnic
Linedrni regrese
Polynomialni aproximace
Navigace
Stredni hodnota, rozptyl
Rekursivni nejmensi ¢tverce
Kalmandv filtr

Metoda nejmensich ¢tverct 7-98




Skalarni soudin

Aproximace prvku v podprostoru

je-li V vektorovy prostor se skalarnim soucinem (|) a P konec¢né
generovany podprostor V, pak pro kazdy prvek u € V existuje
ortogondlni projekce up € P vektoru u na podprostor P

podle tvrzeni na str. 7-43 plati, ze ||u — up|| < ||u — q|| pro kazdy
vektor q € P, pricemz rovnost nastdvd prave kdyz q = up

jinak receno, ortogondlni projekce up vektoru u na podprostor P

ma od prvku u nejmensi vzdalenost mezi vsemi prvky podprostoru
P

definice: je-li V vektorovy prostor se skaldrnim soucinem (
konec¢né generovany podprostor V a u € V, pak ortogonalni
projekci up prvku u na podprostor P nazyvame aproximace prvku
u v podprostoru P ziskana metodou nejmensich cCtvercd;
vzdalenost ||u — up|| se nazyvad chyba aproximace

), P
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Nalezeni aproximace

ukazali jsme si dosud dvé metody nalezeni aproximace prvku u € V
v podprostoru P < V metodou nejmensich ¢tverci

v pripadé, Ze zndme néjakou ortonormalni bazi (vi,vo, ..., vk)
podprostoru P, najdeme aproximaci up podle tvrzeni na str. 7-43
jako up = (vy |u) vy + (vaju)vo + -+ - + (v [u) vy

zndme-li pouze néjakou mnozinu {v1,..., vk} generujici
podprostor P, pak podle tvrzeni na str. 7-95 najdeme aproximaci
up ve tvaru ajvi + - - - + axVvy, kde koeficienty ag, ..., ax zvolime
jako libovolné reseni soustavy linearnich rovnic

a1 (vi|vi) + -+ ak (vi [vk) = (v1 |u)
ap (Vo |vi) + -+ ak (va |vk) = (Vo |u)

a1 (Vi |v1) + -+ ak (Vi [vi) = (vi [u)
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Priklad
obé& metody si pfipomeneme pri feseni tlohy najit v prostoru
C(0, 1) spojitych funkci na uzavfeném intervalu (0, 1) se skalarnim
soudinem (f |g) = fol fg aproximaci funkce x? v podprostoru
P = (1, x) polynonom{ nejvyse prvniho stupné

prvni metoda spociva v nalezeni ON baze q1,q> v P; mizeme
pouzit klasickou GSO na LN posloupnost generatort

(v1,v2) = (1, x) podprostoru P, analogicky tomu, jak jsme hledali
Legendreovy polynomy na str. 7-66

il = [y 12 = [x]§ = 1 a tedy q1 = 1

291

o 1 o X _1 o o ].
<Q1\V2>—fox— [2]0—2, by = v <CI1!V2>Q1—X 5
1\ x3  x2  x 1 1
P =f3 (x-3) =[5 -5 +3] —15 w=vaCx-1)

0 2 3 2 4, 12
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Priklad - pokracovani

metodou nejmensich &tverch tak ziskdme aproximaci u = x?
v podprostoru P ve tvaru up = (q1 |u) q1 + (g2 |u) g2

W=

1
3
spocteme (qi |u) = fol x? = {%] =
0

- e [5(5 ) 4

X
3 0
up —% %-ﬁ@x—l)zx—%

druha metoda spociva v nalezeni Gramovy matice uréené
funkcemi vi = 1, vo = x

(vilvi) (w1 |v2) Jol Jox 1 1/2
<<V2V1> <V2V2>> (fgx 92>_<1/2 1/3>
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Priklad - dokonceni

a ve vypoctu koeficientdl hledaného polynomu up = a + bx jako
fedeni (a, b) " soustavy

(k) Ghg il )= (o 1B 130)

ta ma jediné Fedeni (a, b)T = (—1/6,1)7, dostdvame opét

uP:—%—l—x

chyba aproximace je |[u — up|| = \/<x2 —x+% X2 — x + %> —
VI —x+ 32 = it =263 4 42— ot =

v

Metoda nejmensich Ctverct
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ProC nazev metoda nejmensich cCtvercii

uvazujeme neresitelnou soustavu linedrnich rovnic Ax = b, kde
A = (ai]---]a,) je redlnd matice typu m x n

vime, Ze soustava Ax = b je neresSitelnd pravé kdyz
b= (b1,...,bn)" ¢ (a1,...,a,) = ImMA<R™

pripomenme také, ze ImA = {Ax:x € R"}

mlzeme aproximovat pravou stranu b € R™ v podprostoru Im A
metodou nejmensich Ctvercl, tj. najit ortogondlni projekci by, A
vektoru b do sloupcového prostoru /Im A matice A

chyba aproximace ||b — by, a|| mezi vSemi vzdalenostmi

{||lb—c|| : ¢ € ImA} je nejmensi pravé kdyz je nejmensi mocnina
lb—cl?=(b—clb—c)=(b1— )’ + -+ (bm — cm)?
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Priblizné reSeni soustavy linedrnich rovnic

definice: je-li Ax = b soustava linearnich rovnic s redlnymi nebo
komplexnimi koeficienty a by, 4 aproximace pravé strany b v
podprostoru Im A metodou nejmensich ¢verctl, pak kazdé reSeni x
soustavy Ax = by, 4 nazyvame priblizné (aproximace) reseni
soustavy Ax = b metodou nejmensich Ctvercil; oznaceni: X

privlastek metodou nejmensich Ctverci budeme v dalsim vétSinou
vynechdvat, s jinymi metodami aproximace se v tomto kurzu
nesetkame

poznamka: je-li soustava Ax = b resitelna, tj. plati-lib € ImA, je
ortogondlni projekce by, oA = b a mnozina vsech pribliznych reseni
X soustavy Ax = b, kterd se podle definice rovnd mnoziné vsech
feSeni soustavy Ax = by, o, se v tomto pripadé shoduje s
mnozinou vsech (skutecnych) feSeni soustavy Ax = b

Metoda nejmensich Ctverct
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Soustava normalnich rovnic k Ax =b

tvrzeni: je-li A komplexni (nebo redlnd) matice typu m x n a

Ax = b soustava linearnich rovnic, pak vektor x € C" (nebo

%X € R™) je priblizné Feseni soustavy Ax = b pravé kdyz je
(skuteénym) Fedenim soustavy A*Ax = A*b (nebo AT Ax = ATb)
diakaz: podle definice je vektor X € C" priblizné reSeni soustavy
Ax = b pravé kdyz AX=b;,a

vektor p € Im A je roven ortogonalni projekci by, o vektoru b na
podprostor Im A pravé kdyz (p — b) € (Im A)*

podle druhé &asti tvrzeni na str. 7-82 plati (Im A)* = Ker A*
plati tedy AX = by, o pravé kdyz AX — b € Ker A*, coz je pravé
kdyz A*(AXx —b) =0, a to plati pravé kdyz A*Ax = A*b
definice: je-li Ax = b soustava linearnich rovnic s komplexnimi

(nebo redlnymi) koeficienty, pak soustava A*Ax = A*b (nebo

ATAx = ATb) se nazyva soustava normdalnich rovnic k soustavé
Ax=Db
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Skalarni soucin
Regularita matice A*A (nebo AT A)

poznamka: tvrzeni na predchozi str. 7-106 mizeme také dokazat
pomoci Gramovy matice

pri hledani priblizného reseni soustavy Ax = b metodou
nejmensich ¢tvercl pouzivame standardni skaldrni soucin v
prostoru C"” nebo R"

Gramova matice G urcena sloupcovymi vektory ai,...,a, ma na
misté (i, ) prvek (aj|aj) = a’aj, coz je prvek na misté (/,j) v
souc¢inu matic A*A

podle tvrzeni na str. 7-95 je X priblizné reSeni soustavy Ax = b
pravé kdyz A*AX = Gx = (alb,a3b,...,a’b)" = A*b

tvrzeni: je-li A komplexni (nebo redlnd) matice typu m x n, pak
matice A*A (nebo ATA) je regularni pravé kdyz je posloupnost
sloupcovych vektoril (as,...,a,) matice A linedrné nezavisla
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Pseudoinverze
diikaz posledniho tvrzeni plyne ihned z tvrzeni na str. 7-96
v pripadé, Ze posloupnost sloupcovych vektorl (as,...,an)
komplexni (nebo realné) matice A je linedrné nezavisla, existuje
jednoznaéné uréené priblizné feseni x = (A*A)~1A*b
(nebo X = (AT A)"1ATb) soustavy Ax =b
definice: je-li posloupnost sloupcovych vektori (ay,...,a,)
komplexni (nebo redlné) matice A linedrné nezavisla, pak matici
(A*A)~LA* (nebo (ATA)"LAT) nazyvame pseudoinverze matice A;
oznadeni: Af

pozorovani: pseudoinverze AT je inverzni zleva k matici A
plati totiz ATA = (A*A)1A*A = I,

pripomenme jeSté, Ze matice inverzni zleva k matici A je urcend
jednoznacné pravé kdyz je matice A reguldrni
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Priklad

2 0] 3

najdeme priblizné FeSeni soustavy (A|b) = 1 1|5

-2 —-1] -2

2 0
2 1 =2 9 3
< TA_ _

spoCteme A A—(O 1 _1) _12 _11 —(3 2),

Ta-1_1( 2 =3 f_(aTay-147_1( 4 -1 -1
(AT A) _9(_3 9 ),A_(A A)7LA _9(_6 6 3
% =Ab=A1(3,5-2)" =(1,2)7, bj,a=A%=(2,3,-4)7

chyba aproximace tedeni je ||b — bjmall = [|(1,2,2)7] =3
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1

Upln& jednoduchy piklad

najdeme priblizné reSeni soustavy linedrnich rovnic

x=b;,i=1,...,m
1 b1
1 bo
matice soustavy je A = .|, pravd strana b = _
1 bm
ATA = (m)

AT = (ATA)IAT =(m Yt m™t, ... o m™Y)

_ bi+ba+-+ by
B m

£ = A'b
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Linedrni regrese

jedna z nej(zne)uzivanéjSich metod

vstupni data: kone¢nd mnozina bodl v euklidovské roviné
(t17y1)7 (t27.y2)7 <y (tmaym)

cil: prolozit daty ,,co nejpresnéji” primku y = at + b

hledame koeficienty a, b tak, aby pokud mozno platilo y; = at; + b
proi=1,....,n

feSime-li tuto Glohu metodou nejmensich Ctvercli, hleddme
priblizné teeni (a, b) T soustavy s rozéirenou matici

it 1|wn
t 1|y
tm 1| ym
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Co minimalizujeme

priblizné FeSeni této soustavy minimalizuje >°7_ (at; + b; — y;)?

kdy pouzit: mdme-li dobry diivod predpokladat, ze zavislost mezi
proménnymi t a y je lineadrni, nebo kdyz namérena data po
vyznaceni v roviné ,,zjevné osciluji” kolem jakési primky

typicky je pfipad, kdy jednu z proménnych (v nasem pripadé
nezavislou proménnou t) mizeme méfit presné a druhou (zavislou
proménnou y) miZeme méfit jen s omezenou presnosti, napriklad
polohu satelitu pohybujiciho se v meziplanetarnim prostoru
rovhomérnym primocarym pohybem
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Priklad
pouzijeme linedrni regresi k prolozeni primky y = ax + b body
(0,1), (1,1), (2,2), (3,4), (4,5) v euklidovské roviné

hleddme priblizné reSeni soustavy

(Aly) =

S~ WO N = O
el e

30 10 5 -10
5 o Tav-1_ 1
spocteme A" A = ( 10 5 ) (ATA)™ = 50 < —10 30 >

—-10 -5 0 5 10)

b (AT a\-14T7 — 1
AT =(ATA)A 50( 30 20 10 0 -10

a=(ab)T =Aly=A71(1,1,2,4,5)7 =(11/10,2/5)7
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Moderni magistr Kelly v akci 1

linedrni regrese dd néjaky vysledek pro jakakoliv data; klicova
otazka zni: ma tento vysledek néjakou rozumnou interpretaci ?

Sonda maturant 1998: méreni pridané hodnoty Skol

o kazdé skole priradime dvojici Cisel (x;, y;), kde x; je pramérny
vysledek zaki i-té skoly v testu obecnych studijnich
predpokladii OSP a y; je primérny vysledek zakl této Skoly
v testu z matematiky M (konanych ve stejném tydnu)

e na tato data pouzijeme , pokrocilou matematickou metodu*
linedrni regrese, dostaneme linedrni funkci y = ax + b

e Cislo y; — (axj + bj) vyjadfuje pfidanou hodnotu, kterou i-ta
Skola poskytla svym zakim

e to umoznuje sestavit pro rodiCe a Gredniky zebricek skol podle
toho, jak dobre Skoly své zaky vzdélavaji
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Moderni magistr Kelly v akci 2
nevyrCené predpoklady ospravedlnujici pouziti linedrni regrese
o test OSP méri ,,cosi”, co ma student dano nezavisle na skole
e toto ,cosi” je v Case neménné, studenti by dosahli stejnych
pramérnych vysledkl v testu OSP v dobé nastupu do skoly
pred ¢tyfmi/Sesti/osmi roky
e primérny vysledek v testu M méri celkovou Groven
»vzdélanosti” zakud skoly na konci jejich studia
e primeérny vysledek v testu M je na priimérné fungujici skole
linearné zavisly na tom ,Cemsi”, co zméfime primérnym
vysledkem v testu OSP
e odchylky od této linedrni zavislosti (obéma sméry) méfi
celkovou , kvalitu vzdélavani® na skole
e Cim vySe je bod odpovidajici Skole nad primkou nalezenou
linedrni regresi, tim [épe skola zdky ,vzdéladvad™, ¢im nize je
pod ni, tim skola zaky ,vzdélava“ hire
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Skalarni soudin

Polynomidlni aproximace namérenych dat

naméfena data (t;,y;) pro i =1,..., m miZeme aproximovat
redlnym polynomem p,_1(t) = ag + art + --- + a,_1t" ! stupné
mensiho nez n

v tom pripadé hleddme priblizné reSeni soustavy

~1
( 1t 8 - t] i \
1 2 .. 1
o 5 i, )%,
2 ~1
Ay)=| 1 5 t§ - t3 %
\ 1ty t2, -t 1y, /
jsou-li Cisla ty,...,ty, navzdjem rizna a m > n, matici A tvori
prvnich n sloupcii Vandermondovy matice V/(t1,..., ty), kterd je

podle tvrzeni na str. 6-53 regularni a posloupnost sloupcovych
vektorti matice A je proto linedrné nezavisld

soustava (Aly) ma potom jednoznacné uréené priblizné Feseni
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Skalarni soudin

Kvadraticka regrese

data ze str. 7-113 aproximujeme pomoci polynomu
p(t) = a + bt + ct? nejvyse druhého stupné; dostdvame soustavu

10 01)
11 1|1 5 10 30
Ay)=| 12 4|2 |, ATa=[ 10 30 100 |,
13 9|4 30 100 354
1 4 165
, [ 620 —540 100
ATA 1= | 540 870 —200
A= 760 /

100 —-200 50

) 62 18 -6 —10 6
AT:(ATA)‘lAT:% —54 13 40 27 —26
10 -5 —10 -5 10

a=(ab,c)T =A(1,1,2,4,5)7 =(58/70,17/70,15/70) "
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Skalarni soudin

Porovnani obou aproximaci

y y
5 s 5 /
4 *// 4 */
g / g /
92 /.. — 2 /o/
/ 4

1 0/0 -1l ¢+

A X X
—1 1 2 3 4 5 —1 1 2 3 4 5
chyba aproximace: 1, 0488 chyba aproximace: 0,6761

povinné video: http://technet.idnes.cz/pocitace-chyby-Oph-
/veda.aspx?c=A131111 072745 _veda_nyv
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Skalarni soudin

Globalni aproximace funkce polynomem

4t
dana funkce t) = ———— na intervalu (0,1
u g( ) 1+10t2 I valu < >
v tomto intervalu zvolime 100 rdznych bodi ty, ..., tigo

nase data jsou (t;, g(t;)) pro i =1,2,...,100

témito daty prolozime metodou nejmensich ¢tvercl polynomy
pi(t), p2(t), p3(t) a pa(t)

chyby téchto aproximaci jsou postupné
0,135, 0,076, 0,025 a 0,005

porovnani s Taylorovymi polynomy
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Skalarni soucin
Aproximace funkci vice proménnych

metodu nejmensich ¢tverct mizeme pouzit k hledani aproximaci
redlnych (nebo komplexnich) funkci libovolného poétu proménnych

napriklad funkce g : (0,1) x (0,1) — R miZze popisovat teplotu v
jednotlivych bodech ctvercové desky

senzory méfi teplotu g(s;) v m riznych bodech si,... s, desky a
chceme znat jeji teplotu v dalSich 21 bodech, kam senzory nelze
umistit

k tomu vyuzijeme mnozinu fi, ..., f, néakych bazovych funkci
fi : (0,1) x (0,1) — R, také se jim nékdy Fika regresory, obvykle
plati m > n

hleddme Cisla x1,...,x, € R, pro ktera je soucet
S (afi(s) + xeh(si) + -+ xnfa(si) — g(si))? co nejmensi

rtizné obory pouZivaji riizné mnoziny bazovych funkci (regresorii)
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Skalarni soudin

Chyba aproximaci v riiznych podprostorech

na pfikladech jsme vidéli, ze pokud hleddme aproximaci dat
pomoci polynomi, pak je chyba aproximace tim mensi, ¢im vétsi
mnozinu polynomi pouzijeme

to neni zadna specidlni vlastnost polynomi, jak ukazuje ndsledujici

tvrzeni: jsou-li Q C P dva konec¢né generované podprostory
prostoru V se skalarnim soucinem (|), u € V a up (resp. ug)
ortogonalni projekce u do podprostoru P (resp. do podprostoru Q),
pak plati [[u — up|| < ||u — ug]|, pfiCemZ rovnost nastava pravé
kdyz ug = up

diikaz: protoze ug € Q C P, spravnost tvrzeni plyne z disledku 3
na str. 7-48

vétsi kone¢nd mnozina bazovych funkci (regresoril) generuje vétsi
podprostor v prostoru V vsech redlnych funkci na dané mnoziné X
a vede tak k lepsi aproximaci dané funkce u € V

Metoda nejmensich Ctverct

Skalarni soudin

Metoda nejmensich ¢tvercli a QR-rozklad

hleddme-li priblizné reseni soustavy Ax = b, kde matice A je typu
m X n, a posloupnost (ai,...,a,) sloupcovych vektorli matice A je
linedrné nezavisla, mizeme s vyhodou pouzit QR-rozklad matice
A, ktery existuje podle véty na str. 7-53

priblizné Feseni X soustavy Ax = b najdeme jako (skutec¢né) reseni
soustavy normalnich rovnic A*Ax = A*b (nebo ATAx = ATb v
redlném pripad€)

pro QR-rozklad A = QR matice A plati Q*Q = I/, (QTQ =/,

v redlném pripadé), protoze posloupnost sloupcovych vektort
matice @ je ortonormalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu
soucinu

pro pseudoinverzi AT matice A pak dostavame vyjadreni

A]L — (A*A)—lA* — (R* Q* QR)—l R* Q* — R—l(R*)—l R* Q* — R—l Q*
atedy k= R71Q*b (nebo x = R1Q7"b v redlném pripadé)
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Skalarni soudin

Kolik bazovych funkci?

pri aproximaci dat obykle chceme dosdhnout predem dané presnosti
aproximace, tj. neprekrolit predem danou velikost chyby ||[A%X — b||

pocet sloupcli matice A zavisi na poctu bazovych funkci

pouzijeme-li k vypoctu pseudoinverze QR-rozklad matice

A = (ai]---]a,), béhem vypoltu QR-rozkladu A = QR matice A
po kazdém kroku GSO mame k dispozici QR-rozklad matice
Ap = (a1]---|ap) pro kazdé p=1,...,n

plati totiz A, = QpR,, kde matici @, tvori prvnich p sloupci
matice  a matici R, prvnich p sloupci matice R

v pribéhu GSO tak miizeme snadno paralelné dopocitat
pseudoinverzi A,TD = Rp_ng_ pro kazdé p =1,...,n, aproximaci

%, = AL b a jeji chybu [|A,%, — b|, a v§potet ukoniit po dosazent
dostatecné presnosti aproximace
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Skalarni soudin

Navigace v roviné pomoci méreni vzdalenosti

je dan bod v roviné
jeho polohovy
k _ T

vektor x=(xy, x2)
nezname, umime ale
zmérit vzdalenosti
od x ke Ctyrem
vzdalenym majdkim

normované smérové vektory z bodu x k majakim jsou

ky = (0.7,v/0.51) 7, ko = (—/0.84,0.4) 7,
k3 = (—0.2,—/0.96) ", kg = (0.8, —0.6) "
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Skalarni soudin

Kdybychom méli presna méreni
zname-li absolutné presné
e polohy viech &tyf majaki a; = (a1, a0;)" proi=1,2,3,4
e vSechny Ctyfi vzdalenosti d; = ||a; — x|| pro i =1,2,3,4
dostaneme hledané soufadnice polohového vektoru x = (x,x2) "
jako FesSeni soustavy Ctyf rovnic ||a; — x|| = d; pro dvé nezndmé
X1, X2, kterou prevedeme na soustavu

(al,- - X1)2 + (32,' — X2)2 = d,-2, 1=1,2,3,4
reSit tuto soustavu kvadratickych rovnic umime

geometricky vime, ze hledany bod je priiseCikem Ctyr kruznic
(stacily by pouze dvé kruznice/rovnice)

stejné tak je hledany bod prisecikem tecen ke kruznicim, které
prochazeji spolecnym bodem kruznic
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Skalarni soucin
Linearizace soustavy

pokud chceme hledat prisecik teCen, potfebujeme sestavit jejich

rovnice, k tomu potrebujeme zndt pro kazdé i =1,2,3,4
e normovany smérovy vektor k; = (ki;, k2,-)T = d,._l(a,- — X)

potom plati d; = k/ (a; — x), neboli
kl-Tx: d — k,-Ta,- pro kazdé i =1,2,3,4

&ili souradnice vektoru x = (x1, x2) " najdeme jako feSeni soustavy
linearnich rovnic  kj1x1 + kioxo = d; — k,-Ta,- proi=1,2.3,4

prechodu od plvodni soustavy nelinearnich rovnic k soustaveé
linedrnich rovnic, se rika linearizace soustavy

jesté pro jednoduchost oznacdime b; = d; — k,-Ta,-

ab= (b1, by, b3, by)"
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Skalarni soucin
Méreni nejsou nikdy zcela presnd

méreni vzdalenosti d;, poloh majakd a; a smérovych vektord a; — x
nejsou nikdy zcela presnd a proto se kruznice nebo tecny skoro
nikdy v jednom bodé& neprotinaji

v takovém piipadé hleddme soufadnice (x1,x2)7 tak, aby byl
- - v Ve v [ 4 N4 \4
minim3lIni souget ,chyb” >7 . (d; — ||]a; — x||)? v p¥ipadé&

soustavy rovnic popisujicich kruznice

nebo soucet Z?:l(kilxl + Kkipxp — b,')2 = Z?:l(ki-rx — b,')2 \Y
pripadé soustavy rovnic pro tecny

Metoda nejmensich Ctverct
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Skalarni soudin

Vyznam linearizace
prvni Gloha na minimalizaci chyb je feSitelna pouze priblizné

néjakou iteracni metodou

druha uloha je Gloha na priblizné feSeni soustavy metodou
nejmensich ¢tvercl

ki1 ki2 k{

L

abychom to vidéli, staci oznadit A = ka1 ka2 — k2T
k31 k32 ks

ka1 ka2 k]

snazime se pak minimalizovat &islo ||Ax — b||?, neboli vzdalenost
vektoru b od sloupcového prostoru ImA

linearizace Glohy je ospravedInénd velkou vzddlenosti majaki, v
malém okoli bodu x vypadaji kruznice ,;skoro” jako primky
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Skalarni soudin

Reseni linearizované soustavy

nade skute¢nd poloha je (0.021,3.89)7, mérenim jsem ziskali
vektor b =(5.23,3.81,8.25,-1.28) a spocitame

0,7 /0,51
Al —-/0,84 0,4 ATA:< 2,01 -0, 151)
—0,2 —/0,9 |’ —0,151 1,99
0,8 —0,6
o1 1,99 0,151
(ATA) = 3,997 ( 0,151 2,01 )

AT—(ATA)lAT—<O’377 —0,443 0,137 0,378 )

0,387 0,167 —0,053 —0,273

% = ATb = (—1.330,2.572)7, co? je odhad polohy bodu x ziskany
z linearizované soustavy metodou nejmensich Ctvercl

chyba odhadu je ||x — x|| = 1,887

Metoda nejmensich Ctverct

Skalarni soudin

Odhad polohy na zakIa ouhych dvou méreni

€ po
TR ki1 (5,23
v tom pripadé reSime ( kon ) ( ) = ( 3.81 )

9 o ki ki 0,7 40,51
oznacime Ay = ( kot koo ) = /082 0.4 ) pak

At L 0,4 —0,51\ [ 0,428 —0,764
20,9345 0,84 0,7 —\ 0,981 0,749

ziskame tak jing odhad %, = A5 ( ggi ) _ ( —705222 )

chyba tohoto druhého odhadu je ||x; — x|| = 4,152

otazka: muze se stit (a v jakém pripadé), Zze by odhad X; byl
mnohem presnéjsi nez odhad X ziskany ze vSech Ctyr méreni
metodou nejmensich c¢vercli ?
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Skalarni soudin

Ruzné levé inverze

vSimnéme si, ze

0,7 /0,51
0,428 —0,764 0 0 /0,84 0,4 _
0,981 0,749 0 0 ~0,2 —/0,96 | °?

0,8 —0,6
neboli matice (A;1|0ax>) je stejné jako At matice inverzni zleva k
matici A,
5,23
. (0,428 —0,764 0 0 3 81
a %1 = (Ay | O22)b = ( 0,981 0,749 0 0 8,25
~1,28
Metoda nejmensich Ctverct 7-131

Skalarni soudin

Na strelnici s Katerfinou Emmons

stfedni hodnota

(odhad):
iy = 2 iy Xi
n
Ky =
Mz =
Katefina poprvé: x; = (xj1,xp2) 7, proi=1,...,n

Katefina podruhé: y; = (yi1,yi2) ", proi=1,...,n

e _ T P
ja: zj =(zj1,zi2)" ,proi=1,....,m

n L 2
smérodatna odchylka (odhad): \/ax _ izl
Oy = , Oy = n
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Skalarni soudin

Odhad polohy stredu terce 1

mame s Katefinou kazdy jednu ranu, vy mate odhadnout na
zakladé nasich stiel, kde je stfed terée x = (x1,x2) "

znate soutadnice stiel k = (ky, k)" (Katefina) al = (i1, )" (j4)

predpokladejme na okamzik, ze oba strilime stejné presné

nemate zadny diivod predpoklddat, ze strela od Katerfiny je blize ke

stfedu terCe nez moje strela

metodou nejmenSich ¢tverct najdeme priblizné feSeni soustavy

1 0 k1
0 1 (Xl ) _ k2 kteréjef(:(kl_'_ll k2‘|‘/2)
1 0 X2 /1 ’ 2 ’ 2 ’
01 b
. k+1 Lty sy
neboli X = T; je to priblizné reseni soustavy x =k a x =1

Metoda nejmensich Ctverct
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Skalarni soudin

Odhad polohy stredu terce 2

vratime se k redlné situaci, kdy Katefina ma smérodatnou
odchylku 0,2 ajd 2

stfedni hodnotu py = 11, mame oba rovnou stredu terce, tj. x

v tom pripadé je hodnota vektoru x — k chybou £ méreni stredu
terCe pomoci Katefiny: x=k+ ¢

presnou hodnotu € nezname, jde o nahodny proces
zname néjaké Ciselné charakteristiky tohoto procesu
predpokladame, ze stredni hodnota i chyby € je O

smérodatnou odchylku chyby odhadneme na zakladé n strel y;

iako o — \/27:1 lyi —pl? _ \/27:1 ME
n n

Metoda nejmensich ¢tverct
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Skalarni soudin

Odhad polohy stredu terce 3

veli¢ina o2 se nazyva rozptyl nebo variance ndhodné chyby &
n 2 n 112
primér 2iz1 Iyi = ] = 2i=1 ¥l je odhad rozptylu chyby ¢

n n

hodnotu smérodatné odchylky oy chyby, které se pri strelbé

dopousti Katerina, jsme odhadli na 0,2, rozptyl jeji chyby je tedy
2

o = 0,04

v rovnici x = k 4 ¢ je tedy stfedni hodnota chyby rovnd 0 a jeji
smérodatna odchylka oy = 0,2

-1
y

-1

vynasobime-li tuto rovnici oy *, dostaneme o, "x = ay_lk + ay_la

v této rovnici je chyba ay_lg ndhodna velicina se stredni hodnotou
0 a smérodatnou odchylkou (a také rozptylem) rovnymi 1

Metoda nejmensich Ctverct 7-135

Skalarni soucin
Odhad polohy stredu terce 4

méreni polohy stredu ter¢e pomoci moji strelby vede na rovnici
x=I1+c¢€

kde chyba € je ndhodna velicina se stfedni hodnotou 0 a
smérodatnou odchylkou o, = 2

1

e 1, -1 ~1
v rovnici o, " x =0, I+ 0, "€

ma chyba o, e i nadéle stfedni hodnotu 0 a rozptyl 1

1 1

Vv soustaveé oy "X = ay_lk, o, 1x = 0,1 jsou obé& rovnice
rovnhocenné z pohledu chyb, chyby v obou rovnicich maji stejnou
stfedni hodnotu 0 a stejny rozptyl

2 2
oy “k+ o, °l

-2 -2
oy~ +02

priblizné reseni metodou nejmensich Ctvercl: X =
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Skalarni soudin

Metoda nejmensich Ctvercl s vahami

mame-li obecnou soustavu linedrnich rovnic Ax = b s matici A
typu m x n, kde jednotlivé slozky b; vektoru pravych stran b jsou
vysledkem néjakého méreni, pak jednotlivym rovnicim prisoudime
vahu zavislou na spolehlivosti méreni veli¢iny b;

i-ta rovnice aj1xy + -+ + ajpxn, = b + €

je zatizend chybou ¢;, o které predpokladame, ze ma stredni
hodnotu rovnou 0 a smérodatnou dochylku o;

rovnice ai_l(a,-lxl + o ajnxn) = ai_lb,- + ai_ls,-

je zatizena chybou se stfedni hodnotou 0 a rozptylem 1

hleddme tak priblizné reseni X soustavy WAx = Wb, kde W je

diagondlni matice s prevracenymi hodnotami smérodatnych

odchylek o1, 051, ..., 0, na hlavni diagonale

prislugna soustava normalnich rovnic je AT WTWAx=A"TWTWb
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Skalarni soudin

Aritmeticky primér rekursivné

vysledky méreni prichazeji postupné

oznadime Xgg aritmeticky primér vysledk méreni by, by, ..., bgg
jedné velic¢iny x (napriklad krevniho tlaku)

poté dostaneme dalsi méreni bigg

jak dostaneme jednoduse aritmeticky primér X199 vSech méreni

bi,...,bgg, bioo ?
% b+ +boo 99 b1—|—"'—|—b99_|_ 1 -
100 = 100 ~ 100 99 100 190
99 1 1
100 %99 + 100 oo = Xoo + 100 (b100 — X99)

vyraz v posledni zdvorce bigg — Xg9 Se nazyva inovace, koeficient
ﬁ je inovacni koeficient

Metoda nejmensich ¢tverct 7-138




Skalarni soudin

Rekursivni nejmensi Ctverce obecné

mame priblizné feSeni X soustavy linedrnich rovnic As x = by, tj.
c AT A & AT
plati A; AsXs = A’ bs

nové dosld informace je soustava linedrnich rovnic A, x = b,

. v v /7 Vv Vv 7 A A
najdeme pFiblizné FeSeni X, soustavy ( As ) X = ( bs ) =b
n

jeji matici oznac¢ime A, potom AT = (Al'|A])

As

aTA= 71D (

):ASTAS+A[A,,

ATo = (ATIAT) (

n

):AJbS+A,,Tb,,:AIAS>“<S+A,,Tbn
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Skalarni soudin

Rekursivni nejmensi ¢tverce obecné - dokonceni
z rovnosti ATA = ASTAS — A,Z_A,7 vypocteme
ASTAs — ATA-— AnTA,7 a dosadime do vzorce pro X,
Xp = (ATA)_lATb = (ATA)_1 ((ATA — A,,TA,,))“(s + A,,Tb,,) —
%s + (ATA)LAT (b, — Ap%)

vyraz v zavorce b, — A% je inovace a matice (AT A)71AT je
inovacni matice, také se ji fika Kalmanova matice

ovérime, ze obecna formule pro rekursivni nejmensi Ctverce da v
prikladu s aritmetickym primérem na str. 7-138

Metoda nejmensich ¢tverct 7-140




Skalarni soudin

Myslenka Kalmanova filtru

Kalmanuv filtr je jeden z nevice pouzivanych algoritm( od druhé
poloviny 20. stoleti

plvodné byl navrzen pro rizeni vesmirnych letl a prvni vyznamné
pouziti bylo v programu Apollo pilotovanych leti na Mésic

jde o odhad polohy pohybujiciho se objektu
Kalmanuv filtr pouziva dva typy rovnic

prvni typ je pro odhad polohy x; v Case i na zdkladé méreni, tj. na
zakladé priblizného reseni soustavy A;x; = b;

druhy typ je stavova rovnice xj+1 = Fix; + c¢;, ktera udava, jak se
méni poloha objektu v disledku dynamiky jeho pohybu

tato predpovéd je pak korigovana na zikladé novych méreni
pomoci soustavy Ajr1xj+1 = bji1
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Skalarni soudin

Kalmanuv filtr pro navigaci v roviné 1

tato soustava je nova informace, kterou je pouzita k opravé
plvodniho odhadu X;1; pomoci metody rekursivnich nejmensich
Ctvercl

jednotlivé kroky vypocti si ukdzeme na prikladu navigace v roviné

e polohu vozidla v ¢ase / udava vektor x; = (x,-l,x,-g)T

e jeji odhad oznacime X;;, druhy index i fika, ze byl odhad
polohy v Case i ziskdn na zakladé vsech informaci az po ¢as i
vCetné

e druhy krok je pfedpovéd X;,|; v Case i + 1 na zdklad€ vSech
méreni/informaci az po Cas i véetné

e tu ziskame z rovnice X;,1); = X;); + ¢;, kde ¢; je zméFena
rychlost vozidla v Case i
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Skalarni soudin

Kalmandv filtr pro navigaci v roviné 2

e nakonec pouzijeme nova méreni polohy v Case i + 1 dana
soustavou rovnic Aj;1x = b1 k upresnéni odhadu X;
pomoci rekursivni metody nejmensich Ctvercl

e ta ddvd odhad Xj )11 = K1) + Kiva(bit1 — AiraXipy)i),
kde Kji1 oznacuje inovacni matici

Proc¢ se navigace GPS chova v tunelu tak, jak se chova

Metoda nejmensich Ctverct
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Skalarni soudin

Skalarni soudin - shrnuti

e klicové: kolmost vektoril v prostoru se skalarnim soucinem

e klicové: ortonormalni a ortogonalni posloupnost (mnozina)
vektorl, ortonormalni baze

e zakladni: standardni skalarni soucin v R" a jeho geometricky
vyznam v roviné a prostoru, standardni skalarni soucin v C"

e zakladni: obecny skalarni soucin (je definovany pouze pro
redlné nebo komplexni prostory)

e zakladni: norma definovana skalarnim soucinem a jeji
zakladni vlastnosti

e zakladni: Cauchyho-Schwarzova nerovnost

e zakladni: disledky Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti:
trojuhelnikova nerovnost a kosinovd véta

e zakladni: linedrni nezavislost ortogondlni posloupnosti
(mnoziny) vektord

e zakladni: Pythagorova véta

Metoda nejmensich ¢tverct
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Skaldrni soudin
Skalarni soudin - shrnuti

e zakladni: souradnice vektoru vzhledem k ortonormalni bazi,
Fourierovy koeficienty

e zakladni: ortogonalni projekce na podprostor s ortonormdlni
bazi
e zakladni: Gramova-Schmidtova ortogonalizace a jeji disledky

e zakladni: QR-rozklad matice, jejiz posloupnost sloupcovych
vektor( je linedrné nezavisld

e zakladni: ortogonalni a unitarni matice, riizné ekvivalentni
definice

e zakladni: ortogonalni doplnék mnoziny a podprostoru a jeho
zakladni vlastnosti

e zakladni: kolmost mezi zakladnimi prostory matice

e zakladni: Gramova matice a ortogonalni projekce na
podprostor bez ortonormalni baze
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Skalarni soudin

Skalarni soudin - shrnuti

e dulezité: hermitovskd a hermitovsky sdruzend matice,
hermitovsky sdruzend matice k soucinu matic

o dulezité: skalarni soucin definovany matici

o dulezité: geometricky vyznam Fourierovych koeficientl

e dulezité: Frobeniova norma matic

e dulezité: pro matice s ortonormalni posloupnosti sloupcovych
vektorl je transponovand (hermitovsky sdruzend) matice
inverzni zleva

e dulezité: jednoznacnost QR-rozkladu reguldrni matice

e dulezité: matice urcujici ortogonalni projekci na primku a na
nadrovinu

o dulezité: matice symetrie vzhledem k nadrovinég,
Householderovy reflektory a jejich ortogonalita (unitarnost)

e dulezité: aproximace prvku v podprostoru metodou
nejmensich ¢tvercl
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Skalarni soudin

Skalarni soudin - shrnuti

e dulezité: priblizné reseni soustavy linedrnich rovnic metodou
nejmensich Ctvercll

e dulezité: soustava normdlnich rovnic k soustavé Ax = b

e dulezité: pseudoinverze

e dulezité: chyba aproximace prvku ve vétsim podprostoru je
mensi

e dulezité: pseudoinverze pomoci QR-rozkladu

e pro zajimavost: redlny a komplexni Hilbertiiv prostor

e pro zajimavost: integrdl jako skaladrni soucin

e pro zajimavost: polariza¢ni identity

e pro zajimavost: obecné normy

e pro zajimavost: ortonormalni baze v prostoru matic a format
Jpeg

e pro zajimavost: modifikovand Gramova-Schmidtova
ortogonalizace

Metoda nejmensich Ctverct
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Skalarni soudin

Skalarni soudin - shrnuti

e pro zajimavost: obecnd Gramova-Schmidtova ortogonalizace
a obecny QR-rozklad matice

e pro zajimavost: Gramova-Schmidtova ortogonalizace v
prostorech funkci a Legendreovy polynomy

e pro zajimavost: eliminace pomoci elementarnich
(Householderovych) reflektor

e pro zajimavost: linearni regrese

e pro zajimavost: magistr SCIO v akci

e pro zajimavost: polynomidlni aproximace dat, kvadratickd
regrese, aproximace funkci vice proménnych

e pro zajimavost: navigace v roviné pomoci méreni vzdalenosti

e pro zajimavost: stfedni hodnota, smérodatnd odchylka a
rozptyl ndhodné velidiny

e pro zajimavost: metoda nejmensich ¢tvercl s vdhami

e pro zajimavost: rekursivni nejmensi ¢tverce

e pro zajimavost: Kalmanav filtr

Metoda nejmensich ¢tverct
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Linearni zobrazeni

Kapitola 8

L inearni zobrazeni

L]
8-1

Linearni zobrazeni

Linedrni zobrazeni - obsah

B Matice a linearni zobrazeni
B Matice linearniho zobrazeni
® /somorfismy

B Dudlni prostor

B Ortogonalni a unitarni zobrazeni




Linearni zobrazeni

Matice a linearni zobrazeni - obsah

B  Matice a linearni zobrazeni
Linearni zobrazeni uréené matici
Pojem linedrniho zobrazeni

Matice a linearni zobrazeni 8-3

Linearni zobrazeni

Opakovani 1
vime uz, ze kazda matice A = (a1|---|a,) typu m x n nad télesem
T urcuje zobrazeni f4 : T" — T™ predpisem

fa(x) = Ax

pro kazdé x = (xq,...,x,) € T"

pripomenme jesté, ze
fa(x) = xja1 + - - - + xpan

tj. hodnota f4(x) se rovnd linedrni kombinaci posloupnosti
sloupcovych vektor(i matice A s koeficienty xi, ..., x,

Matice a linearni zobrazeni 8-4




Linearni zobrazeni

Opakovani 2

vidéli jsme také, Ze néktera zdkladni geometricka zobrazeni v
roviné nebo prostoru jsou urend maticemi

1 0 0 0 c O cosy —singp
0 -1 /J7\0 1)7\0 ¢ /)’ \ sinp cosp

1 0 O 1 0 0 1 0 0
01 0 : 0O 0 0 |, 0 cosp sing
0 0 -1 0 01 0 —sinp cosy

Matice a linearni zobrazeni 8-5

Linearni zobrazeni

Opakovani 3

mnohé pojmy a tvrzeni o maticich maji prirozené vysvétleni nebo
vyznam pro zobrazeni ur¢end maticemi

e je-li A matice typu m X n a B matice typu n X p, obé nad T,
pak fAB = fA fB TP - T7

e Ctvercovd matice A radu n je reguldrni pravé kdyz je zobrazeni
fa: T" — T" vzdjemné jednoznacné a v tom pripadé
(fa) ™! = fas

e pro kazdou matici A typu m x n nad T plati
Ker A= {x € T"; fa(x) = o}

o také ImA = {fa(x);x € T"}

e rank(A) = dim (ImA)
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Linearni zobrazeni

Definice linearniho zobrazeni
pozorovani: je-li A matice typu m x n nad T, pak pro zobrazeni
fa:T" — T plati
o fa(x+y) = fa(x)+ fa(y) pro kazdé dva vektory x,y € T"

o fa(tx) =t - fa(x) pro kazdy vektor x € T a kazdy skalar
teT

toto je naprosto zakladni definice: jsou-li U a V dva vektorové
prostory nad stejnym télesem T, pak zobrazeni f : U — V
nazyvame linedrni, plati-li

e f(u+v)=f(u)+ f(v) pro kazdé dva prvky u,v € U

o f(tu) =t - f(u) pro kazdy prvek u € U a kazdy skalar t € T
zapis: f : U —V

pozorovani rikd, ze zobrazeni f4 : T" — T™ urené matici A typu
m x nnad T je linedrni

Matice a linearni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Priklady linedrnich zobrazeni 1

priklad: je-li P prostor vsech polynomi s realnymi koeficienty, pak
zobrazeni D : P — P definované predpisem D(p) = p’ je linearni
zobrazeni

je-li p(t) = po + p1t + - + pat”,
pak D(p)(£) = p1 +2pat + - - + nppt™!

priklad: je-li U prostor vsech diferencovatelnych redlnych funkci
redlné proménné a V prostor vsech redlnych funkci realné
proménné, pak zobrazeni D : U — V definované predpisem
D(f) = f' pro kazdé f € U je linearni

Matice a linearni zobrazeni
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Linedrni zobrazeni
Priklady linearnich zobrazeni 2
také integrovani polynomu s redlnymi koeicienty je linedrni
zobrazeni

priklad: je-li P prostor polynom( s redlnymi koeficienty, pak
zobrazeni J : P — P definované pro kazdé p € P predpisem

je linedrni
je-li p(t) = po + p1t + -+ pat",
pak J(p)(t) = pot + Bt + 243 4 ... 4 o gt

vSimnéme si, ze pro kazdy polynom p € P plati DJ(p) = p;
zobrazeni (derivovani) D je inverzni zleva ke zobrazeni
(integrovani) J a J je inverzni zprava k D

Matice a linearni zobrazeni 8-9
Linedrni zobrazeni
Priklady linearnich zobrazeni 3
priklady: e nulové zobrazeni O : U — V, které kazdému u € U
prifradi nulovy prvek oy € V, je linedrni
e identické zobrazeni idy na vektorovém prostoru U je linedrni
dalsi priklad linedrniho zobrazeni dostaneme pomoci souradnic
vektorl vzhledem k bazi
je-li B = (vi1,...,v,) baze prostoru U, u,ve U a
[ulzg = (a1,...,an)", [v]g = (b1,...,b,)T, pak plati
Uu—ajvi t+axVvo +---+apvp, V=D>bvi+ bovo+---+byv, a
u+v=_(ar+bi)vi+-+(an+ba)vp=(a1+b1,...,an+ by)"
atedy [u+v]g=(ar+b1,....an+by)" =[u]g+[v]s
podobné z tu = (taj)vi + -+ (tas)v, plyne [tu]g = t[u]s
tvrzeni: je-li V vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a B
néjakd baze ve V, pak zobrazeni f : V — T" definované predpisem
f(v) =|[v]g je linearni
Matice a linearni zobrazeni 8-10




Linearni zobrazeni

Determinant jako multilinedrni zobrazeni 1

na str. 6-33 jsme (s trochu jinym znacenim) ukazali, Ze jsou-li
ai,...,a;_1,aj41,...,a, € T" libovolné n-slozkové aritmetické
vektory nad T, pak pro kazdé dva vektory u,v € T" a skaldr t plati

e det(ay|---|aj_1lu+vlaj1]---|a,) =
det(ai|---|aj_1|ulaji1]---|ay) +det(ay| - -|aj_1|v|ajy1]- - -[an)
e det(ai|---|a;_1|tulaj 1| - -|a,) =t det(a1| - -|aj_1|ulaj 1] - -[an)

tyto dvé rovnosti ukazuji, ze zobrazeni f : T" — T definované
predpisem

f(x) = det(aq| -~ aj_1[x[ajs] - -~ [an)

je linedrni

Matice a linearni zobrazeni 8-11

Linedrni zobrazeni
Determinant jako multilinearni zobrazeni 2

determinant jsem definovali jako zobrazeni, které kazdé Ctvercové
matici A nad T priradi skalarz T

pokud matici A radu n zapiSeme posloupnosti jejich sloupcovych
vektor( (ai,...,a,), mizeme na determinant nahlizet jako na
zobrazeni o n proménnych (vektorech)

Det::I'”xT”x---xT”—>T

7

Ve

n X

zvolime-li libovolnych n — 1 ze sloupcovych vektorii pevné a
zbyvajici sloupec je proménny, dostdvame linedrni zobrazeni z
T - T

proto o determinantu také nékdy mluvime jako o multilinearnim
zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Matice linearniho zobrazeni - obsah

B Matice linearniho zobrazeni
Z3akladni vlastnosti linedrnich zobrazeni
Matice linearniho zobrazeni
Matice prechodu
Operace s linedrnimi zobrazenimi

Matice linedrniho zobrazeni 8-13

Linearni zobrazeni

LZ zachovava nulovy vektor a linedrni kombinace

pro kazdé linedrni zobrazeni f : U — V plati

e f(oy) = oy, nebot f(oy) = f(0oy) = 0f(oy) = oy

dale pro kazdé vektory u1,...,u, € U a kazdé skalary
t1,...,tx € T plati

° f(t1U1—|—"“|‘tkuk) =1 f(ul)—|—"’+tk f(uk)

tato vlastnost plyne ihned z definice linedrniho zobrazeni

z toho, ze linedrni zobrazeni ,,zachovdvaji“ libovolné linearni
kombinace, plyne nasledujici dilezité tvrzeni

Matice linearniho zobrazeni 8-14




LZ je urCené hodnotami na bazi

tvrzeni: jsou-li U, V vektorové prostory nad télesem T, dimU = n,

B = (uy,...,u,) libovolnd baze v U, a vy, ..., v, libovolné prvky
ve V, pak existuje pravé jedno linearni zobrazeni f : U — V
takové, ze f(u;) =vj prokazdé i=1,...,n

dikaz: nejdrive dokdZzeme, Ze takové f existuje nejvyse jedno

kazdy vektor x € U miizeme jednoznacné vyjadfit jako linearni
kombinaci x = sju; +---+ s,u, prvki baze B

potom musi platit  f(x) = f(sju1 + - - - + spup)
=s1f(uy) + -+ s,f(uy,)
= S1V1 + -+ SpV,

hodnota f(x) linedrniho zobrazeni f v jakémkoliv bodé x je tak
jednoznaéné uréena hodnotami v; = f(u;) proi=1,2,...,n

Matice linedrniho zobrazeni

Linearni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Dikaz linearity f

zbyva dokazat, ze zobrazeni f : U — V definované predpisem
f(x) =sivi+---+s,v, pokud [x]g=(s1,...,sn)"
je linedrni

je-li [x]lg = (s1,....52) " aylg = (t1,....tn)T pro x,y € U, pak
[x+ylg = (s1 +ti,...,sp+ty)], podle str. 8-10, a tedy

f(x+y)=(s1+ t1)vi+ (s2+ t2)vo + -+ - + (sp + tn)Vp
= S1V1 + $2V2 + -+ SpVp + T1V1 + D2V2 + - - -+ ThV,
= f(x) + f(y)

podobné z rovnosti [tx]g = (ts1,...,ts,)" plyne

f(tx) = tsyvy + - - + tspvy, = t(sivy + - - - + spvp) = tF(X)

8-16
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Linearni zobrazeni

Linearni zobrazeni jsou ur¢end matici 1

dalezity dasledek: kazdé linedrni zobrazeni f : T" — T™ je urlené
néjakou jednoznacné urenou matici A typu m x nnad T

diuikaz: vyjadiime libovolny vektor x = (x1,...,x,)" € T" jako
linedrni kombinaci X = xje1 + xpep + - -+ + x,e,  prvki
kanonické baze (e1,ep,...,e,) v T"

polozime A = (f(e1)|f(e2)|---|f(en)), tj. vektory f(e;) € T™
zapiseme do sloupctl matice A

potom pro kazdé i =1,...,n plati fa(e;) = Ae; = f(e))

obé zobrazeni f a f4 jsou linedrni a shoduji se na prvcich kanonické
bdze v T", musi se proto rovnat podle tvrzeni na str. 8-15

je-li f = fg pro néjakou matici B = (by]|---|b,), pak pro kazdé
i=1,...,n plati b; = fB(e,-) = f(e,-) = fA(e,-) =a;,tj. B=A

Matice linedrniho zobrazeni 8-17

Linearni zobrazeni

Linedrni zobrazeni jsou urena matici 2

definice: jsou-li U a V libovolné dva kone¢né dimenzionalni
prostory nad T, f : U — V linearni zobrazeni, B = (uy,...,u,)
baze v U a C néjakad baze ve V, pak matici

([f (un)]cl[f(u2)]c| - - [[f (un)]c)

nazyvame matice linearniho zobrazeni f vzhledem k bazim B a C
oznadeni: [f]2

tvrzeni: jsou-li U a V konecné dimenzionalni vektorové prostory
nad télesem T, B baze v U, C bazeve V a f : U — V linearni
zobrazeni, pak pro kazdy vektor x € U plati

[f(x)lc = [f1¢ [X]e

Matice linedrniho zobrazeni 8-18




Linearni zobrazeni

Dikaz
dikaz: je-li B = (uy,...,u,), lze kazdy vektor x € U vyjadrit jako

X =sju; + -+ spu, tj. (s1,... ,s,,)T = [x]5
protoze f : U — V je linedrni zobrazeni, plati
f(x) =s1f(uy) + -+ s, f(uy)
coz zapiSeme pomoci souradnic vzhledem k bazi C ve V jako
[f(x)]c = [s1 f(ur)+--+sn f(un)lc = s1[f(ur)lc+---+salf(un)lc

posledni vyraz je linedrni kombinace aritmetickych vektort
[f(u;)]c, kterou pomoci ndsobeni matic zapiSeme jako

([F(un)lcl-- - I (un)lc)(st, - sn) " = [FIC [X]B

Matice linedrniho zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Poznamky k matici linedrniho zobrazeni 1

poznamka 1: matice [f]2 umoziiuje spoéitat soufadnice [f(x)]c
vektoru f(x) € V vzhledem k bazi C prostoru V, zname-li
souradnice [x|g vektoru x € U vzhledem k bazi B prostoru U

poznamka 2: matice [f]2 je touto vlastnosti uréena jednozna&ng

pokud pro néjakou matici M = (mi|my|---|m,) typu
(dimV) x (dimU) nad T plati [f(x)]c = M[x]g pro kazdy vektor
x € U, plati [f(u;)]c = M[uj]lg pro kazdy prvek u; baze B

protoze [u;]g = e; pro kazdé i =1,...,n, plati

[f(u,')](_‘ = /\/I[u,-]B = /\/Ie,- = m;

proto M = [f]2

Matice linedrniho zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Poznamky k matici linearniho zobrazeni 2

poznamka 3: je-li f4 : T” — T linearni zobrazeni uréené matici
A = (ai]az|---|an) typu m x n nad T, pak plati

A= [fal
kde K, je kanonicka baze v T" a K, je kanonickd baze v T™
pro kazdy vektor e; kanonické baze K, plati
aj = Ae; = fa(e) = [fa(ei)]k.,

to znamend, ze pro kazdé i = 1,...,n se i-ty sloupec matice A

rovna i-tému sloupci matice

([fa(er)]k,|[fa(€2)] k| - - I[fa(en)l k) = [fal "
coz dokazuje rovnost A= [fA]ﬁ;
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Linearni zobrazeni

Matice geometrickych zobrazeni snadno a rychle 1

na zakladé definice matice linedrniho zobrazeni f : U — V

[f1¢ = ([f (u)]cl[f (u2)lcl - -~ [[f(un)]c)

vzhledem k bazim B a C na str. 8-18 mizeme snadno napsat
matice urcujici jednoduchd geometricky motivovand linearni
zobrazeni v prostorech R? a R3

staci zvolit baze B = C = Ky, pripadné B = C = K3

priklad: rotace f v R? kolem podatku o thel ¢ v kladném sméru

, 1\ [ cosp 0\ [ —sinp
platlf(0>_(singp)’f(l)_(cosgp)atedy

f je ur¢ené matici A = [f]ﬁ2 — ( C?SQO —siny )
? sing  cosy
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Linearni zobrazeni

Matice geometrickych zobrazeni snadno a rychle 2

priklad: matice reflexe f vzhledem ke druhé soufadné ose v R?

o (2)- (2 ) (4)- (1)

a tedy f je uréené matici A = [f]}2 = ( _01 (1’ )

priklad: rotace v R3 o (ihel ¢ v kladném sméru kolem druhé
souradné osy

Matice linedrniho zobrazeni 8-23

Linearni zobrazeni

Matice geometrickych zobrazeni snadno a rychle 3

1 COS (p 0 0 0 sin
fl 0 |= 0 L1 = 1 |, f| 0 |= 0
0 —sin 0 0 1 Cos ¢
cosp 0 sing
f je uréené matici A = [f]K3 = 0 1 0
—sinp 0 cosyp

priklad: matice ortogondlni projekce f na rovinu uréenou prvnimi
dvéma soufadnymi osami v R3

1 1 0 0
fl1o]l=(0]| f|l1]|= : 0)
0 0 0 1
0 O
1 0
0 O

projekce f je uréend matici A = [f]K3 =

o O
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Linearni zobrazeni

Matice derivace

priklad: matice derivace D na prostoru P redlnych polynomi
stupné nejvyse 3

zvolime baze B = C = (1, x,x?,x3) a spodteme

[D(1)]s = [0]g = (0,0,0,0)"

[D(x)]e = [1]g = (1,0,0,0)"

[D(x?)]g = [2x]g = (0,2,0,0) "

[D(x*)]s = [3x*]s = (0,0,3,0)"

a tedy

[DIg = (ID(1)]8/[D(x)]8][D(x*)]&|[D(x)]8) =

o O O o
o O O
oo pnNp O
o w o o
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Linearni zobrazeni

Matice reflexe urcené obecnou primkou v roviné

priklad: najdeme matici reflexe f uréené primkou {(1,3)7) v R?
oy 1\ (1 3\ (-3
V|me,zef(3>—(3)af(_1)—( ] )

. 1 3
zvolime tedy B = (( 3),< 1 )) aC=K,

1 -3
potom [f]ﬁ2 = ( 3 1 )

za chvili si ukdzeme, jak z matice [f]ﬁ2 snadno a rychle dostat

matici [f]% kterd uréuje reflexi f

]
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Linearni zobrazeni

Matice identického zobrazeni a matice prechodu

tvrzeni: jsou-li B = (uy,...,u,) a C dvé baze vektorového
prostoru U dimenze n nad télesem T a idy identické zobrazeni na
prostoru U, pak matice [idu]g se rovna matici pfechodu od baze B

k bazi C
diikaz: staci pouzit definice; matice linedrniho zobrazeni idyy
vzhledem k bazim B a C se podle definice na str. 8-18 rovna

(lidu(ui)lcllidu(u2)lcl-- - [lidu(un)lc) = ([ui]clluz]c]- - - [[un]c)

coz je podle definice na str. 5-84 matice prechodu od baze B k
bazi C
mulzeme také pouzit tvrzeni na str. 8-18, odvodit rovnost

[X]c = [idu(x)]c = [idu]¢é [X]s

a ujasnit si, ze matice prechodu od baze B k bazi C je urcena
touto rovnosti jednoznacné
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Linearni zobrazeni

Priklady matic prechodu

priklad 1: pro kazdou bazi B konec¢né dimenzionalniho prostoru U
dimenze n nad T plati [idy]5 = I,, tj. matice ptechodu od bize B
k B je vzdy identickd matice

to je zfejmé, nebot je-li B = (uy,...,u,), pak [uj]g = e; pro kazdé
I=1,...,n a tedy

lidu]g = ([u1)glluz]s| - - |[un]s) = (e1lez| -+ |en) = I

priklad 2: v aritmetickém prostoru R3 se matice prechodu od baze
B=((1,2,3)7,(2,3,4)7,(3,5,8) ") ke kanonické bazi K3 rovna

1 2 3
lidrslg, = | 2 3 5
3 48

nebot prvky bdze B jsou zadané jejich souradnicemi vzhledem ke
kanonické bazi K3
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Linearni zobrazeni

Matice slozeného zobrazeni

skladani zobrazeni urlenych maticemi jsme pouzili k motivaci
definice soucinu matic

ndsledujici tvrzeni rikda, ze vztah mezi sklddanim linearnich
zobrazeni mezi konecné generovanymi prostory a nasobenim matic
plati zcela obecné

tvrzeni: jsou-li U,V a W vektorové prostory nad télesem T a
f:U—Vag:V — W jsou linedrni zobrazeni, pak plati

e gf : U — W je linedrni zobrazeni

jsou-li navic prostory U, V, W konecné dimenziondlni a B baze
v U, C baze ve V a D baze ve W, pak plati

* [gflp = lel5 [f]¢
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Linearni zobrazeni

Dikaz

diakaz: k ddkazu prvni ¢asti zvolime dva vektory x,y € U a
spoclteme

gf(x+y) =g(f(x+y)) = g(f(x) + f(y)) = &f (x) + &fy
podobné pro kazdy skalar t € T plati gf (tx) = g(t f(x)) = t gf(x)
k dilkazu druhé casti ovérime, ze pro kazdé x € U plati
lgf (x)]o = [g]5 [F(lc = [g]5 (2 xs) = ([]5 [F1E) Xl
dvojim pouzitim tvrzeni na str. 8-18

podle pozndmky 2 na str. 8-20 odtud plyne, Ze [gf]5 = [g]§ [f]E
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Linearni zobrazeni

Matice inverzniho zobrazeni

tvrzeni: je-li f : U — V vzdjemné jednoznacné linearni zobrazeni
mezi vektorovymi prostory U a V, pak

e f~1:V — U je také linedrni zobrazeni

jsou-li navic U,V konecné dimenzionalni prostory dimenze n, B
baze v U a C baze ve V, pak plati

o [FY5=(1F12)"

dikaz: zvolime x,y € V; protoze f je na cely prostor V, existuji
u,v € U takové, Ze f(u) =xa f(v) =y

protoze f je linedrni, plati f(u+v) = f(u) + f(v) = x+y a tedy
Fix+y) =u+v=~,""(x)+fy)

podobné pro kazdy skalar t € T plati f(tu) =t f(u) = tx a tedy
f~1(tx) = tu = t f1(x)

Matice linedrniho zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Dokonceni dukazu

k dikazu druhé casti vyuzijeme druhou ¢3st tvrzeni na str. 8-29
protoze f~1f = idy, plati

I = lidylg = [f'f]g = [F 1] [f]€
protoZe je matice [f]2 &tvercova, plyne odtud [f~1]§ = ([f]tg)_1
poznamka: pozdéji v této kapitole si ukdzeme, ze staci v druhé
¢asti predpokladat pouze, ze dim U = n; odtud uz plyne, ze

dimV = n v pripadé, ze linedrni zobrazeni f : U — V je vzdjemné
jednoznacné

Matice linedrniho zobrazeni
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Linearni zobrazeni
Priklad

priklad: v prikladu 2 na str. 8-28 jsme si ukazali, ze matice
prechodu [id]i, od baze B = ((1,2,3)7,(2,3,4)",(3,5,8)") ke
kanonické bazi K3 v prostoru R3 se rovn

[id]k, =

W N =
B~ 0N
o OC1 W

podle druhé ¢asti tvrzeni na str. 8-31 se matice prechodu [id]g3 od
kanonické baze K3 k bazi B rovna

w N =
A W DN
o O1 W

i) = (lid)g,) =
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Linearni zobrazeni
Dalsi priklad
priklad: na str. 8-26 jsme nadli matici [f]Z ortogondlni reflexe f
2

uréené primkou ((1,3)7) v R? vzhledem k bazim
B=((1,3)7,3,-1)")a C=K:

ne-(3 )

vyuzijeme tvrzeni o matici slozeného zobrazeni na str. 8-29
k nalezeni matice [f]ﬁ; ktera tuto reflexi uréuje

plati [f];2 = [f id]}% =[] [id]

pouzijeme tvrzeni na str. 8-31:

g =) = (3 %) (27

1 (1 -3\/-1 -3\ _1/-86
Ky = —
Pak [fli = 10(3 1)(—3 1) 10(6 8)
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Linearni zobrazeni
Pripomenuti

v tvrzeni na str. 7-87 jsme odvodili vzorec pro matici reflexe urcené
nadrovinou, kterd je ortogonalnim doplikem néjakého vektoru

w € U, kde U je redlny nebo komplexni aritmeticky prostor se
skalarnim soucinem

tento vzorec pouzijeme k jinému reseni prikladu z predchozi
str. 8-34

tvrzeni pouzijeme pro prostor R? a zvolime né&jaky vektor w € R?
takovy, ze {w}*+ = ((1,3)7), naptiklad w = (—3,1)"

podle tvrzeni na str. 7-87 je tato reflexe f uréend matici
[f] _ wa_ 1 0\ 2 9 -3\_1/-86
22" \o 1) 0l 3 1 )70 8 8
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Linearni zobrazeni
A dalsi pfipomenuti

na str. 4-25 dole jsme geometricky odvodili, Ze reflexe f vzhledem
k ose prochazejici vektorem (cosa, —sina)” € R? je uréend matici

[f]Kz_ cos2a  —sin2a
K2\ —sin2a —cos2a

cosa Sina 1 O cosa —Sinq
—sina  COS« 0 -1 sinax  COS

) : dostali jsme ji jako soucin

jednotlivé matice v soucinu mizeme interpretovat i jinak

vektor (cosa, —sina)’ doplnime do ortonormalni baze
B = ((cosa, —sina) T, (sina,cosa)’) v roving R?
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Linearni zobrazeni

Matice téhoz LZ vzhledem k rliznym bazim

metodu vypoctu matice linedrniho zobrazeni f : U — U vzhledem k
n&jaké bazi C, zndme-li matici [f]5 vzhledem k jiné bazi B a matici
prechodu od jedné z téchto bazi k druhé, budeme pouzivat ¢asto

véta: je-li U kone¢né dimenzionalni vektorovy prostor nad T,
f : U — U lineadrni zobrazeni, B, C dvé baze v U a R matice
prechodu od baze B k bazi C, pak plati

[f1g = RT'Iflc R

dakaz: plati f = idy f idy a podle tvrzeni na str. 8-29
[f15 = [id]§ [f]¢ [id]¢

matice [id]2 je matice pfechodu od baze B k bazi C podle tvrzeni
na str. 8-27 a [id]§ = ([id]2)~?
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Linearni zobrazeni

Terminologicka poznamka

v rGznych ulebnicich je matice [id]2 nazyvana rizné;
v nékterych se ji fikd matice prechodu od baze B k bazi C, stejné
jako ji nazyvdme my

to je v té€ch pripadech, kdy se terminologie odviji od rovnosti
[X]c = [id]¢ [x]g

zname-li souradnice vektoru x vzhledem k bazi B, pak jejich
prenasobenim matici pfechodu od baze B k bazi C dostaneme jeho
souradnice vzhledem k bazi C

v jinych u&ebnicich je ta sama matice [id]2 nazyvana matice
prechodu od baze C k bazi B

v téchto ucebnicich autori kladou diiraz na rovnost
[f13 = R f1E R = ([id]2) [f]E [id]E
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Linearni zobrazeni
Slovniéek morfismu

definice: jsou-li U a V vektorové prostory nad stejnym télesem T
a f : U — V linedrni zobrazeni, pak

e nazyvame f také homomorfismus prostorit U a V,

je-li f prosté, nazyvdme jej monomorfismus,

je-li f na cely prostor V, nazyvadme f epimorfismus

je-li f vzadjemné jednoznacné, nazyvame je isomorfismus, v
tom pripadé také rikdme, ze prostory U a V jsou isomorfni

je-li U =V, pak f nazyvdme endomorfismus prostoru U, nebo
také linedrni operator na U

je-li f : U — U isomorfismus, nazyvame je také
automorfismus prostoru U

je-li f : U — T, nazyvame je linearni forma na prostoru U

Matice linedrniho zobrazeni
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Linearni zobrazeni
Priklady morfism(

e rotace kolem pocatku a symetrie (osové soumérnosti)
vzhledem k pfimkdm prochdzejicim pocdtkem jsou
automorfismy prostoru R?

e je-li U vektorovy prostor nad T a B = (uy,...,u,) néjaka
baze, pak zobrazeni f : U — T" definované predpisem
f(x) = [x]|g je linedrni podle tvrzeni na str. 8-10; je to
epimorfismus, protoze kazdy aritmeticky vektor
(by,...,b,)T € T" je vektorem soutadnic vzhledem k bazi B
vektoru x = bju; + - - - + byu,; je to dokonce isomorfismus,
nebot kazdy vektor x € U je jednoznacné urleny svymi
souradnicemi vzhledem k jakékoliv bazi

e zobrazeni f : R? — R3 definované predpisem
f((x1,x)") = (x1,x2,0)" je monomorfismus

e ortogonalni projekce na rovinu prochézejici poc¢atkem v R3 je
endomorfismus R3, ktery neni ani mono- ani epimorfismus
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Linearni zobrazeni

Jadro a obraz linedarnitho zobrazeni

definice: je-li f : U — V linedrni zobrazeni, pak jadro f je mnozina
Kerf ={xeU:f(x)=0}C U
obraz nebo také obor hodnot zobrazeni f je mnozina
Imf ={f(x):xeU} CV
tvrzeni: plati, ze f : U — V je prosté linedrni zobrazeni
(tj. monomorfismus) pravé kdyz Ker f = {o}

diukaz =-: je-li x € Ker f, pak plati f(x) = o = f(0) a protoze je f
prosté, plyne odtud x = o0 a tedy Ker f = {o}

<: je-li naopak Ker f = {0} a f(x) = f(y) pro néjaké x,y € U,
pak z linearity f plyne f(x —y) = f(x) — f(y) = o, tj.

x —y € Ker f, odkud plyne x =y, coz dokazuje, ze f je prosté
linedrni zobrazeni, neboli monomorfismus
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Linearni zobrazeni

Jadro a obraz linearniho zobrazeni pomoci jeho matice
tvrzeni: je-li f : U — V linedrni zobrazeni, dmU = n, dimV = m,
B baze v U a C baze ve V, pak plati

e jadro Ker f je podprostor U a plati
[Ker flg = Ker ([f]2)
e obor hodnot Imf je podprostor V a plati
[Im f]c = Im ([f]¢)

diukaz prvni ¢asti: je-li x,y € Ker f, pak f(x) = f(y) =0 a pro
kazdé r,s € T plati

f(rx+sy)=rf(x)+sf(y)=o
coz dokazuje rx + sy € Ker f

jadro Ker f je tedy uzavrené na scitdni i nasobeni skaldrem a
protoZe je neprazdné ({0} € Ker f vzdy), je to podprostor U

nasledujici vypocet vychazi z definic a tvrzeni na str. 8-18

Matice linedrniho zobrazeni 8-42




Linearni zobrazeni

Dokonceni diikazu

[Ker flg = [{x: f(x) =0}]g = {[X]s : f(x) =0}

= {[xls : [f(x)]c = o} = {[x]5 : [f]¢ [X]s = o}

={u e T":[f]gu=o0} = Ker ([f]?)
diikaz druhé Casti je podobny, napred dokdzeme, ze Imf je
podprostor V; protoze o = f(0) € Imf, je Imf neprazdnd mnozina
pro libovolné u,v € Imf existuji x,y € U takové, ze f(x) =u a
f(y) = v; pak pro libovolné skaldry s, t € T plati

ru+sv=rf(x)+sf(y)="~f(rx+ sy)

coz dokazuje ru+ sv € Imf a odtud plyne uzavrenost Imf na
sCitani a ndsobeni skaldarem

podobné jako v prvni Casti spocteme
[Imflc = [{f(x) : x € U}]c = {[f(x)]c : x € U}
= {[f]‘g [X|]g : x € U} = {[f]g u:ueT}=Im ([f]g)
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Linearni zobrazeni

Charakterizace monomorfismtu

tvrzeni: ma-li prostor U konecnou dimenzi, pak pro linedrni
zobrazeni f : U — V je ekvivalentni

1. zobrazeni f je prosté (monomorfismus)

2. pro kazdou LN posloupnost (uy,...,ux) v U je posloupnost
(f(ug),...,f(ug)) LN ve V
3. existuje baze (uy,...,u,) v U takova, ze posloupnost
(f(u1),...,f(uy)) je LN ve V
dukaz 1 = 2: necht f je monomorfismus a (uy,...,ux) je LN
posloupnost v U; plati-li pro néjaké skalary sq, ..., sk

S1 f(ul) + S f(UQ) —+ -+ Sk f(uk) =0
pak v dlsledku linearity f plati rovnéz

f(51U1 + Soup + - - - + SkUk) =0= f(o)
protoze f je monomorfismus, plati sju; + spups + - - - + sgu, = o0,
a protoze posloupnost (us,...,ux) je LN, dostdvame konecné
51252:---:Sk20

Matice linearniho zobrazeni 8-44




Linearni zobrazeni

Dokonceni dukazu charakterizace monomorfismu

2 = 3 plyne z toho, ze kazda baze je LN posloupnost

3 = 1: podle tvrzeni na str. 8-41 staci dokazat, ze Ker f = {o}

necht (ug,...,u,) je bdze v U takova, Ze posloupnost
(f(ui),...,f(u,)) je LN ve V

je-li x € Ker f, vyjadrime jej jako LK této baze, tj. ve tvaru
X=S5U; +SUy+- -+ S,Up
potom 0 = f(x) = f(siur +---+spu,) = sy f(ug) +- -+, f(up)

protoze je posloupnost (f(uy),...,f(u,)) linedrné nezavisla, plyne
odtud sy =so=---=s,=0atedy x=0

protoze vzdy o € Ker f, je tim rovnost Ker f = {0} dokazana
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Linearni zobrazeni

Charakterizace epimorfismi

tvrzeni: ma-li U konecnou dimenzi, pak pro linearni zobrazeni
f: U — V je ekvivalentni

1. f je epimorfismus
2. pro kazdou bazi (uy,...,u,) v U plati (f(ug),...,f(u,)) =V
3. existuje baze (uy,...,u,) v U pro kterou

(f(ur),...,f(uy)) =V

diikaz 1 = 2: pro kazdé y € V existuje x € U takové, zZe f(x) =y,
protoze f je epimorfismus (tj. zobrazeni na cely prostor V)

jelikoz (ug,...,u,) je baze v U, miZeme x vyjadFit jako linedrni
kombinaci X = sju; + - - - + s,u,

f je LZ, proto f(x)=f(siu1+---+spu,)=s1 f(u1)+---+ s, f(uy,)
proto y = f(x) € (f(u1),...,f(u,)) atedy VC (f(uy),...,f(u,))
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Linearni zobrazeni

Dokonceni ditkazu charakterizace epimorfismi

2 = 3 je zrejmé, protoze v U existuje néjakd baze
3 = 1: potfebujeme dokdzat, ze zobrazeni f je na cely prostor V

zvolime y € V; protoze predpokladdme (f(uy),...,f(u,)) =V,
existuji skaldry s1,...,s, € T takové, ze

sif(u)) +sof(up)+---+s,f(uy) =y
polozime x = sju; + spup + - - - + s,u,, potom

f(x) = f(siu; + spup + - - - + spup,)
=sf(up)+saf(ua)+---+s,f(uy) =y

coz dokazuje, ze linedrni zobrazeni f je na cely prostor V
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Linearni zobrazeni
Charakterizace isomorfismil

tvrzeni: ma-li U konecnou dimenzi, pak pro linearni zobrazeni
f: U — V je ekvivalentni

1. f je isomorfismus
2. pro kazdou bazi (uy,...,u,) v U je (f(uy),...,f(u,)) baze

ve V
3. existuje baze (uy,...,u,) v U takova, ze (f(uy),...,f(u,)) je
baze ve V
dikaz 1 = 2: bud (uy,...,u,) libovolna baze v U

protoze f je isomorfismus, je sou¢asné mono- i epimorfismus
podle tvrzeni na str. 8-44 je posloupnost (f(uy),...,f(u,))
linedrné nezavisla

podle tvrzeni na str. 8-46 posloupnost (f(uy),...,f(uy))
generuje V, proto je (f(u1),...,f(u,)) baze ve V
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Linearni zobrazeni

Dokonceni diukazu charakterizace isomorfismu

2 = 3 je zrejmé
3 = 1: predpokldddme, Ze existuje baze (uy,...,u,) v U takova,
ze (f(uy),...,f(u,)) je baze ve V

specidlné (f(uy), f(uz),...,f(u,)) =V a proto podle tvrzeni na
str. 8-46 je f epimorfismus

stejné tak (f(u1),f(u2),...,f(uy)) je LN a tedy f je
monomorfismus podle tvrzeni na str. 8-44

]
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Linearni zobrazeni
1

Isomorfismy - obsah

® /somorfismy
Isomorfismy konecné generovanych prostort
Prostor linedrnich zobrazeni

]
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Linearni zobrazeni

Priklad isomorfismu
priklad: ozna¢ime P vektorovy prostor vsech polynomi s redlnymi
koeficienty s obvyklymi operacemi scitani polynomi a nasobeni
polynomu redlnym cislem

dale oznac¢ime Q podprostor prostoru R*° vSech posloupnosti
redlnych Cisel tvoreny posloupnostmi, které obsahuji pouze konecné
mnoho nenulovych prvki

definujeme zobrazeni f : P — @ nasledovné:

je-li p(x) = ag + aix + -+ - + ap,x", pak polozime
f(p)=(ap, a1, a2, ..., an,0,...)

snadno ovérime, zobrazeni f je prosté a na celou mnozinu @

podobné snadno ovéfime, ze také plati f(p + q) = f(p) + f(q) pro
libovolné dva polynomy p,q € P a f(cp) = cf(p) pro kazdé
redlné Cislo ¢ a kazdy polynom p

f: P — Q je tedy isomorfismus vektorovych prostori
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Linearni zobrazeni

O isomorfismech

jsou-li U a V dva isomorfni prostory, tj. existuje-li isomorfismus
f: U — V, mGzeme prostory U a V povazovat za ,stejné"

jinak receno, operace v isomorfnich prostorech jsou ,stejné"

mame-li sedist dva prvky u,v € U, pak je mizeme bud selist v
prostoru U a dostaneme u + v

nebo mizeme vzit jejich obrazy f(u), f(v) € V, selist je ve V a
dostaneme prvek f(u) + f(v) € V

protoze f(u + v) = f(u) + f(v), dostaneme prvek f(u) + f(v) € V
také jako obraz souctu u + v zobrazenim f

isomorfismus f tak ,,preklada” operaci scitani prvki v U do
operace scitani prvkd ve V

podobné , preklada” i operaci nasobeni prvki skaldrem a radu
dalsich vlastnosti z jednoho prostoru do isomorfniho prostoru
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Linearni zobrazeni

Co vsechno se isomorfismem prenasi

tvrzeni: je-li f : U — V isomorfismus vektorovych prostorti, pak

1. posloupnost (ug,uy,...,u,) prvka U je LN pravé kdyz
posloupnost (f(uz), f(uz),...,f(u,)) je LN ve V

2. pro mnozinu P C U a prvek u € U plati u € (P) pravé kdyz
f(u) € (F(P))

3. pro kazdou mnozinu P C U plati f((P)) = (f(P))

4. mnozina P C U generuje prostor U prave kdyz mnozina
f(P) = {f(u) : u € P} generuje V

5. posloupnost (ug,uy,...,u,) je baze v U pravé kdyz je
posloupnost (f(u1), f(u2),...,f(u,)) baze ve V

6. mnozina P C U je podprostor U pravé kdyz je mnozina f(P)
podprostor V

7. je-li P podprostor U pak zGzeni f na podprostor P je
isomorfismus mezi P a f(P)
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Linearni zobrazeni

Prvni ¢ast dukaz

1. kazdy isomorfismus je také monomorfismus, proto je
posloupnost (f(uy), f(uz),...,f(u,)) linedrné nezavisla pro
kazdou LN posloupnost (uy,uy,...,u,) podle bodu 2. tvrzeni
na str. 8-44; opacna implikace plyne z toho, ze inverzni
zobrazeni f 1 : V — U je také isomorfismus

2. je-liu € (P), pak u = tju; + trup + - - - + txuy pro néjaké
vektory uy,...,ux € P a néjaké skalary t1,...,t, €T
potom f(u) = f(tyuys + trup + - - + txuy) =
tlf(ul) + th(UQ) + -+ tkf(uk) S <f(P)>

3. je-lix € f((P)), pak x = f(u) pro néjaké u € P a podle 2. je
x = f(u) € (f(P)); to dokazuje f((P)) C (f(P))
f~1:V — U je také isomorfismus a z pravé dokizané inkluze
pouZzité na mnozinu f(P) C V plyne
FLF(P)) C (F1f(P)) = (P) a tedy také (f(P)) C f((P))
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Linedrni zobrazeni
Zbylé dikazy

4. pokud P generuje U, plati (P) = U; protoze f je také
epimorfismus, plati f(U) = V; podle 3. pak
(f(P)) =f({(P)) = f(U) =V a tedy f(P) generuje V
opacna implikace opét plyne z toho, e f1:V — U je
isomorfismus

5. plyne ihned z 1. a 4.

6. P je podprostor U pravé kdyz (P) = P
podle 3. pak plati (f(P)) = f({P)) = f(P) a tedy f(P) je
podprostor V

7. podle bodu 6. vime, ze f(P) je podprostor V

zlzeni prostého zobrazeni na podmnozinu je opét prosté
f zGzené na P je zobrazeni na cely prostor f(P),
zobrazeni f : P — f(P) je tedy vzdjemné jednoznacné
nakonec si uvédomime, ze z(zeni linedrniho zobrazeni na
podprostor je opét linearni

Isomorfismy

8-55

Linearni zobrazeni

Isomorfismy mezi prostory stejné dimenze

tvrzeni: pro dva konecné generované prostory U a V nad stejnym
télesem T jsou ndsledujici podminky ekvivalentni

e U a V jsou isomorfni, tj. existuje isomorfismus f : U — V
e dmU =dimV

dikaz =-: je-li (uy,uy,...,u,) baze v U, pak podle tvrzeni
na str. 8-48 je (f(u1),f(u2),...,f(u,)) baze ve V

proto dmU = dimV
«: plati-li naopak dimU = dimV = n, existuji baze
B = (u1,uy,...,u,) v Uabize C = (vi,vo,...,v,) ve V

podle tvrzeni na str. 8-15 existuje (pravé jedno) linedrni zobrazeni
f:U— V takové, ze f(u;) =v; prokazdé i =1,...,n

potom plati, ze (f(u1), f(uz),...,f(u,)) = (vi,va,...,v,) je baze
ve V a tedy f je isomorfismus podle tvrzeni na str. 8-48

Isomorfismy
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Linearni zobrazeni

Dasledky

dusledek: kazdy vektorovy prostor U dimenze n nad télesem T je
isomorfni s aritmetickym vektorovym prostorem T"

dikaz: oba maji dimenzi n, to podle tvrzeni na str. 8-56 staci k
tomu, aby byly isomorfni

konkrétni isomorfismus z U do T” najdeme tak, ze zvolime
libovolnou bazi B = (ug,uy,...,u,) v prostoru U a podle druhého
prikladu na str. 8-40 je zobrazeni f : U — T" definované
predpisem f(x) = [x]|g isomorfismus

véta o dimenzi jadra a obrazu pro linearni zobrazeni: je-li U
konecné generovany vektorovy prostor nad T, V libovolny
vektorovy prostor nad T, a f : U — V linedrni zobrazeni, pak plati

dim(Ker f) + dim(/Imf) = dim U

Isomorfismy 8-57

Linearni zobrazeni

Dikaz véty o dimenzi jadra a obrazu
diukaz: zvolime néjakou bazi B = (uj,uy,...,u,) v U
libovolny prvek x € U vyjadfime jako linearni kombinaci prvk(i B
X = tjuy + bhus + - - - 4 thu,
z linearity zobrazeni f pak plyne
f(x) = tif(ur) + tof (up) + - - - + tof (uy) € (F(uy), f(uz),...,f(uy))
to dokazuje, ze prostor Imf je konecné generovany
zvolime v ném néjakou bazi C = (vi,va2,...,Vp)
podle tvrzeni na str. 8-42 plati
[Ker flg = Ker [f]12,  [Imf]c = Im[f]2
potom dim(Ker [f]2) = dim[Ker f]g = dim(Ker f)
a dim(Im[f]2) = dim[Im f]c = dim(Im f) (nebot x — [x]¢ je iso)
z véty o dimenzi jadra a obrazu pro matice pak plyne
dim(Ker f) + dim(Im f) = dim(Ker [f]2) + dim(Im[f]2) = n
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Linearni zobrazeni

Scitani a skalarni nasobky linearnich zobrazeni
tvrzeni: jsou-li U,V vektorové prostory nad T, f,g: U — V dvé
linedrni zobrazeni, a ¢ € T, pak plati

e zobrazeni (f + g) : U — V definované pro kazdé x € U jako
(f +&)(x) = f(x) + &(x)
je linedrni
e zobrazeni (cf): U — V definované pro kazdé x € U jako
(cf)(x) = cf(x)
je linedrni
diikaz prvni Casti: pro kazdé dva vektory x,y € U je
(f+g)(x+y) =f(x+y)+8x+y)=f(x)+f(y) +8(x) + 5(y)
= (f+g)(x) +(f +g)(y)
podobné pro kazdy skalar r € T a kazdy vektor x € T plati
(cf)(rx)=cf(rx)=crf(rx)=r(cf)(x)
druha ¢3ast se dokaze analogicky

Isomorfismy 8-59

Linearni zobrazeni

Prostor linearnich zobrazeni

tvrzeni: jsou-li U,V vektorové prostory nad stejnym télesem T,
pak mnozina vsech linearnich zobrazeni z U do V s pravé
definovanymi operacemi sc¢itani a skalarniho nasobku tvori
vektorovy prostor nad télesem T

dikaz: spocivd v mechanickém ovéreni axioma VP
oznaceni: Hom(U, V)

tvrzeni: jsou-li U,V kone¢né dimenzionalni vektorové prostory nad
télesem T, dimU = n a dimV = m, pak prostor Hom(U, V)
linedrnich zobrazeni z U do V je isomorfni s prostorem T™*" vSech
matic typu m X n nad télesem T

dukaz: zvolime bazi B = (uj,uy,...,u,) v prostoru U a bazi
C = (v1,v2,...,Vy) v prostoru V
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Linearni zobrazeni

Prvni pokracovani dikazu
definujeme zobrazeni H : Hom(U,V) — T™*" predpisem
H(f) = [f]¢
pro kazdé linearni zobrazeni f : U — V
dokazeme, ze H je linedrni zobrazeni

jsou-li ;g € Hom(U, V) linearni zobrazeni z U do V, potrebujeme
dokazat, ze H(f +g) = H(f) + H(g) a H(r f) = r H(f) pro kazdy
skalar r € T

pro kazdé j =1,...,n porovndme j-té sloupce v maticich
H(f +g)a H(f)+ H(g)

podle definice matice linedrniho zobrazeni na str. 8-18 je j-ty
sloupec matice H(f + g) rovny

[(F + g)(uj)]c = [f(u)) + g(uj)lc = [F(u))]c + [g(u))]c
coz je j-ty sloupec v souétu matic H(f) + H(g) a tedy
H(f +g) = H(f) + H(g)

Isomorfismy 8-61

Linearni zobrazeni

Druhé pokracovani dikazu

v druhé rovnosti jsme pouzili fakt, Ze zobrazeni v — [v]¢ je linearni
zobrazeni z V do T™ podle tvrzeni na str. 8-10

podobné pro kazdé j = 1,...,n porovndme j-té sloupce matic
H(rf)a rH(f):

[(r £)(uj)lc = [r Fuj)]c = rf(u))lc
coz dokazuje H(r f) = r H(f)
zobrazeni H : Hom(U,V) — T™*" je tedy linearni a zbyva
dokazat, Ze je prosté a na cely prostor matic T™*"
plati-li pro n&jaké f : U — V, ze H(f) = [f]2 = Omxn , plyne
odtud [f(u;)]c = 0 a tedy f(u;) = o pro kazdy prvek u;
bdze B v U

z linearity f pak plyne f(x) = o pro kazdy vektor x € U a tedy Ze f
se rovna nulovému zobrazeni z U do V, které je nulovym prvkem
prostoru Hom(U, V)
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Linearni zobrazeni

Dokonceni dikazu
tim jsme dokazali, ze Ker H = { O}, neboli Ze H je prosté linearni
zobrazeni (monomorfismus)

nakonec dokizeme, ze H zobrazuje Hom(U, V) na cely prostor
matic T™*"

zvolime néjakou matici A = (a;;) = (ai|az|---|an) typu m X n nad
télesem T
pro kazdé j = 1,..., n definujeme vektor

W; = aijvi + ajvo + -+ amivm € V
z definice vektorll w; plyne [w;]c = aj pro kazdé j =1,...,n

z tvrzeni na str. 8-15 plyne existence linedrniho zobrazeni
f: U — V takového, ze f(u;) =wj pro kazdé j =1,...,n

J-ty sloupec matice H(f) se pak rovna [f(u;)]c = [wj]c = a;

to dokazuje H(f) = A a zobrazeni H je tedy na cely prostor
matic T™*" tj. je epimorfismus

Isomorfismy 8-63

Linearni zobrazeni

Dudlni prostor - obsah

B Dudlni prostor
Dualni prostor
Rédkovy pohled na soustavu linedrnich rovnic podruhé
Linedrni formy na prostorech se skalarnim soucinem

Duadlni prostor 8-64




Linearni zobrazeni

Definice dudlniho prostoru

levad strana jakékoliv linedrni rovnice n proménnych s koeficienty z
télesa T

aixy+axxo+ -+ apx, = b
definuje linearni zobrazeni g : T" — T predpisem
g(x) = aix1 + axxo + - - - + anx,

a toto lineadrni zobrazeni je prvkem prostoru Hom(T", T) vsech
linedrnich forem na T"

kvili dalSimu pochopeni vlastnosti mnoziny vsech reSeni soustavy
linedrnich rovnic se budeme vice zabyvat timto prostorem

definice: je-li U vektorovy prostor nad télesem T, pak vektorovy
prostor Hom(U, T) vSech linedrnich forem na U nazyvame dudlni
prostor k prostoru U;

oznaceni: U9 (také se vyskytuje oznaeni U’ nebo U* nebo l~J)

Duélni prostor 8-65

Linearni zobrazeni

Dimenze dualniho prostoru

z tvrzeni na str. 8-60 vime, ze dudlni prostor U? ke kone&né
dimenziondlnimu prostoru U dimenze n je isomorfni s prostorem
T1%X" a m4 tedy podle tvrzeni na str. 8-56 stejnou dimenzi jako
prostor T1X" tj. dimenzi n

tvrzeni: pro kazdy konecné dimenzionalni vektorovy prostor U nad
télesem T plati

dimU? = dim U

konkrétni isomorfismus mezi U9 = Hom(U, T) a prostorem
radkovych vektorti T1*" dostaneme volnou bazi v prostorech Ua T

v prostoru U zvolime néjakou bazi B = (uj,up,...,uy) av
prostoru T zvolime vzdy kanonickou bazi C = (1)

isomorfismus mezi U a T1X" uréeny touto volbou bazi je

f i [F1B) = (F(ur), F(u2), ..., F(up))
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Linearni zobrazeni

Souradnice linearni formy

v pripadé linearnich forem f : U — T budeme vzdy volit bazi
C = (1) v prostoru T

matici [f]g) budeme proto oznacovat pouze [f]8

protoZe je matice [f]® Fadkovy vektor, byva nékdy nazyvana také
souradnice formy f vzhledem k bazi B

my se budeme rad€ji drzet ndzvu matice linearni formy f vzhledem
k bazi B (a C = (1) si domyslime)

z tvrzeni na str. 8-18 dostavame rovnost

f(x) = [f]°[x]s

Dualni prostor

8-67

Linearni zobrazeni

Obecny tvar linearnich forem na aritmetickych prostorech

tvrzeni: kazdou linearni formu f na aritmetickém prostoru T” Ize
vyjadrit ve tvaru

f(X) = a1xX1 + axxe + -+ + anpXp
kde a1, as,...,a, €T

diikaz: staci pouzit posledni formulku z predchozi strany na
kanonickou bazi K v T" a libovolny vektor

X = (X1,X2,.. .,Xn)T eT”

ozna¢ime [f]X = (a1,a2,...,a,) a vime, Ze

[X]K — (X17X27 s 7Xn)T

potom f(x) = [f]K[X]K = ai1x1 + axxe + -+ + apXy

Dualni prostor
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Linearni zobrazeni

Soustava linearnich rovnic jako posloupnost linearnich forem
pri zkoumani vlastnosti mnoziny vSech reSeni homogenni soustavy
linedrnich rovnic Ax = 0 nad T s matici

A= (aj) = (a1,az,...,a,) typu mxn
jsme dosud davali prednost sloupcovému pohledu
feSeni rovnice jsme nahlizeli jako hledani nezndmych koeficient
linedrni kombinace sloupci matice A, pro které plati
X1a1 +xed2 + -+ Xpa, = O
kazda rovnice této soustavy urcuje linedrni formu
fi(x) = ajix1 + ajoxo + - -+ + ajnXn

na aritmetickém prostoru T”
vektor x je FeSenim této soustavy pravé kdyz plati f;(x) = 0 pro
kazdé i =1,...,m, tj. pravé kdyz

m

x € () Kerf;
i=1

Dualni prostor

8-69

Linedrni zobrazeni
Dimenze jadra linearni formy

tvrzeni: je-li U prostor dimenze n nad télesem Taf:U— T
linedrni forma, pak plati

dim(Kerf) > n—1
pricemz rovnost nastava prave kdyz f # O
dikaz: staci pouzit vétu o dimenzi jadra a obrazu:
dim(Ker f) +dim(Imf) =n
pficemz dimenze Imf < T je bud 0 nebo 1 v zavislosti na tom,

je-li f = O nebo f # O

v pripadé soustavy linedrnich rovnic Ax = o budeme zkoumat
posloupnost podprostortl

W, = Ker 1,W, = Ker f; N Ker f,, W3 = Ker 1 N Ker f, N Ker f3, . ..

W,,=KerftNKerfrN---N Ker f,

Dualni prostor
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Linearni zobrazeni

Dimenze priniku podprostoru s nadrovinou
kazdy z podprostorli W; 1 je priinikem podprostoru W; s jddrem
Ker f;11 formy f; 14

tvrzeni: Je-li U vektorovy prostor dimenze nnad T, W< Uag
linedrni forma na U, pak

dimW — 1 <dim(W N (Kerg)) < dimW
pricemz plati dim(W N (Kerg)) =dimW pravé kdyz W C Kerg
dikaz: tentokrat pouzijeme vétu o dimenzi souctu a pruniku
podprostor(, ta rika

dim(W + (Ker g)) + dim(W N (Ker g)) = dim W + dim(Ker g)
coz prepiseme jako
dim(W N (Ker g)) — dimW = dim(Ker g) — dim(W + (Ker g))

Duélni prostor
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Linearni zobrazeni
Dokonceni dikazu
dale plati n—1 <dim(Kerg) < dim(W + (Kerg)) < n
coz znamend —1 <dim(Kerg) —dim(W + (Kerg)) <0
a tedy —1 <dim(Wn (Kerg)) —dimW <0
neboli dimW —1 <dim(W N (Kerg)) < dimW

z definice souctu podprostort plyne Kerg < W + (Ker g)
odtud plyne, Ze rovnost dim(Ker g) — dim(W + (Kerg)) =0
plati pravé kdyz Kerg =W + (Ker g), coz opét podle
definice souctu podprostort plati pravé kdyz W C Kerg

posledni tvrzeni rikd, ze pokud pronikneme podprostor W jadrem
Ker g néjaké linedrni formy g, bude dimenze priiniku mensi nez
dimenze podprostoru W nejvyse o 1

Dualni prostor
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Linearni zobrazeni

Linearni zavislost mezi linearnimi formami

véta: pokud U je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a
fi,f, ..., fi,g jsou linedrni formy na U, pak je ekvivaletni

1. g€ (f,f,...,f) v dudlnim prostoru U9 = Hom(U, T)

2. Kerg O (Ker i) N (Kerfy) N---N(Ker fy)

dikaz 1= 2: predpoklad g € (fi,f, ..., fx) znamena existenci
vyjadreni g = t1fi +to + o +- - - + tifi se skalary t1, tr, ..., tx, €T

je-lix € (Ker fi) N (Ker ) N ---N (Ker f), pak fi(x) =0 pro
kazdé i=1,2,... . k

potom g(x) = (t1fy + ta + fo + -+ - + tifi)(x)
= t1f1(x) + tafa(X) + - - - + tofp(x)
=0

coz dokazuje x € Ker g

Duélni prostor 8-73

Linearni zobrazeni

Opacna implikace

2=-1: v prostoru U zvolime néjakou bazi B = (uj,uy,...,u,) a
vytvorime matici C typu k x n tak, Ze do jejich radkl napiseme
postupné radkové vektory (matice) [f;]? linearnich forem fi,. .., fi
vzhledem k bazi B

matici C rozsifime do matice D typu (k + 1) x n tak, ze k ni
priddme jako posledni fadek matici [g]? formy g

ozna¢ime W = (Ker f1) N (Ker f) N --- N (Ker fy)
dokazeme rovnost Ker C = [W]g

zvolime t = (t1,t2,...,t,) € T" a

oznacime x = tjuy + thup + --- + tou, € U

plati [x]g =t

Dualni prostor 8-74




Linearni zobrazeni

Pokracovani dikazu opac¢né implikace

plati t € Ker C pravé kdyz Ct = o, coz plati pravé kdyz
[Pt =0 prokazdé i ato je pravé kdyz [f;]B[x]g =0

posledni rovnost plati podle str. 8-67 dole pravé kdyz
fi(x) =0 pro kazdé i, cozZ je ekvivalentni tomu, ze x € W

a to plati pravé kdyz t = [x]g € [W]g
zcela stejné Ize dokazat, ze Ker D = [W N (Ker g)]s

podle 2. je Kerg O (Ker i) N (Kerf)N---N(Kerfy) =W
atedy WN (Kerg) =W

to znamena Ker C = [W]g = [W N (Ker g)|lg = Ker D

Duélni prostor 8-75

Linearni zobrazeni

Dokonceni diikazu opacné implikace

podle véty o dimenzi jadra a obrazu pak plati
dim(/m C) = n — dim(Ker C) = n — dim(Ker D) = dim(/m D)

podle definice hodnosti matice a véty o tom, Ze hodnost matice se
rovna hodnosti matice transponované na str. 5-66, je ddle

dim(Im C") = dim(Im C) = dim(Im D) = dim(ImDT)

to znamena, Ze posledni Fadek matice D, tj. [g]® je linedrni
kombinaci radkd matice C, neboli

6] € ([A]°,[R1%, ..., [f]®)

protoze zobrazeni f — [f]B je isomorfismus vektorovych prostorii
podle tvrzeni na str. 8-60 plati také

ge(fi,fo, .. f)
podle bodu 2. tvrzeni na str. 8-53
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Linearni zobrazeni

Geometrické vysvétleni rovnosti r(A) = r(AT), &st 1

vratime se jeSté jednou k homogenni soustavé Ax =0 nad T s
matici soustavy A = (a;;) = (a1]az|---|as) typu m x n

spocitdme dvéma zplsoby dim(Ker A)

podle véty o dimenzi jadra a obrazu plati
dim(Ker A) = n — dim(Im A)

dimenze dim(/m A) sloupcového prostoru se rovna poctu bazovych
sloupcli matice A, kazdy z nich , odebird” z Ker A jednu dimenzi

pripomenme si, ze a; je bazovy sloupec pravé kdyz nelezi v
linedrnim obalu (a1,az, -+ ,a;_1) predchozich sloupct

spocitame jesté dim(Ker A) pomoci fadkovych vektorli matice A

Dualni prostor
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Linedrni zobrazeni
Geometrické vysvétleni rovnosti r(A) = r(A'), &ast 2
i-ty fadek A urCuje formu  fi(x) = aj1x1 + ajpxo + -+ - + ainXn
m
vime také, ze Ker A= () Kerf;
i=1

na str. 8-70 jsme zavedli oznaceni

W = Ker 1,W, = Ker f{ N Ker f,, W3 = Ker f; N Ker fr N Ker fs, . ..

W,,=KerftNKerfrN---N Ker fr,

platitedy T"=Wg2OW; DOW5, 2O ..-ODW,,=KerA a proto |
n>dimW; >dimW; > .. > dimW, = dim(Ker A)

pro kazdé i =1,2,...,m je W; =W,_; N (Kerf)

podle tvrzeni na str. 8-71 plati dimW; > dimW,;_; — 1,
pricemz rovnost nastdva pravé kdyz W,;_ 1 & Ker f;

Dualni prostor
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Linedrni zobrazeni
Geometrické vysvétleni rovnosti r(A) = r(AT), &st 3

dimenze W; tak klesd o 1 oproti dimenzi W;_1 prdvé kdyz
(Ker i) N (Kerfh)N---N(Kerfi_1) =W;_1 € Ker f;
podle véty na str. 8-73 to nastdva pravé kdyz
fi ¢ (A, fh,....fi_1)
protoze [f]X = (a1, a2, ..., ain) = & (K je kanonicka baze v T™)

a diky isomorfismu f — [f] mezi (T")¢ a T", to nastava pravé
kdyz pro radkové vektory matice A plati

5T T 5T =T
a; ¢(aj,a,,...,a )
jinak receno, dimenzi Ker A snizuji o 1 pravé bazové sloupce
transponované matice AT = (a1|ax|---|am)

odtud plyne, Ze dim(Ker A) = n — dim(Im AT)
plati proto  dim(ImAT) = dim(Im A)

Dualni prostor

8-79

Linearni zobrazeni

Linedrni formy na R” se standardnim skalarnim soucinem

v tvrzeni na str. 8-68 jsme ukazali, ze kazdou linearni formu f na
aritmetickém prostoru R” mlzeme vyjadfit ve tvaru

f(x) = arx1 + axxp + -+ 4 anxy pro x = (x1, x2,...,x,) " € R"
v/ - _ T o VvV .- L4 v 7/
oznalime-li a = (a1, a2,...,a,) ', midzeme ji vyjadfit pomoci
standardniho skalarniho soucinu na R" jako

f(x) =a-x=a'x

linedrni forma f ma geometricky vyznam:

je to nasobek orientované vzdélenosti od nadroviny a*

Dualni prostor
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Linedrni zobrazeni
Linedrni formy na prostorech s obecnym skaldrnim soucinem

velmi dulezita véta: je-li U vektorovy prostor dimenze n se
skalarnim soucinem (|), pak pro kazdou linearni formu f na U
existuje jednoznacné uréeny vektor a € U takovy, ze

f(x) = (alx)

dikaz existence vektoru a: v prostoru U zvolime néjakou
ortonormalni bazi B = (uy,uy, ..., u,)

potom [f]Z = (f(u1), f(u2),...,f(u,))
polozime a = f(ug)uy + f(ux)up + - -- + f(u,)u, € U
plati [a]g = (f(u1), f(u2), ..., f(u,))" = ([f]18)"
pouzitim rovnosti na str. 8-67 dole dostadvdame

f(x) = [f1°[x]e = ([a]g)" [x]z = (alx)

posledni rovnost plyne z tvrzeni na str. 7-37

Duélni prostor 8-81

Linearni zobrazeni

Dikaz jednoznacnosti

diikaz jednoznacnosti vektoru a: plati-li pro dva vektory a,b € U
(alx) = f(x) = (bx)

pro kazdy vektor x € U

pak také (a — b |x) = 0 pro kazdé x € U

volbou x = a — b pak dostaneme 0 = (a—b|a—b) = |la — b||?

coz dokazujea=Db

Duadlni prostor 8-82




Linearni zobrazeni

Ortogonalni a unitarni zobrazeni - obsah

B Ortogonalni a unitarni zobrazeni
Definice ortogonalnich a unitarnich zobrazeni
Matice ortogonalnich a unitdrnich zobrazeni

Ortogonalni a unitarni zobrazeni 8-83

Linearni zobrazeni

Definice ortogonalniho zobrazeni

v tvrzeni na str. 7-68 jsme ukazali, ze komplexni matice @ typu
m X n ma ortonormalni posloupnost sloupcovych vektorl vzhledem
ke standardnimu skalarnimu soucinu v C” pravé kdyz Q*Q = I,

tvrzeni na str. 7-69 pak ukazuje, ze zobrazeni fg : C" — C™ m3a
ndsledujici vlastnosti

o |[fo(x)|| = |@x|| = ||x|| pro kazdy vektor x € C"
o fo(x)*fo(y) = (Q@x)* (Qy) = x*y pro kazdé x,y € C"
definice: jsou-li U,V vektorové prostory se skaldrnim soucinem

nad R (nebo nad C), pak linearni zobrazeni f : U — V nazyvame
ortogonalni (nebo unitarni), pokud plati

IO = x|

pro kazdy vektor x € U
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Linearni zobrazeni

/Zakladni vlastnosti 1

pozorovani: kazdé ortogondlni (nebo unitarni) zobrazeni
f:U— V je prosté (tj. monomorfismus)

je-li x € Ker f, plati f(x) = o, a protozZe je f ortogonalni
(unitarni), dostdvame 0 = ||f(x)|| = ||x|| a tedy x =0

proto Ker f = {0}, coZ podle tvrzeni na str. 7-41 znamena, ze f je
prosté zobrazeni

tvrzeni: jsou-li U,V konecné generované vektorové prostory se
skaldrnim souc¢inem nad R (nebo nad C) a f : U — V linearni
zobrazeni, pak jsou nasledujici podminky ekvivalentni

1. f je ortogonalni (nebo unitarni)
2. (f(x)|f(y)) = (x]y) pro kazdé x,y € U

3. f zobrazuje kazdou ortonormdlni posloupnost v U na
ortonormalni posloupnost ve V

Ortogonalni a unitarni zobrazeni 8-85

Linearni zobrazeni

Zakladni vlastnosti 2

4. f zobrazuje kazdou ON bazi v U na ON posloupnost ve V

5. existuje ON baze B = (uy,up,...,u,) v U takova, ze
(f(u1), f(uz),...,f(u,)) je ON posloupnost ve V

dikaz: 1. = 2. dokdzeme pomoci polarizacnich identit stejné jako

jsme pri dikazu tvrzeni na str. 7-71 ukazali, ze z podminky 3 plyne
podminka 2

2.=3: je-li (ug,uy,...,u,) ortonormalni posloupnost v U, plati
(uj|uj) = pro kazdé i,j =1,2,...,n

z 2. pak plyne (f(u;) |f(u;)) = (u; |uj) = d;; pro kazdé
i,j=1,2,...,n, coz dokazuje, ze posloupnost
(f(u1), f(uz),...,f(u,)) je také ortonormalni (ve V)
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Linearni zobrazeni

Zakladni vlastnosti 3

3.=1.: je-li x nenulovy prvek U, pak jednoprvkova posloupnost

X

<—> je ortonormalni v U
x|

()| =

protoze také ||f(0)|| =0 = ||o|

z 3. plyne, ze

=1, t. [[F()] = [Ix]

, je zobrazeni f ortogonalni
3.=4.a 4.=5. je zregmé v pripade, ze U ma koneCnou dimenzi
5.=1. libovolny prvek x € U vyjadfime ve tvaru

X = aijuy + agup + -+ - + apu,
podle tvrzeni na str. 7-37 je ||x||? = (x|x) = >_"_, 3;a;
z linearity f plyne f(x) = a1f(uy1) + axf(up) + - - - + apf(uy)
protoze (f(uy), f(uz),...,f(u,)) je ON, plyne z téhoz tvrzeni
[FGIZ = (FO) IF(x)) = 3oy @iar atedy [[f(x)[| = [x]|
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Linearni zobrazeni

Matice ortogonalnich (unitarnich) zobrazeni

tvrzeni: jsou-li U,V dva konecné generované prostory se skaldrnich
souc¢inem nad R (nebo C), B = (u1, uy,...,u,) ortonormalni baze
vU, C=(vi,va,...,vy) ONbidzeve V a f: U — V linearni
zobrazeni, pak je ekvivalentni

1. f je ortogondlni (nebo unitdrni)

2. posloupnost sloupcovych vektori matice [f]2 je ortonormalni

vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu v R™
(nebo v C™)

dikaz: p¥ipomefime, ze [f]2 = ([f(u1)]c|[f(u2)lc| - |[f(un)lc)

1.=2.: protoze je f ortogonalni, je podle podminky 4.
na str. 8-86 posloupnost (f(uy), f(uz),...,f(u,)) ortonormalni, tj.

(f(u;)|f(uj)) = 0jj pro kazdé i,j =1,2,...,n

Ortogonalni a unitarni zobrazeni 8-88




Linearni zobrazeni
Dokonceni dukazu

baze C je ON baze ve V, plati podle tvrzeni na str. 7-37

0j = (F(uj) [f(u;)) = [f(ui)]e[f(u))]c,
a tedy posloupnost sloupcovych vektorii matice [f]2 je ON

vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu v C" (v R")

2.=1.: je-li posloupnost sloupcovych vektori matice [f]2 ON
vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu, plati

[f (u)]&[f (uj)]c = 0jj pro vSechna i,j =1,2,...,n

protoze baze C je ON, plati opét podle tvrzeni na str. 7-37
(f(u;)|ui) = [f(u)]clf(u;)]c = dj pro vsechna i, j =1,2,....n

posloupnost (f(uy), f(uz),...,f(u,)) je tedy ON a podle
podminky 5. na str. 8-86 je f ortogonalni zobrazeni

Ortogonalni a unitarni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

Priklady ortogonalnich zobrazeni v R?
priklad: otoceni f : R?> — R? okolo po&atku o Ghel & ma vzhledem
ke kanonické bazi matici

cosa —Sinq
7 = )

sin  COS

kanonicka baze je ON a matice [f]X je ortogondlni, coz podle
tvrzeni na str. 8-88 znamen4d, ze f je ortogonalni zobrazeni

priklad: osovd symetrie g : R? — R? urdena primkou prochézejici
pocatkem a vektorem u = (uy, tp) 7, ktery ma normu |u| = 1

vektor u doplnime vektorem v = (up, —u1) " do ortonormalni baze
B = (u,v) v R?; vzhledem k bazi B ma g matici

1 O
B _
[g]B _ < 0 —1 )
B je ON baze a matice [g]2 je ortogondlni, proto je g ortogonalni

pozdéji ukazeme, Ze 7adna jind ortogonalni zobrazeni v R? nejsou

Ortogonalni a unitarni zobrazeni
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Linearni zobrazeni

P¥iklady ortogonalnich zobrazeni v R3

priklad: je-li u; jednotkovy vektor v R3, doplnime jej do ON baze
B = (Ul, uz, U3)

reflexe g : R3 — R3 uréend rovinou u;i (prochdazejici pocatkem)
ma vzhledem k bazi B matici

1

o = O
= O O

gl = 0
0

opét je B ortonormalni bdze a matice [g]g je ortogonalni, reflese g
je tedy ortogondlni zobrazeni

Ortogonalni a unitarni zobrazeni 8-91

Linearni zobrazeni

Konec 8. kapitoly

priklad: najdeme matici rotace f : R3 — R3 kolem osy prochézejici
jednotkovym vektorem u

vektor u; opé&t doplnime do ON baze B = (uy, up, u3) v R3
matice rotace f vzhledem k bazi B je potom

1 0 0
[flE=| 0 cosa —sina
0 sina cosa

opét je f ortogonalni zobrazeni, protoze matice [f]g je ortogonalni
a B je ON bdze

pozdéji ukdZeme, Ze kazdé ortogonalni zobrazeni v R3 je bud
rotace kolem osy nebo reflexe a nebo slozeni rotace s reflexi

Ortogonalni a unitarni zobrazeni 8-92




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Kapitola 9

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Linedrni dynamické systémy - obsah

B [inedrni dynamické systémy
Priklady linedrnich dynamickych systémii
Diskrétni linearni dynamické systémy v pripadé n =1

Linedrni dynamické systémy 9-3

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Uroceni

priklad: mam na rok pudjcku od banky ve vysi 100000 K¢, kazdy
mésic mi nabihad Grok ve vysi 1%, kolik bance zaplatim po roce?

reseni: po prvnim mésici budu dluzit

100 000 + 1 000 = 101 000 = (1,01) - 100 000
po druhém mésici to bude 1,01 - (101 000) = 1,012 - 100 000
po roce bude dluh 1,012 - 100 000 = 1, 1268 - 100 000

obecné: z pujcky ve vysi xg K¢ je o mésic pozdéji dluh
x1 = 1,01 - xq,

po dvou mésicich to je xo =1,01-x; = 1,012 - xg

po k mésicich je vyde dluhu xx = 1,01 - x,_1 = 1,01% - xg

Linearni dynamické systémy 9-4




Vlastni cisla a vlastni vektory

Fibonacciho posloupnost

Fibonacciho posloupnost ze str. 4-46 je definovana rekurentné
ap=0,a1 =1 a akxy1 =ax_1+ ax pro kazdé k>0

ukazali jsme si, ze hodnotu k-tého Clenu posloupnosti miizeme
spocitat pomoci umocnovani matic, nebot plati

ak+1 \ [ ak+tak-1) (11 Ak
ax | ak - \10 ak-—1
oznacime-li matici C, pak
<ak+1):C< Ik ) a tedy (ak+1):Ck(a1>
ak ak—1 ak do
ai 1 . v v s .
kde =\ o )€ pocatecni stav posloupnosti

volbou riznych zacatkl ag, a; dostdvdme rizné posloupnosti
definované stejnym rekurentnim vztahem ay.1 = a)x_1 + ak

Linearni dynamické systémy
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Priklad ze str.4-47
systém ma tri mozné stavy
e 1 - funguje
e 2 - nefunguje

e 3 - je v opravé

na obrazku jsou pravdépodobnosti jak se zméni stav béhem
jednoho ¢asového seku

na zacatku je ve stavu 1, tj. funguje

0,9 0,7 1
A= 0,1 0,1 0 | je pfechodova matice
0 0,2 0

P« = (Pr1, P2, Px3) ", Pii je pravdépodobnost, ze systém je v Case
k ve stavu i, po=(1,0,0)"

Pk = Apk_1 = A?pr_o =~ = AR pg

Linedrni dynamické systémy
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Vyvoj nezaméstnanosti

pracovni Grad sleduje, kolik lidi v produktivnim
véku v oblasti s vysokou nezaméstnanosti je
e 1 - zaméstnanych
e 2 - kratkodobé (tj. méné nez 6 mésicll) nezaméstnanych

e 3 - dlouhodobé (tj. aspon 6 mésici) nezaméstnanych

z dlouhodobych statistik vyplyva, Ze béhem mésice si 90%
zaméstnanych praci uchova a 10% o préci prijde

z kratkodobé nezaméstnanych si béhem mésice 30% praci najde,
40% zhstane mezi kratkodobé nezaméstnanymi a 30% prejde mezi
dlouhodobé nezaméstnané

z dlouhodobé neazméstnanych si béhem mésice 20% praci najde a
zbylych 80% zistane mezi (dlouhodobé) nezaméstnanymi

Linearni dynamické systémy 9-7
Vlastni Cisla a vlastni vektory
Vyvoj nezaméstnanosti - dokonceni
0,9 0,3 0,2
pravdépodobnosti zapiSeme do matice A=| 0,1 0,4 O
0 0,3 0,8
pocatecni rozlozeni nezaméstnanosti zapiseme jako vektor
po1 0,8
Ppo=| po2 | = 0,05
P03 0,15
pro rozlozeni nezaméstnanosti px po k mésicich plati
_ _ A2 _ .. _ Ak
Pk = A-Pk_1=A"-px2=-=A"pg
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Diskrétni linedrni dynamické systémy

vSechny uvedené ulohy jsou podobného typu

mdme danu néjakou ctvercovou matici A raddu n nad télesem T

je-li ddn pocatecni vektor xo € T", pak nas zajim3, jak se chova
posloupnost vektortl x, € T”, kde

Xy =Ax_1 =Axg pro k=1,23,...
matici A spolu s pocatecnim vektorem xg budeme nazyvat

diskrétni linearni dynamicky systém

také kazdy linedrni operator (endomorfismus) f : U — U na
vektorovém prostoru nad télesem T spolu s pocatecnim vektorem
Xo ur€uje posloupnost

X = f(xk_l) = fk(XO)
a také definuji diskrétni linedrni dynamicky systém

Linearni dynamické systémy

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Rozpad jader radioaktivniho materialu

jadra atomu radioaktivniho materidlu se Casem rozpadaji

mira radioaktivity se méfi tzv. rozpadovou konstantou k > 0; ta
uddva pravdépodobnost, s jakou se dané jadro rozpadne béhem

jedné sekundy

pocet radioaktivnich jader v Case t si oznadime f(t)

pocet jader, které se rozpadnou béhem kratkého casového
intervalu (t,t + €) se priblizné rovna k- f(t) - €

toto Cislo je tim presnéjsi, ¢im mensi je délka intervalu €

za kratky interval se pocet radioaktivnich jader zméni na
f(t+e)~f(t)—k-f(t)- e

f(t—+e)—f(t)

€
vezmeme-li limitu pro ¢ — 0, dostavdme rovnici

f'(t) = —k - f(t)

neboli ~ —k - f(t)

Linedrni dynamické systémy




Vlastni cisla a vlastni vektory

Chemické reakce

mame tfi rizné chemikalie v koncentracich xi(t), xa(t), x3(t)

chemické reakce se obvykle popisuji soustavou rovnic, které
vyjadfuji rychlost zmény koncentrace kazdé chemikdlie jako linearni
kombinaci koncentraci vSech zGicastnénych chemikalii

x!(t) = ajixi(t) + aipx2(t) + ajzx3(t), proi=1,2,3

pribéh reakce v Case pak miizeme popsat pomoci soustavy rovnic

X{(t) ai1 adi2 ais Xl(t)
Xé(t) = ar»1 az» ass Xg(t)
x5(t) a31 a3 as3 x3(t)
x(t) = (xa(t),x2(t),x3(t)) " a x'(t) = (xq(t), x3(t), x5(¢)) "
soustavu lze zapsat ve tvaru x'(t) = Ax(t)
Linearni dynamické systémy 9-11

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Soustavy linedrnich diferencialnich rovnic

napriklad reakci tri chemikalii A L. B 1. C mazeme zapsat jako
-1 0 0
x'(t) = 1 =1 0 |x(¢t)
0O 1 O

pocatecni koncentrace jsou napriklad xg = (1,O,O)T

definice: je-li A redlnd Ctvercova matice rfadu n a
b= (by,bs,...,b,)" €R" je dany vektor, pak soustava rovnic

x'(t)=A-x(t), x(0)=b

se nazyva soustava linearnich diferencialnich rovnic s konstatnimi
koeficienty a pocate¢ni podminkou x(0) = b

také byva struc¢néji nazyvdna spojity linearni dynamicky systém

Linedrni dynamické systémy 9-12




Vlastni cisla a vlastni vektory

Zkoumani diskrétnich linedrnich dynamickych systémii

pri zkoumani diskrétnich linedrnich dynamickych systémii zadanych
matici A (nebo operatorem f) a pocate¢nim vektorem xg

se snazime pochopit, jak se vyviji posloupnost prvki {x,} = Ak xq
v zavislosti na pocatecni podmince xg

metody, které se naucime pri zkoumani diskrétnich systémii
nakonec pouzijeme i pro reSeni soustav linedrnich diferencidlnich
rovnic

rad 1: v pfipadé matic A = (a) fddu 1 ma prvek x, jednoduché
vyjadreni

xk:ak~x0

je-li pocatecni podminka xg = 0, pak x, = 0 pro kazdé k a kazdé
aeT

Linearni dynamické systémy 9-13

Vlastni Cisla a vlastni vektory
Rad 1 v redlném pripadé
vlastnosti posloupnosti {xx} zavisi také na télese T

v pripadé télesa redlnych nebo komplexnich Cisel to je jednoduché

pokud je xg # 0, pak pro redlnou posloupnost {x;} = {a* - xo}
plati
1. je-li |a] < 1, pak {a* - xg} konverguje k 0

2. je-li |a| > 1, pak posloupnost {a* - xq} roste v absolutni
hodnoté nade vSechny meze

3. je-li a =1, pak je posloupnost {a - xg = xp} konstantni

4. je-li a= —1, pak posloupnost {a* - xg = xg} nabyva st¥idavé
hodnoty xg a —xp, osciluje mezi témito dv€éma hodnotami s
periodou 2
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Rdd 1 v komplexnim p¥ipadé

také v komplexnim pripadé plati

Xk:ak-Xo

kvili vétsi slozitosti ndsobeni komplexnich Cisel jsou moznosti pro
chovani posloupnosti {a* - xo} o néco bohatsi

opét predpokladame, ze xg # 0
Cislo a vyjadfime v polarnim tvaru a = |a| - (cos « + i sin ), potom
x| = |al - x|
1. je-li |a] < 1, pak posloupnost {a* - xo} konverguje k 0

2. je-li |a| > 1, posloupnost absolutnich hodnot |x;| = |a|¥|xo|
roste monoténné nade vSechny meze

Linearni dynamické systémy 9-15

Vlastni Cisla a vlastni vektory
Rad 1 v komplexnim pripadé — dokonceni

je-li |a| =1, pak a = cosa + isina pro néjaky Ghel «

v tom pripadé plati  xx = a¥ - xg = (cos(ka) + isin(ka))xg

a vSechna &isla xx leZi na kruznici o poloméru |xp|

pribéh posloupnosti zavisi na hodnoté argumentu « disla a

3. je-li a = 1-27 pro néjaké celé Cislo /, je a =1 a vSechny prvky
posloupnosti {xx} se rovnaji xo

4. je-li na pro néjaké kladné celé n rovné 2/m pro néjaké celé
Cislo /, zvolime nejmensi takové n a posloupnost
xx = (cos(ka) + isin(ka))xg nabyva periodicky n riznych
hodnot

5. pokud se zadny kladny nasobek o nerovna 2/m pro zadné
celé /, tj. pokud « neni raciondlnim nasobkem 7, pak jsou
prvky posloupnosti {xx} navzajem rlizné

Linedrni dynamické systémy 9-16




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni cisla a vlastni vektory - obsah

B Vlastni Cisla a vlastni vektory
Grafické znazornéni
Vlastni Cisla, vlastni vektory
Vypocet vlastnich Cisel a vektort
Charakteristicky polynom
Algebraicka ndsobnost vlastnich Cisel

Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pripad n =2

linedrni zobrazeni f : R? — R? si mliZeme predstavit pomoci
ndkresu v roviné

co znamena linearita f

co znamena, ze f je jednoznacné urcené hodnotami na néjaké bazi
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad diskrétniho linearniho dynamického systému

nakreslime hodnoty zobrazeni f4 : R? — R? uréeného matici

A ( 1,035 0,09

0.135 0,99 ) v nékolika bodech

-
~
Ve
Y
v
X
R
N
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zkoumani prikladu — 1. ¢ast
protozefA( )):<(1):(1)§§ 8:82)-(1):1,125(1)
(1)) =n(rm(1))=re(5)
a tedy (fa)k ( >>:1 125"( )prokaidékEN
n(2))-(382 88)(3)-oo(3)
a tedy (fa) k(( )) ( ) pro kazdé k € N

Vlastni ¢isla a vlastni vektory 9-20
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Zkoumani prikladu — 2. ¢ast

posloupnost B = <( 1 ) : < _32 )) je LN a tedy baze v R?

znadme hodnoty (f4)* na prvcich této baze:

wr (1)) (1)
wr((3))-00(3)

zname tedy

B ( 1,125 0

k Sad b —
[(fa)<] g = 0 0’9k> pro kazdé k =1,2,...

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Zkoumani prikladu — 3. Cast
protoze  [xk]s = [(fa)*(x0)le = [(fa)*]5 - [Xo]&
zndme vsechny prvky posloupnosti

{xx = (fa)*(x0)} pro jakykoliv po&atecni vektor xq

je-li [xo]lB = ( : ) pak
el = 1,125 0 r\ [ 1,125%r
klB = 0 0,09 s )\ 09s

pro prechod k vyjadreni pomoci kanonické bdze vyuzijeme matice
prechodu

(1 2) -5 (4 2)
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Shrnuti prikladu

k Gplnému poznani posloupnosti x, = (f4)*(xo) pro kazdy
pocatecni vektor xg nam stacilo

—2

uhadnout nenulové vektory ( 1 ) a < 3

), které operator fy

zobrazil do jejich nasobkt 1,125 - ( L ) a 0,9- < 2 )

1 3
y . vl L 1 —2
posloupnost téchto vektort tvorila bazi B = (( 1 ) : < 3 ))
matice [fa]5 = < 1’325 009 ) pak byla diagonalni

k
a proto platilo [(f4)"]5 = ( 1’1025 009" )
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Definice vlastnich cisel

toto je naprosto zakladni definice: je-li A ¢tvercova matice radu
n nad télesem T, pak skaldr A € T nazyvame vlastni cislo matice
A, pokud existuje nenulovy vektor x € T”, pro ktery plati

Ax = \x

je-li f : U — U linearni operdtor na vektorovém prostoru U nad
télesem T, pak skaldr A € T nazyvame vlastni Cislo operatoru f,
pokud existuje nenulovy prvek x € U, pro ktery plati

f(x) = Ax

pozorovani: pro ¢tvercovou matici Anad T plati, ze A € T je
vlastni Cislo matice A pravé kdyz je A vlastni Cislo linedrniho
operatoru fq : T" — T" urceného matici A
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Definice vlastnich vektort

také toto je naprosto zakladni definice: je-li A vlastni Cislo
matice A raddu n nad télesem T, pak vlastni vektor matice A
prislusny vlastnimu ¢&islu A je kazdy vektor x € T", pro ktery plati

AXx = \x

je-li \ vlastni cislo operdtoru f : U — U, kde U je vektorovy
prostor nad télesem T, pak vlastni vektor operdtoru f prislusny
vlastnimu &islu A\ je kazdy vektor x € U, pro ktery plati

f(x) = Ax

poznamka 1: A € T je vlastni Cislo matice A (nebo operatoru f)
pravé kdyz existuje nenulovy vlastni vektor prislusny A

poznamka 2: nulovy vektor o je vlastnim vektorem pfislusnym
jakémukoliv vlastnimu ¢islu matice A (nebo operatoru f)
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Priklady
poznamka 2: vime uz, Ze vlastni Cisla matice A fddu nnad T a
operatoru f4 : T" — T" se shoduji

navic pro kazdé vlastni Cislo A matice A (tj. operatoru f) plati, ze
vektor x € T" je vlastni vektor matice A prislusny A pravé kdyz je
to vlastni vektor operatoru f4 prislusny A

priklad: vlastni Cisla a vlastni vektory jednotkové matice I, nad T
a identického operatoru id : U — U

priklad: vlastni Cisla a vlastni vektory nulové matice 0,4, nad T a
nulového operatoru O : U — U
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Dalsi priklady

priklad: osova symetrice uréena pfimkou generovanou (a, b)”

priklad: projekce na pfimku generovanou (a, b)"
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Dalsi priklady

priklad: stejnolehlost se stfedem v pocatku a koeficientem A

priklad: otoCeni v roviné o Uhel «a, ktery neni nasobkem 7

]
Vlastni ¢isla a vlastni vektory 9-28




Vlastni cisla a vlastni vektory

Vlastni Cisla a vektory diferencidlniho operdtoru 1

je-li U vektorovy prostor vsech redlnych funkci redlné proménné,
pak zobrazeni D : U — U definované predpisem

D(f) = f'

je linedrni operator na U
kdy je realné cislo )\ vlastnim cCislem operatoru D 7

pokud existuje nenulova funkce f, pro kterou plati
D(f)=1f" = \f

takovou funkci zname, je to f(t) = e, nebot (et) = \ et
kazdé Cislo A € R je vlastni Cislo diferencidlniho operatoru D

mezi vlastni vektory (v tomto pfipadé funkce) operatoru D
prislu§né \ patfi véechny funkce tvaru f(t) = se’t, kde s € R
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Vlastni cisla a vektory diferencidlniho operatoru 2

ukazeme, Ze zadné jiné vlastni funkce operdtoru D neexistuji

je-li g(t) diferencovatelna funkce, pro kterou plati g’ = A\ g,
oznac¢ime s = g(0)

spocitame derivaci funkce g(t) e t:
(g(t)e ™) =g'(t)e M +g(t)(—A\)e ™ = Ag(t)e ™ — Ag(t)e M =0
funkce g(t) e~ je tedy konstantni a protoze g(0) e 0 = s, plati
g(t)e * =5, neboli g(t)=se

véta: pro kazda redlna &isla \, s je funkce f(t) = s et jedina
redlnad diferencovatelna funkce, pro kterou plati

f'f=Xf a f(0)=s
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Polocas rozpadu radioaktivni latky
nyni mizeme spocitat pocet radioaktivnich jader f(t) v néjaké
latce v libovolném Case t, zndme-li jejich pocet f(0) v Case 0,
viz str.9-10
funkce f spliuje diferencidlni rovnici
f' = —k f(t) s polateéni podminkou f(0) =s
plati tedy  f(t) = (0) e X pro kazdé t € R

polocas rozpadu radioaktivni latky je doba T, za kterou se pocet
radioaktivnich jader snizi na polovinu

f(0 (0
plati proto  f(T) = % neboli f(0)e kT = %
—kT 1 In 2
odtud plyne e =5 proto —kT = —1In2 atedy T = e
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Vlastni Cisla a vlastni vektory matic

tvrzeni: je-li A matice fddu n nad télesem T, pak skaldar A € T je
vlastni Cislo matice A pravé kdyz plati

matice A — A/, je singuldrni
je-li A vlastni cislo A, pak mnozina vSech vlastnich vektorli matice
A prislusnych A se rovna

Ker (A— \l,) < Tn
ditkaz:

duasledek: pro ¢tvercovou matici A nad T je ekvivalentni
1. A je regularni

19. 0 neni vlastni Cislo matice A

dikaz:
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Jak je najdeme ?

vzpomeneme si, ze Ctvercovd matice A je singularni pravé kdyz je
detA=0

v’ v/ 7/ 7/ v/ 7’ - 3 1
priklad: spocitdme vlastni Cisla a vlastni vektory matice 0 2
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Vlastni cisla a vlastni vektory operatort

véta: je-li f : U — U lineadrni operator na vektorovém prostoru U
nad télesem T, pak A € T je vlastni Cislo operatoru f pravé kdyz
operdtor f — Aidy neni prosty
vektor x € U je vlastni vektor pfislusny vlastnimu cislu A
operatoru f pravé kdyz
x € Ker (f — Xidy)
dakaz:

dasledek: pro linedrni operator f : U — U je ekvivalentni
e f ma vlastni Cislo 0
e f neni prosty

dikaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory operatorii pomoci matic
tvrzeni: je-li f linedrni operator na prostoru U dimenze n nad
télesem T a B néjakd baze v U, pak plati

o vlastni &sla operdtoru f a matice [f]5 jsou stejna

je-li X vlastni &islo operdtoru f (tj. matice [f]5), pak pro vektor
x € U je ekvivalentni

e X je vlastni vektor operdtoru f prislusny A

e [x]g je vlastni vektor matice [f]5 pFislugny A

dukaz:
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Priklad

priklad: spoditdme vlastni &isla a vlastni vektory rotace v roviné R?
kolem pocatku o Ghel a v kladném sméru

]
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Dalsi priklad

priklad: spocitdme vlastni Cisla a vlastni vektory ortogondlni
projekce f : R?> — R? na p¥imku uréenou vektorem (1,2)7
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Stejny priklad s jinou bazi

vzhledem ke kanonické bazi ma operator f matici

1
- $0 ey ()

]
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Charakteristicky polynom

pro kazdou ¢tvercovou matici A fadu n je det(A — A /,) polynom v
proménné A a vlastni Cisla matice A jsou pravé jeho koreny

definice: je-li A ¢tvercovd matice fddu n nad T, pak
charakteristicky polynom matice A je polynom

pa(A) = det(A— A1)

v pripadé linearniho operatoru f na prostoru U dimenze n mizeme
zvolit néjakou bazi B v U, ta urduje matici [f]g, kterd ma
charakteristicky polynom

det([f]E2 — A\ 1)

je-li C dalsi baze v U, pak vime, Ze plati

[F1€ = ([id]§) - [15 - [id]§
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Podobnost matic

definice: dvé Ctvercové matice X, Y téhoz faddu n nad stejnym
télesem T se nazyvaji podobné, pokud existuje regularni matice R
takova, ze

Y=R!'XR

matice [f]E a [f]& téhoZ operdtoru f vzhledem ke dvéma bazim
B, C jsou tedy podobné

tvrzeni: podobné matice maji stejny charakteristicky polynom

dukaz:

Vlastni ¢&isla a vlastni vektory 9-40




Vlastni cisla a vlastni vektory

Charakteristicky polynom operatoru
predchozi tvrzeni ¥ika, Ze charakteristicky polynom matice [f]5
operatoru f : U — U nezavisi na volbé baze B v U

to ospravedlnuje nasledujici definici

definice: je-li f : U — U linearni operdtor na vektorovém prostoru
dimenze n nad T a B bdze v U, pak charakteristicky polynom
operatoru f je polynom

pr(\) = det([f15 — A1)

pfipomenuti: pfi vypoctu vlastnich &isel ortogonalni projekce v R?
na primku generovanou (1,2)7 jsme pouZili dvé rizné baze
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Koeficienty charakteristického polynomu

tvrzeni: je-li A = (a;;) matice radu n nad télesem T, pak
charakteristicky polynom pa(A) je polynom stupné n pro ktery
plati

1. koeficient u A" se rovna (—1)"

2. koeficient u A" se rovna (—1)""1(ay; +ax + -+ ann)

3. absolutni ¢len se rovna det A

dukaz:
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Priklady charakteristickych polynomii

priklad: charakteristicky polynom matice ( g g )

priklad: charakteristicky polynom otoceni v R3 kolem prvni
souradné osy o Uhel a v kladném sméru
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Koreny polynomi

vlastni cisla matice rddu n nad T nebo linedrniho operratoru na
prostoru dimenze n nad T najdeme jako koreny polynomu stupné n
s koeficienty v télese T

polynom stupné n s koeficienty v télese T je vyraz

p(x) = ap + a1x + axx® + - + ap_1x" L+ apx",
kde ag,...,a, €T, a,#0

stru¢né budeme fikat, ze p(x) je polynom nad T

nulovy polynom nem3d pridéleny zadny stupen

soucin polynomu p(x) stupné n s polynomem q(x) stupné m je
polynom p(x)qg(x) stupné n+ m

koren polynomu p(x) je prvek t € T, pro ktery plati p(t) =0
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Délitelnost polynomi

jsou-li p(x) a s(x) polynomy nad T, pak fikime, Ze p(x) déli s(x)
pokud existuje polynom g(x) nad T, pro ktery plati
p(x)q(x) = s(x)

tvrzeni: je-li p(x) polynom s koeficienty nad T, pak prvek t € T je
kofen polynomu p(x) pravé kdyz polynom x — t déli polynom p(x)

je-li t kofen p(x), pak existuje nejvétsi ¢islo k takové, ze (x — t)k
déli p(x)

toto nejvétsi k nazyvame ndsobnost korene t

v tom piipadé: p(x) = (x — t)K g(x) a t neni kofenem g(x)

ostatni kofeny polynomu p(x) najdeme jako kofeny polynomu g(x)
a se stejnymi nasobnostmi jako v p(x)

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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P¥iklady

priklad: prvek 1 € Z, je koren polynomu x° + 1 nad Z,, jeho
ndsobnost je 2, protoze nad Z, plati

(x+1)2=x2+(1+1x+1=x>+1
hledat koreny polynomu vyssich stupnit je notoricky tézké

obcas se podari néjaky koren polynomu uhadnout a snizit tak
stupen polynomu, jehoz koreny potrebujeme najit

priklad: najdeme koreny a jejich ndsobnosti pro redlny polynom
p(x) = x3 — 4x? 4 5x — 2

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Dalsi priklad

priklad: realny polynom p(x) = x* 4 x> m4 zjevné kofen x = 0
protoze x* + x? = x?(x?2 4 1) a x> +1 nema z4dny realny koren, ma
kofen x = 0 ndsobnost 2; jiné redlné koreny polynom p(x) nema

kazdy redlny polynom je soucasné polynom s komplexnimi
koeficienty

mulzeme proto hledat také komplexni koreny

pak ma polynom x? + 1 dva komplexni kofeny x =i a x = —i
ndsobnosti 1

cely polynom p(x) = x* + x? = x?(x? + 1) ma redlny koren x = 0's
ndsobnosti 2 a dva komplexni koreny x =i a x = —i nasobnosti 1
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A daléi priklad

priklad: v pripadé malych téles mizeme koreny hledat zkusmo
p(x) = x® +2x* + x3 4+ 2x?

je polynom nad Zs3, najdeme jeho koreny a jejich ndsobnosti

]
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Pocet korenli polynomu nad C

bex dikazu uvedeme ndsledujici tvrzeni

tvrzeni: kazdy polynom stupné n nad télesem T mda v T nejvyse n
koren( véetné nasobnosti

existence koren(i polynom{ stupné aspon 2 neni v obecném télese
T zajisténa

pro polynomy s komplexnimi koeficienty ale plati zakladni véta
algebry ze str. 1-7, kterd zajiStuje existenci komplexniho korenu pro
kazdy polynom s komplexnimi koeficienty stupné aspon 1

pro polynomy s komplexnimi koeficienty proto plati

véta: kazdy polynom nad C stupné n > 1 ma presné n
komplexnich koren(i v€éetné ndsobnosti

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Algebraicka nasobnost vlastnich cisel

kvili komplexnimu sdruzovani korent polynomi s realnymi
koeficienty (str. 1-12) plati

tvrzeni: kazdy polynom lichého stupné s redlnymi koeficienty ma
aspon jeden realny koren

poznatky o existenci korentl polynom(i pouzijeme nyni na
charakteristické polynomy matice nebo linedrnich operator

definice: je-li A vlastni Cislo ¢tvercové matice A nad télesem T,
pak algebraicka ndsobnost vlastniho Cisla A\ je ndsobnost A coby
kofene charakteristického polynomu pa(\) matice A

definice: je-li A vlastni Cislo operatoru f : U — U na prostoru
dimenze n nad télesem T, pak algebraicka nasobnost vlastniho
Cisla A je nasobnost A\ coby korene charakteristického polynomu
pr(\) operatoru f
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Existence vlastnich &isel matic

protoze charakteristicky polynom matice fddu n ma stupen n, plati
na zakladé vysledk( ze str. 9-49 a str. 9-50

dusledek: kazda ¢tvercova matice radu n

e nad T ma v T nejvySe n vlastnich Cisel véetné algebraickych
ndsobnosti

e nad C md v C presné n vlastnich Cisel véetné algebraickych
ndsobnosti

e nad R ma aspon jedno realné vlastni Cislo, pokud je n liché
cislo
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Existence vlastnich Cisel linedrnich operator

stejné tak charakteristicky polynom linedrniho operatoru
f : U — U na prostoru dimenze n nad T ma stupen n a proto

dusledek: kazdy operator f : U — U na prostoru dimenze n

e nad T ma v T nejvySe n vlastnich Cisel vCetné algebraickych
ndsobnosti

e nad C md v C presné n vlastnich Cisel véetné algebraickych
ndsobnosti

e nad R ma aspon jedno realné vlastni cislo, pokud je n liché
cislo
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Priklad
najdeme vlastni Cisla a jejich algebraické nasobnosti pro operator
f:R3— R3
X —y+z
fl yv|=| -3x—2y+3z
z —2x — 2y + 3z

definovany na aritmetickém prostoru R3

jeho matice vzhledem ke kanonické bazi je

0 -1 1
A=[flk= -3 -2 3
2 -2 3

Vlastni ¢isla a vlastni vektory
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Priklad — dokonceni

a charakteristicky polynom

pr(\) =det(A—Ah)=det[ -3 —2-x 3

= N+ A -1=—-(A-120\+1)

operator f ma tedy dvé vlastni Cisla a to A = 1 s algebraickou
ndsobnosti 2 a A = —1 s algebraickou nasobnosti 1
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Diagonalizace - obsah

B Diagonalizace
Diagonalizovatelné matice a operatory
Geometrickd ndsobnost
Charakterizace diagonalizovatelnych operator(
Klasifikace operatorii na R?
Redeni redlnych diferenénich rovnic
Regeni soustav linedrnich diferencialnich rovnic

Diagonalizace
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Diagonalizovatelné operatory

priklad na str. 9-19 jsme dokazali Gplné vyresit diky tomu, ze jsme
nasli bazi B prostoru R? takovou, ¥e matice [fa]2 operatoru fa
vzhledem k této bdzi byla diagonalni

takové linearni operdtory jsou dilezité, a proto si je pojmenujeme

definice: linearni operator f : U — U na prostoru dimenze n nad
télesem T je diagonalizovatelny, pokud existuje baze B v prostoru
U takova, Ze matice [f]E je diagondlni

méné formalné: operator f : U — U je diagonalizovatelny praveé
kdyz ma vzhledem k néjaké bazi prostoru U diagonalni matici

diagonalni matice fddu n budeme zapisovat
diag()\l, )\2, cony )\n):

kde \; oznacuje prvek hlavni diagonaly na misté (i, i)

Diagonalizace
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Diagonalizovatelnost operatorli a vlastni vektory

tvrzeni: je-li f : U — U linedrni operator na prostoru dimenze n
nad télesem T, pak pro bazi B = (uj,uy,...,u,) prostoru U je
ekvivalentni

e matice [f]g = diag(A1, A2, ..., Ap)
e pro kazdé i =1,2,...,n je \; vlastni Cislo operdtoru f a u; je
vlastni vektor operatoru f prislusny vlastnimu cislu A;

dikaz | : z rovnosti
(18 = ([f(u)lg [ [f(u2)]g |- [[f(un)]g) = diag(A1, X, - .. An)
plyne, ze pro kazdé i =1,2,...,n
f(u,-) = )\,-u,-

vektory u; jsou nenulové (jsou prvky baze), proto je
A; vlastni Cislo operatoru f a u; je vlastni vektor f prislusny \;
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Opacna implikace
|} : pro kazdy vektor u; baze B = (ug,us, ..., u,) plati
f(u;) = \ju;
z definice matice [f]5 pak plyne

[f1g = ([f(u)lg | [F(u2)]g |- - [[f(un)lg) = diag (A1, A2, - ., An)

duasledek 1: pro linearni operator f : U — U na konecné
dimenziondlnim prostoru U nad T je ekvivalentni

e f je diagonalizovatelny

e v U existuje baze B slozena z vlastnich vektorli operatoru f

diagondlni matice je snadné umocnovat:

diag(M1, M2, ..., An)< = diag( A&, )\, ..., \K) pro kazdé k € Ny
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Diagonalizovatelné matice

dasledek 2: je-li f : U — U linearni operator na konecné
dimenziondlnim prostoru U a B = (uy, uy, ..., u,) baze U sloZend
z vlastnich vektor( f, pak plati pro kazdé k € Ny

7418 = ([F18)"

dikaz: plyne z tvrzeni o matici slozeného zobrazeni na str. 8-29

definice: ¢tvercovd matice A radu n nad télesem T se nazyva
diagonalizovatelna, je-li diagonalizovatelny operdtor f4 : T" — T"
definovany matici A

kvili zjednoduseni zapisu diagondlnich matic zavedeme znadeni
N = diag(A1, A2, ..., An)

jako dalsi disledek tvrzeni na str. 9-57 dostavame

Diagonalizace

9-59

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ekvivalentni definice diagonalizovatelnych matic

tvrzeni: je-li A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, pak pro
bazi B = (ug,uy,...,u,) prostoru T” je ekvivalentni

1. [fA]g =N= diag()\l,)\z, . . .,)\n)
2. Au; = \ju; pro kazdé i =1,2,...,n

dikaz: spolu s tvrzenim na str. 9-57 staci pouzit pozndmku 2
na str. 9-26, ktera rika, ze

vektor u; € T" je vlastni vektor operatoru fa : T" — T" prislusny
A;j pravé kdyz je to vlastni vektor matice A prislusny témuz \;

poznamka: ze sloupcové definice soucinu matic plyne, ze druh3
podminka predchoziho tvrzeni je ekvivalentni rovnosti

A(uz|uz|---[uy) = (uzfuz|- - [u,) A

Diagonalizace
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Diagonalizovatelnd = podobnd diagonalni

pripomenme, ze matice R = (uy|uz|- - - |u,) je reguldrni pravé kdyz
posloupnost (ug, uy,...,u,) je LN, coz plati pravé kdyz
(ug,up,...,u,) je bdze v T"

rovnost AR = R A proto mlizeme prepsat ve tvaru
RITAR=A

duasledek: pro ctvercovou matici A fadu n nad T je ekvivalentni
e A je diagonalizovateln3
e A je podobnd néjaké diagonalni matici

diagonalizovatelné matice mizeme snadno umocnovat

A je diagonalizovatelnd pravé kdyz plati A= RA R~ pro né&jakou
reguldrni matici R, a proto

Ak = RNFR™1 = Rdiag()\ll‘,)\é, AR
pro kazdé k € Ny

Diagonalizace 9-61

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Linearni nezavislost posloupnosti vlastnich vektort

véta: je-li f : U — U lineadrni operator na vektorovém prostoru U
nad T, pak kazda posloupnost (u1,usy, ..., ux) nenulovych
vlastnich vektor(i u; operatoru f prislusnych navzajem riznym
vlastnim Cislim \; (pro i =1,2,..., k) je linedrné nezavisla

dakaz: indukci podle k

pro k = 1 tvrzeni plati, protoze predpokldaddme u; # o
je-li k > 1, induk¢ni predpoklad zni, ze kazda posloupnost
(u1,uy, ..., ux_1) nenulovych vlastnich vektori prislusnych

navzdjem riznym vlastnim Cislim Ay, Ao, ..., A1 je LN

vezmeme libovolnou linearni kombinaci

aju] + aur + .-+ agUux =0
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pokracovani dikazu
na posledni rovnost pouzijeme linedrni operdtor f a dostaneme
a1f(uy) + axf(up) + -+ akf(ux) = o
a protoze f(u;) = \ju; pro kazdé i =1,2,... k,
aiA1ug + asXous + - - 4+ g U = 0
posledni rovnost z predchozi strany jeSté vynasobime skalarem \y:
Akaiur + Agagup + - - - 4+ Agagug = 0
a odecteme ji od predchozi; dostaneme

(A1 — Ak)atur + (A2 — Ax)asup + -+ + (Ag—1 — Ak)ak_1Ux_1 = O

Diagonalizace

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni dukazu

posloupnost (ug, uy, - - ,ux_1) je linedrné nezavisla podle
indukéniho predpokladu

proto (A\; — Ax)a; =0 pro kazdé i =1,2,..., k—1

vlastni Cisla A1, Ao, ..., Ak jsou navzajem rliznd, proto a; = 0 pro
i=1,2,....k—1

z posledni rovnosti na str. 9-62 pak plyne také a, =0,
nebot u, # o,

coz dokazuje, ze (ug,up, ..., uk) je LN

Diagonalizace




Vlastni cisla a vlastni vektory

Dusledky

véta: je-li A Ctvercova matice rddu n nad T, pak kazda
posloupnost (ug, uy, ..., ux) nenulovych vlastnich vektori u;
matice A pfislusnych navzajem riznym vlastnim Cislam A; (pro
i=1,2,...,k) je linedrné nezavisla

véta: ma-li charakteristicky polynom pr linedrniho operatoru
f : U — U na vektorovém prostoru dimenze n nad T celkem n
navzajem rlznych korentl v T, pak je operator f diagonalizovatelny

véta: ma-li charakteristicky polynom pa Ctvercové matice A radu n
nad T celkem n navzdjem rlznych kofenl v T, pak je matice A
diagonalizovatelna

Diagonalizace 9-65

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Fibonacciho posloupnost 1

vime uz, ze ¢leny Fibonacciho posloupnosti {ax} splfiuji rovnost

() =D (2)-(E D) ()

e : 1 1 .
charakteristicky polynom matice C = ( 10 ) se rovna

det(C—)\lg):det< 1IA _1>\):)\2—)\—1

L+v5  _1-v5
— 2 _ @
2 ? 2
a je diagonalizovatelnd, nebot ma dvé rlizna redlna vlastni Cisla

matice C ma vlastni ¢isla A\ = =1-—)\
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Fibonacciho posloupnost 2

mnozina vlastnich vektort prislusnych \; se rovna
1—X\ 1 L A1
e (1 50)=((3)
mnozina vlastnich vektort prislusnych A\, se rovna
1—X 1 B Ao B 1-X\
e (1 50) = (3 )= {07)

A1 1—>\1)

vlastni vektory napiSseme do sloupcti matice R = < ) 1

1 _
a spocitame R 1= —— LAt , potom
VB -1 M

Diagonalizace 9-67

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Fibonacciho posloupnost 3

co L (M 1-X A0 1 A -1
VAR 0 1-X\ -1\

ck— L (A 1=X)\ (X 0 1 M\ -1
VA 1 0 (1—X)F -1 X

a nakonec spocitdme

(2)-e(0)-3( ) (o)

1 )\k—|-1_ 1 — )\ )kt1
:%( 1)\/1‘—E1—)\3k ) pro k € Ny
1 k 1 — k
proto a), = (1+v5) — ( v5) pro kazdé k =0,1,2,...
2k\/5 2k\/5
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Vlastni cisla a vlastni vektory

R{zna vlastni Cisla nejsou nutnd

charakteristicky polynom ps operatoru f : U — U na prostoru U
dimenze n ma stupen n

ma-li n riznych korend, je operator f diagonalizovatelny
(prostfedni véta na str. 9-65)

existuji ale diagonalizovatelné operdtory na prostoru dimenze n,
které nemaji n navzdjem rlznych vlastnich cisel

nejjednodusi priklad je identicky operator id : U — U

kazdy vektor x € U je vlastni vektor opedtoru id, ktery tak ma
jediné vlastni cislo 1

pro kazdou bazi B prostoru U je [id]E = I,, identicky operator je
diagonalizovatelny

Diagonalizace

9-69

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla

charakteristicky polynom p;4 se rovna
det(l, — Alpy) =det(1 — N/, = (1= \)"
identicky operdtor id : U — U ma jediné vlastni ¢islo A =1s

algebraickou nasobnosti n

pri¢ina diagonalizovatelnosti identického operdtoru neni v mnoha
riznych vlastnich Cislech, ale ve velkém poctu vlastnich vektort

definice: je-li A vlastni Cislo operdtoru f na konecné generovaném
prostoru U pak jeho geometricka nasobnost je dimenze

dim Ker (f — X idy)

podprostoru vlastnich vektor(i loperatoru f prislusnych A

Diagonalizace

9-70




Geometricka nasobnost < algebraicka nasobnost

geometricka nasobnost kazdého vlastniho cisla je aspon 1

oznaceni: prostor Ker (f — Aidy) (pfipadné Ker (A— A 1))
vlastnich vektor( operatoru f (matice A) pfislusnych vlastnimu
¢islu A budeme naddle znadit M,

tvrzeni: geometrickd nasobnost kazdého vlastniho Cisla operdtoru
f : U — U na konecné generovaném prostoru U je nejvyse rovna
algebraické ndsobnosti tohoto vlastniho disla

dakaz: je-li \; vlastni Cislo linedrni operdtoru f, oznacime k jeho
geometrickou nasobnost

plati tedy k = dim My, = dim Ker (f — A1 idy)
v podprostoru M), zvolime bazi (uj, uz, ..., ux) a doplnime ji do
baze B = (uy,up, ..., Uk, Ugyq,...,uy,) prostoru U

Diagonalizace

Vlastni cisla a vlastni vektory

9-71

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pokracovani dukazu

protoze plati f(u;) = A\ u; pro kazdé i =1,2,..., k, plati

Al E
B __ 11k
15 = ( Otn-ryxk  F )

spocitdme charakteristicky polynom

o B o o ()\]_ - )\)lk E
pr(A) = det ([f]3 — A ly) = det < Ok F — Al

v poslednim determinantu je kazdy prvek na misté (m(i), i) pro

i=1,2,... .,k rovny 0, pokud 7(i) # i

v souctu definujicim posledni determinant proto staci uvazovat
pouze sCitance definované permutacemi 7, pro které plati 7(i) =i
proi=12,... k

kazdy takovy s¢itanec proto obsahuje Cinitele (A; — \)X

9-72

Diagonalizace -




Vlastni cisla a vlastni vektory

Dokonceni dukazu

ostatni Cinitelé v takovych scitancich odpovidaji vybériim prvki z
bloku F — Al,,_k, nebot jsou uréené permutacemi 7 , které spliuji
w(j)e{k+1,...,n} prokazdé j € {k+1,...,n}

znaménko kazdé takové permutace 7w se rovna znaménku jejiho
zdzeni na mnozinu {k + 1,..., n}, nebot obé znaménka se rovnaji
poctu sudych cykld v 7

vytkneme-li z kazdého takového scitance (A1 — )X, v zavorce
zistane det(F — Al,,_¢)

plati proto pr(\) = (A1 — \)<det(F — AMp_k)

algebraickd nasobnost vlastniho Cisla A1 je tedy aspon k, tj. vétsi
nebo rovnd geometrické nasobnosti A;

Diagonalizace 9-73

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Nasobnosti vlastnich ¢isel matic

pripomenme, ze matice A rddu n nad T ma stejna vlastni Cisla jako
operator f4 : T" — T uréeny matici A

vlastni vektory matice A prislusné \ se rovnaji vlastnim vektoriim
operatoru fa prislusSnym témuz A

k dilkazu staci pouzit tvrzeni na str. 9-35 pro kanonickou bazi K v
prostoru T"

tvrzeni: geometrickd nasobnost kazdého vlastniho cisla A
Ctvercové matice A je nejvyse rovnd algebraické ndsobnosti téhoz
vlastniho Cisla A

Diagonalizace 9-74




Vlastni cisla a vlastni vektory

Priklad nediagonalizovatelné matice

3 1

priklad: redlnd matice A = ( 0 3

) ma charakteristicky

polynom rovny

pa(A) = (3 - A)?
a tedy jediné vlastni Cislo A = 3 s algebraickou nasobnosti 2

podprostor M3 < R? vlastnich vektor( ptislusnych vlastnimu &islu 3

ji
Ker (A—3h) = Ker (8 (1)>_<< (1) )>

ma dimenzi 1 a protoze v ném lezi vSechny vlastni vektory matice
A (jsou pfislusné jedinému vlastnimu Cislu 3), nelze v ném vybrat
bazi R? slozenou z vlastnich vektorii matice A

Diagonalizace 9-75

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Charakterizace diagonalizovatelnych operator(
véta: pro linedrni operator f na vektorovém prostoru U dimenze n
je ekvivalentni

1. operator f je diagonalizovatelny
2. operator f splnuje nasledujici dvé podminky

» soucet algebraickych nasobnosti vSech vlastnich Cisel f se
rovnd n

» algebraickd ndsobnost kazdého vlastniho Cisla A operatoru f se
rovna jeho geometrické nasobnosti

dikaz 1 = 2: je-li f diagonalizovatelny, existuje v U baze

B = (u1,uy,...,u,) slozend z vlastnich vektord operatoru f
oznacdime A1, A2, ..., Ak vSechna navzdjem riiznd vlastni Cisla f
algebraickou nasobnost \; oznacime /; proi =1,2,... k

geometrickou nasobnost \; oznalime m;, tj. m; = dim M),
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Vlastni cisla a vlastni vektory

1. pokracovani dikazu

kazdy prvek baze B musi lezet v néjakém podprostoru M)

naopak muze z kazdého M). obsahovat nejvyse m; = dim M),
prvki, protoze podposloupnost prvki B lezicich v My, je LN

proto n<m+my+---+ myg

algebraickd nasobnost kazdého vlastniho Cisla \; je menSi nebo
rovnda jehop geometrické nasobnosti (str. 9-71)
proto m; < [; pro kazdé i1 =1,2,...,k

a tedy také m+my+---+m < h+hb+---4+1I

Diagonalizace

9-77

Vlastni Cisla a vlastni vektory

2. pokracovani dikazu

a nakonec, soucet ndsobnosti korenli jakéhokoliv polynomu je
nejvyse rovny jeho stupni, proto

h+hb+---+1<n
dokazali jsme tak nerovnosti (a tedy rovnosti)
n<m-+m+--+m<h+h+---+I<n

posledni rovnost rikd, ze soucet algebraickych nasobnosti vsech
vlastnich Cisel f se rovna n

a z prostredni rovnosti a toho, ze [; < m; pro kazdé i =1,2,...,k
plyne, ze

algebraickd nasobnost kazdého vlastniho Cisla \; operdtoru f se
rovna jeho geometrické nasobnosti

Diagonalizace
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Vlastni cisla a vlastni vektory

3. pokracovani diikazu

dikaz opacné implikace 2 = 1: také tentokrat oznacime
A1, A2, ..., Ak vSechna navzajem rlzna vlastni Cisla operatoru f

algebraickou nasobnost vlastniho &isla A\; oznacime /;

predpoklady jsou, ze kazdé /; je soucasné geometrickou ndsobnosti
vlastniho ¢&isla Aj pro i1 =1,2,....k

a soucet algebraickych nasobnosti h +h +---+ Ik =n

v kazdém prostoru M), (vlastnich vektord prislusnych \;) zvolime
néjakou bazi

B;:(u’i,ué,...,u;)

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

4. pokracovani dikazu

vsechny baze By, By, ..., Bk spojime do dlouhé posloupnosti
_ (] 4l 1,2 .2 2 k ook k
B—(ul,u2,...,u,l,ul,uz,...,ulz,...,ul,uz,...,u,k)

dokdzeme, ze B je baze prostoru U; pocet jejich prvki je
h+bhb+---+ 1, =n=dimU, staci proto dokazat, ze B je LN

za timto Gcelem dokdzeme, ze pouze trivialni linedrni kombinace
prvki posloupnosti B se rovna o; je-li

1,1 1 1yl 1,1 Kk o kyok ko okY
aju; +au; + -t auy +---Fajuf tajuy -+ aup ) =o0

oznaCime aju; +aguy + -+ au. =v; pro i=12,...k

Diagonalizace
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Vlastni cisla a vlastni vektory

5. pokracovani diikazu

potom plati Vi+Vo+---+ V=0

kazdy z vektord v; € M), je vlastni vektor f prislusny vlastnimu
Cislu \;

pokud by néktery z nich byl nenulovy, dostali bychom z posledni
rovnosti netrividlni linearni kombinaci nenulovych clen(
posloupnosti (vi,Va,..., V) rovhou o

protoze jsou v; vlastni vektory pfislusné navzajem rliznym vlastnim
¢islim A;, vedlo by to ke sporu s tvrzenim na str. 9-62

odtud plyne, ze kazdy vektor v;i = o

Diagonalizace 9-81

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zavér dukazu

Y ) i g4l I gal — . —
Z rovnosti a;u; + aup +---+a, U =V =0
. Ve Ve ;s = . . . I' i ,'
a z linedrni nezdvislosti posloupnosti B; = (uj, uj,...,u;) plyne
T Y S NP
aq=a=--=a =0 pro kazdé i =1,2,...,k

to dokazuje, ze posloupnost B je LN a tedy badze v U

prostor U ma bazi slozenou z vlastnich vektor(i operdtoru f a to
znamena, ze f je diagonalizovatelny

Diagonalizace 9-82




Vlastni cisla a vlastni vektory

Pozndmky
poznamka 1: posledni véta ukazuje, ze nediagonalizovatelnost
operatoru f na prostoru dimenze n ma dvé mozné priciny

1. mélo vlastnich ¢isel v T (soudet algebraickych nasobnosti je
mensi nez n)

2. nedostatek vlastnich vektor( prislusnych néjakému vlastnimu
Cislu (geometrickd nasobnost tohoto vlastniho Cisla je mensi
nez jeho algebraickd nasobnost)

poznamka 2: je-li f : U — U diagonalizovatelny operator na
prostoru dimenze n a B je baze v U slozena z vlastnich vektor(i f,

pak [f158 = diag(A1, M2, -, An)
a na diagondle jsou vlastni Cisla f podle tvrzeni na str. 9-57

posledni véta navic rikd, ze kazdé vlastni Cislo je na diagonale
tolikrat, kolik je jeho geometrickd nasobnost

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad diagonalizovatelného operatoru

na str. 9-53 jsme zjistili, ze operator f : R3 — R3

X -y +z
fl yv|=| -3x—2y+3z
z —2x — 2y + 3z

ma charakteristicky polynom ps(\) = —(A — 1)?(A + 1)

ma tedy dvé vlastni ¢isla A\; = 1 algebriacké nasobnosti 2 a
A> = —1 s algebraickou nasobnosti 1

geometrickd nasobnost A, je tedy také 1, zjistime geometrickou
nasobnost A\ =1

operdtor f je tedy diagonalizovatelny podle véty na str. 9-76

Diagonalizace
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Klasifikace linedrnich operatorti na R?

tvrzeni: pro linedrni operdtor f na prostoru R? (kazdy je ureny
néjakou redlnou matici A ¥adu 2) mohou nastat nasledujici Ctyfi
moznosti

1. operator f ma dveé rizna readlnd vlastni Cisla A1, Ao

2. operdtor f ma jedno redlné vlastni Cislo A algebraické
ndsobnosti 2 a geometrické nasobnosti 2

3. operdtor f ma jedno redlné vlastni Cislo A algebraické
ndsobnosti 2 a geometrické nasobnosti 1

4. operator f ma dvé rizna (komplexné sdruzend) komplexni
vlastni &isla A a A

dukaz:

Diagonalizace 9-85

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Grafy diagonalizovatelnych operatort 1

operatory se dvéma rtiznymi vlastnimi Cisly A1, Ao

6~<\ \\\“f/// 6\ \\\\+¥///
RSNV AV A 4N SN VA
-~ ~ Nt s v e L N s K ]
of S, o of S, s &
- < T T T e T T T et a4
EA/‘////: N E/Y/'//’; S . -
-2r ~ Vs .\\ -2f I 4 P4 ,\\ i
W A AU AV EENENE S
of ! . }
f////*\\\\\\s. ////f\\\\\‘(\
A A AR S A A FEN N
pripad 1 < A1 < Ao pripad 0 < A1 < A <1

pripad 0 < A1 <1 < A2 je na str. 9-19
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Grafy diagonalizovatelnych operatorti 2

diagonalizovatelné operdtory s jednim vlastnim cislem A

w %N A
RO

KK
-///

///Y/'

/
y
%

- - — —P

f -f— — = -

4
f
/

A/A///

AAA
AAN

OO
\\\

WA
Y

CAAA
-///

//A/A/

/
f
f

- -— - -—

F—— —> -

\\V\‘\

/V/V/ A

%
¥y ¥ 5

I S NN A X ¥ AN ) ¥ 5 &
[— T % > P ] i S N VY =
SR GRS | DRGSR
D 'ay's NaAA ] [ T a A O

XY Ow
\\\

pripad 1 < A pripad 0 < A < 1

Diagonalizace 9-87

Vlastni Cisla a vlastni vektory

4. pripad z klasifikace na str. 9-85

probereme nyni podrobnéji, jak vypadaji operatory f4 : R? — R?,
urcené realnymi maticemi A, které nemaji zadné redlné vlastni Cislo,
maji ale dvé rizna (komplexné sdruzend) komplexni vlastni Cisla

jako operatory nad R nejsou diagonalizovatelné (nemaji zadné
vlastni ¢islo v R)

redlnd matice je ale soucasné komplexni matice a uréuje operator
fa : C?> — C?, ktery je nad komplexnimi &isly diagonalizovatelny,

ma dvé ruzna vlastni cisla

co mizeme o takovych operatorech f, : R> — R? fict ?
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Priklad

. 1 -1
priklad: spoc¢teme Ak pro redlnou matici A = ( 11 )

charakteristicky polynom matice A je pa(\) = A2 — 2\ + 2
vlastni &islajsou A\=14+iaX=1—i
matice A je tedy diagonalizovatelna nad C

vlastni vektory matice A prislusné vlastnimu cislu \ tvori

My = Ker (A — \h) = Ker ( _1i j ) _<( —1,' )>

Diagonalizace

9-89

Vlastni Cisla a vlastni vektory
Pokracovani prikladu

podobné najdeme vlastni vektory prislusné vlastnimu cislu A

Ms = Ker (A — Ah) = Ker ( 1 _I.l ) _<( f >>

vSimnéme si, ze vlastni vektory prislusné komplexné sdruzenym
vlastnim cislim jsou také komplexné sdruzené

to neni zddna nahoda, plati to pro jakoukoliv redlnou matici

oo 5-((1).(2)

je baze C? sloZend z vlastnich vektori matice A
spoitdme matici AX = [(fa)¥]% pomoci matice [(fa)¥]2

Diagonalizace

9-90




Vlastni cisla a vlastni vektory

2. pokracovani prikladu

vime uz, ze [fa]5 = ( g\ g )

k AL
proto  [(fa)X]B = ( )E) XO" ) - ( (1J(r) ) (1—0")k )

pri nasobeni komplexnich Cisel je pohodIn€jsi goniometricky tvar
A = V2(cos(m/4) + i sin(m/4)) = /2e'™/* X = \/2eT/4

keik7r/4
[(fA)k]g — ( (\/5)0 (\/i)k(e)—ikwm )

pro pfechod ke standardni bazi K pouzijeme matice prechodu

takze

Diagonalizace 9-91

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni prikladu

g = (2 ) ws= (5 0) =R (0 )

potom A = [()X = (i) [(F4)M1E [ic]l, i

w3 (2 (% e (1)

coz po néjaké praci s vyndsobenim matic dd vysledek

B k [ cos(km/4) —sin(kw/4)
A= (V2) (sin(kw/4) cos(km/4) )

vidime tedy, Ze zobrazeni (f4)* : R?> — R? je rotace o thel k7 /4
sloZena se stejnolehlosti s koeficientem (v/2)*

Diagonalizace 9-92




Také jsme si mohli vSimnout

e a= ()= va (sl o)

fa je rotace o Ghel 7/4 sloZena se stejnolehlosti s koeficientem +/2

ukazeme, Ze ve skutecnosti kazda redlnd matice rfadu 2, ktera
nema zadné redlné vlastni Cislo (tj. ma dvé riiznd komplexni vlastni
&isla) uréuje ,rotaci“ v R? slozenou se ,stejnolehlosti"

charakteristicky polynom takové matice ma dva komplexné
sdruzené komplexni kofeny A a A

Diagonalizace

Vlastni cisla a vlastni vektory

9-93

Vlastni Cisla a vlastni vektory
Realné matice radu 2 bez redlnych vlastnich Cisel

oba koreny si napiSeme v goniometrickém tvaru
A= r(cos¢ +ising) =re'®, X\ =r(cos¢ —ising)=re ¢
nenulovy vlastni vektor u € C? prisludny X spliiuje rovnost
fa(u) = Au= \u
matice A = (a;;) ma realné prvky, plati proto

A= (a5) = (a;) = A

z rovnosti Au = A u prechodem ke komplexné sdruzenym cisliim
plyne

9-94

Diagonalizace -




Vlastni cisla a vlastni vektory

Komplexné sdruzené vlastni vektory
to znamena, Ze u je vlastni vektor pfisludny vlastnimu &islu A

posloupnost C = (u,u) je LN (nenulové vlastni vektory pfislusné
riiznym vlastnim &isliim matice A), a tedy baze v C?

vektor u rozlozime na soucet redlné a imagindrni Casti
u=v+iw, kde v,weR?

potomu+u=2v a i(u—u)=-2w

protofe  [u+u]c = ( 1 ) 2 [i(u—1)c = ( g )

je i posloupnost B = (2v| — 2w) baze v C? a tedy také v R?

Diagonalizace 9-95

Vlastni Cisla a vlastni vektory
Nové baze v R?

pro matici prechodu od baze B k bazi C plati
B 1
[Id]C - ([2V]C | [_ZW]C) — 1 —j
a protoze [fa]2 = [id]§ [fa]& [id]2, dostdvame

at=(35) (6 5)(5 4

coz po dosazeni A = r(cos¢ + ising) a A = r(cos¢ — isin¢) a
néjakém poditani dava vysledek

B cos¢p —sing
[fA]g_r< sing  cos @ )

Diagonalizace 9-96




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni vypoctu
dokazali jsme tak
tvrzeni: je-li A redlna matice radu 2 bez redlnych vlastnich cisel a
s komplexnimi vlastnimi Cisly A = r(cos ¢ + isin¢) a

X = r(cos ¢ — isin @), pak existuje baze B v R? takova, ze pro
linedrni zobrazeni f4 : R> — R? uréené matici A plati

B cos® —sing
sing  cos ¢
matice na pravé strané je matice otoceni o Ghel ¢ vzhledem ke

kanonické bazi slozené se stejnolehlosti s koeficientem r

nase baze B ale neni kanonickd, nemusi byt ani ortogonalni ani
nemusi mit vektory stejné délky

Diagonalizace 9-97

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Grafy nediagonalizovatelnych operatort 1

nediagonalizovatelné redlné operdtory bez realnych vlastnich disel

s komplexnim vlastnim cislem A\, |A\| =1

e A\ V7P
F K K e W I GV gyl
V¥ ¥ree~x XXX | T s o ]

1:////’*‘\\\\: N
:¢¢///-\\\\k: A R

by oy b N A C s
R R S e e w w oA A

TNNN N~ A2

7j\\\\‘—"////; DI A A A G A 4. A
CNNAA g AA e e e s A AT

o \\\x»»»//// N - A A XA |

vzhledem k bazi B vzhledem ke kanonické bazi K
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Grafy nediagonalizovatelnych operatorti 2

nediagonalizovatelné redlné operatory bez realnych vlastnich cisel

s komplexnim vlastnim &islem A, |\ <1

A= SNNANNN | Y YA S s e - |
TAT T s SNNNNN D Y Y e e e
AA e~ NN NV AV AR
2;////’*\\¥+*¢E 2;//////f~\«f
0;/// zf;lfffg ol v 4 4
A SNV AN ] ]
R I SN _2;“\*"/////’
:$*\\\\««////j i\"”//////
I NN I At A A
—6*\\\\\\\%4——([/* -6j/'/////(/(/(///
vzhledem k bazi B vzhledem ke kanonické bazi K

Diagonalizace

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Grafy nediagonalizovatelnych operatorti 3

nediagonalizovatelné redlné operdtory bez realnych vlastnich disel

s komplexnim vlastnim Cislem A, |A| > 1

67/[4/4—‘—‘\\\\\\\*7 6;/[[14/4/(4_ N
e s N NA N U W NS R SN
4—7//‘/‘/‘_‘\\\\\*7— W ke b 4 o o~ ~ 4 g
e N N N I R
25/////"\\fffi 25/,/,,,-.,;//7'
VA , Cor A [ ]
s 1 or K ¥ x < - A A A
A SRV AV AV i ]
IR R R I 5 N i
VN NNN N~ m A A s el
B e B
NN s 7] A Gt Cad
of \ R T g g e e gl
s 4 2 0 P 2 . p

vzhledem k bazi B vzhledem ke kanonické bazi K
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Vlastni cisla a vlastni vektory
Reseni Glohy o poruchovosti systému

ze str. 4-47 (a str. 9-6)

0,9 0,7 1
pot¥ebujeme spoditat A pro matici A= | 0,1 0,1 0
0 02 0

najdeme vlastni Cisla matice A pomoci charakteristického polynomu

09—\ 07 1
pa()) = det 0l 01—X 0 =23+ )2-0,021+0,02
0 0,2 —\

»~uhadneme” koren A\; = 1 a dopocteme zbylé dva
A2 = i4y/0,02 = /0,02 (cos(m/2) + isin(7w/2)) = r(cos ¢ + isin @)
A3 = —i/0,02 = /0,02 (cos(7/2) — isin(mw/2)) = r(cos ¢ — isin @)

Diagonalizace 9-101

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pokracovani poruchovosti

vlastni vektor prislusny vlastnimu cislu A; = 1 je napr.
u=(455,1)"

dale najdeme vlastni vektor prislusny \>, napr.
u, = (-1 —5i/0,02, 5i\/0,02, 1)
a pak vime, Ze vlastni vektor pfislusny A3 = \> je

u, = (—1+5i,/0,02, —5i,/0,02, 1)7

posloupnost C = (u, uy,uz) je LN (posloupnost nenulovych
vlastnich vektor(i pFisludnych riiznym vlastnim &islim) tj. baze v C3

opé€t rozlozime uy na redlnou a imaginarni cast up = v + iw
potom up +up =2va = j(u; —up) = —2w
podobné jako v pripadé redlnych matic fddu 2 bez realnych

vlastnich ¢&isel dokdZeme, ze B = (u,2v, —2w) je baze R>

Diagonalizace 9-102




Vlastni cisla a vlastni vektory

2. pokracovani poruchovosti
podobné jako na str. 9-96 dokazeme, ze
A(2v) = (1/0,02 cos /2) (2v) + (1/0,02 sinw/2) (—2w)
A(—2w) = (—+/0,02 sin7/2) (2v) + (1/0,02 cos 7/2) (—2w)

45 -2 —-104/0,02
vektory B napiseme do sloupcl R = 5 0 10./0,02
1 2 0

1 0 0
potom AR=R | 0 +/0,02cos(7/2) —+/0,02sin(7/2) |,
0 /0,02sin(w/2) +/0,02cos(7/2)

Diagonalizace 9-103

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni poruchovosti

1
nyni mizeme spoditat vektor Akxg = A [ 0
0

popisujici pravdépodobnosti, jaky bude stav systému v dase k

po néjakém pocditani vyjde

[ 90+ (v002) (. ) 0,888
Alxo = o5 | 10+ (vO02) (... ) | = ot
2 4+ (v0,02)“(...... ) 0,02
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Vlastni cisla a vlastni vektory
Reseni redlnych diferenénich rovnic f(xx) = Xx11

je-li f: U — U diagonalizovatelny linedrni operator na redlném
vektorovém prostoru dimenze n, pak uz mizeme plné popsat reseni
diskrétniho linedrniho dynamického systému (diferenéni rovnice)
f(xkr1) = Xk s pocatecnim vektorem xg

e najdeme bazi B = (uy,us,...,u,) v U slozenou z vlastnich
vektor(l operatoru f

o potom [f]B = diag(\1, A2, ..., A\n),
o [x]e = [f¥]g [xols = a1\ + @225 + -+ + anAy,
kde [XO]B = (317327 . '7an)T

vlastnosti posloupnosti x, = f¥(xq) zavisi na velikosti absolutnich
hodnot vlastnich &isel A1, Ao, ..., A,

a na souradnicich [xo|g pocdatecniho stavu x¢ vzhledem k bazi B

Diagonalizace 9-105

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Kvalitativni vlastnosti

1. je-li |Aj| <1 pro kazdé i, pak xx — o pro kazdy pocatecni
stav Xp

2. je-li |Aj| > 1 pro néjaka i, pak ||xk|| roste nade vSechny meze,
pokud a; # 0 pro né€jaké takové |
nejrychleji roste v absolutni hodnoté ta souradnice x, pro
kterou je |\;| co nejvétsi (a a; # 0)

3. pokud A\; =1 pro néjakd i a |Aj| < 1 pro viechna ostatni
vlastni Cisla, pak posloupnost x, konverguje k néjakému
vektoruy € U

4. pokud \;j = —1 pro néjakd i a |\j| <1 pro vSechna ostatni
vlastni Cisla, pak posloupnost x, osciluje mezi dvéma
»limitnimi® vektory za predpokladu, ze pro aspon jedno
takové i je a; # 0

Diagonalizace 9-106




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Geometricky pohled na soustavu diferencidlnich rovnic

pripomnme, Ze soustava linedrnich diferencialnich rovnic o n
neznamych je rovnice x'(t) = Ax(t) s poc¢atecni podminkou
x(0) = b, kde

x(t) = (x1(t),x2(t), ..., xa(t))7 je vektor nezndmych funkci

x'(t) = (x](t), x5(t),...,x:(t)T je vektor jejich derivaci

A = (ajj) je redlnd matice faddu n a b € R” je vektor pocatecnich
podminek

Diagonalizace 9-107

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad vektorového pole

NN A A A
\\\l/////
v ¥ K K
///E

4]
}///
. A A AV

AAA A4 N~
C AAAA AN
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Vlastni cisla a vlastni vektory
Priklad

feSeni soustav linearnich diferencidlnich rovnic s
diagonalizovatelnou matici si ukdzeme napred na prikladu

priklad: vyreSime soustavu
< x1(t) ) _ ( -2 1 ) ( x1(t) ) _ ( —2x1(t) + x2(t) )
x5(t) 1 =2 x2(t) x1(t) — 2 xo(t)
s poéateéni podminkou x3(0) =5, x(0) =7
charakteristicky polynom matice soustavy je
p(A)=(—2-X)(-1=X)—1=X+4)\+3

vlastni &isla jsou A\; = —1, Ao = —3, matice soustavy je
diagonalizovatelna

Diagonalizace 9-109

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Prvni pokracovani prikladu

vlastni vektory piislu$né A\; = —1 tvofi linearni obal ((1,1)7)
vlastni vektory prislu$né \; = —3 tvoii linearni obal ((1,—-1)")

v prostoru R? zvolime bdzi B = ((1,1)7,(1,—1)") sloZenou z
vlastnich vektorl A

1
1

ke kanonické bazi K v R?

matice R = ( _11 > = [id]% je matice pfechodu od baze B

plati tedy R"1AR = diag(\1, \2)

pro bod x = (x1,x0)" € R? plati x = [x]x = [id]§ [x]s

Diagonalizace 9-110




Vlastni cisla a vlastni vektory

Druhé pokracovani prikladu

v : )%1 , X1 1 1 y1
oznacime-li [x|g = . plati =
s <yz> i (X2> (1—1><y2>

pro kazdé redlné Cislo t tak plati
+ y5(1)

xi1(t) = y1(t) + y2(t) atedy také xi(t) = y;
t) y5(t)

x2(t) = y1(t) — y2(t) a tedy také xj(
to znamena, ze
X! _ X,(t) _ 1 1 y’(t) _ /

0= )=(1 2) (e ) =rvo
plati tedy x(t) = Ry(t), X'(t) = Ry'(t), R71AR = diag(\1, \2),
y'(t) = R7IX/(t) = R71Ax(t) = R"1ARy(t) = diag(\1, X2) y(t)

Diagonalizace 9-111

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Treti pokracovani prikladu
Ny ( y1(t) ) _ ( A0 ) ( yi(t) ) _ ( A1 ya(t) )
1\ xa(t) 0 A y2(t) A2 y2(t)
odtud plyne yi(t) = A1yi(t) a ys(t) = Aaye(t) a tedy

yi(t) = y1(0)eMt = y1(0) e™" a  ya(t) = y2(0) €' = y»(0) e

rorest (30) = (hoes e )

zbyva zvolit poc¢ateéni hodnoty y1(0) a y»(0) tak, aby platilo
x1(0) =5 a x(0) =7; protoze x(0) = Ry(0)

znamena to vyresit soustavu L1 y1(0) \ _ (5
’ 1 -1 w(©) )\ 7
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dokonceni prikladu

zvolime tedy y1(0) =6 a y»(0) = —1 a dostaneme tak feseni

x1(t) =6e"t — e 3t

xo(t) =6e"t 4 e 3t

obecny postup feSeni soustavy linearnich diferencidlnich rovnic s
diagonalizovatelnou matici  x'(t) = Ax(t), x(0) =b

1. najdeme bazi B = (uj,uy,...,u,) sloZzenou z vlastnich
vektorlli matice A

2. vektory badze B zapiSeme do sloupcti matice
R = (u1fug[- - |up)

3. potom plati A= Rdiag(\1,\2,...,\,) R71 a
x'(t) = Ax(t) = Rdiag(A1, A2, ..., An) R71x(t)

Diagonalizace 9-113

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Obecny postup

4. a R7IX(t) = diag(A1, A2, ..., An) R71x(t)
5. polozime y(t) = R~ x(t), potom y'(t) = R™1x/(t)
6. a také y'(t) = diag(A1, N2, .-, An) y(t)

7. tato soustava ma fedeni y;(t) = y;(0) Mt pro i =1,2,...,n,
neboli y(t) = diag(eM?t, et ... eM?t)y(0)

8. spolteme pocate¢ni podminky y(0) = R~1b = R~1x(0)

9. potom x(t) = Ry(t) = R diag(eM?, et ... eM)R™1x(0)

spliiuje rovnici X'(t) = Ry/'(t) = Rdiag(A1, A2, ..., An) y(t) =
R diag(A1, X2, ..., An) R71x(t) = Ax(t)

10. a podate¢ni podminky x(0) = Ry(0) = RR'b=b
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Maticova exponencidlni funkce 1

uz jsme pouzivali oznaceni A = diag(A1, A2, ..., Ap); pak

N diag()\ll‘, )\12(, ey )\5)

tk/\k kyk +kyk ky\ k
—:diag(t )\17t Az,...,t An)
k! k! k! k!
Nk k N kyk
thAK t >\2 th K
>0 g (30 LS LY
k=0 k=0
|
diag(eMt, et .. . elnt)

Diagonalizace 9-115

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Maticova exponencidlni funkce 2

kromé toho také plati

k=0 k=0 k=0
Nk pk N kyk N kyk N kyk
t*A tEAS t“\5 t“Af 1
- Rdiag (Z 2 2e . | R
k=0 k=0 k=0 k=0
2 1k Ak
definujeme-li e 0
k=0

reSeni soustavy x'(t) = Ax(t) pak miZeme zapsat jako

x(t) = e x(0)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordandv kanonicky tvar - obsah

®  Jordaniv kanonicky tvar
V dimenzi 2
Jordanovy bunky
Operatory s Jordanovym tvarem
Hledani Jordanovych retizki
Dimenze 3
Vice nez tri dimenze
Invariantni podprostory
Cayleyho-Hamiltonova véta

Jordaniiv kanonicky tvar 9-117

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad

z klasifikace linedrnich operatort na prostoru R? na str. 9-85 zbyva
pripad 3.

s redlnou matici A, kterd ma jedno redlné vlastni Cislo s
algebraickou ndsobnosti 2 a geometrickou ndsobnosti 1 jsme se uz
setkali na str. 9-75

3
0 3

k k k—1
(g ;) :<30 k:;k ) pro kazdé kK > 0

nicméné matici A = ( ) presto umime snadno umocnovat:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jakou bazi budeme hledat

ukdzeme, ze pro kazdy nediagonalizovatelny linedrni operator

f : U — U na vektorovém prostoru dimenze 2 s jedinym vlastnim
Cislem A\ algebraické nasobnosti 2 a geometrické ndsobnosti 1
existuje baze B = (ug,uz) v U takova, zZe

5= )

co musi takova baze splnovat 7

e = (5 ) e =( ) )

to znamena, ze

f(ul) = \uy, f(UQ) —u;+Au

Jordaniiv kanonicky tvar 9-119

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordaniyv retizek délky 2

pomoci operatoru g = f — Aidy mizeme podminky na bazi B
formulovat

g(u1) =0, gu)=u

schematicky

un ! up ! o

takové posloupnosti vektort (uy, up) budeme fikat Jordandv retizek
délky 2

]
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Linedrni nezavislost Jordanova retizku

tvrzeni: je-li B = (u1,uy) Jordaniv fetizek délky 2 , a vektor
u; # o, pak je posloupnost B linedrné nezavisla

dikaz: predpokladejme, ze pro skaldry a;,a> € R plati
ajui + aur =0
pouzitim linearniho operdtoru g = f — X\ idy dostaneme
0 = g(0) = g(aiu1 + aruz) = a1g(u1) + axg(az) = aruy
protoZe je u; # o, plyne odtud a; = 0,
dosazenim do ajuj + axur = o pak dostaneme aju; = o

a proto také a; =0

Jordaniiv kanonicky tvar

9-121

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jak Jordaniv retizek najdeme

vime, Zze musi byt u; € Ker (g) = Ker (f — Xidy) = M,
a soucasné musi byt u; = g(uz) € Im(g)

zvolime libovolny nenulovy prvek u; € Img

potom nutné také g(u;) € Img

protoze predpokladame dim(Ker g) = 1 (vlastni Cislo A operatoru f
ma algebraickou ndsobnost 2 a geometrickou 1), je dim(Img) =1
podle véty o dimenzi jadra a obrazu linedrniho zobrazeni

proto g(uy) = auy pro néjaky skalar a

Jordantliv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Nalezeni Jordanova retizku

g(u1) = auy pro néjaky skalar a znamena, ze (f — Au;) = auj a

flu)=(A+a)(u1)), a up#o

operator f ma podle predpokladu jediné vlastni cislo A, proto
a=0ag(u)=o

protoze jsme vybrali u; € Img, existuje up € U, pro které
g(u2) = uy

tim jsme sestrojili Jordaniv retizek

g g
un ! ujp ! o

Jordaniiv kanonicky tvar 9-123

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Grafy nediagonalizovatelnych operator(i 4

operator s jednim redlnym vlastnim cislem A

V A A AAAAAN VY SF OAOACAN N N N NN

Fo b A A A A T VW N O T VW W W T T A A
N B S R
E ™A ™ ™M ™M N N Ny b

2;\\\ t /////'/7/7; 2;\\\\\\\\‘,/1‘/
of =-— = <« =~ - s oF = - - - - - i S
P T T TN AN
r A A L A U U Y N NG N N S
AT LSS SE A NN N N R RO
| ATATAL K S A S AN O OO
S A KA A AN SE RN RO

pripad 1 < A pripad 0 < A < 1
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Jordanova bunka

definice: Jordanova burika nad télesem T radu k > 1 prislusna
prvku A € T je ¢tvercova matice

A 10 0 0
(O)\l oo\
0 0 A 0 0
VW :
0 0 0 A1
\ 0 0 0 0 A/

priklady Jordanovych bunék:

Jordaniiv kanonicky tvar

9-125

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jordaniiv kanonicky tvar

definice: Matice J nad télesem T je v Jordanové kanonickém tvaru
(nebo stru¢néji v Jordanové tvaru), pokud J je blokové diagonalni
matice, jejiz kazdy diagonalni blok je Jordanova burka (néjakého
radu s néjakym vlastnim cislem), t;.

Syke O ... 0
. 0 I ko e 0
J = dlag(J)\l’kl,...,J)\s’ks) — : 2 i . : )
0 0 ... Ik

kde A\1,...,As € T a ki,..., ks jsou kladna celd ¢asla. (Nuly v
matici v tomto pfipadé znadi nulové matice vhodnych typd.)

pozorovani: kazdd diagonalni matice je v Jordanové tvaru

Jordantliv kanonicky tvar
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dalsi priklad

(01000 0)
000000
000000
000210
00002 1
\ 00000 2/

je matice v Jordanové kanonickém tvaru

blokové diagondlni matice Ize mocnit po blocich:

m

A O ... 0 Jm o0
0 L ... 0 0 Jr
0 0 ... Js 0 0

Jordaniiv kanonicky tvar
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Mocniny Jordanovych bunék

mame-li umét pocitat mocniny matic v Jordanové tvaru, musime

umét pocitat mocniny Jordanovych bunék

jednoduché to je v pripadé Jordanovych bunék prislusnych prvku 0

predeviim si vSimneme, ze Jy x = (o|ei|ez| - - - |ex_1)

tvrzeni: pro kazda dvé prirozena Cisla m < k plati

ok = (ol...|oleilez|ex—m)
N—_——
mX

pokud m > k, pak Jg', =

dikaz: pro m < k pouzijeme indukci podle m, pripad m=1 je

jasny

Jordantliv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni dukazu

je-li m < k, indukéni predpoklad je

0k = (o|...|oleilex| - |ex—m)
——
mX
pak plati
S = S5 Jok = (o] ... |o|e1]ez]ex—_m) (olerlez] - - - ex—1)
——
mX

= (0] - [o [es[esles(ms1)
——

(m+1)x
tim je dokdzano také JX, =0

a tedy rovnéz Jy", = 0 pro kazdé m > k
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Jordanova bunka jako soucet dvou komutujicich matic

priklad:
0 010 0 0 01
2 0 0 01 - 0 00O
0,4 0 0 0 0 |’ 704 0 00 0}’
0 0 0O 0 00O

Jordanovu bunku J) x mizeme vyjadrit jako soucet
J)\,k =+ JO,k
prvni sCitanec A Iy komutuje s jakoukoliv matici B radu k, nebot

(A )B=XIx-B)=ABl) =B(\Iy)
pozorovani: pokud pro dvé matice radu k plati AB = BA, pak

(A+ B)m = Am + (T)Am_lB + <Z’)Am—232 4.4 B™
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Mocniny Jordanovych bunék

ndsledujici tvrzeni pouzivd dvé konvence

m
pokud m < j, pak ( ) =0
J
je-li t prvek néjakého télesa T a i nezdporné celé Cislo, pak symbol

it oznaCuje t+t+---+1t

~~
I X

tvrzeni: pro Jordanovu bunku J) x a kazdé m € N plati

(A (@A (I
I T (o
Nk = ; ; :
0 0 Loam (T)am
\ o o0 0 )
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Dikaz

vime, ze pro kazdé nezdporné celé j plati

A= Ay = NIy

dale vime, ze pro kazdé i =0,1,2,..., m
B' = Jox = (o]...|oleilez| - |ex—m)
——
X
nakonec si staci ujasnit, ze pro kazdé i = 0,1,2,..., m plati

ATIBY = (AN )™ " Sy = (0] ... [N er| A Mg - [N ey )
——

a selist Z( )(A/km '

i=0
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Operatory s Jordanovym kanonickym tvarem

matice v Jordanové kanonickém tvaru umime umocnovat, protoze
umime umocnovat diagondlni bloky - Jordanovy bunky

definice: rikdme, ze pro linedrni operator f : U — U na konecné
generovaném vektorovém prostoru U existuje Jordaniv kanonicky
tvar, pokud existuje baze B v prostoru U takova, ze matice [f]g
operatoru f vzhledem k bazi B je v Jordanové kanonickém tvaru

pripomnme, ze operator f : U — U je diagonalizovatelny pravé
kdyz existuje baze B v U slozend z vlastnich vektor( operatoru f

najdeme podobnou podminku, kterd bude charakterizovat existenci
Jordanova kanonického tavru pro operator f pomoci existence
specialni bdze v prostoru U

Jordaniiv kanonicky tvar

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Kdy pro operator existuje Jordanova bunka ?

napred prozkoumdme pripad, kdy pro operdtor f : U — U existuje
Jordaniiv kanonicky tvar sestavajici z jediné bunky Jy x

k tomu je nutnd a stadi existence baze B = (uy, up, ..., uk), pro
kterou plati [f]B = J\ .«

pro tu musi platit
3 (0

A
) : _
[f(u1)]B = (_) [f(u2)]g = (_) oo flu)le =1 o

Sy Sy >
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Jordaniv retizek délky k

co to znamena pro hodnoty f na prvcich baze B = (u,uy, ..., uk)

f(ul) = A\uq, f(UQ) = AUz + uq, f(U3) = Auz + up,...,
f(uk) = AUy + Up_1

pomoci operdtoru g = f — X idy mizeme posloupnost prepsat jako

g(ul) = 0, g(u2) = up, g(u3) =u2,..., g(uk) = Ui_1

schematicky to vyjadrime

g g g g g g
U ——— U1 —/———— ... /— U3 —— uo | up ! (0]
definice: kazdou posloupnost (ug, uy,...,ux) prvki prostoru U,

pro kterou plati vySe uvedené schéma, budeme nazyvat Jordaniiv
retizek délky k prislusny prvku A € T operatoru f s poc¢atkem u;
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Vice o Jordanovych retizcich

je-li prvek u; # o, pak je A vlastni Cislo operatoru f a u; je
nenulovy vlastni vektor pfislusny vlastnimu cislu A

je-li uy # o, pak zbyvajici prvky retizku uo, ..., u, jsou nékdy
nazyvany zobecnéné€ vlastni vektory operatoru f prislusné
vlastnimu &islu A

tvrzeni: je-li f : U — U linedrni operator na konecné generovaném
prostoru U a B = (uy,...,uy) je baze prostoru U, pak [f]E = J) «
plati pravé tehdy, kdyZ (us,...,ux) je Jordanlv fetizek pfislusny
vlastnimu cislu A operatoru f

podivdme se, jakd je v tom pripadé dimenze podprostoru M)
vlastnich vektor(i pfislusnych vlastnimu cislu A
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Vlastni cisla a vlastni vektory
Spojeni posloupnosti

plati [f — A idu]g = [f]g — )\[idu]g = J)\,k — A, = JO,k

proto dim(Ker [f — Aidy]8) = 1, nebot
dim(Im[f — Nidy]8) = k — 1; odtud plyne, Ze

pozorovani: dim(Ker (f — Aidy)) =dim M), =1

predchozi tvrzeni zobecnime na béze, pro které je matice [f]5 v
Jordanové kanonickém tvaru

k tomu budeme potrebovat nasledujici jednoduchy pojem

: : _ 1 1 _ s S :
jsou-li By = (ug,...,uy ),...,Bs = (ui,..., uj ) posloupnosti
prvki prostoru U, pak posloupnost
_ 1 1 2 2 s s
B =(u3...,ug,uf, ... ;up ... ui,... ug)
budeme nazyvat spojeni posloupnosti By, B>, . .., Bs
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Operatory, pro které existuje JKT

tvrzeni: je-li f : U — U linedrni operdtor na konecné generovaném
prostoru U a B je baze prostoru U, pak plati

[f15 = diag(Jr, ks - - - » Ire k) Pravé tehdy, kdyZ B je spojenim
Bi,...,Bs, kde pro kazdé i € {1,...,s} je B; Jordanlv fetizek
délky k; prislusny néjakému vlastnimu d&islu \; operdtoru f
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Duisledek

dasledek: pro linedrni operdtor f : U — U na konecné
generovaném prostoru U existuje Jordantv kanonicky tvar pravé
tehdy, kdyz existuje baze B prostoru U vznikld spojenim
Jordanovych fetizkil operatoru f
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Linedrni nezavislost Jordanova retizku

tvrzeni: je-li f : U — U linedrni operator na konecné generovaném

prostoru U a (ug,...,uy) Jordanlv fetizek pfislusny vlastnimu Cislu

A operatoru f, pak je posloupnost (uq,...,ux) linedrné nezavisla
P pak Je p p e

dukaz:

]
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Linearni nezdvislost spojeni Jordanovych retizki

véta: predpokladame, ze f : U — U je linedrni operdtor a
Bi,...,Bs Jordanovy fetizky operatoru f prislusné vlastnim cisliim
A1y .-y As; je-li pro kazdé A € {\1,...,As} posloupnost
pocatecnich vektor( téch retizkl z By, ..., Bs, které prislusi
vlastnimu dislu A, linedrné nezavisld, pak také spojeni

B = B, ..., Bs je linedrné nezavisld posloupnost prvki U
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Dikaz v konkrétnim pripadeé
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Hledani Jordanovych retizkil
nyni budeme predpokladat, ze pro operator f : U — U existuje
Jordaniiv kanonicky tvar

to je ekvivalentni existenci baze B prostoru U, kterd je spojenim
Jordanovych retizki

ukazeme si postup, jak takovou bazi B najdeme
co Ize zjistit z charakteristického polynomu operatoru f 7
ten se rovna charakteristickému polynomu matice [f]Z

a matice [f]g = diag(Sr; kys - - Ire ko)

Jordaniiv kanonicky tvar
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Délky Jordanovych retizk( prislusnych vlastnimu Cislu

predpokladejme, ze Ay = A\p = -+ = A, a vSechna ostatni \; £ \;
proi >r

matice [f]5 — A, je horni trojihelnikova a jeji determinant
det ([f]2 — A 1n) = pr(\) se tedy rovnd soucinu prvkd na hlavni
diagonale

v tomto soucinu se Cinitel A\; — A vyskytuje pravé
(k1-+'k2-+""-+ k})—krét
algebraickd nasobnost vlastniho Cisla A\; se tedy rovna

ki + ko + - - - + k,, coz je soucet délek vsech Jordanovych retizki
prislusnych vlastnimu cislu A1 v bazi B

toto pozorovani plati pro jakékoliv vlastni Cislo operatoru f

to znamend, ze soucet algebraickych ndsobnosti vlastnich Cisel
operatoru f se rovnd dimenzi prostoru U, tj. n

Jordantliv kanonicky tvar
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Pocet Jordanovych retizki prislusnych vlastnimu dislu

jaka je geometrickd ndsobnost vlastniho Cisla A1 7

ta se rovna dimenzi jadra Ker (f — A1 idy), coz je dimenze jadra
matice Ker ([f]g — A1 ln)

v této matici je r nulovych radki, a pokud je vynechdme,
dostaneme matici v radkové odstupnovaném tvaru

hodnost matice [f]B A, jetedy n—ra
dimKer ([f]3 — A1 ln) =r

to znamena, ze geometricka ndsobnost vlastniho &isla A1 se rovna
poctu Jordanovych retizk( prislusnych tomuto vlastnimu ¢islu
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Délky Jordanovych retizk( prislusnych vlastnimu Cislu
délky ki, ko, ..., k., Jordanovych retizkd prislusnych vlastnimu cislu
A1 z charakteristického polynomu operatoru f nepozname
¢emu se rovna obor hodnot Im (f — A\jidy) operdtoru f — Ajidy ?

pfipomefime si, ze [Im (f — A\iidy)]g = Im ([f]3 — A1 In)

v matici [f]5 — A1 I, jsou nulové sloupce, odpovidajici po&ate&nim
vektorlim Jordanovych retizk( prislusnych \;

t&h je r a protoze dim Ker ([f]§ — A1 I,) = r, jsou viechny
ostatni sloupce bazové sloupce matice [f]g — A I, bazové sloupce
této matice

to znamenad, ze obor hodnot operdtoru f — A1idy obsahuje vSechny
prvky Jordanovych fetizk(l By, By, ..., B, s vyjimkou poslednich
prvki v kazdém téchto r retizki
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad

predpokladame, ze operator f : U — U ma bazi
B = (u1,v1, V2, W1, Wo, W3, 21, 25) slozenou ze Jordanovych Fetizk(

f—7id
uy ——— o
f—7id f—7id
Vo ! VAR (o)
f—7id f—7id f—7id
W3 ——— Wp ——— W] ———— O
f—9id f—9id
Zy ¢ Zy ! o
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Priklad - 2. ¢ast

matice f vzhledem k bazi B

I

g

|15 =

O OO OO o ~NOo
OO NHFH OOOOo
O OO OO o oo
O O OO OO Oo

N—

OO OO oOo~N+~H,Oo
O OO O ~NOOoOOo
OO O ~NFk, OOO

O OO O o oo

\

charakteristicky polynom operdtoru f je

pr(A) = (7= A)°(9 - A)

]
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[f18 -7l =

jadro matice [f]5 — 7 Ig se rovn

(OO

0
Ker| O
0

\ 0

O O O o

Jordaniiv kanonicky tvar
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o
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\
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0

O O O

O OO O O oo

oo+~ OO

O O OO OO

o NN O O O

O OO O O o o

N RO O O

OO OO, OO O

Vlastni cisla a vlastni vektory

Priklad - 3. c¢ast

0 0 0

0 0 0\
0 0 0
0 0 0
1 00
0 0 0

0 2 1
00 2/
= (e1,e2,€4)
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Priklad - 4. Cast

a tedy jadro Ker(f — 7idu) = <U1,V1,W1>

jeho dimenze se rovna geometrické nasobnosti vlastniho cisla
A =7, pocet Jordanovych retizkl prislusnych vlastnimmu Cislu f je

tedy také 3

jadro Ker (f — 7 idy) = (u1,vi,w1) je generovano pocatenimi

vektory téchto retizkil

dale najdeme dimenze jader operatori (f — 7 idy)? a (f — 7 idy)?

a jejich baze

opét je najdeme pomoci matic téchto operdtorti vzhledem k bazi B

9-150
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Priklad - 5. c¢ast

(OOOOOOOO
O 00O 0O OTUO0OTP O
O 00O O0OOTUO0OTP O
E 5,2 | 00000100
(Fl5=7%)"=1 5 0 0000 0 0
O 00O O0OOTUO0OTP
000O00O0TO 4 4
\00000004)
jeji jadro je
O 000 O1TO0FPO
Ker | 00O O O O 4 4 | = (e1,epes eq,e5)
O 000 O OO0 4

a tedy Ker (f — 7idy)? = (ug, vy, vo, wi, wa)
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Priklad - 6. Cast

bazi jadra Ker (f — 7 idy)? tedy tvoii prvni dva prvky viech
Jordanovych fretizkd prislusnych vlastnimu Cislu A =7

rozdil dim Ker (f — 7 idy)? — dim Ker (f — 7idy) =5 — 3 = 2

tedy udava, kolik ze Jordanovych retizk( prisluSnych A =7 ma
délku aspon 2

jeden ze Jordanovych retizk( prfisluSnych A\ = 7 ma proto délku 1
podstatné je, ze dimenze téchto jader nezavisi na volbé baze B
podobné zjistime presny pocet Jordanovych retizk(i délky 2 pomoci

dim Ker (f — 7 idy)3

Jordantliv kanonicky tvar
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Priklad - 7. ¢ast

(0000000 0)
000000O0TO 0 O
000000O0TO 0 O
5 s [ooo0oo0oo0o00 0
(Il —7k)" = 0000O0O0GO O
000000O0TO 0 O
000000 8 12
\00O00O0O0O0 8)

3
Ker ([f]g — 7 I8> - <e1,e2,e3,e4,e5,e6>
Ker(f — 7idu)3 = <U1,V1,V2,W1,W2,W3>

bazi tedy tvori pocatecni trojice Jordanovych retizk( délky
prislusnych A =7
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Priklad - 8. ¢3st
to znamend, ze pocet Jordanovych retizk(i délky aspon 3
prislusnych A =7 je

dim Ker (f — 7idy)® — dim Ker (f — 7idy)> =6 -5 =1
a tedy pocet retizk( délky presné 2 je2 —1=1
protoze Ker ([f18 —71p)* = Ker ([F]E —715)°
dostavame, ze pocet Jordanovych fetizk(i délky aspon 4 je 0 a tedy

pocet retizk(i délky presné 3 je 1

podle véty o dimenzi jadra a obrazu linearniho zobrazeni mizeme
dimenze jader Ker ([f]5 — 7 1g)" zjistit pomoci dimenzi obrazi
Im ([f]8 —715)" operatorti ([f]5 —71g)’
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Priklad - 9. cast
ukdZeme si, jak dimenze obrazti Im ([f]8 — 7 3)" souvisi se
Jordanovymi retizky operdtoru f

—
_—

Im ([flg —715) = Im = (ey, e4, €5, €7, €g)

O OO OO omr o
OO OO, OOOo
OO O+ OO OoOOo
O NO OO OO Oo
N PO OOOOOo
N—

~

a tedy Im (f — 7idy) = (v1,w1,wp2,21,22)

to znamen3d ze bazi Im (f — 7 id, dostaneme tak, ze z baze B
vynechdme koncové prvky vsech Jordanovych retizki prislusnych
vlastnimu cCislu A =7
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Priklad - 10. cast

rozdil 8 —dim (Im(f —7idy) =dimU —dim (Im(f — 7 idy)
= dim (Im (f — 7idy)° — dim (Im (f — 7 idy)* = 3

se tedy rovna poctu Jordanovych retizkd prislusnych A =7
podobné spotitdme, ze Im ([f]3 — 7 18>2 = (e4, €7, €8)
a tedy Im(f — 7idy)? = (w1, 21, 22)

bazi Im(f — 7id,)? dostaneme tak, Ze z kazdého Jordanova
fetizku prislusného A\ = 7 vynechame posledni dva prvky

rozdil dim (Im (f — 7 idy) — dim Im (f — 7 idy)? = 2 tak udava
pocCet Jordanovych retizk( prislusnych A = 7 délky aspon 2
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Shrnuti

je-li f : U — U je operator na prostoru U dimenze n a B baze U
vznikld spojenim Jordanovych retizk(i operdtoru f, pak plati

1. operdtor f ma n vlastnich cisel véetné nasobnosti

2. pro libovolné vlastni Cislo A operatoru f je jeho algebraicka
ndsobnost A\ rovna souctu délek Jordanovych retizkii v B
prislusnych vlastnimu cislu A

3. pro libovolné vlastni Cislo \ operatoru f a libovolné / € N je
jadro operatoru (f — \id)! rovno linedrnimu obalu /
pocatecnich vektorll z kazdého retizku v B, ktery je prislusny
vlastnimu Cislu A (z fetizk( délky mensi nez | bereme vsechny
vektory)

4. pro libovolné vlastni Cislo A operatoru f a libovolné / € N je
obraz operatoru (f — Aidy)' roven linedrnimu obalu viech
vektorli v B kromé | koncovych vektort z retizk( prislusnych
vlastnimu Cislu A (z fetizkd pfislusnych vlastnimu ¢islu A délky
mensi nez | nebereme zadny vektor)
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Shrnuti - pokracovani

specidlné pro libovolné vlastni cislo \ operatoru f plati

5. geometricka ndsobnost vlastniho Cisla A\ je rovnd poctu retizki
v B prislusnych vlastnimu ¢islu A a prostor
M) = Ker (f — Aid) je roven linedrnimu obalu pocatecnich
vektort téchto retizki

6. pocet retizk(l délky alespon [/ prislusnych vlastnimu Cislu A se
rovna

my = dim Ker (f — Xid)' — dim Ker (f — Xid)' ™1 .

aby mél vyraz smysl i pro | = 1 definujeme (f — \id)? = id
(

7. pocet retizkl prislusnych vlastnimu cislu A délky pravé | je
mp — mjy1
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Véta o Jordanové kanonickém tvaru

véta je-li f : U — U linedrni operator na konecné generovaném
vektorovém prostoru U dimenze n, pak je ekvivalentni
e pro operdtor f existuje Jordantv kanonicky tvar

e operator f (resp. matice A) ma n vlastnich Cisel véetné
algebraickych nasobnosti

dasledek: pro kazdy operator f : U — U na konecné
dimenzionalnim prostoru U nad télesem komplexnich Cisel C
existuje Jordantv kanonicky tvar.

Jordaniiv kanonicky tvar
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Hledani Jordanovych retizk(i pro operatory v dimenzi 3

uz jsme si ukdzali, jak najit bazi slozenou z jednoho Jordanova
fetizku v pripadé operatoru na prostoru dimenze 2, ktery ma jedno
vlastni Cislo s algebraickou ndsobnosti 2 a geometrickou
ndsobnosti 1

je-li f : U — U linedrni operdtor na prostoru U dimenze 3, pro
ktery plati, ze soucet algebraickych ndsobnosti jeho vlastnich disel
se také rovnd 3, existuje pro f Jordaniv kanonicky tvar

pokud navic f neni diagonalizovatelny, mohou nastat pouze tfi
moznosti

9-160
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Moznosti v dimenzi 3

e operator f ma dvé rizna vlastni Cisla A1, Ay, vlastni Cislo \;
ma algebraickou ndsobnost 1 a A» ma algebraickou dimenzi 2;
protoze f neni diagonalizovatelny, ma \» geometrickou
ndsobnost 1; hleddme tedy Jordanovy retizky

f—Arid
uy ——— o

f—Xaid f—Xaid
V) —m———— V1 ——— O
e operator f ma jediné vlastni Cislo A, jeho algebraicka
ndsobnost je tedy 3 a predpoklddame, ze jeho geometrickd
ndsobnost je 2; existuji tedy dva Jordanovy retizky prislusné A,
jeden ma proto délku 1 a druhy 2

f—\id
uy ——— o

f—\id f—X\id
V) ——— V] ——— O
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Posledni moznost

e zbyva moznost, ze jediné vlastni Cislo A\ operdtoru f ma
geometrickou nasobnost 1 (a algebraickou 3); v tomto pripadé
existuje jeden retizek pfislusny A, ktery ma délku 3

f—\id f—M\id f—Xid
usz ! us | up —— O

priklad: zkusime najit bazi slozenou ze Jordanovych retizkil pro
operator f4 : R3 — R3 uréeny matici

-1 0 1
A= 0 -1 0
—4 0 3
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Vlastni cisla a vlastni vektory
Reseni prikladu

charakteristicky polynom operatoru f4 je
pa(t) = =N+ X +XA—-1=—-N-1)*(\+1)

vlastni Cisla operdtoru A jsou 1 (algebraicka ndsobnost je 2) a —1
(s algebraickou nasobnosti 1), existuje pro néj tudiz Jordantv tvar

prostor vlastnich vektor( prislusny A =1 je

-2 0 1 1
My =Ker(f—id)=Ker| 0 -2 0 | = 0
-4 0 2 2

geometrickd nasobnost vlastniho Cisla 1 je 1, takze operdtor neni
diagonalizovatelny a Jordanovy fetizky budou tvaru

Jordaniiv kanonicky tvar 9-163

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Reseni prikladu - pokracovani

prostor vlastnich vektorl prislusnych vlastnimu cislu A = —1 je
0
M_1 = Ker (f +id) = 1
0

Jordanovy retizky bydou tvaru

f+id
uy —— o
f—id f—id
Vo Vi (0]

za vektor u; mizeme zvolit libovolny nenulovy vlastni vektor
prislu$ny vlastnimu &islu A = —1, napt. u; = (0,1,0)7
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Vlastni cisla a vlastni vektory
Reseni prikladu - dokonceni

protoze geometrickd dimenze vlastniho Cisla A =1 je také 1,
mulzeme za vektor vi zvolit libovolny nenulovy vlastni vektor
prisludny A = 1, napt. vi = (1,0,2)7

zbyva najit vektor vy, pro ktery plati
(fA — idu)(VQ) = (A — /3)(V2) = Vi

najdeme jej jako feSeni soustavy

-2 0 1 1
0 -1 0 Jw=|0
-4 0 2 2

T

takze muazeme zvolit napriklad v, = (0,0,1)

posloupnost (ug,vi,vy) je potom linedrné nezavisld (Jordanovy
retizky prislusné riiznym vlastnim &islim s nenulovymi zadatky) a
tedy baze v R3 vznikld spojenim Jordanovych retizki
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Dalsi priklad
budeme hledat Jordanovy Fetizky pro operator f4 : R3 — R3
urceny matici

2 2 —4
A= 0 0 O
1 1 -2
charakteristicky polynom operatoru je pa(A\) = —A3, operdtor ma

jediné vlastni Cislo A = 0 s algebraickou nasobnosti 3, pro operator
fa tedy existuje Jordanova bdze

geometrickou nasobnost vlastniho Cisla A = 0 zjistime jako dimenzi
prostoru
—2 —1
/\/IO:KerfA:KerA: 0 , 1
1 0
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dalsi priklad - pokracovani

geometrickd nasobnost vlastniho Cisla A\ = 0 je tedy 2, operdtor fx
neni diagonalizovatelny, Jordanovy retizky budou dva, oba
prislusné 0:

fA
uy —— o
fa fa
Vo | AL (0]

v tom pripadé bude Imfy = (v1) a Ker fy = (uy,vy)
vektor vy proto musi leZet v praniku (Imfa) N (Ker fa) = Im fa
takovy je napriklad vektor v; = (2,0,1)7

doplnime jej na bazi uy, vy jadra Ker f4 napriklad vektorem
u; = (—1,1,0)7
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dalsi priklad - dokonceni
nakonec najdeme vektor vy, pro ktery plati fa(v2) = v1
takovy musi existovat, protoze jsme zvolili vi € Imfy
mizeme zvolit napfiklad vo = (1,0,0)"
oba Jordanovy fetizky spojime do posloupnosti (u1, vy, va)

protoze pocatky fetizki (u1,vy) tvori LN posloupnost, je i
posloupnost B linedrné nezavisld a tedy baze v R3

pro matici operdtoru f4 vzhledem k bazi B pak plati

0 0 0
(8= 0 0 1
00 0
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Odlisnost dimenzi aspon 4

v pripadé dimenzi nejvyse 3 jsme mohli pocty a délky Jordanovych
fetizkd prislusnych jednotlivym vlastnim &isliim zjistit pouze
pomoci algebraickych a geometrickych ndsobnosti téchto vlastnich
Cisel

pro operatory na prostorech dimenze aspon 4 uz se nam to nemusi
podarit

ma-li operator f : R* — R* jediné vlastni ¢islo \ s algebraickou
ndsobnosti 4 a geometrickou ndsobnosti 2, mize pro néj existovat
baze slozend bud ze dvou retizk( délky 2 a nebo z jednoho fetizku
délky 1 a jednoho retizku délky 3

jak postupovat v takovém pripadé si ukdzeme na nasledujicim
prikladu
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad v dimenzi 4

budeme hledat bazi slozenou ze Jordanovych retizk( pro operator
fa: R* — R* uréeny matici

-1 0
0 -1
-1 0
0 -1

A=

O R O
R O = O

charakteristicky polynom se rovna pr(\) = A%, jediné vlastni ¢islo
A = 0 ma algebraickou nasobnost 4

jeho geometrickd nasobnost se rovna dimenzi prostoru

10 -1 0 0 1
01 0 -1 1 0
Ker | 1 g 1 o |~ o || 1
01 0 -1 1 0
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Priklad v dimenzi 4 - pokracovani

v prostoru R* tedy bude existova baze vznikl4 spojenim dvou
Jordanovych fetizkd prislusnych vlastnimu Cislu A = 0, nevime ale
budou-li jejich délky 242 nebo 1+3

pocet Jordanovych retizk( délky aspon 2 zjistime pomoci dimenze
Ker (fo — 0 - id \)?> = Ker A2

protoze A2 = 044, plati dim(fy —0\)? = 4, co? znamen3, ze
pocet Jordanovych retizk( délky aspon?2 je aspon 4 —2 =2

hledame tedy Jordanovy retizky
fa fa
up | up ! o

fa fa
Vo ! AR (0]
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad v dimenzi 4 - dokonceni

podle souhrnu vime, ze Ker fa = (u1,v1) a Imfy = (u1,vq), tj. za
vektory (ui,vi) miZeme zvolit libovolnou bazi Ker A, napriklad
up =(0,1,0,1)" avy =(1,0,1,0)7

pak dopocteme u; tak, aby platilo f4(uz) = Auy = uy, napriklad
u; = (0,1,0,0)7

analogicky najdeme vy, pro které plati fa(v2) = Avp = vy,
naptiklad v, = (1,0,0,0)7

posloupnost B = (uy, up,vi,v2) je LN (Jordanovy fetizky s linedrné
nezavislou posloupnosti po&atkii) a tvoFi proto bazi R*; potom

[falg =

o O O o
o O o
o O O O
o= O O
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Reseni prikladu ze str. 9-12

postupnou preménu tri chemickych sloucenin jsme popsali
soustavou diferencialnich rovnic

-1 0 0
()= 1 =1 0 |x(¢)
0 1 0

s pocatecni podminkou x(0) = (1,0,0)7;  matice soustavy je

-1 0 O
A= 1 -1 0
0 1 O

jeji charakteristicky polynom je pa(A) = —A(—1 — )\)2’

vlastni cisla matice A jsou \; = —1 s algebraickou nasobnosti 1 a
Ao = 0 s algebraickou nasobnosti 1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Chemické reakce - 1. pokracovani

geometricka nasobnost vlastniho Cisla A\; = —1 je rovna dimenzi

0 00 0
Ker (A—(—=1-id))=Ker | 1 0 0 | = < -1 >
0 11

a je tedy mensi nez jeho algebaickd nasobnost, matice A neni
diagonalizovatelna

geometricka nasobnost vlastniho Cisla A, = 0 je nutné také 1 a
vlastni vektory matice A prislusné Ao = 0 lezi v

-1 0 0 0
Ker (A—0-id) = Ker 1 -1 0 :< 0 >
0 1 0

Jordan(iv kanonicky tvar 9-174




Vlastni cisla a vlastni vektory

Chemické reakce - 2. pokracovani

existuje tedy baze R3 slozena ze Jordanovych Fetizki

fa+id fa+id
up | up ! o

A
Vi ——— O

vektor uy je nenulovy vlastni vektor A prislusny vlastnimu dislu
A1 = —1 a mizeme zvolit naptiklad u; = (0, —1,1)7

protoze u; € Im(A+ ), najdeme vektor uy takovy, zZe
(A4 K)(u2) = ug, napt. up = (—1,1,0)"

vektor vi mize byt libovolny nenulovy vlastni vektor A prislusny
vlastnimu &islu A\» = 0, napt. v; = (0,0,1)7
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Chemické reakce - 3. pokracovani

0 -1 0
oznat¢ime R = (ui|up|vi) = | -1 1 0 |, potom plati
1 0 1

matice R je matice prechodu [id]} od baze B = (uy|up|vi) ke
kanonické bazi K v R3; potom plati

1 1 0
RIAR = J = 0 -1 0
0 0 0

stejné jako v pripadé soustav obycejnych diferencidlnich rovnic s
diagonalizovatelnou vyjadfime vektory x(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) "
vzhledem k bazi B

dostaneme y(t) = [x(t)]g = [id]&x(t) = R™x(t)

a také y'(t) = R71X/(t)
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Chemické reakce - 4. pokracovani

ptvodni soustavu x'(t) = Ax(t) jsme tak prevedli na soustavu

“1 1 0\ [ ()
y(t)y=Jy(t)= 0 -1 0 y2(t)
0 0 0/ \ y(t)

tu uz ¢asteCné resSit umime:
plati y5(t) = Oy3(t) a tedy y3(t) = y3(0) pro kazdé t € R
déle y5(t) = (—1)y2(t) a tedy y2(t) = y2(0)e™"

zbyva spoditat y;(t), zde vime, Ze
yi(t) = —y1(t) + ya2(t) = —ya(t) + y2(0)e ™"

nahlédneme, Ze mazeme zvolit y1(t) = y»(0)t- et +c-e !
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Chemické reakce - 5. pokracovani

dosazenim t = 0 zjistime, ze ¢ = y1(0)

dostdvame tak, ze plati

y1(t) et te7lt 0 y1(0)
yt) |=| 0 e 0 y2(0)
y3(t) 0 0 e 0t y3(0)
a protoze x(t) = Ry: a y(0) = R~!x(0), plati

y1(0) -1 -1 0 1 —1
y2(0) ) = -1 0 O 0 | = ( -1
y3(0) 1 1 1 0 1

x1(t) 0 -1 0 y1(t)

( () = -1 1 0 y2(t)

x3(t) 1 0 1 y3(t)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Chemické reakce - dokonceni

a po dosazeni za y(t) vyjde

x1(t) 0 -1 0 —e t—tet

() |=] -1 1 o0 —et

X3(t) 1 0 1 1

t].
Xl(t) et
x(t) | = tet
x3(t) —e t—te i +1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Grafy priibéhu koncentraci

x(?)
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Definice invariantniho podprostoru operatoru

definice: je-li f : U — U linearni operator na vektorovém prostoru
U, pak podprostor V < U nazyvdme invariantni podprostor
peratoru f, pokud plati pro kazdy vektor x € V, ze také f(x) € V

invariantni podprostor ¢tvercové matice A definujeme jako
invariantni podprostor operatoru f4 uréeného matici A
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklady invariantnich podprostort

kazdy operator ma dva trividlni invariantni podprostory {o} a V.

z geometrického nahledu vidime, ze rotace v R2 ma pouze trivialni
invariantni podprostory.

osova soumérnost v R? podle p¥imky (v) ma kromé trividlnich
podprostor(i jesté dva invariantni podprostory: (v) a (v)*
(ortogonalni doplnék je vzhledem ke standardnimu skalarnimu
soudinu.)

kazdy podprostor prostoru U je invariantnim podprostorem
operdtoru idy a také operdtoru t - idy pro libolny skaldr t.
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Invariantni podprostory kazdého operatoru

tvrzeni: pro kazdy linedrni operator f : U — U jsou nasledujici
podprostory U invariantni podprostory operatoru f:
1. Ker(f)
2. Im(f)
3. podprostor (u) generovany libovolnym nenulovym vlastnim
vektorem u operatoru f,

4. obecnéji, podprostor (ui,...,ux) generovany Jordanovym
retizkem (uyq, ..., ug) operdtoru f pfislusnym vlastnimu Cislu A
dikaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dalsi invariantni podprostory

tvrzeni: Jsou-li V a W dva invariantni podprostory operdtoru
f : U — U, pak jsou podprostory VNW a V + W rovnéz
invariantnimi podprostory operatoru f

dukaz:

]
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Z(zeni operdtoru na invariantni podprostor

tvrzeni: je-li f : U — U linedrni operator na konecné
dimenziondlnim prostoru U nad télesem T a V < U invariantni
podprostor operdtoru f, pak charakteristicky polynom zlzeni

g = f|y operatoru f na podprostor V déli charakteristicky
polynom operatoru f

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Duisledek

dasledek: predpokladame, ze f : U — U je operator na prostoru U
dimenze n a V je invariantni podprostor operatoru f dimenze k;
pokud ma operator f pravé n vlastnich Cisel véetné nasobnosti, pak

ma operator g = f|y : V — V pravé k vlastnich Cisel véetné
nasobnosti

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad

uvazujme operator f = f4 : R3 — R3 uréeny matici

-1 0 1
A= 0 -1 0
-4 0 3

ukazeme, e W = (u,v) = ((0,1,0)7,(1,1,2)7) je jeho invariatni
podprostor

matice z(zeni g = f|y operatoru f na podprostor W vzhledem k

bazi C = (u,v) je
2= 1)

jeho charakteristicky polynom je pg(A) = (A —1)(A+1)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pokracovani prikladu

prislusné vlastni podprostory jsou

mle=((1))e made=((5))

My = <_u + V> — <(1707 2)T>7 M_1 = <u> — <(07 170)T>

a matice operatoru g vzhledem k bazi D = ((1,0,2)7,(0,1,0)7)

podprostoru W je
p (1 0
[g]D - ( 0 -1

geometricky to znamena:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dikaz véty o Jordanové kanonickém tvaru
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Linedrni zavislost mezi mocninami matice
je-li A Ctvercova matice radu n nad télesem T pak posloupnost
_ A0 Al A2 n>—1 pn®
I, =A" A" A ... AT A
obsahuje n? + 1 prvki prostoru T"*", ktery ma dimenzi n?

tato posloupnost tedy musi byt linearné zavisla

podobné je pro kazdy linearni operator f : U — U na prostoru
dimenze n posloupnost

idy = £O,f1 fo, ... fT L

linedrnich operator na U linedrné zavisla, protoze je to
posloupnost n? + 1 prvkii prostoru Hom(U, U), ktery ma dimenzi
n? (je isomorfni prostoru T"<")
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dosazeni matice (operatoru) do polynomu

definice: je-li T je t&leso, p(t) = ap + art + apt® + --- + a,t”
polynom s koeficienty ag,...,a, v T, A ¢tvercovd matice rfadu k
nad T a f linedrni operdtor na prostoru U nad télesem T, pak
dosazenim matice A do polynomu p(t) rozumime matici

p(A) = aolk + a1A+ aA% + -+ a,A" |
dosazenim operdtoru f do polynomu p(t) rozumime operator

P(f) — aOidV+31f+a2f2 4o+ apf"

2 4
polynom pa(A) = Ao — BA — 2 a plati

priklad: redlnd matice A = ( L3 ) ma charakteristicky

pa(A) = A2 —5A — 2} =
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dosazeni matice (operatoru) do soucinu polynomd

e vV

q(t) = by + byt + bot? 4 - - + b, t™ dva polynomy s koeficienty v
télese T, pak koeficient u t¥ v souinu pg se rovna

Z a,-bj

i+j=k

jaky koeficient bude u mocniny A¥ v soucinu matic p(A) - q(A) ?

protoze p(A) = ag + a1A + a2A% 4 - - + 2, A"
a q(A) = by + b1A+ by A2 + -+ + by A™,
je koeficient u AK v soucinu p(A) - q(A) rovny

Z a,-bj

i+j=k
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Cayleyho-Hamiltonova véta

plati tedy (pq)(A) = p(A) - g(A) pro kazdou ¢tvercovou matici A
nad T a libovolné dva polynomy p(t), g(t) s koeficienty v télese T

jednoduchou indukci to mlizeme zobecnit na soucin libovolného
poctu polynomi pi(t), p2(t),. .., pi(t) s koeficienty v T

stejné tak pro libovolny linearni operator f : U — U na konecné
generovaném prostoru U nad télesem T plati také

(p1p2---pi)(f) = p1(f)p2(f) - -~ pi(F)

Cayleyho-Hamiltonova véta: je-li A ¢tvercova matice radu n nad
T (resp. je-li f linedrni operator na kone¢né generovaném prostoru
U dimenze n nad télesem T), pak pa(A) = 0 (resp. pr(f) = 0)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dilkaz Cayleyho-Hamiltonovy véty

dikaz: udélame pouze pro matice

bez dikazu pfijmeme fakt (bude dokazany ve druhém roéniku v

prednasce z obecné algebry), Ze pro kazdé téleso T existuje jeho
rozsifeni takové, ze charakteristicky polynom matice A md v tom
rozsireni n korenli v€éetné nasobnosti

budeme predpokladat, ze uz téleso T ma tuto vlastnost a matice A
ma tedy v T vlastni Cisla A1, Ao, ..., A;m s algebraickymi
nasobnostmi L, b, ..., I, pro kteréplati h + b+ ---+ 1, =n

pro charakteristicky polynom pa(\) tak plati
pa(A) = (—1)"(A = A1)t (A = A2)2 - (A = Ap)"
a také

pa(A) = (—1)"(A = Aily) (A= Xol))2 - (A= Aplp)'m
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dikaz - pokracovani

podle véty o Jordanové kanonickém tvaru existuje reguldrni matice
R radu n takova, ze

R1AR =J
kde matice J je v Jordanové kanonickém tvaru; potom
Ak = RJKR™1
pro kazdé k € N
matice J = diag(J1, J2, ..., J;) je blokové diagonalni, plati proto

Jk = diag(Jf, J5, ..., JF)
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Dikaz - druhé pokracovani

déle si uvédomime (pfipomeneme), ze pro kazdy polynom
p(t) = ap + art + apt® + - -- + a,t" plati

p(RIRTY)=R-p(J) - R
ukazeme, Ze pa(J) = Opxp; vime uz, ze
pa(J) = (=1)"(J = Aln) i (J = Xaln)2 - (U = Aln)m

zvolime libovolny diagonalni blok K v matici J, potom K = J)_ .
pro néjaké vlastni Cislo \; a k; < I; (nebot /; je soulet délek vsech
Jordanovych fetizkil operatoru f4 prislusnych vlastnimu Cislu A;)

prislusny blok v matici J — \;/, se rovna

K - >\iln — J)\,‘,k,' o )\iln — JO,k,-
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dukaz - dokonceni
vime uz, ze
i
Jovki o

to znamend, ze prislu$ny blok K v mocniné (J — \;l,)" se rovna
Ok,'Xk,'

proto se také prislusny blok K rovnd Oy k. v soucinu
(=1)"(J = M) (= Aala)2 -+ (J = Amln)™ = pa(J)

to znamenad, ze vechny diagonalni bloky v pa(J) se rovnaji nulové
matici, proto pa(J) = Opxn

a tedy také pa(A) = pa(RIR7Y) = R-pa(J)- R71 = 0pxn
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Rizeny diskrétni linearni dynamicky systém

mame dan néjaky diskrétni linedrni dynamicky systém
Xk4+1 = AX,

kde A je redlnd matice radu n

tento linedrni dynamicky systém muizeme ,fidit"

»Fizeni" mlzeme popsat pomoci jiné redlné matice B radu n a
rovnici

Xk+1 = AXk + Buyg

matici B si mGzeme predstavit jako knipl nebo joystick, vektor
ux € R" je jeho nastaveni v Case t = k, kterym muzeme ovlivnit
stav systému X1 v nasledujicim casovém okamziku t = k + 1
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Vyvoj linearnich dynamickych systémda s fizenim
budeme jeété predpokladat, ze pocatecni stav systému xg =0
mozné stavy systému v Case t = 1 jsou

x1 = Axg + Bug = Bug, kde ug € R” je libovolny vektor

jeho mozné stavy v ¢ase t = 2 jsou

Xo = Ax1 + Bu; = ABug + Bu; = ABxg + Bu;
kde ug,u; € R” jsou libovolné vektory
mozné stavy systému v Case t = 2 tedy tvori

Im (AB|B)

Jordaniiv kanonicky tvar
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pouziti Cayleyho-Hamiltonovy véty

pokud predpoklddame indukci, Ze mozné stavy systému v Case
t = k jsou

xx = AK"1Bug + A*2Buy + - - + ABuk_» + Buy_1,
kde ug,uq,...,u,_1 € R"” jsou libovolné, pak

Xk4+1 = Axy + Buy
— AKBug + A*"1Buy + - - - + A2Buy_5 + ABuy_1 + Buy

tj. dosazitelné stavy systému v ¢ase t = k + 1 tvori sloupcovy
prostor

Im(AKB|A*—1B|...|AB|B)

Cayleyho-Hamiltonova véta rika, ze A” je linedrni kombinaci
posloupnosti matic A", A"=2 .. A I,

Jordantliv kanonicky tvar
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Pouziti Cayleyho-Hamiltonovy véty - dokonceni

to znamen3, ze kazdy sloupec matice A" je linedrni kombinaci
sloupcti matic A""1, A"2 ... A I,

a také, ze kazdy soupec matice A"B je linedrni kombinaci sloupcl
matic A" 1B, A" 2B, ... AB,I,B

neboli  Im(A"B|A""1B|A"2B|---|AB|I,B)
= Im(A"~1B|A"2B|---|AB|I,B)
pro kazdé k > n tak dostavame
Im(AKB|AK=1B] ... |AB|I,B) = Im(A""1B|A"~2B]| .- .|AB|I,B)

jinak receno, kazdy stav systému, kterého mizeme nékdy v
budoucnu dosahnout, mizeme dosdhnout uz v Case t = n
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Unitarni diagonalizovatelnost - obsah

®  Unitarni diagonalizovatelnost
Definice unitarni diagonalizovatelnosti
Sdruzené linearni zobrazeni
Normalni operatory
Hermitovské a symetrické operatory
Pozitivné (semi)definitni operatory
Unitarni operatory
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Nevyhody Jordanova kanonického tvaru

zakladni nevyhodou Jordanova kanonického tvaru je numericka
nestabilita

nepatrnou zménou jediného prvku matice A se mize zcela zménit
struktura Jordanovych retizkil operatoru f4 uréeného matici A

pri¢ina spociva v tom, ze v pripadé télesa redlnych nebo
komplexnich Cisel mohou byt vektory baze slozené ze Jordanovych
retizkid ,,témér" rovnobézné

jaké dlsledky m3a ,,skoro” rovnobéznost radk(i nebo sloupct matice
A pro stabilitu numerického rfeSeni soustavy linearnich rovnic s
matici A jsme vidéli v prvnim semestru

diagonalizovatelnost matice A dava jasnou geometrickou
predstavu, jaké jsou mocniny fAk operatoru fa
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Ndsledujici dvé ¢asti

nijak ale nezarucuje, ze bdze slozend z vlastnich vektor matice A
je ortogonalni, v mnoha pripadech matic toho ani nelze dosdhnout

v nasledujicich dvou castech kapitoly o vlastnich Cislech a
vektorech se pokusime Jordaniiv kanonicky tvar ,vylepsit”

napred si ukazeme velkou tridu matic A, pro které existuje
ortonormalni baze slozena z vlastnich vektorli matice A

a v zavére€né Casti si ukdzeme, jak vyuzit ortogonalitu pro studium
operatorll f4 urcenych libovolnou redlnou nebo komplexni matici A,

kterd ani nemusi byt Ctvercova

v posledni ¢asti si také vysvétlime, proc se v grafech linedrnich
operdtor(l v této kapitole objevovaly elipsy
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Definice unitdrni diagonalizovatelnosti

definice: je-li U konecné generovany vektorovy prostor nad C
(resp. R) se skalarnim soucinem (|) a f linedrni operator na U,
pak fikdme, ze f je unitarné diagonalizovatelny (resp. ortogonadlné
diagonalizovatelny), pokud existuje ortonormalni baze B prostoru
U takovd, Ze [f]E je diagonalni

v ndsledujici vété uvedeme ekvivalentni definici unitarni
(ortogonalni) diagonalizovatelnosti podobnou ekvivalentnim
definicim diagonalizovatelnosti operatoru a existence Jordanova
kanonického tvaru, které jsme uvedli dfive v této kapitole
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Charakterizace unitdrni diagonalizovatelnosti

véta: je-li f : U — U linedrni operator na konecné generovaném
vektorovém prostoru U dimenze n se skaldrnim soucinem (|) nad
télesem C (resp. R), pak jsou ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

1. operétor f je unitdrné diagonalizovatelny (resp. ortogonalné
diagonalizovatelny)

2. operator f

» ma n vlastnich cisel v¢etné algebraickych ndsobnosti
» geometrickd nasobnost kazdého vlastniho Cisla operatoru f je
rovna jeho algebraické ndsobnosti

» pro libovolna dvé vlastni Cisla A1, A» operatoru f plati
My, L M,,
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dikaz

dikaz 2 = 1: z prvnich dvou predpokladii bodu 2. plyne, ze
operdtor f je diagonalizovatelny

v kazdém z prostorii M), mizeme vybrat ortonormalni bazi B;

spojeni téchto bazi (B1, By, ..., Bx) mad n=dimU prvk( a podle
tretiho predpokladu je to ortonormalni posloupnost v U

je to tedy LN posloupnost a proto baze v U

1 = 2: prvni dvé vlastnosti v bodu 2. plynou z predpokladu, ze f
je diagonalizovatelny

je-li B baze takova, ze [f]5 je diagonalni matice, je kazdy prvek B
nenulovy vlastni vektor f prislusny né€jakému vlastnimu Cislu A;

Unitarni diagonalizovatelnost 9-207

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni dukazu

pocet vlastnich vektor(i baze B prislusnych \; je nejvyse rovny
geometrické ndsobnosti \; a ta se rovna algebraické nasobnosti /;
vlastniho cisla \;

protoze n=h + b + --- + [, musi se pocet vlastnich vektorll v
bazi B prislusnych vlastnimu Cislu A\; rovnat /; a tedy tyto vlastni
vektory generuji cely prostor M),

pro A\; # \; jsou oba podprostory generovany riiznymi prvky baze B

protoze je baze B ortonormalni, z ortogonality mnozin generdtor(
plyne ortogonalita jejich linearnich obald, tj. My, L M, pro

A # A
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Unitarni diagonalizovatelnost a ortogonalni projekce na primky

je-li B = (v1,...,Vv,) ortonormalni baze prostoru U, pak pro
libovolny vektor x € U plati
-
x|z = ((vi[x),..., (va[x))

je-li navic baze B takovd, Ze [f]5 = diag(\1, A2, ..., \s) pro
néjaky operator f : U — U, plati

[F()]s = (A1 (Vi [x) ..., An (Va[x))"
f(x) = A1 (vi|x)vi+ -+ Ap(vp|Xx) Vv,

pro kazdé i = 1,...,n je zobrazeni p; : U — U definované
predpisem

pi(x) = (vi [x) v;
ortogonalni projekce prostoru U na pfimku (v;)

Unitarni diagonalizovatelnost
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

To znamena
to znamena, ze
f(x) = A1p1(x) + A2p2(x) + - - - + Appn(x)
pro kazdy prvek x € U, tj.
f=A1p1+ Aop2+ -+ + Anpn

to znamend, ze kazdy unitdrné diagonalizovatelny operator je
linedrni kombinaci ortogonalnich projekci do navzajem kolmych
podprostori dimenze 1

plati i opa¢nd implikace, tj. ze kazda linedrni kombinace

ortogonalnich projekci do navzdjem kolmych primek je unitarné
diagonalizovatelny operator

Unitarni diagonalizovatelnost
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Transponované a hermitovsky sdruzené Ctvercové matice

pojem sdruzeného linedrniho zobrazeni zobecnuje pojem
transponované, pripadné hermitovsky sdruzené matice

redlnd ctvercova matice A rddu n a prislusna transponovand matice
AT spliiuji pro libovolné vektory x,y € R" vztah

Alx. y =x-Ay
- znaci standardni skalarni soucin v R"
plyne to z vypoltu ATx -y = (ATx)Ty = x" Ay = x - Ay
podobné pro komplexni matici A plati

A'x-y=x-Ay ,

protoze A*x -y = (A*x)*y = x*Ay = x - Ay
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Analogie pro linearni zobrazeni

véta: jsou-li U a V konecné generované vektorové prostory nad C
(nebo R) se skalarnimi souciny (které jsou jako obvykle znaceny
(1)) a f: U — V linedrni zobrazeni, pak existuje pravé jedno
linedrni zobrazeni g : V — U takové, ze pro kazdé x e V, y e U
plati

(g(x)ly) = (x|f(y))

dikaz: napred existence

jak g definujeme:

g je linedrni:
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Definice sdruzeného linearnitho zobrazeni

diikaz jednoznacnosti

definice: jsou-li U a V konecné generované vektorové prostory nad
C (nebo R) se skalarnimi souciny a f : U — V linearni zobrazeni,
pak linedrni zobrazeni g : V — U takové, ze pro kazdé x € V,

y € U plati

(g(x)]y) = (x[f(y))

nazyvame sdruZené linearni zobrazeni k f, oznaceni: f*

priklad: (idy)* = idy, O* = O
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Sdruzeny operator k operatoru derivovani

v pripadé linedrniho zobrazeni f : U — V mezi prostory, které
nejsou kone¢né generované, nemusi sdruzené linedrni zobrazeni k f
existovat

nicméné existovat miuze

priklad: je-li U prostor vsech nekonec¢né diferencovatelnych
redlnych funkci realné proménné f na intervalu [0, 1] takovych, Ze
f(0) =f(1) =0 a D : U — U diferencidlni operétor, tj. D(f) = f’
pro kazdou funkci f € U, pak plati

Unitarni diagonalizovatelnost 9-214




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Matice sdruzeného linearniho zobrazeni

tvrzeni: je-li f : U — V linedrni zobrazeni, kde U a V jsou konecné
generované komplexni (resp. redlné) vektorové prostory se
skalarnim soucinem, je-li dale B ortonormalni baze prostoru U a C
ortonormalni baze prostoru V, pak plati

15 = ([f1¢)'

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Sdruzené zobrazeni ke zobrazeni uréenému matici

tvrzeni: pro libovolnou komplexni (resp. redlnou) matici A typu
m x n plati

(fA)* = fA* (resp. (fA)* = fAT)

kde sdruzovdni na levé strané je vzhledem ke standardnimu
skalarnimu soucinu

dukaz:

]
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Jednoduché vlastnosti sdruzovani

tvrzeni: jsou-li U, V konec¢né generované vektorové prostory se
skaldrnim souc¢inem nad C (resp. R), jsou-li ddle f,g: U — V
linedrni zobrazeni a a € C (resp. a € R), pak plati

1. f**=f

2 (Fre) =F+g

3. (af)* = af*

4 () =g'F"

5. je-li f izomorfismus, pak je f* izomorfismus a plati
(f_l)* — (f*)_l

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Sdruzovani vlastnich &isel

tvrzeni: je-li U konecné generovany komplexni (resp. realny)
vektorovy prostor se skalarnim soucinem (|) a f je linearni
operator na U, pak A € C (resp. A € R) je vlastni Cislo operatoru f
pravé tehdy, kdyZ je X (resp. \) vlastni &islo operdtoru f*

dukaz:

]
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Priklad

priklad: redlnd matice

-3 -1
(7))
ma vlastni Cisla 1 a —2 a prislusné podprostory vlastnich disel
My ={((-1,4)"), Mo =((-1,1)7)

transponovana matice AT ma stejna vlastni &isla a My = ((1,1)7),
M_p=((4,1)")
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice normalnich operator(i a matic

definice: operator na komplexnim (resp. realném) prostoru U se
skaldrnim soucinem (|) se nazyvd normalni, pokud f*f = ff*

definice: komplexni (resp. redlnd) ¢tvercovd matice A se nazyva
normalni, pokud A*A = AA* (v redlném pfipadé mizeme psat
ATA = AAT)

snadno nahlédneme, ze matice A je normalni pravé kdyz je
normalni operdtor f4 ur¢eny matici A

priklad: mezi normalni matice patfi unitarni (ortogonalni) matice a
hermitovské (symetrické) matice

mezi normalni operatory patfi proto unitarni (ortogonalni)
operdtory a hermitovské operdtory
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zakladni vlastnosti normalnich operatort

priklad: redlnd matice

1 1 0
A= 0 1 1
1 0 1
je normalni, protoze
2 11
ATA=AAT =11 2 1
1 1 2

matice A neni symetricka, antisymetrickd, ani ortogondlni

skalarni ndsobek normélniho operatoru (matice) je opét normalni,
soucet nebo slozeni (soucin) dvou normalnich operatord (matic)
normalni byt nemusi
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dalsi vlastnosti

pokud ale oba operdtory (matice) komutuji, pak je i jejich soucet a
slozeni (soucin) normalni

ukazeme si pouze specialni pripad

tvrzeni: je-li f normalni operator na komplexnim (redlném)
vektorovém prostoru U a t € C (t € R), pak je operdtor f — tidy
také normdlni

dukaz:

]
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

A dalsi vlastnosti

tvrzeni: je-li f normalni operator na komplexnim (resp. redlném)
vektorovém prostoru U se skalarnim soucinem a v € U, pak plati

IF Q)= {17 (v)]

dukaz:
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Vlastni vektory normalnich operatort

tvrzeni: je-li f normalni operator na komplexnim (resp. redlném)
vektorovém prostoru U se skaldrnim soucinem, A € C (resp.

A €R) aveU, pak v je vlastni vektor operatoru f prislusny
vlastnimu cislu A\ pravé tehdy, kdyz je v vlastni vektor operatoru f*

prislusny vlastnimu cislu A

dukaz:

]
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Vlastni cisla a vlastni vektory
Spektralni véta pro normalni operatory

véta: je-li U konec¢né generovany vektorovy prostor nad C se
skalarnim soucinem a f linedrni operator na U (resp. necht A je
¢tvercova matice nad C), pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

1. operator f (resp. matice A) je normalni

2. operator f (resp. matice A) je unitarné diagonalizovatelny (-3)
dikaz: 2. = 1.
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Dikaz opacné implikace

1. = 2. pouzijeme matematickou indukci podle n = dim U

je-li n =1, pak kazdy operator f : U — U je jak unitarné
diagonalizovatelny tak normalni

je-li n > 1, pak induk¢ni predpoklad je, ze kazdy normdlni operdtor
na néjakém prostoru dimenze n — 1 je unitarné diagonalizovatelny

operator f je definovany na komplexnim prostoru, ma tedy aspon
jedno vlastni Cislo A a zvolime libovolny vlastni vektor u,, operatoru
f pFislusny A a zvolime jej tak, aby |ju,|| =1

ukazeme, ze W = uﬁ je invariantni podprostor operatoru f
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dokonceni diitkazu opacné implikace
protoze W je ortogonalni doplnék prostoru (u,) dimenze 1, je
dmW =n-1
pouzijeme indukéni predpoklad na z(zeni f|y, operatoru f na
podprostor W

podle ného existuje ortonormalni baze C = (u,uy,...,u,_1)
prostoru W tvorena vlastnimi vektory operdtoru f

posloupnost B = (uy, uz,...,u,_1,u,) je pak také ortonormalni,
proto také linedrné nezdvisld, a tedy baze, slozena z vlastnich
vektor(l operatoru f

upozornéni: normalni redlnd matice je tedy unitdrné
diagonalizovatelnd nad C, obecné ale nemusi byt unitarné
diagonalizovatelna nad R

pozd€ji ukdzeme, Ze redlnd matice je unitarné diagonalizovatelnd
nad R pravé kdyz je symetricka
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad
priklad: vidéli jsme uz, ze redlnd matice
1 10
A=\ 01 1
1 0 1

je normalni; jeji charakteristicky polynom
pa(t) = —t3 +3t2 =3t +2 = —(t = 2)(t* —t + 1)
ma pouze jeden redlny kofen A = 2 ndsobnosti 1, matice A tedy

neni unitdrné diagonalizovatelnd nad R

chapejme nyni A jako matici nad C, podle spektralni véty pro
normalni operdtory je matice A unitarné diagonalizovateln3

ma tri vlastni cisla

1 V3. —_1 V3
)\1—2,)\2—54—7/,)\3—)\2—5—7/
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Definice hermitovskych a symetrickych operatort

dilezitym specidlnim pripadem normalnich operdtori( jsou
hermitovské (symetrické v redlném pripadé) operatory

definice: operator na komplexnim (resp. realném) prostoru U se

skaldrnim soucinem se nazyva hermitovsky (resp. symetricky),
pokud f* = f

komplexni (resp. redlnd) matice A ¥adu n je hermitovska (resp.
symetrickd) pravé kdyz je operator f4 na aritmetickém prostoru C”
(resp. R") hermitovsky (resp. symetricky) vzhledem ke
standardnimu skaldrnimu soucinu
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Spektralni véta pro hermitovské operatory

véta: je-li U konecné generovany vektorovy protor nad C se
skaldrnim soucinem a f linedrni operator na U (resp. je-li A
¢tvercova matice nad C), pak je ekvivalentni

1. operator f (resp. matice A) je hermitovsky (-3)

2. operator f (resp. matice A) je unitarné diagonalizovatelny (-3)
a vSechna jeho (jeji) vlastni ¢isla jsou realnd

dikaz: 1. = 2. je-li f hermitovsky operator, je normalni

podle spektralni véty pro normalni operdtory je unitdrné
diagonalizovatelny

zbyva dokdzat, ze jeho vlastni Cisla jsou realnd

je-li X vlastni Cislo f a x # o vlastni vektor pfislusny A, pak je také
prislusny vlastnimu cislu A operdtoru f* = f; proto A = A
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dikaz opacné implikace

2.=1. 1z predpokladu, ze f je unitarné diagonalizovatelny plyne,
Ye existuje baze B v U takova, Ze [f]§ = D, kde D je diagonalni

na hlavni diagonale matice D jsou vlastni Cisla operatoru f, to
znamena, ze D je redlnd matice a D* =D

potom plati
718 = (I1§) = D" =D =

odtud plyne f* = f a tedy f je hermitovsky operator

Unitarni diagonalizovatelnost
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Spektralni véta pro symetrické operatory

véta: je-li U konecné generovany vektorovy prostor nad R se
skaldrnim soucinem a f linedrni operator na U (resp. je-li A
¢tvercova matice nad R), pak je ekvivalentni

1. operétor f (resp. matice A) je symetricky (-3)
2. operator f (resp. matice A) je ortogonalné diagonalizovatelny
(-a)

dukaz: 1. = 2. dokazeme maticovou verzi

je-li A redlnd symetrickd matice, je také hermitovska jako matice
nad C

podle spektralni véty pro hermitovské operdtory je tedy unitdrné
diagonalizovatelnd nad C a vSechna jeji vlastni Cisla jsou redlna
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dokonceni dukazu

proto ma n vlastnich Cisel véetné nasobnosti, algebraicka ndsobnost
kazdého vlastniho &isla se rovna jeho geometrické nasobnosti a
prostory M) vlastnich vektor A prislusnych riiznym vlastnim
Cislim A jsou navzdjem ortogonalni

pro kazdé vlastni Cislo A ma prostor My = Ker (A — \l,) dimenzi
(nad C) rovnou geometrické nasobnosti Cisla A

feSime-li soustavu homogennich lineadrnich rovnic s matici A — A/,
nad R, bude mit jeji nulovy prostor tutéz dimenzi nad R jako nad C

proto je také geometrickd nasobnost vlastniho Cisla A matice A nad
R stejnd jako nad C

a nakonec kolmost prostorit M pro riiznd A nad R (vzhledem ke
standardnimu skaldrnimu soucinu) plyne z jejich kolmosti nad C

2.= 1. se dokdze stejné jako v pripadé dikazu predchozi
spektralni véty pro hermitovské operatory

Unitarni diagonalizovatelnost
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Priklad
pro symetrickou matici
0 1 0
A= 1 0 0
0 01

najdeme ortonormalni bazi R3 slozenou z vlastnich vektort
matice A

charakteristicky polynom pa(A\) = (1 — A)(A? — 1), vlastni &isla A
jsoula—1

prostory vlastnich vektor( jsou

M = <(17 170)T7 (0707 1)T>7 M_1 = <(17 _170)T>

Unitarni diagonalizovatelnost
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pokracovani prikladu

v prostoru M je ortonormalni baze napriklad (vi,v2), kde

/2 1 0
V]_—T 1 , Vo — 0
0 1

baze B = (v, v2,v3) je ortonormalni baze prostoru Re® slozena z
vlastnich vektorl matice A
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zapis pomoci rozkladu matice

vektory baze B zapiseme do sloupcli matice

V2 V2
30 7
0 1 0

matice @ je ortogonalni, proto Q1=Q7Ta
QR 1AQ = QTAQ = diag(1,1, 1)

posledni rovnost mizeme také zapsat jako rozklad matice A

2o 2 10 0 22
A=| v2 o 2 01 0 0 0 1
01 0 0 0 -1 V2 _¥2
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Definice pozitivné definitnich operator(i

hermitovské (symetrické) operatory maji jednu pfijemnou vlastnost

je-li f hermitovsky operator na U, pak pro libovolny vektor x € U
plati

(x[f(x)) = (F(x) [x) = {f(x) [x) = (x|f(x))

to znamenad, ze (x|f(x)) je vzdy redlné Cislo

definice: operator f na konecné generovaném komplexnim (resp.
redlném) prostoru U se skalarnim soucinem se nazyva

e pozitivné definitni, pokud je hermitovsky (resp. symetricky) a
pro vsechna o # x € U plati (x|f(x)) >0

e pozitivné semidefinitni, pokud je hermitovsky (resp.
symetricky) a pro vSechna x € U plati (x|f(x)) >0
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice pozitivné (semi)definitnich matic

pro matice opét vyjdeme z operdtoru urceného matici a
standardniho skalarniho soucinu

definice: ¢tvercovad matice A nad C (resp. R) se nazyva

e pozitivné definitni, pokud je hermitovska (resp. symetrickd) a
pro vSechna o # x € C" (resp. R") plati x*Ax > 0

e pozitivné semidefinitni, pokud je hermitovska (resp.
symetrickd) a x*Ax > 0 pro kazdy vektor x € C" (resp. R")

mnoho praktickych Gloh vede na feSeni soustav linedrnich rovnic s
pozitivné (semi)definitni matici
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Vlastni cisla a vlastni vektory
Priklad

priklad: pro libovolnou redlnou matici A typu m X n je matice
AT A symetricka, nebot (ATA)T = AT(AT)T = ATA

pro kazdy vektor x € R" plati
xTAT Ax = (Ax) T (Ax) = ||Ax||> >0

matice AT A je pozitivné definitni, ma-li soustava Ax = o pouze
nulové FeSeni, coz je pravé kdyz rank(A) = n, a to je pravé kdyz
posloupnost sloupcovych vektori A je linedrné nezavisla

podobné pro kazdou komplexni matici A typu m X n je matice A*A
nejen hermitovska, je také pozitivné semidefinitni

je navic pozitivné definitni prdvé kdyz je posloupnost sloupcovych
vekter(i A linedrné nezavisla
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pozitivné (semi)definitni operatory a vlastni Cisla

priklad: pro kazdou redlnou matici A typu m X n a diagonalni
matici C = diag(cy, ¢, ..., cn) prepiseme soudin

AT CA = (DA)T DA,

kde D = diag(\/c1, /2, ..., /Cn). coz dokazuje, ze také soucin
AT CA je pozitivné semidefinitni

pozitivné (semidefinitni) operatory miizeme mezi hermitovskymi
(symetrickymi) operatory poznat podle vlastnich Cisel

véta: hermitovsky (symetricky) operator f : U — U na komplexnim
(redlném) vektorovém prostoru U se skalarnim soucinem je
pozitivné definitni (resp. semidefinitni) pravé tehdy, kdyz jsou
vsechna vlastni Cisla operatoru f kladna (resp. nezdporna)
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dikaz

dikaz =-: je-li A vlastni Cislo operdtoru f a v # o vlastni vektor f
prislusny A, pak

(vIf(v)) = (v[Av) = A{v|v) = Allv|]?
protoze ||v|| > 0, je A > 0, je-li f pozitivné definitni, a A > 0, je-li
f pozitivné semidefinitni
< protoze je f hermitovsky, existuje baze B prostoru U slozena z
vlastnich vektorll operatoru f takova, ze
[f15 = diag(A1, A2,..., An) =D

pouzitim tvrzeni o vypoctu skaldrniho soucinu vektori pomoci
jejich souradnic vzhledem k ortonormdlni bazi dostaneme pro kazdé
xeU

(x[f(x)) = (Ix]8)" [f(x)]s = ([x]5)" [f]E[x]s = ([x]8)" DIx]s
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Dokonceni dikazu
oznacime-li [x]g = (x1,x2,...,x,) ", pak
([Xl8)" Dlxlg = Ax|x|f + Xofx|* + -+ + Anlxal?

odtud usoudime, ze (vzhledem k tomu, Ze t; > 0 pro kazdé
i=1,2,...,n) (x|f(x)) >0 pro kazdé x € U, pokud je f
pozitivné semidefinitni

a ze (x|f(x)) > 0 pro kazdé x £ 0, pokud je f pozitivné definitni

priklad: redlné symetrické matice

CHNCHINCH
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Pozitivné semidefinitni operator z libovolného LZ

zobecnénim prikladu ze str. 9-239 je nasledujici

tvrzeni: jsou-li U, V vektorové prostory se skalarnimi soudiny a
f : U — V linearni zobrazeni, pak je operator f*f pozitivné
semidefinitni

dukaz: protoze (f*f)* = f*(f*)" = f*f, je operdtor f*f
hermitovsky

pro kazdy vektor v € U pak plati
(v[f*f(v)) = (Ff(vv) = (F(v) [f(v)) = [[f(v)]* > O
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ekvivalentni definice unitarnich operatort

unitarni linedrni zobrazeni jsem definovali uz na str. 8-84 a nékolik
riiznych ekvivalentnich definic je na ndsledujici str. 8-85

pro operatory f : U — U uvedeme jesté jednu ekvivalentni definici

tvrzeni: operator f na konecné generovaném prostoru U nad C
(resp. R) je unitarni (resp. ortogonalni) pravé tehdy, kdyz f* = f~!

dikaz =-: je-li operdtor f unitarni, je prosty a tedy existuje
inverzni operator f~1; potom plati pro kazdé x,y € U

(FHx) ly) = (FH(x) [f(y)) = (x|f(y))
atedy f~1 =f*

«: plati-li naopak f* = f~!, pak pro kazdé x € U je

IECI = VF) (%)) = {FF(x) [x) = /(x[x) = [Ix]]

coz dokazuje, Ze zobrazeni f je unitarni
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Charakterizace unitarnich operatorii pomoci vlastnich cisel

kazdy unitdrni operator f : U — U na konecné generovaném
prostoru U je tedy normdlni, proto je unitarné diagonalizovatelny a
muizeme jej mezi normalnimi operatory charakterizovat pomoci
vlastnich Cisel

véta: je-li U kone¢né generovany vektorovy protor nad C se
skalarnim soucinem a f je linedrni operator na C (resp. je-li A je
Ctvercova matice nad C), pak je ekvivalentni

1. operétor f (resp. matice A) je unitarni

2. operator f (resp. matice A) je unitarné diagonalizovatelny (-3)
a pro vSechna vlastni ¢isla A € C plati |A| =1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dikaz

dikaz 1.=-2.: je-li f unitdrni, je normalni a tedy unitarné
diagonalizovatelny

pro kazdé vlastni Cislo A a vlastni vektor v # o prislusny \ plati
f(v) = Av a z unitdrnosti f plyne

vl = (£ ()l = [[Av]l = [Al[v]]
atedy [\ =1
2.= 1. z predpokladll plyne existence ortonormalni bdze B v U

takovd, e [f]B = D, kde D = diag(A1, A2,...,Ay) a |A\i| =1 pro
kazdé i =1,2,...,n

pro kazdy vektor x € U
pak pIati [f(x)]B = [f]g[x]g = ()\1X1, )\QXQ, cey )\an)T,
kde [x]g = (x1,X2,...,X,)" a tedy
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dokonceni diikazu
IE&)I1? = ([F)]B)" [F(x)] = [l + - + [An[*]xal?
= ([x]8)" [xlg = [Ix|?,
coz dokazuje, ze f je unitarni

dale budeme zkoumat ortogonalni operatory na prostorech R? a R3
se standardnim skalarnim soucinem

dimenze 2: je-li f : R? — R? ortogonalni operator, ozna¢ime
A = [f]X, matice A je redlna ortogonalni matice podle tvrzeni
na str. 8-88

matice A podle téhoZ tvrzeni uréuje unitarni operator f4 : C> — C?
a pro kazdy vektor x € R? plati f(x) = fa(x) € R?

protoze je fa unitarni operator, je unitarné diagonalizovatelny (nad
C) a vsechna vlastni Cisla operatoru fa, tj. vlastni ¢isla matice A,
jsou v absolutni hodnoté rovna 1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ortogonadlni operatory v dimenzi 2

bud jsou obé redlnd a nebo je to dvojice komplexné sdruzenych
komplexnich Cisel

existuje ortonormalni baze B = (v1,v,) v C? takova, ze
[fA]g = diag()\l, )\2)

nastane proto jedna z ndsledujicich moznosti

e obé vlastni Cisla jsou rovna 1, prvky baze B miizeme vybrat v
R? a operator f je identicky

e obé vlastni Cisla jsou rovna —1, operator f je stredova
symetrie se stfedem v pocatku

e jedno vlastni Cislo je 1 a druhé —1, operator f je v tom
pripadé€ osovd symetrie s osou generovanou nenulovym
vlastnim vektorem pfisluSnym vlastnimu cislu 1

e komplexné sdruzend rizna vlastni ¢isla A\{ = cos¢ + i sin¢ a
Mo =\=cos¢p—ising
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Vlastni cisla a vlastni vektory
Ortogonalni operatory v dimenzi 2 — pokracovani

je-li vi = (a+ bi, c + di) vlastni vektor f4 pfislusny A1, pak uz
vime (str. 9-94 a nasledujici), ze v; = (a — bi, ¢ — di) je vlastni
vektor f prislusny A

vime odtud také, Ze redlné vektory w; = 2 Rev; = 2(a, ¢) a
wy = —2Imvy; = —2(b, d) tvofi bazi C = (w1, w>) prostoru R? a

matice
_( cosg —sing
[fle = ( sing  cos ¢ )

protoze je operator fa unitarné diagonalizovatelny, jsou vektory vy
a vi ortogonalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu, tj.

v’l‘vl—(a—ib,c—id)( j::.g)
=a?—b*>+c?—d?>—2i(ab+cd) =0
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ortogonalni operatory v dimenzi 2 — dokonceni
proto ab + cd = 0, odkud plyne kolmost vektori wy | wo
posloupnost C je proto ortogonalni bize R?

dale ||w1|| = va® + c? = vV b? + d? = |wy||, baze

D = (wy/|lwil[,w2/||w2]||) v R? je proto ortonormalni a
[f]D [ cos®p —sing
D=\ sing coso
protoze stredova symetrie je rotace o uhel 7 a identické zobrazeni

je rotace o thel 0, mGzeme vysledky o ortogondlnich operdtorech v
R? shrnout

tvrzeni: kazdé ortogonalni zobrazeni f v prostoru R? se
standardnim skaldrnim soucinem je bud rotace nebo reflexe, rotace
je to pravé kdyz det[f]g = 1 a reflexe je to pravé kdyz

det[f]5 = —1, kde B je libovoln4 baze R?
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Ortogondlni operdtory v dimenzi 3

protoze slozeni dvou ortogonalnich (unitarnich zobrazeni) je opét
ortogonalni (unitarni), s pouzitim véty o soucinu determinantu
dostavame

dusledek: sloZeni dvou rotaci v R? je opét rotace, slozeni dvou
reflexi je rotace a sloZeni rotace s reflexi (v libovolném poradi) je
opét néjaka reflexe

dimenze 3: nyni predpokldddme, Ze f : R3 — R3 je ortogonalni
operétor a [f]K = A

redlnd matice A urcuje unitdrni operator f4 na prostoru C3

podle charakterizace unitarnich operator( je f4 unitdrné
diagonalizovatelny, tj. existuje ON baze B = (vi, V2, Vv3) prostoru
C3 sloZena z vlastnich vektor operatoru fa, tj. matice A, a navic
vsechna vlastni Cisla f4 maji absolutni hodnotu rovnou 1

Unitarni diagonalizovatelnost

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ortogonalni operatory v dimenzi 3 — pokracovani

charakteristicky polynom pa(A) je polynom stupné 3 s redlnymi
koeficienty

operator f4 ma tedy bud tfi redlnd vlastni Cisla (rovna +1) nebo
jedno redlné vlastni Cislo A a dvé komplexné sdruzena komplexni
vlastni &isla e'® = cos¢ + ising a e~'? = cos¢ — isin @

napred se vypordddme s pripadem jednoho redlného vlastniho disla
A, mizeme predpokladat, ze v; je vlastni vektor f4 pFislusny A, ten
mulzeme zvolit také redlny

podprostor (v,v3) C C3 je invariantni podprostor operatoru f

z(zZeni operatoru f4 na podprostor (vo,v3) je unitarni operator s
vlastnimi &isly e’ a e~

Unitarni diagonalizovatelnost




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ortogonadlni operatory v dimenzi 3 — druhé pokracovani

z popisu ortogonalnich operatorii na R? vime, ze C = (wy, w»)
sestava z redlnych vektortl a je ortogonalni bize C?, a
(wi/[|wil][,w2/||w1]|) je ON baze v C, takova, ze matice z(zeni f,
na podprostor (v, v3) vzhledem k této bazi se rovna

cos¢g —sing

sin¢  cos ¢
posloupnost D = (vi,ws/||wi][,w2/||w1]|) sestava s redlnych
vektor(l, je ON baze v C3 a proto také v R3, pro kterou v pripadé,

e \ = 1 plati
1 0 0
[FIE=1[fa]lB=| 0 cos¢ —sing
0 sing coso
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ortogonalni operatory v dimenzi 3 — treti pokracovani
operator f je tedy rotace kolem osy (vi) o thel ¢

je-i A = —1, plati

-1 0 0
[f]1E = 0 cos¢p —sing
0 sing coso
protoze
-1 0 0 -1 0 0 1 0 0
0 cosp —sing | = 0O 1 0 0 cos¢p —sing
0 sing coso 0 0 1 0 sing coso

je f sloZzenim rotace kolem osy (v1) s reflexi vzhledem k roviné

{vi}+
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Vlastni cisla a vlastni vektory
Ortogonalni operatory v dimenzi 3 — Ctvrté pokracovani

jsou-li vSechna vlastni Cisla operatoru f4 redlnd, mizeme zvolit
ortonormalni bazi B v C3 slozenou z redlnych vektor( a matice
[f15 = [fa]2 m4 (aZ na poradi prvkii na hlavni diagonéle) jeden z

tvarl
1 00 1 0 O 1 0 0 -1 0 0
O 10|,/ O1 O 0 0 -1 0 : 0O -1 0
0 01 0 0 -1 O 0 -1 0 0 -1

v prvnim pfipadé jde o identické zobrazeni (tj. rotaci o Ghel 0
kolem jakékoliv osy), ve druhém pfipadé jde o zrcadleni vzhledem k
roving (vi,vs) = {v3}*, ve tietim pripadé jde o rotaci kolem osy
(v1) o Ghel 7 a ve ¢tvrtém pripadé jde o slozeni této rotace se
zrcadlenim uréenym rovinou (va,v3)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Ortogonalni operatory v dimenzi 3 — dokonceni

dokazali jsme tak

tvrzeni: kazdé ortogonalni zobrazeni v euklidovském prostoru R3 je
bud rotace kolem néjaké osy, ortogonalni reflexe vzhledem k néjaké
roviné a nebo slozeni rotace s ortogonalni reflexi

rotace je to pravé tehdy, kdyz determinant matice tohoto zobrazeni
vzhledem k jakékoliv bazi je rovny 1

dusledek: sloZeni dvou rotaci v R3 je zase rotace v R3 sloZeni
dvou reflexi je rotace (osa rotace je rovna priniku rovin reflexi)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Singuldrni rozklad - obsah

B Singularni rozklad
Priklad singularniho rozkladu
Véta o singularnim rozkladu
Singularni rozklad matice
RGzna pouziti singuldrniho rozkladu
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zobrazeni uréené diagondlni matici

podivame se na linedrni zobrazeni f4 : R? — R? uréené matici

(5 5)

je-li x = (x1,x2) T prvek jednotkové kruznice v R?,
tj. [|x|| = x? + x2 = 1, pak jeho obraz

(3)-6(3)- (G H)(3) ()
y2 Z. 0 b % bxa
spliuje rovnici
2 2
Y Y
3—12 + b_22 = x12 + X22 =1
vektor y = fa(x) tedy leZi na elipse s délkami poloos |a| a |b]

poloosy jsou ve smérech vektori e; (délka |a|) a e> (délka |b|)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Zobecnény elipsoid

definice: jsou-li a1, a2,...,a, > 0 realnd Cisla a
B = (u1,uy,...,u,) ON baze v prostoru U se skaldrnim soucinem,
pak mnozinu vSech vektor x € U jejichz souradnice
_ T cnl®iii
[X]g = (x1,%2,...,%n)" spliiuji
2 2 2
xa® | xe [ x|
>+ —+- -+ —5 <1

aj as as
nazyvame zobecnény elipsoid v U, Cisla a1, a0, ..., a, jsou délky
poloos elipsoidu, vektory ui, us, ..., u, jsou sméry poloos

priklad: podivime se na zobrazeni f4 : R> — R? urdené matici

A_L(4Ve+V2 4v6—V2
_5(4ﬁ—ﬁ 4ﬁ+%)

matici A mGzeme vyjadrit jako soudin tri matic
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Geometrické vyjadreni

A= (R3S (2 )

geometricky:
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Vlastni cisla a vlastni vektory
Algebraicky zapis

rozklad matice A zapiseme ve tvaru A= U X VT, kde
Y =diag(2,1/2) a

- (37 ) (3 90

jsou ortogonalni matice; plati proto také V' = Vv—1

pro sloupce matic U = (uz|uz) a V = (vi|vp) plati
fA(Vl) = AV1 =UX VTV1 = 2U1

fA(Vz) = AV2 = UZ VTV2 = %U2

(vi,v2) a (ug,up) jsou ON baze v R?

vektor v; se zobrazenim f4 zobrazi do sméru vektoru u; s
koeficientem o}, kde o; je prvek na misté (i, i) diagonalni matice X
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Obdélnikové diagonalni matice

ukazeme, ze uvedenym zplisobem lze rozlozit jakoukoliv redlnou
nebo komplexni matici

nejdrive zobecnime pojem diagondlni matice na matice libovolného
obdélnikového typu

definice: fikime, Ze matice D = (djj) typu m X n je obdélnikova
diagondlni matice, pokud dj = 0 kdykoliv i # j (kde
ied{l,....,m}, je{l,...,n})

obdélnikovou diagonalni matici budeme zapisovat
D = diag(di1, - - -, d,) nebo podrobnéji

D = diag,,«,(d11,...,d)

je-li r < min(m, n), rozumi se, ze zbylé diagonalni prvky dyx = 0
pro k > r
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Priprava
je-li A redlna (nebo komplexni) matice typu mx na A= UX V'
pro ortogonalni (nebo unitarni) matice V = (vi|va|...|v,),
U = (ui|uy]...|uy) a obdélnikovou diagonalni matici
Y = diag,,.,(01,02,...,0,) s nezdpornymi redlnymi Cisly o; na

hlavni diagondle, pak plati
Av;=o;u; pro i=1,2,...,r, Avi=0 pro i >r

posloupnosti B = (vi,va,...,v,) a C = (ug,up,...,uy) jsou ON
baze v C" a C™ (nebo R” a R™), pro které

[fA]g = diagmxn((fl, g2, ... ,O'r)

zobrazeni (fa)*fa je pozitivné semidefinitni a

[(fa)*falg = [(fa)]5 [falé = T* X = diag, (o1, 03, ..., 07)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Singuldrni rozklad

véta o singularnim rozkladu: jsou-li V a U konecné generované
komplexni nebo redlné vektorové prostory se skaldrnim soucinem a
f : V — U linearni zobrazeni, pak existuji ON baze B prostoru V a
ON béze C prostoru U takové, Ze [f]2 je obdélnikové diagonalni
matice s nezdpornymi prvky na hlavni diagonale

dukaz: oznacime n=dimV a m=dimU

operdtor f*f : V — V je pozitivné semidefinitni a podle spektralni
véty pro hermitovské (symetrické v redlném pripadé) operatory
existuje ON baze B = (vi,va,...,v,) ve V takova, ze

[F*f]5 = diag(A\1, M2, ..., An) @ A; >0 pro kazdé i =1,2,....n

necht r z vlastnich &isel \; je nenulovych a usporddame je podle
velikosti

AM>X>-> A >0
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Pokracovani dikazu
pro i € {1,...,r} oznatime o; = /A a u; = o; 1f(v;)
pak pro libovolna i,j € {1,...,r}, plati

(i luy) = (o7 F(wi) |07 M (wg) ) = o7 Mo (F () [F(w)))

= O‘i_laj_l <f*f(v,-) |Vj> = Oi_laj_l)\,’ (v,- ‘Vj> = 5,‘j

z toho vyplyva, Ze pro i # j jsou vektory u;,u; € U na sebe kolmé

navic (u; ju;) = o7 ?)\; = 1, takZe ||lu;|| = 1 pro kazdé
i=1,2,...,r
muazeme tedy posloupnost (ug, uy,...,u,) doplnit na ortonormalni
bazi C = (uy,...,u) prostoru U
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dokonceni dukazu

proi € {1l,...,r} je f(v;) = o;u;, neboli [f(v;)]c = o;e;
pro i > r je [f(v;)]c = o, proto
[f18 = diag,,. ,(01,...,0,,0,...,0)

Ze 07,05,...,0% ] S ; el
rotoze %, %, ,02 jsou vechna nenulova vlastni &isla

operdtoru f*f vcetné algebraickych nasobnosti, jsou urcena
operdtorem f jednoznacné

baze B a C operatorem f jednoznacné uréené nejsou

definice: plati-li pro operator f : V. — U a ON baze Bve V a C
v U, Ze [f]B = diag,,n(01,02,...,0,), kde

o1>0p>--->0, >0, pak Cisla 01,09, ...,0, nazyvdme
singularni hodnoty operatoru f
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Geometricky vyznam prvk( bazi B, C

je-li f:V—> U, B=(vq,v2,...,v,) ON baze ve V,
C = (ug,up,...,uy) ON baze v U a

[f12 = diag,,,(01,02,...,0/)
pak 01,07, ...,0, jsou vSechny nenulové singularni hodnoty f a
f(vi)=oju; pro i=12....r, f(vj)=0 pro i>r
to znamena, ze
Imf = (uj,uy,...,u,) atedy dim(Imf)=r
a dale to znamena, ze

dim(Kerf)=n—r atedy Kerf = (V,y1,Vr42,...,Vp)
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Geometricky vyznam singularniho rozkladu 1
plati [f(x)]c = [f]2 [x]g pro kaZdy vektor x € V

je-li [X]g = (x1,x2,...,x,) ", pak

[F()]c=[f1¢[x]e =(y1,y2, - s ym) " =(01x1,02%0, ..., 0%, 0,...,0)

g

m slozek
vektor x je prvek jednotkové koule ve V pravé kdyz

X2+ x5+ + x5 <1

pak pro soutadnice [f(x)]c = (y1,¥2,-..,ym)" plati

2 2 2
A2 42
01 05 Oy
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Geometricky vyznam singuldrniho rozkladu 2

to znamena, ze

e obraz jednotkové koule ve V je zobecnény elipsoid v

podprostoru (uj,up,...,u,) < U
e singuldrni hodnoty 1,05, ...,0, jsou délky poloos tohoto
elipsoidu

e u; je smér poloosy délky o;

e v; je vektor prostoru V, ktery se zobrazenim f zobrazi do
sméru u; poloosy délky o;

e hodnotu f(x) pro x € V lze vyjadrit jako

f(x) = oixiur +o2xoUz + -+ + o XU,

= o1 (vi|x)ug + o (v2 |X)uz + -+ o, (v, |x) u,
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Unitarni diagonalizace a singuldrni rozklad 1

je-li f : V — V operator na kone¢né generovaném prostoru se { |),
pak je normalni pravé kdyz existuje ON baze B = (v1,v2,...,Vp)
ve V, pro kterou plati [f]5 = diag(\1, A2, ..., An)

singuldrni hodnoty linedrniho zobrazeni f jsou druhé odmocniny
nenulovych vlastnich Cisel operatoru f*f:

[F*f15 = [f*]5[f]5 = diag(\1,..., \n)diag(A1, ..., \n)
= diag(\A1|2,...,\>\n|2)

poznamka: singularni hodnoty normalniho operdtoru f : V — V se
rovnaji absolutnim hodnotam jeho nenulovych vlastnich cisel

z diagonalizace [f]5 = diag(A1, A2, - .., An) normalniho operatoru
f také dostaneme snadno jeho singularni rozklad
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Unitdrni diagonalizace a singuldrni rozklad 2

budeme predpokladat, ze vlastni Cisla normalniho operatoru f jsou
jiz usporddana podle velikosti jejich absolutnich hodnot, A1,..., A,
jsou nenulova

je-li A\j nenulové vlastni Cislo operdtoru f, pak polozime

uj = (Ai/[Ai|)v;

posloupnost (ug, up,...,u,) je ON a mizeme ji proto doplnit do
ON béze C = (ug,up,...,u,,upy1,...,u,) prostoru V
potom [f]8 = diag,,.,(|\1], [A2]s - - ., |Ar]) je singuldrni rozklad f

v pripadé pozitivné definitniho operatoru f diagonalizace a
singuldrni rozklad splyvaji
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Singuldrni rozklad matice
v praxi se singularni rozklad nejCasté)i pouziva v podobé

singuldrniho rozkladu matice

véta o singularnim rozkladu matice: je-li A komplexni (resp.
redlnd) matice typu m x n, pak existuji unitarni (resp. ortogonalni)
matice U radu m a V fadu n a obdélnikova diagonalni matice

Y =diag,,., = (01,02,...,0,) takové, Ze

A=ULV*=Uxz Vv
dikaz: dokdzeme komplexni pripad pomoci singularniho rozkladu

zobrazeni f4 : C" — C™, kde v obou prostorech C" a C™
uvazujeme standardni skaldrni soucin

existuji ON baze B v C" a C v C™ takové, ze

[fA]f- =Y = diag,,,(01,02,...,0,)
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dokonceni dukazu

vektory biaze B = (vi,va,...,Vv,) napiSeme do sloupcii matice
V = (vilva|- - |vp) = [id]%

a prvky baze C = (ug,up,...,u) do sloupcli matice
U= (uiluz|--|um) = [id]§

potom A= [f]ﬁr”n = [id]f<m [F1Eid]s = UL V*

vSimnéme si, ze singularni rozklad A = U X V* v sobé obsahuje
baze vSech Ctyr zadkladnich prostorti uréenych matici A

prvnich r sloupctl (ug,up,- -+ ,u,) matice U tvofi bazi
Im (f4) = ImA; proto je (Ur41,...,uy) baze (ImA)* = Ker AT

analogicky posloupnost (v,41,...,Vv,) tvofi bazi Ker fa = Ker A a
proto prvnich r sloupctl vi,vs,...,v, matice V tvori bazi
(Ker A)- = ImAT
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Priklad

najdeme singuldrni rozklad redlné matice A = < (1) 1 ) (= hp2)

spo¢teme matici ATA = ( 1 ; )

ta ma vlastni &isla A1 = (3 ++/5)/2

34++/5
p)

singularni hodnoty matice A jsou 012 =

pfiblizné oy ~ 1,618, oo ~ 0,618

vektory vi, vy baze B = (vi,v2) najdeme jako normalizované
vlastni vektory matice ATA prislusné vlastnim cisldm A1, A>

opét phiblizné v ~ ( 0,526 ) v, ~ ( ~0,851 >
1 ~ . 2 ~
0,851 0,526

Singularni rozklad 9-274




Vlastni cisla a vlastni vektory
Dokonceni prikladu

vektory uj,uy baze C = (ug, uy) najdeme ze vztahu
~1 ~1
u,-zal- fA(V,'):UI- AV,'

fiblizng uy ~ (081 )y, = ( 0526
° 1%\ o526 )0 "7 o851

oznadime V = [id]B a U = [id]%, potom

1,618 0
r=lfle= ( 0 0,618 >

a singularni rozklad A = UX VT matice A je priblizné

A ~ 0,851 —0,526 1,618 0 0,526 0,851
~\ 0526 0,851 0 0,618 —0,851 0,526

matice VT je matice otoceni o priblizné —58,28°,

matice U je matice otoceni o Ghel priblizné 31,72°
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dalsi priklad

1 2
najdeme singularni rozklad matice A= | 3 4
5 6
35 44
. TAr ; ; vs
matice A" A = ( 11 56 ) ma vlastni Cisla

priblizné \; =~ 90,7, A2 ~ 0,265

vlastni vektory v; ~ ( 0,620 ) Vo A ( 0,785 )
1~ , 2=
0,785 —0,620

singuldrni hodnoty matice A jsou
01 =vVA1~953 a o0 =V =0,514

0,229 0,895
pak u; = al_lAvl ~ 0,524 |, up = 02_1Av2 ~ 0,272
0,816 —0,350
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Vlastni cisla a vlastni vektory
Dokonceni dalsiho prikladu

posloupnost (ui,uy) doplnime do ON baze (u;1, uy, us) vektorem
us = (2,2,7)7

singuldrni rozklad matice A je potom

0,229 0,895 ? 953 0
A~ | 0524 0272 ? 0 0514 (8’$§§ _067:33250)
0,816 —0,350 ? 0 0 | |

treti sloupec matice U = (u1|uz|u3) se v rozkladu viibec neprojevi,
protoze treti radek matice X je nulovy

stejné tak mizeme rozklad matice A zapsat kompaktné

A g,ggi 8’222 (9753 0 )(0,620 O,785>
0,816 —0,350 0 0514 )\ 0,785 —0,620
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Kompaktni singularni rozklad

posledni priklad ukazuje, ze singularni rozklad A = UX V* matice
A typu m X n s hodnosti rank(A) = r mizeme zapsat Gspornéji

v tom pripadé je pouze prvnich r sloupct a prvnich r fFddkl matice

Y = diag,,,,(01,02,...,0,) nenulovych

je-li U = (ugjuz|---|uy) a V = (vi|vz|---|u,), oznadime
U'= (u1fu|---fuy), V' = (vi]va| - -[u,) a

Y' =diag, ,(01,02,...,0/)

potom plati také rozklad A= U"¥' (V')*

v ném jsou obsazené vsechny informace o singuldrnich Cislech
matice A, baze (ui,uy,...,u,) sloupcového prostoru Im A matice
A a baze (vi,vo,...,v,) fadkového prostoru Im AT matice A
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dyadicka expanze matice

rozndsobime-li kompaktni singularni rozklad

01 0 0 V>‘1<
oy - 0 v

A= (ugfuz|--[ur)
0 0 - o v

dostaneme vyjadreni A = ojuyvi + oaugvs + - - - + oupvy

matice A jako linedrni kombinace matic u;v?, které maji vSechny
typ m X n a hodnost 1

tomuto vyjadreni fikdme dyadicka expanze matice A

pozdéji si ukdzeme, ze dyadicka expanze ma velky vyznam pri
komprimaci dat

Singularni rozklad
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Polarni rozklad matice

pri nékterych fyzikdlnich aplikacich se pouziva tzv. polarni rozklad
Ctvercové (redlné nebo komplexni) matice A

dostaneme jej ze singuldrniho rozkladu A= U %X V*
ten si prepiseme ve tvaru A = (U X U*)(U V*)

v prvni zavorce je pozitivné semidefinitni matice, ve druhé je
unitdrni matice

tvrzeni: kazdou Ctvercovou (redlnou nebo komplexni) matici A
muizeme vyjadrit jako soucin

A=RW,
kde R je pozitivné semidefinitni matice a W je unitarni
(ortogondlni v pripadé realné A)
|ze (pomérné snadno) dokdzat, Ze poldrni rozklad matice A je
urceny jednoznacné, pokud je A regularni
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Prirtstek ve sméru

pro operator f : V — U chceme zjistit, jak velky mize byt podil

)

]

pro nenulovy vektor x € V

pro kazdy skalar a = 0 plati

[F(a)ll _ flafC)l _ [alllFG)l _ [IF(3)]

x| alllxl - fallixl ]

staci proto zkoumat ,,natazeni” vektort jednotkové délky
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Prirtistek ve sméru pomoci singularniho rozkladu 1

véta o singularnim rozkladu zarucuje existenci ON bazi B
v prostoru V a C v prostoru U, pro které plati

[f12 = diag,,.,(01,02,...,0/), a o1 >02>--->0, >0
zvolime llibovolny vektor x € V s normou ||x| =1
oznacime [x]g = (x1,%2,...,X,) ", potom

1=lx]* = (x|x) = ([X]g)" [X]g = [xa|* + [xof? + - + |xal?
spocitame [|f(x)||:

IO = TF (el = \/Of|><1|2 +ogbel? + -+ o lx|?
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Prirtistek ve sméru pomoci singularniho rozkladu 2

protoze 01 > 03 > --- > o, > 0, plati

IF I < \Jobal? + oFbel? + -+ o2l | = oy

podobné

17N = /o2l + o2peaf2 + - + 02x | = o,
dokazali jsme tak

tvrzeni: je-li f : V — U linedrni zobrazeni, pak pro kazdy nenulovy
vektor x € V plati
I (x)]

Or < ——— < 01,
]|

kde o1 je nejvétsi singuldrni hodnota zobrazeni f a o, je jeho
nejmensi singularni hodnota
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Spektralni norma operatoru a matice

definice: je-li f : V — U nenulové linearni zobrazeni a V, U dva
konecné generované prostory se skalarnim soucinem, pak nejvétsi
singularni Cislo zobrazeni f nazyvame spektralni norma zobrazeni f
a oznacujeme jej ||f||; spektralni normu nulového zobrazeni

O : V — U definujeme jako 0

spektralni normu ||A|| redlné (nebo komplexni) matice A typu
m X n definujeme jako normu linedrniho zobrazeni f4 : R" — R™
(nebo fa : C" — C™) uréeného matici A

disledek: pro kazdé linearni zobrazeni F : V — U mezi dvéma
redlnymi (resp. komplexnimi) kone¢né generovanymi prostory se
skalarnim soucinem a kazdy vektor x € V plati

IF O < N[ I
pro kazdou ¢tvercovou realnou nebo komplexni matici A plati
[A[| < || Al [|x]
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Spektralni norma inverzni matice

je-li A regularni (redlnd nabo komplexni) matice ¥adu n a
A= UZVT jeji singularni rozklad, pak diagondlni matice
Y = diag(o1,02,...,0p) je regularni, tj. o; # 0 pro kazdé
i=1,2,...,n

potom A7l = (UZV 7)1 = VZ-1UT je singularni rozklad matice
A—l

protoze ¥ ! = diag(al_l, 02_1, oD
pokud 01 > 05 > --- > o, pakjeal_1 §02_1§---§0_1

n

dokazali jsme tak ndsledujici

tvrzeni: je-li A regularni redlna nebo komplexni matice, pak
|A7Y|| = 01, kde o, je nejmensi singuldrni hodnota matice A
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Priklad

priklad: najdeme spektralni normu redlné matice

A=

= O =
O = =
= = O

uz drive jsme o ni zjistili, ze je normalni a tedy unitarné
diagonalizovatelna

jeji singuldrni hodnoty najdeme jako absolutni hodnoty jejich
vlastnich cisel

ty jsme uZ spoéitali jako A\; =2, a3 = (1 £+/3)/2
singularni hodnoty matice A jsou tedy 2,1,1
plati proto [|[A|| =2a [[A7 Y| =1
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Singuldrni hodnoty a numericka stabilita 1
1

priklad: pro maticic A= | 3 jsme nasli singularni hodnoty
5

S A~ DN

o1 ~95b3 a ~0,514
plati proto ||A|| ~ 9,53

mdme resit soustavu linearni rovnic Ax = b s regularni matici A
radu n
jeji fedeni je x = A~ tb

predpokladejme nyni, ze pravou stranu b nezname presné, zndme ji
s néjakou chybou e

ta vznikla treba v dusledku zaokrouhlovani nebo v dusledku Sumu
pri méreni, apod.
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Singuldrni hodnoty a numericka stabilita 2

ve skuteCnosti reSime tedy rovnici Ax =b + e

ta je stale reSitelnd, protoze A je regularni

dostaneme teSeni X = A"1(b +e) = A"lb - Ale

rozdil mezi vypocitanym resenim X a rfeSenim x rovnice Ax = b je
x=%—x=Ale

normu ,,chyby” pfi feSeni v dlsledku chyby pfi zadani soustavy tak
muazeme odhadnout shora jako

1 1
[ox]| = [[A™"e|| < [|A77]] |le]]
ma-li matice A~ velké singuldrni cislo, mize vypocet se vysledek
x velmi lisit od presného reseni x

singularni ¢isla matice A~! jsou rovna inverzim singularnich Cisel
matice A
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Cislo podminénosti regularni matice

v nékterych pripadech neni dilezitd absolutni velikost dx chyby pri
vypoctu, ale jeji relativni velikost

vzhledem k normé FeSeni x v zdvislosti na relativni chybé ||e||/b

protoze b = Ax, plyne z diseldku na str. 9-284 dole, ze

[bll = [|Ax] < [|A] ], neboli
1 _ Al
IxI = [l

po vynasobeni s nerovnosti ||6x|| < ||A71|| ||e|| dostaneme

19|
1]

- le]
< [|A7Y) HAHW
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Vlastni Cisla a vlastni vektory
Definice Cisla podminénosti reguldrni matice

velikost relativni chyby ||6x||/||x|| FeSeni soustavy Ax = b s
regularni matici A je tak shora odhadnutd soucinem relativni chyby
|le|| /b pravé strany vyndsobené soucinem nejvétsiho a nejmensiho
singuldrniho cisla matice A

definice: je-li A reguldrni matice, pak dislo
~1
IATIA=]
nazyvame cislo podminénosti matice A

pripomnme, ze Cislo podminénosti reguldarni matice A se rovnd
soucinu nejvétsiho a nejmensiho singularniho cisla matice A

jde opét poue o horni odhad velikosti relativni chyby reseni
soustavy Ax =b
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Aproximace matice matici nizsi hodnosti — 1

uvazujeme (redlnou nebo komplexni) matici A typu m x n a
hodnosti r

chceme najit matici B hodnosti mensi nebo rovné s < r, kterd
»nejlépe” aproximuje matici A

blizkost aproximace méfime pomoci spektralni normy ||A — B||
rozdilu matic A— B

najdeme singularni rozklad matice A
A= U diag,..(c1,02,...,0,) VT,

kde U = (up|uz|---|uy) a V = (vi|va|-- - |v,) jsou ortogonalni
(unitarni) matice
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Aproximace matice matici nizsi hodnosti — 2

singularni rozklad urcuje dyadicky rozvoj (expanzi) matice A

A= i ai(u,-v}k)
i=1

pokud predpoklddame (jako obvykle), ze 01 > 09 > -+ > 0, > 0,
zolime

B = i 0,-(u,-v7‘)
i=1

pri této volbé€ matice B dostavame dyadicky rozvoj

r

A—B = Z J;(U,‘VT)

i=s+1
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Aproximace matice matici nizsi hodnosti — 3
z ného snadno dostaneme kompaktni singularni rozklad matice Ag:

A—B=(ugs1| - [um) diagmn((Vsia] - [vm)) T

a tedy spektrdlni norma rozdilu A — B se rovna
|A = Bl = 0541
dokazeme, ze pro kazdou matici C typu m x n s hodnosti nejvyse s
plati [|[A — C|| > 0541
prostor (vi,Va,...,Vs11) ma dimenzi s +1

jadro Ker C matice C ma dimenzi

dim(Ker C) =n—dim(ImnC) > n—s
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Aproximace matice matici nizsi hodnosti— 4

podle véty o dimenzi priniku a spojeni podprostor( existuje
nenulovy vektor

x € (Ker C) N (vi,Vv2,...,Vsi1)
najdeme vyjadreni x = xyvi + XxoVo + - - - + Xs11Vsi+1, pOtom
Cx =0 x Ax = x1o1u1 + Xx202U2 + - -+ + Xs410s4+1Us+1

protoze posloupnost vektor( (ug, up,...,usy1) je ON, plati

[AxI| = \/1xa 202 + [xoo3 + - + [xss1 P02,y > ospax|
plati proto

I(A=C)x|| _ [|Ax]
IA=Cll = = > 0511
] x| =77
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Dyadicky rozvoj a komprimace dat

mame-li data ulozena do redlné matice A velké hodnosti, mizeme
je aproximovat tak, ze z dyadického rozvoje matice A

A= zr: O‘,'(U,'VT)
i=1

vynechame scitance s malymi singularnimi hodnotami o;, tj.
vezmeme pouze prvnich s ¢lend dyadického rozvoje

jinymi slovy, data A aproximujeme nejblizsi (vzhledem ke spektralni
normé) matici hodnosti nejvyse s

Singularni rozklad 9-295

Vlastni Cisla a vlastni vektory

Dyadicky rozvoj a vypocet Ax
jiné pouziti aproximace matice A pomoci matice hodnosti nejvyse s

je pfi vypoctu hodnoty zobrazeni f4(x), tj. pfi vypocltu Ax,

protoze aproximace B matice A ma hodnost s, mlzeme vzit jeji
skeletni rozklad B = CD, tj. soucin matic typu mx sas X n a
spocitat Bx

v prvnim semestru jsem si ukdzali, jak pouziti skeletniho rozkladu
snizuje pocet aritmetickych operaci pri vypoctu souc¢inu Bx = CDx

normu rozdilu Ax — Bx odhadneme jako

|Ax = Bx|| = [[(A = B)x|[ < [A = Bl [[x]| = oss1llx]
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Pesudoinverze 1

obecna soustava linearnich rovnic Ax = b s matici A typu m x n
nemusi mit reSeni

v Casti o metodé nejmensich Ctverch jsme si ukdzali, ze nejlepsi
aproximaci X reSeni soustavy Ax = b najdeme jako reSeni normalni
soustavy

ATAx=ATb

v pfipadé, Ze matice AT A neni regularni (¢tvercova je), ma
soustava AT AXx = ATb vice fedeni

ukazeme si, jak v takovém pripadé najdeme priblizné reseni X s
minimalni normou ||X||

jako prvni to udélame pro pripad, ze matice
A = diag,,, ,(01,02,...,0,) = XL je zobecnéna diagonalni matice

Singularni rozklad
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pseudoinverze 2

v tom pripadé hleddme presné reseni normalni soustavy
Y'Yrx=3%"b

plati LT ¥ = diag,,, ,(¢%,03,...,02) a

Y b = (01b1,00b,...,0,b,,0,...,0)7

véechna fedeni normalni soustavy X 7Y% = ¥ b jsou tedy tvaru

X = (U]__lbl, 02_1b2, o bty tn)T,
kde t,11,...,t, jsou libovolné parametry
nejmensi normu ma tedy
X = (O'l_lbl,0'2_1b2, ..,0.b,,0,...,0)"

a podminkou minimality normy je uréené jednoznacné

Singularni rozklad
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Vlastni cisla a vlastni vektory

Pseudoinverze 3

oznadime-li ¥ = diagnxm(al_l,az_l, ...,0. 1), pak aproximaci
feSeni soustavy Ax = b s nejmensi normou mizeme vyjadrit ve
tvaru

x=7Y'b

pomoci singuldrniho rozkladu najdeme aproximaci X reSeni soustavy
Ax = b s minimalni normou pro obecnou matici A

najdeme singularni rozklad A= UX VT
hleddme presné Fedeni soustavy AT AX = b s nejmensi normou, po
dosazeni A= UX VT dostaneme

VETUTULZV 5 =VvETU™D
protoze UT = U~! (nebot U je ortogonalni matice) a V je
reguldrni (nebot U je také ortogondlni matice), je tato soustava
ekvivalentni

YTYvix=x"U"b
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Pseudoinverze 4

oznacime-li y = VT %, dostaneme soustavu
YIyg=x"UTb,
coz je normdlni soustava k soustavé

Yy=X"U"b

ta ma aproximaci § fedeni s nejmensi normou rovné § = Y TUThb

to znamena, 2e Vx=X"U"h je aproximace reseni Ax =b s
nejmensi normou

protoze |V T%|| = ||X]|, je X = VETUTb aproximace Fedeni Ax = b
s nejmensi normou
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Vlastni Cisla a vlastni vektory

Moore-Penroseova pseudoinverze

matici AT = VETUT nazyvdme Moore-Penroseova pseudoinverze
matice A

|
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Bilinearni a kvadratické formy

Minkowského geometrie Casoprostoru

vzdalenost (normu) ve vektorovém prostoru definujeme pomoci
skalarniho soucinu

v nékterym oborech se vzdalenosti mezi vektory méri zplisobem,
ktery nelze definovat pomoci skalarniho soucinu

napriklad ve specidlni teorii relativity je vzddlenost dvou udalosti
x1 = (x1,y1,21,t1) " axa = (x2, 2,22, t2) T (vektori
v prostoru R*) definovana jako

d(x1,x2) = \/(Xl —x)°’+ (1 —y2)?+ (21 —2)* - (1 —t—2)

,norma* udalosti x = (x,y,z,t)" je jeji vzdalenost od
(0,0,0,0)7, tj.

x| = x* +y* + 2° — 13

Bilinearni formy 10-4

Bilinedrni a kvadratické formy

Definice bilinearni formy

takovou ,,normu” nemizeme definovat pomoci zadného skalarniho
soucinu

zakladni pojem této kapitoly je zobecnéni skalarniho soucinu, které
budeme nazyvat bilinearni forma

definice: je-li U je vektorovy prostor nad télesem T, pak bilinedarni
forma na prostoru U je zobrazeni f : U x U — T, které je linedrni
v obou slozkach, tj. pro libovolné u, v, w € U a t € T plati
(1) flu+v,w)=Ff(u,v)+ f(v,w)

f(w,u+v)=f(w,u)+ f(w,v)
(2) f(tv,w) = t(v,w)

f(v, tw) = tf(v,w)

pomoci bilinedrnich forem budeme také zkoumat kvadratické
polynomy vice proménnych
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Bilinearni a kvadratické formy
Priklad
priklad: bilinearni formou na R3 je napiiklad zobrazeni

f((X1,X2,X3)T7 (Y1,)/2,)/3)T)
= 2x1y1 — 3x1y2 + 5x1y3 + 6x2y1 + x2)3 + 10x3)2

2 -3 b5 y1
— (X17X27X3) 6 0 1 Y2
0 —10 0 Vs

pozdéji si ukdzeme, ze kazdou bilinedrni formu f na aritmetickém
prostoru T"” mizeme zapsat pomoci néjaké ctvercové matice A
radu n jako

f(x,y) =x"Ay

Bilinearni formy
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Bilinedrni a kvadratické formy
Bilinedrni formy a skalarni soucin

kazdy skalarni soucin (|) na redlném vektorovém prostoru U
muizeme chapat jako bilinedrni formu

f(x,y) = (x]y)

bilinedrni forma definovana skalarnim soucinem oproti obecné
bilinedrni formé splnuje navic

o f(x,y) = f(y,x) pro kazdé x,y € U (symetrie)
e f(x,x) > 0 pro kazdé x € U (pozitivni semidefinitnost)

pozor! skalarni souc¢in na komplexnim vektorovém prostoru
bilinedrni forma neni

naproti tomu pro libovolny operadtor g na realném prostoru U se
skalarnim soucinem (|) je f(x,y) = (x|f(y)) bilinedrni forma

Bilinearni formy
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Bilinearni a kvadratické formy

Kvadratickd forma vytvorena bilinedrni formou

priklad: jsou-li x,y € R?, pak f(x,y) = det(x|y) je bilinedrni forma

definice: je-li f bilinedrni forma na vektorovém prostoru U nad
télesem T, pak zobrazeni f, : U — T definované predpisem

fo(v) = f(v,v) pro kazdé v e U
nazyvame kvadraticka forma vytvorena bilinedrni formou f

priklad: bilinearni forma na R3

F((xtx2,x3) ", (y1, y2.v3) ")
= 2x1y1 — 3x1y2 + dx1y3 + 6xey1 + xoy3 + 10x3y2
vytvari kvadratickou formu
fo((x1, X2, X3)T) = 2x2 — 3x1x2 + 5x1x3 + 6x2x1 + xoX3 + 10X3X0

= 2X12 + 3x1x0 + 5x1x3 + 11xoy3
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Bilinedrni a kvadratické formy

Kvadraticka forma vytvorena skalarnim soucinem

protoze bilinedrni formu f umime zapsat pomoci matice A jako
T
f(x,y) =x" Ay,

muazeme také kvadratickou formu f> vytvorenou f zapsat pomoci
téze matice A jako

fr(x) = f(x,x) = x" Ax
priklad: kvadraticka forma f, vytvorena skaldrnim soucinem (|) na

prostoru U (tj. bilinedrni formou f(x,y) = (x|y)) je

fo(x) = f(x,x) = (x|x) = [|x]|*
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Bilinearni a kvadratické formy

Aproximace funkci vice proménnych

hladkou funkci g : R — R mlzeme aproximovat Taylorovymi
polynomy, aproximace je tim presnéjsi, ¢im vétsi stupen ma
Tayloriv polynom

podobné miizeme aproximovat funkce vice proménnych,
geometricky to lze jesté nahlédnout v pripadé fukce h: R? — R

chceme pochopit jake se funkce h chova v okoli néjakého bodu
d € R?, ¥eknéme d = (0,0)7

Velmi hruba aproximace je nahradit funkci jeji funkéni hodnotou

c = h(d)
h(x1,x2) ~ ¢

Bilinearni formy 10-10

Bilinedrni a kvadratické formy

Aproximace pomoci linedrnich a kvadratickych forem

presnéjsi je linedrni aproximace, kdy nahradime funkci jeji te¢nou
rovinou
h(Xl, X2) ~ C+ bix1 + byxo

nekonstantni ¢ast g(x1,x2) = bix; + boxo je linedrni forma na R?,
koeficienty ai, a» se vypoctou pomoci parcidlnich derivaci

jesté presnéjsi je aproximace polynomem stupné 2:

h(Xl, X2) ~ C+ bixy + byxo + 311X12 + 2a1ox1X2 + a22x22
kvadraticka ¢ast f(xi,x2) = a11x12 + 2a19x1 X2 + 322x22 je
kvadraticka forma na R? (koeficienty se vypoctou z druhych
parcialnich derivaci)

tato aproximace je dllezitad napriklad pri hledani extrémi
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Bilinearni a kvadratické formy

Kvadratické Gtvary

proto je dllezité védét, jak vypada graf kvadratické funkce
(polynomu) vice proménnych

obecnéji nas zajima, jak vypada kvadraticky atvar, napriklad
mnozina bod® v R3 spliiujicich rovnici

10X12 + 13x22 + 13x§ + 4dx1x0 + 4x1x3 + 8xo0x3 = 9

zakladni myslenka na reseni takovych problémi je stejnad jako u
linedrnich operator(: najit bazi, vzhledem ke které je bilinearni
forma prehlednd/srozumitelnd

Bilinearni formy
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Bilinedrni a kvadratické formy

Vyjadreni bilinedrni formy pomoci matice

ujasnime si, ze kazda bilinearni forma na prostoru U je jednoznacné
ur¢ena svymi hodnotami na dvijicich prvkd néjaké baze v U

ukdzeme, Ze je-li f je bilinedrni forma na U a B = (vi,va,...,V,)
je baze prostoru U, pak pro kazdé dva vektory x,y € U miizeme

f(x,y) vyjadfit pomoci soufadnic vektor( x,y vzhledem k bazi B a
hodnot ajj = f(v,-, Vj)

oznacime si vektory souradnic

Xlg = (x1,%2,---» %) ", [yl = (V1,925 -, ym) "

Bilinearni formy
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Bilinearni a kvadratické formy
Vypocet
pak spocitame

f(X,y):: f(X1V1'+""*'XhVn7Y1V1'+""*'thn)
n n n n
=f (Z x,-v,-,Zy,-v,-) = ZX,‘f Vv, Zijj
i=1 i=1 i=1 j=1
n n n n
= D> xyif(vi,v) =) > xiyjaj

i=1 j=1 i=1 j=1
di1 412 ... din n
0= o Y2
= (x1,X2, ..., Xn)
dnl dn2 ... 4Qdnn Yn
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Bilinedrni a kvadratické formy

Definice matice bilinearni formy vzhledem k bazi

definice: je-li B = (vi,...,v,) baze vektorového prostoru U nad
télesem T a f je bilinedrni forma na U, pak matici bilinearni formy
f vzhledem k B rozumime Ctvercovou matici fddu n nad T, ktera
ma na pozici (/,j) prvek f(v;,v;) oznaceni: [f|g

tvrzeni: je-li B baze konec¢né generovaného prostoru U, f bilinearni
forma na U a x,y € U, pak

f(x,y) = [x|5[flslyls

to znamena, Ze jsou-li souradnice vektorl [x|g = (x1,...,Xn)
[Y]B = (y17 s 7yn)T d [f]B — (aij)any pak

f(x,y) = ZZa,-jx,-yj :

i=1 j=1

T

Tomuto vyjadreni také rikdme analytické vyjadreni bilinedrni
formy f
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Bilinearni a kvadratické formy

Bilinearni forma uréena matici

tvrzeni: je-li A = (aj;) Ctvercovd matice fddu nnad T a B baze v
U, pak zobrazeni

f(x.y) = x| Alyls
je bilinedrni a prvek aj; na pozici (i, j) se rovna f(v;,v;)

pri pevné zvolené bazi B tedy takto bilinedrni formy na U vzdjemné
jednoznacné odpovidaji ctvercovym maticim nad T fadu n

jak se zméni matice bilinedrni formy zménime-li bazi?

priklad: obrazeni f : R? x R?> — R definované predpisem

2 0
f((X1,x2)T,()/1,}/2)T) = 2ay1theyn = (x x) ( 4 0 ) ( ﬁ )

je bilinedrni forma na R?
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Bilinedrni a kvadratické formy

Pokracovani prikladu

jeji matice vzhledem ke kanonické bazi je

e— (5 o)

zvolime si néjakou jinou bazi v R?, napriklad

*=((5)(5))

Matice f vzhledem k B je podle definice

— f((]"_]')T’(l?_l)T) f((lv_]-)Ta(270)T) . —2 —4
1= (oo on eoreon )= ( 4 )
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Bilinedrni a kvadratické formy

Dalsi pokracovani prikladu

napriklad prvek na misté (1,2) spo¢teme jako

(-7 =a-n (5 o) (5)-a-n(g)--4

Matice bilinedrni formy f vzhledem k B ndm umoznuje rychle
spocitat f((x1,x2)", (y1,y2)") zname-li vyjadreni vektor
vzhledem k bazi B:

[(x,%) 18 = (<, %) ", [(v1.y2) 18 = (11, ¥3) ",

potom
-2 —4 yi
f T T — 1o 1
((X17X2) 7(_)/1,}/2) ) (Xl X2) 4 8 yé
= —2xiy] — 4xqys + A1 + 8x3)5
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Bilinearni a kvadratické formy

Vypocet matice [f]g jinym zplsobem

oznacime X matici prechodu od B ke kanonické bazi K

X:[id]§=<_11 3)

pro libovolny vektor z € U plati [z]x = X|[z]g a transponovanim
ziskdme [z]} = [z] 2 X T

ey =Ga) (5 o ) (%)
=(xi,xé)(§ _01)(3 8)(—11 é)(ﬁ)
~d () (8
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Bilinearni a kvadratické formy

/ména baze obecné

tvrzeni: je-li f bilinedrni forma na vektorovém prostoru U, jsou-li
B a C baze v U a X = [id]§ je matice pfechodu od C k B, pak

[flc = (lidlg) " [f]slid]g = X" [f]aX
diikaz: pro libovolné vektory x,y € U plati

f(x,y) = [XI51flslyle = ([id]§[x]c) " [fla(lid]Sly]c)
= [x]¢X T [f]eX]ylc

z jednoznacnosti matice bilinearni formy vzhledem k bazi nyni
plyne [flc = XT[f]sX

Bilinearni formy
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Bilinedrni a kvadratické formy

Geometrické vyznamy Ctvercové matice

Ctvercovd matice A radu n nad télesem T m3a nyni pro nas dva
rizné geometrické vyznamy

uréuje linedrni operator fa(x) = Ax na T", [fa]k = A
nebo bilinearni formu f(x,y) = x" Ay na T", [f]x = A

podstatny je rozdil mezi zménou matice operatoru f4 nebo matice
bilinedrni formy f pfi zméné baze prostoru T”

je-li R = [id]E matice pfechodu od B ke kanonické bazi, pak
matice linedrniho operatoru f4 vzhledem k B je

[falg = [id|5[falklid]k = R™TAR
zatimco matice bilinedrni formy f vzhledem k B je

(lidlg) " [f1“lidlg = R" AR

Bilinearni formy
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Bilinearni a kvadratické formy

Kvadraticka forma vytvorena riiznymi bilinedrnimi formami

kvadraticka forma na prostoru U muize byt vytvorena riznymi
bilinedrnimi formami, napriklad bilinedrni formy

f((X17X2)Ta (Y17Y2)T) = 2x1y1 + 3x1y2 + Xo)1
g((X1,X2)T, ()/1,)/2)T) = 2x1y1 + 4xo01

na prostoru R? vytvéreji stejnou kvadratickou formu

H((x1, %) ") = ga((x1, %) ") = 2x7 + 4x1x

nyni si, v pripadé téles charakteristiky rizné od dva, jednoznacné
rozlozime kazdou bilinedrni formu na soucet symetrické a
antisymetrické, a ukdzeme, Ze vytvorena kvadratickd forma je
ur¢ena symetrickou Casti bilinedrni formy
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Bilinedrni a kvadratické formy

Definice symetrické a antisymetrické bilinearni formy

definice: bilinedrni forma f na vektorovém prostoru U se nazyva

e symetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati
f(x,y) = f(y,x)

e antisymetricka, pokud pro libovolné x,y € V plati
f(x,y) = —f(y,x)

tvrzeni: je-li U konecné generovany vektorovy prostor, B baze v U
a f bilinedrni forma na U, pak plati

o f je symetrickd pravé tehdy, kdyzZ je [f]g symetrickd matice

e f je antisymetrickd pravé tehdy, kdyz je [f]g antisymetricka
matice.
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Bilinearni a kvadratické formy
Dikaz

dokdzeme pouze prvni ¢ast
ozna¢ime B = (v1,...,Vv,)
prvek na misté (i, ) v matici [f]g je podle definice rovny f(v;,v;)

je-li tedy f symetrickd pak prvek na misté (i, ) je stejny jako prvek
na misté (J, ), takZe [f]g je symetrickd matice

je-li naopak [f]g symetrickd matice, pak pro libovolné vektory
x,y € U plati

f(x.y) = ((6)" [Flslyls = ((45) " (1F15)” Iyl
T T T T
= ((8)7(116) " ls) = (We)” [Flslxls = F(y.%)
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Bilinedrni a kvadratické formy

Rozklad bilinearni formy

chceme rozlozit danou bilinearni formu f na prostoru U nad
télesem T na soucet symetrické formy fs a antisymetrické formy f,

to znamenad, ze chceme, aby pro libovolné dva vektory x,y € U
platilo

f(X, y) — f;-(X, y) + fa(xa Y)
f(Y7 X) — fS(y7x) + fa(y,X) — fs(xa y) o fa(X, y)

dostali jsme pro fs(x,y) a fi(x,y) soustavu dvou rovnic, kterd ma
jednoznacné feSeni v pripadé€, ze jeji determinant je nenulovy

determinant je nenulovy pravé kdyz 1 # —1, tj. pravé kdyz je
charakteristika télesa T riiznd od 2
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Bilinearni a kvadratické formy

Tvrzeni o rozkladu bilinedrni formy

v tom pripadé ma soustava jednoznacné reseni

B00y)) = 5 (00 y) + 7y, %)

1
fa(x.y)) = 5(f(x,y) = f(y,x))
a snadno ovérime, ze forma fs je skutecné symetrickd a forma f, je
antisymetricka

dokazali jsme tak

tvrzeni: je-li U vektorovy prostor nad télesem T charakteristiky
rizné od 2, pak kazdou bilinedrni formu f na U lze vyjadrit jako
souCet f = fs + f,, kde fs je symetricka a f, je antisymetricka,
tento rozklad je jednoznacny a plati

1 1

fi(x,y)) = S(F(x,y) + £y, %)), falx.y)) = 5(F(x.y) = F(y.x)) -
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Bilinedrni a kvadratické formy

Priklad

bilinedrni forma f na R? definovana jako

2 2
f((Xl,Xz)Ta()/1,Y2)T)_2X1y1+4X2y1+2X1y2_(Xl’xz)( 4 0 )< ﬁ )

je sou¢tem bilinedrnich forem

2 3
fs((xl’Xz)T’(ﬁ’VQ)T)—2X1Y1+3X2Y1+3X1)/2—(X1,X2)( 30 )( ))2 )

0 1
fal(x%2) ", (1, y2) 7)) = xya—xom1 = (x1,%2) < -1 0 ) ( ﬁ )

to odpovida maticovému souctu

(20)=(30)*(5%0)
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Bilinearni a kvadratické formy

Kvadraticka forma zavisi na symetrické Casti

tvrzeni: jsou-li f, g dvé bilinedrni formy na prostoru U nad télesem
T s charakteristikou rliznou od 2, pak plati f, = g» pravé kdyz
fs = gs; navic plati

B0cy) = 5 (Bl +y) — hix) — fy)

dikaz: pro jakoukoliv antisymetrickou formu g na U plati
g(x,x) = —g(x,x), a protoze je (1 + 1) # 0, plyne odtud
g2(x) = g(x,x) =0

odtud plyne
fa(x) = F(x,x) = fs(x, x) + fa(x, x) = £s(x;, X)

kvadraticka forma f, vytvorena bilinearni formou f tak zavisi pouze
na symetrické ¢asti f, formy f
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Bilinedrni a kvadratické formy
Dokonceni diikazu

diikaz opac¢né implikace vyplyne z ditkazu vyjadreni g pomoci f»

3 (B0 +y) = hx) =~ £y) =3 (£ +y.x+y) = (x.x) = £(y.Y))
=1 (f(x,x) + fs(x,y) + fs(y, x) + f5(y, y) — f(x,x) — £5(y,¥))
— fs(xvy)

priklad: kvadratickd forma
fr(x) = 2x2 + 8x1xp + Tx3

na prostoru Re? je vytvorena symetrickou bilinearni formou

2 4
flxy) = 2ay+ays+hoy oy, = (a,0) ( 4 7 )( ) )
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Diagonalizace - obsah

B Diagonalizace
Diagonalizace bilinearnich forem
Véta o setrvacnosti bilinedrnich forem
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Ortonormalni diagonalizace
Priklady
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Bilinedrni a kvadratické formy

Predpoklad pro zbytek kapitoly

v dalsi ¢3asti této kapitoly se budeme zabyvat pouze symetrickymi
bilinedrnimi formami na prostorech nad télesem charakteristiky
rizné od 2

podle predchoziho tvrzeni to je totéz jako zabyvat se kvadratickymi
formami na téchto prostorech

stejné jako v pripadé linedrnich operdtor(i se budeme snazit najit co
nejjednodussi matici, kterd bilinedrni formu urcuje

to znamend najit bazi prostoru, vzhledem ke které ma bilinedrni
forma co nejjednodussi matici

narozdil od linedrnich operator( Ize bilinearni formu
,diagonalizovat” vzdy (!! je-li charakteristika T rizna od 2 !!)

Diagonalizace
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Bilinearni a kvadratické formy

f-ortogonalni baze

je-li f bilinearni forma na konecné generovaném prostoru U a
C = (v1,v2,...,V,) baze U takova, ze [f]|c je diagondlni, pak

f(vi,vj) =0 pokud i#j
takovou bazi budeme nazyvat f-ortogonalni

je-li C = (v1,v2,...,v,) f-ortogondlni baze U, pak pro
kvadratickou formu £ vytvorenou f plati

fh(x) = f(x,x)="f Zx,-v,-,ijvj
i=1 j=1

— Z ZX,‘Xjf(V,',Vj) = Z )C(V,',V,')X,-2
=1 j=1 =1
kde [x]c = (x1,X2,...,xn) "
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Bilinedrni a kvadratické formy

Diagonalizace bilinedrni a kvadratické formy
pokud naopak existuji prvky di, do, ..., d, € T takové, ze
fo(x) = >oko diXi
kde [x]c = (x1,X2...,x,) ", pak podle predchoziho tvrzeni
f(vi,vj) =3 (B(vi +v;) = f(vi) — f(v;)) =3 (di + d; — di — d))

pro i # j, protoze [vi]c =e;, [Vilc =e; a [vi+Vj]c =€+ €

0

dokazali jsme tak

tvrzeni: je-li f bilinedrni forma na prostoru U konec¢né dimenze,
pak baze C v U je f-ortogondlni pravé kdyz kvadraticka forma f»
vytvorena f ma vyjadreni ve tvaru

f2(x) - Z del%?
k=1

kde [x]c = (x1,X2,...,x,)"; potom [f]c = diag(d1, da, ..., dy)
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Bilinearni a kvadratické formy

Hodnost bilinearni formy

je-li f bilinedrni forma na konecné generovaném prostoru U a
jsou-li B, C baze v U, pak plati

[f]C :XT[f]BX7
kde X = [id]§ je matice prechodu od baze C k bazi B
protoze je X regularni matice, plati rank([f]¢c) = rank([f]g)

definice: hodnost bilinearni formy f na konecné generovaném
prostoru U je hodnost matice formy f vzhledem k libovolné bazi
prostoru U; oznaceni: r(f) nebo rank(f)

je-li B f-ortogonalni baze U, tj. [f]g = diag(di, d1, ..., ds), pak
r(f) se rovna poctu nenulovych prvki na hlavni diagonidle [f]g

pocet nenulovych prvki na hlavni diagondle [f]|g tak nezavisi na
volbé f-ortogonalni baze

Diagonalizace
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Metoda symetrickych Gprav 1

f-ortogonalni baze budeme hledat metodou symetrickych tprav

je-li B baze v prostoru U, pak bilinearni forma f na U je
jednoznaéné popsana matici [f]g

chceme najit f-ortogonalni bazi C v U, tj. bazi, pro kterou plati
[f]C = diag(dl, d2, NN dn)

pro obé matice plati vztah [f]¢c = ([id]g) ! [fl5 [id]§

pripomenme jesté, ze ve sloupcich matice prechodu [id]g najdeme
souradnice prvk( hledané baze C vzhledem k bazi B

Diagonalizace
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Bilinearni a kvadratické formy

Metoda symetrickych Gprav 2

matice ([/d]g) Je regularni coby matice transponovana k matici
prechodu [id]§

matici ([id]g)T proto miizeme vyjadrit jako soudin elementarnich
matic ([id]§)’ = Ex--- B2E

prechodem k transponovanym maticim dostaneme
[id]g - E1TE2T T EkT

plati tedy [f]c = Ex--- E2E1 [l E E) -+ - E/T

posledni rovnost dava navod, jak néjakou f-ortogonalni bazi C najit

Diagonalizace
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Metoda symetrickych Gprav 3

matici [f]g pfevedeme do diagonalniho tvaru diag(di, da, ..., d,)
pomoci posloupnosti tprav, z nichz kazda je jedna z nasledujicich

e prohozeni j-tého a j-tého radku a ndsledné prohozeni i-tého a
Jj-tého sloupce

e vyndsobeni /-tého fddku nenulovym skalarem t € T a nasledné
vynasobeni i-tého sloupce stejnym skalarem t

e pricteni t-nasobku /-tého radku k j-tému radku pro j # i a
ndsledné pricteni t-ndsobku i-tého sloupce k j-tému sloupci

odtud ndzev metoda symetrickych elementarnich uprav
v Ve Ve - Ve . C T
pro soudin elementarnich matic plati ExEx_1--- E1 = ([/d]B)

to znamena, ze souradnice vektor( f-ortogonalni baze C vzhledem
/ - - v 7/ 7/ v - T
k bazi B najdeme v fadcich soucinu ExEy_1--- E1 = ([/d]g)
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Bilinearni a kvadratické formy

Metoda symetrickych Gprav 4

cely vypocet mlizeme usporadat podobné jako jsme postupovali pfi
vypoctu inverzni matice

matici A = [f]g a jednotkovou matici /, zapiSeme jako bloky jedné
matice (Al|l,) typu n x (2n)

jeden krok Gprav je vynasobeni matice elementarni matici E zleva
a nnasledné vynasobeni levého bloku matici ET zprava

dostaneme tak posloupnost matic

(All), (ELAET |E1), (BELAETES |BEr), ...
: e\ T
(Ex - BRELAETE) - El |Ei - B2 1) = (diag(dy, do, . .., dn)| ([id]§) ')
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Bilinedrni a kvadratické formy
Priklad

budeme diagonalizovat bilinearni formu f na R3 danou matici

[flk =A=

N = O
_ O
oL DN

symetrické elementarni Gpravy déldme na matici

012100
(Alk)=1{ 10 1|0 1 0 |~
2 1 0/0 0 1
113|110 2 1 3[1 10
101/010])|~|101/010]|~
2 1 0[0 0 1 31 0[0 01
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Bilinearni a kvadratické formy

Dokonceni prikladu

2 1 3 1 1 0\ /2 0 0 1 1 0
0 —1/2 —-1/2|-1/2 1/2 0] |0 —1/2 —1/2|-1/2 1/2 0
0 —1/2 —9/2|-3/2 —3/2 1) \0 —1/2 —9/2|-3/2 —3/2 1

2 0 0 1 1 0\ /2 0o o/ 1 1 0
0 —1/2 —1/2|-1/2 12 0| [0 —1/2 0 |-1/2 1/2 ©
o 0 -4 -1 —21/\0o 0 -4 -1 -21

2 0 0 1 1 0 2 0 O 1 1 0
o -1 0|-1 1 O O -2 0|-1 1 O
O 0 -4,-1 -2 1 O 0 -4,-1 -2 1

baze C = ((17 17 O)Ta (_17 17 0)T7 (_17 _27 1)T) .je tedy
f-ortogonalni a [f]¢ = diag(2, —2, —4)
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Vlastnosti vypoctu

je-li (Q|R) blokova matice typu n x (2n) se symetrickym
ctvercovym blokem @, pak po jedné symetrivké elementarni Gptavé
dostaneme matici EQE " |ER a matice EQE" je opét symetricka

pokud udéldme dvé elementdrni symetrické Gpravy, levy blok se
bude rovnat FEQET FT; diky asociativité nasobeni matic mizeme
vypolet porvést také v poradi (FEQ)ET FT; pouZili jsme tento
postup pfi nulovani prvniho sloupce pod prvkem na misté (1,1)

podobné mizeme pfi vypoctu E;--- EoE1 QE1E> - - - E; napred

spocitat soucin E;--- EoE1 Q pomoci efti a poté dopocitat
Ei---EbE1QELE> - - - E; pomoci estl
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Organizace vypoctu

cely proces diagonalizace symetrické matice A = (aj;) pomoci
symetrickych el mizeme usporddat do analogie Gaussovy eliminace

1. je-li A nulova, je diagondlni a vypocet konci

2. je-li A nenulova a vSechny prvky na hlavni diagonale jsou 0,
pak najdeme prvek a;; # 0, pricteme j-ty fadek k /-tému radku
a j-ty sloupec k i-tému sloupci, pak je prvek na misté (i, )
rovny 2a;; # 0

3. poté prohodime /-ty a prvni fadek a i-ty a prvni sloupec, prvek
na misté (1,1) — pivot — bude 2a;; # 0

4. poté vynulujeme vSechny prvky v prvnim sloupci pod pivotem

a pomoci odpovidajicich sloupcovych Gprav vsechny prvky
vpravo od pivotu prvnim radku

5. cely postup opakujeme s matici B, kterou dostaneme
vynechdnim prvniho radku a prvniho sloupce

Diagonalizace

Bilinedrni a kvadratické formy

Véta o diagonalizaci symetrickych bilinedrnich forem

véta: pro kazdou symetrickou bilinedrni formu f na konecné
generovaném prostoru U existuje f-ortogonalni bdze v U

dukaz: staci dokazat, ze kazdou c¢tvercovou matici A mizeme
diagonalizovat pomoci symetrickych ed

je-li A nenulova a probéhlo uz i — 1 cykld predchoziho algoritmu,
dostaneme blokovou matici

D 0
A =
(0 5),
kde D je diagonalni matice fadu i — 1 a B je symetrickd matice
je-li B nulova, algoritmus kon&i a matice A’ je diagonalni

je-li B nenulova, v pripadé potreby probéhnou kroky 2. a 3.
algoritmu, po kterych bude prvek na misté (i, /) nenulovy

Diagonalizace




Bilinearni a kvadratické formy
Kdyz vychdzeji pivoty nenulové
krok 4. algoritmu pak zajisti, ze po jeho skonceni budou vsechny

prvky mimo hlavni diagondlu v i-tém sloupci a i-tém radku nulové,
rad diagondlniho bloku se tak zvétsi o 1

zajimavy je prubéh diagonalizace pomoci symetrickych e v
pripadé, kdy po skonceni (i — 1)-niho cyklu vyjde bud blok B
nulovy a nebo dostaneme na misté (i, i) nenulovy prvek

specialné uz zacindme s matici A = (a;;) s prvkem aj; # 0
v tom pripadé€ nikdy nedélane kroky 2. a 3. algoritmu

v kroku 4. pak pouzivame pri fadkovych Gpravach pouze pricitani
ndsobkl /-tého rfadku k radkim s indexem j > i
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Kdyz vychazeji pivoty nenulové

v pribéhu celého algoritmu si tak vystacime s elementarnimi
maticemi E, které jsou dolni trojihelnikové a s Cisly 1 na hlavni
diagondle

po skonceni algoritmu pak dostaneme diagonalni matici
D=E - EBEAEE - ET

soucin Ej - -- ExE; je také dolni trojihelnikova matice s jednotkami
na hlavni diagondle

= s v, Vv

eliminace provedené na matici A, je tedy v fot a s pivoty na hlavni
diagondle

doplnéni soucinu Ej - -- ExE1 A o elementdrni sloupcové Gpravy
(Ex--- E2E;A)ETE) - E/T pivoty na hlavni diagondle nezmé&ni

Diagonalizace 10-45




Bilinearni a kvadratické formy

Tvrzeni o symetrickém rozkladu

tvrzeni: Je-li A symetrickd matice takova, ze pfi Gaussové
eliminaci nemusime prohazovat radky, pak existuje dolni
trojuhelnikova matice L s jednotkami na hlavni diagondle a
diagonalni matice D = diag(di, do, ..., d,) s pivoty na hlavni
diagondle, pro které plati

A=LDLT
dikaz: z diskuse pred formulaci tvrzeni plyne, ze
A= (Ec---BE)DEE - EN)™
sta&i tedy polozit L = (Ej--- ExE1)~!

matice L je dolni trojahelnikova s jednotkami na hlavni diagondle,
nebot je inverzni k dolni trojuhelnikové matici s jednotkami na
hlavni diagondle; a ddle

(& - E) ' =((Ex--E)) = ((Bk---E) )T =LT

Diagonalizace
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Priklad
rozkladu symetrické matice A z predchozi véty se také rika
symetricky rozklad matice A

priklad: zkusime najit symetricky rozklad A = LDL" pro redlnou
symetrickou matici
1 1 2
A=11 2 1
2 1 3

stejné jako pri diagonalizaci symetrické matice pomoci
symetrickych elementarnich Gprav budeme upravovat matici

1 1 211 00
(Alk)=11 2 1|0 1 0

2 1 3/0 01
v pravém bloku budeme pocitat soucin elementdrnich matic
Ei --- ExE; a matici L pak najdeme jako L = (Ey--- ExEp) ™1

Diagonalizace
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Bilinearni a kvadratické formy
Vypocet

pokud se v pribéhu vypoctu nikde neobjevi nulovy pivot, najdeme
symetricky rozklad

1 1 2 1 0 O 1 0 0 1 0 O
O 1 -1/,-1 10 ~ O 1 —-1/,-1 10 ~
O -1 -1|-2 0 1 O -1 -1,-2 01
1 0 O 1 0 O 1 0 O 1 0 O
01 -1/-1 10 ~ 01 0|-110
0O 0 -2|-3 11 00 —-21-311
takze D = diag(1,1, —2
1 00\ " 1 0 0
[ = -1 1 0 = 1 1 0
-3 1 1 2 -1 1
atedy A= LDLT
Diagonalizace 10-48

Bilinedrni a kvadratické formy

Doplnovani kvadratické formy na ¢tverce

ukazeme si na predchozim prikladu metodu, jak diagonalizovat
kvadratickou formu pomoci ,dopliovani na ctverce”

matice A definuje bilinedrni formu f na prostoru R3 a ta vytvari
kvadratickou formu

fa(x) = X12 + 2x1x0 + 4x1x3 + 2x22 + 2xox3 + 3x§,
kde x = (x1,x0,x3)" € R3

Lagrange (kolem roku 1750) pouZival pfi studiu vlastnosti
kvadratickych forem nasledujici postup

H(X) = xP+2xixo + 4x1x3 + 2x3 + 2x2x3 + 3x3
= (x1+x+ 2X3)2 — X22 — 4X§ — dxox3 + 2x22 + 2x0Xx3 + 3X§
= (x1 +x042x3)° + X3 — 2x0x3 — X5
= (x1 +x042x3)° + (x20 — x3)° — 2x5
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Bilinedrni a kvadratické formy

Vztah doplnovani na Ctverce a symetrickych ed

vSimnéme si, ze posledni vypocet presné kopiruje diagonalizaci
matice A pomoci elementdrnich symetrickych Gprav

koeficienty u jednotlivych Ctvercd se rovnaji diagonalnim prvkim
matice vysledné matice D

zavedeme-li pro vektor x nové souradnice predpisem

X1 X1 + xo + 2x3 1 1 2 X1
xp | = X2 — X3 = 0 2 -1 X0
X5 X3 0 0 1 X2

jsou nové souradnice (xj, x5, x5) souradnicemi vektoru x vzhledem
k néjaké bazi C, pro kterou plati

1 1 2
Xc=| 0 2 -1 |[xlk=[id]{[x]x
0 0 1
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Dokonceni

]
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Bilinearni a kvadratické formy

Vztah doplnovani na Ctverce a symetrickych e — dokonceni

v soufadnicich [x]c = (x|, x5, x3) T ma kvadraticka forma £,
vyjadreni
f(x) = (x1)* + (x5)° — 2(x3)°

a baze C je tedy f-ortogonalni
pri zdlvodnovani metody symetrickych eekvivalentnich Gprav jsem
spocitali, ze soucin elementdrnich matic Ej --- ExE; , které jsme
pouzili pfi diagonalizaci bilinedrni formy f zadané matici A = [f]k,

7 . . . C T
se rovnd matici ([id]k)

matice k ni inverzni (Ex - -- E;E1)~! se tedy rovna

idl)7) = ((idlg) ) = ([id]§)
([id]16)T 1 C T K\T

Diagonalizace
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Rizné f-ortogondlni baze bilinedrnich forem

je-li f bilinedrni forma na konec¢né generovaném prostoru U nad T
a C =(vi,v2,...,v,) f-ortogondlni baze U, pak

[f]C = diag(dl, d2, NN dn)

vynasobime-li kazdy z vektor( v; nenulovym skaldrem J;,

dostaneme bazi B = (A1v1, A\avo, ..., Apv,) prostoru U, pro kterou
plati
f()\,-v,-, )\J'Vj) = )\,‘)\j f(v,-, Vj)

pro kazdé i,
baze B je proto také f-ortogonalni a

[flg = diag(M\3d1, \3da, . .., A2d,)
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Bilinearni a kvadratické formy

Ortogonalni baze bilinearnich forem nad C a R

je-li T = C, mazeme zvolit \; = (v/d;)™! pro kazdé nenulové d;

bilinedrni forma f ma potom vzhledem k bazi B diagondlni matici,
kterda ma na hlavni diagonale pouze disla 1 a 0, pocet jednotek se
rovna hodnosti rank(f)

je-li T =R, volbou \; = \; = (1/]d;|)~! pro nenulové d;
dostaneme f-ortogonalni bazi B takovou, ze diagondlni matice [f]g
ma na hlavni diagonale pouze prvky 1 nebo —1 nebo 0

usporaddme-li vhodné prvky baze B, dostaneme

[f]lg = diag(1,1,...,1,-1,-1,...,-1,0,0,...,0)

pocet nenulovych prvki na hlavni diagondle je hodnost rank(f)
bilinedrni formy f a je tedy formou f urceny jednoznacné, nezavisi
na volbé baze B
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Bilinedrni a kvadratické formy
Véta o setrvacnosti bilinearnich forem
o néco prekvapivéjsi je, ze také pocty prvkl rovnych 1 a prvki

rovnych —1 nezdvisi na volbé baze B a jsou formou f urcené
jednoznacné

véta: je-li f symetrickd bilinedrni forma na redlném vektorovém
prostoru U dimenze n a C, C' bize U takové, ze

[flc = diag(1,1,...,1,—-1,—1,...,—1,0,0,...,0)
[flc: = diag(1,1,...,1,-1,—1,...,—1,0,0,...,0)

pak k=K I=I' m=m
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Dikaz véty o setrvacnosti 1
vime uz, ze m = m’ = rank(f)

oznadime si prvky bazi C a C’

C=(ug,...,Up, Vi, ...V, W1, ..., Wp)
/ / / / / / /
C :(ul,...,uk/,Vl,...,V//,Wl,...,Wm)

ditkaz rovnosti k = k’ udéldme sporem,budeme predpoklidat, Ze
naopak k > k’ a oznaime si podprostory

V="{ug,...,ug), W=(,...,vy,wi,....w,)

potom dmV =k, dmW =/ +m=n- K,
dim(V+ W) <dimU =n

podle véty o dimenzi souctu a priniku podprostor( plati

dim(VAW) = dim V+dim W—dim(V+W) > k+n—k'—n = k—k' > 0
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Bilinedrni a kvadratické formy
Dikaz véty o setrvacnosti 2

existuje tedy nenulovy vektor x € V. N W, protoze x € V, pro jeho
souradnice

X]c = (a1, a2,...,ak b1, bo,..., b c1, ¢, .. )"
plati by =---=b =c =--- = cm =0, a protoze x # 0, aspon
jedno z Cisel a; je rGizné od 0; proto
H(x) = las+---+1a2 + (—=1)b3 +-- -+ (=1)b7? +0c? + - - + 2
= a2 +---+a2>0
podobné z x € W plyne, ze pro souradnice
[X|cr = (8}, ay, ... a0, by, by, ... by, ¢l ch.., )T

plati aj = @, = --- = a}, = 0; pak
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Dikaz véty o setrvacnosti — dokonceni

h(x) = (1)(b)° + -+ (=1)(b))* +0(c))* + - - + (c1)?
= ()2 — (B — (B2 <0

coz je spor s pred chvilkou dokdzanym f>(x) > 0
musi proto platit k < k’ a ze symetrie plyne rovnéz k' < k
proto k = k’, a protoZe uz vime, Ze m’ = m, plati také | =/

definice: je-li f symetrickd bilinedrni forma na redlném konecné
generovaném vektorovém prostoru U, pak Cislo k (resp. /) z
predchozi véty nazyvame pozitivni (resp. negativni) index
setrvacnosti formy f, znacime ny(f) (resp. n_(f)); Cislo m z
predchozi véty nazyvame nulita formy f a oznadujeme je ng(f);
signaturou formy f rozumime trojici (no(f), n+(f), n—(f))

Diagonalizace 10-58

Bilinedrni a kvadratické formy

Priklad

najdeme signaturu bilinearni formy f na R3 s matici

A= [fli =

— =N
T < I =
O R R

Symetrickymi elementarnimi Gpravami dostaneme

2 1 1 2 1 1 2 0 0
101 |~[0 -1/2 1/2 |~|0 —1/2 1/2
110 0 1/2 -1/2 0 1/2 -1/2
2 0 0 2 0 0
~10 —1/2 12 | ~| 0 —-1/2 0
0 0 0 0 0 O

signatura bilinedrni formy f je tedy (1,1,1)
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Bilinearni a kvadratické formy

Jiny priklad

jinou moznosti je doplnit kvadratickou formu f, vytvorenou
bilinedrni formou f na Ctverce

fh(x) = 2x12 + 2x1X0 + 2x1Xx3 + 2X0Xx3
X2 X3 2 x22 xg
_ 9 ( X2 _) I )
X1 + > + > > > + x2X3
X2 X3 2 1 2
_ 2( X2 _) D —
xit o+ 502 —x3)

opét dostdvame signaturu (1,1,1)

jiny priklad: spocitdme signaturu kvadratické formy

fo((x1,x2)T) = 4x1x2 + x5 na prostoru R?

Diagonalizace 10-60

Bilinedrni a kvadratické formy
Dokonceni jiného prikladu

(symetrickd) bilinearni forma f, kterad vytvari kvadratickou formu
f>, ma vzhledem ke kanonické bazi matici

=2 1)
diagonalizujeme matici A pomoci sel
(O Z)N(2 3>N(5 3)N(5 3 )N(5 0 )
2 1 2 1 31 0 —4/5 0 —4/5
signatura formy f (nebo £) je tedy (0,1,1)
stejné tak jsme mohli diagonalizovat kvadratickou formu £,
H((x1,%)7) = dxix0 + x5 = (2x1 + x2)? — 4x?

a zjistit totéz
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Bilinearni a kvadratické formy

Pozitivné definitni a semidefinitni bilinedrni formy

definice: (symetrickd) bilinearni forma f na realném prostoru U se
nazyva pozitivné definitni, plati-li

fg(x) >0

pro kazdy nenulovy prvek x € U, a nazyva se pozitivné
semidefinitni, pokud f>(x) > 0 pro kazdé x € U

tvrzeni: (symetrickd) bilinedrni forma f na redlném prostoru U
dimenze n je pozitivné definitni pravé kdyz ny(f) =n
diikaz: vezmeme f-ortogondlni bazi B prostoru U, pak
[flg = diag(di, da, ..., dp)
pro kvadratickou formu f, vytvorenou formou f pak plati
fr(x) = dix? + doxg + - - + dpx2
T

pro kazdy vektor x € U se souradnicemi [x]g = (x1, X2, ..., Xpn)
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Bilinedrni a kvadratické formy
Dokonceni diikazu

= : je-li f pozitivné definitni, pak zvolime x € U tak, aby platilo
[x]z = e;, a dostaneme

0< fh(x)=d; prokazdé i=1,...,n

< je-li naopak d; > 0 pro vSechna i, pak f(x) > 0 pro kazdy
nenulovy vektor x € U

poznamka 1: podobné Ize pomoci signatury charakterizovat
pozitivné semidefinitni formy; forma f na U je pozitivné
semidefinitni pravé kdyz

poznamka 2: podiviame-li se na definici skaldarniho soucinu, pak
vidime, ze skaldrni soucin na realném vektorovém prostoru U je
totéz, co pozitivné definitni (symetrickd) bilinedrni forma na U
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Bilinearni a kvadratické formy
Srovnani s pozitivné (semi)definitnimi operatory

na str. 9-237 jsme definovali pozitivné (semi)definitni operatory

tvrzeni: symetricky operator f : U — U na realném prostoru U se
skalarnim soucinem je pozitivné (semi)definitni pravé kdyz je
bilinedrni forma

g(x,y) = (x|f(y))
symetricka a pozitivné (semi)definitni

dukaz: je-li f pozitivné (semi)definitni operator, snadno ovéfime,
ze potom je g symetrickd bilinedrni forma; napriklad symetrie g
plyne z

g(x,y) = (x|f(y)) = (F(x) ly) = {y[f(x)) = g(y,x),

pouzili jsme symetrii operatoru f ve druhé rovnosti a symetrii
skaldrniho soucinu ve treti

Diagonalizace 10-64

Bilinedrni a kvadratické formy
Srovnani s pozitivné (semi)definitnimi maticemi
dokonceni dukazu: dile spoditame, ze
g2(x) = g(x,x) = {x[f(x))
a odtud je uz ekvivalence v tvrzeni pfimo vidét
tvrzeni: symetrickd bilinedrni forma f na konecné generovaném

redlném prostoru U je pozitiné definitni pravé kdyz je pozitivné
definitni matice [f]|g formy f vzhledem k lib. bazi B prostoru U

ditkaz: pro kazdou bazi B prostoru U je f2(x) = ([x]g)" [f]z[X]&

pro nenulovy vektor x € U proto plati f2(x) > 0 pravé kdyz
(Xls)" [fl8x]5 > 0

protoze soufadnice [x]g nabyvaji véech moznych hodnot
y € RYMU e f poziting definitni forma pravé kdyz je [f]g
pozitivné definitni matice
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Bilinearni a kvadratické formy

Nékteré charakterizace pozitivné definitnich matic

tvrzeni: symetrickd redlnd matice A radu n je pozitivné definitni
pravé kdyz bilinearni forma f(x,y) = x" Ay je skalarni soucin
na R"

aplikujeme-li vétu na str. 9-240 na operdtor f4 : R” — R" urceny
symetrickou redlnou matici A raddu n, dostaneme dalsi

charakterizace pozitivné definitnich matic

tvrzeni: symetrickad redlnd matice A radu n je pozitivné definitni
pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni Cisla kladna

pozitivné definitni matice se objevuji pfi reseni rady praktickych
uloh, proto je pro né zndma rada dalSich ekvivalentnich definic

Diagonalizace 10-66

Bilinedrni a kvadratické formy

Dalsi vlastnosti pozitivné definitnich matic

vime, ze kazdd redlna symetrickd matice A rfddu n je ortogonalné
diagonalizovatelna, str. 9-232

specialné ma tedy n vlastnich Cisel v€éetné ndsobnosti

tvrzeni: pokud se charakteristicky polynom matice A fddu n nad
télesem T rozklada nad télesem T na soucin linedrnich Ciniteld, pak

det A= Ao Ay,

kde A1, Ao, ..., A, jsou vSechna vlastni Cisla matice A véetné
nasobnosti

dikaz: vime, Ze det A se rovna absolutnimu clenu py, str. 9-42
absolutni ¢len polynomu pa(A) = (A1 — A) (A2 = A) -+ (Ap — A)
se také rovna soucinu A1 \> - -- A\,
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Bilinearni a kvadratické formy
DalSi ekvivalentni definice pozitivné definitnich matic

definice: hlavnim minorem Ctvercové matice A rozumime matici A;
tvorenou prvnimi i raddky a prvnimi / sloupci matice A

tvrzeni: pro symetrickou redlnou matici A je ekvivalentni
1. A je pozitivné definitni
2. determinanty vSech hlavni minorl matice A jsou kladné

(Sylvesterovo kritérium)

3. Gaussova eliminace pouZzitd na matici A mize probéhnout bez
prohazovani radkl a vSechny pivoty vyjdou kladné

4. A= LDL" pro né&jakou dolni trojiihelnikovou matici L s
jednotkami na hlavni diagondle a néjakou diagonalni matici D
s kladnymi cisly na hlavni diagondle

5. A= RRT pro néjakou regularni dolni trojihelnikovou matici R
(Choleského rozklad)

Diagonalizace 10-68

Bilinedrni a kvadratické formy

Zacatek dukazu

dikaz: 1. = 2. ukazeme, ze kazdy hlavni minor A; matice A je
pozitivné definitni

zvolime libovolny nenulovy vektor y € R’ a doplnime jej nulami na
vektor xT = (y"|lo") € R"

matice A je pozitivné definitni, plati proto
0<x"Ax=(y'|o")A(y"|o") =y Ay,
coz dokazuje, ze hlavni minor A; je také pozitivné definitni

protoze je pozitivné definitni, ma kladna vlastni ¢isla (mohou byt
rizna od vlastnich Cisel matice A) a tedy kladny determinant podle
tvrzeni na str. 10-67
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Bilinearni a kvadratické formy

Pokracovani dukazu

2.= 3. predpoklddame, ze vsechny hlavni minory A; matice
A = (ajj) maji kladné determinanty

specidlné to znamena, a;; = det A; > 0, prvni pivot je kladny

prvni cyklus Gaussovy eliminace miiZzeme proto provést bez
prohazovani radkl, prvek aj; zlistane nezménény

po skonceni prvniho cyklu bude minor As prevedeny pomoci erii
do rot B>

protoze ma A, kladny determinant, je det 0 < det B, = a11b2 a
tedy by > 0, druhy pivot také vyjde kladny

druhy cyklus Gaussovy eliminace tedy miiZze opét probéhnout bez
prohazovani radki
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Bilinedrni a kvadratické formy

Druhé pokracovani dikazu

predpoklddejme, ze pro néjaké kladné i < n je po (i — 1)-nim cyklu
preveden do rot minor A; a vSechny pivoty na mistech
(1,1),...,(i,i) jsou kladné

béhem i-tého cyklu pri¢itdme nasobky i-tého radku k radkim pod
nim, dosud nalezené pivoty se tim nezméni

po prvnim kroku i-tém cyklu je vynulovany rovnéz prvek na misté
(i+1,7) a minor Aj;1 je pfevedeny do fot, dal$i kroky v i-tém
cyklu GE na tom nic nezméni

det A; 11 je kladny podle predpokladu a rovny soucinu dosud
nalezenych pivotl (véetné nové nalezeného pivotu na misté
(i+1,i4+1))

protoze jsou vSechny dfive nalezené pivoty kladné, musi byt kladny
i pivot na misté (i + 1,/ + 1)
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Bilinearni a kvadratické formy
Zbyvajici implikace

3.=4. plyne z tvrzeni o symetrickém rozkladu na str. 10-46,
protoze predpoklddame navic, ze vSechny pivoty jsou kladné

4.=5. protoze v symetrickém rozklad A= LD LT plati d; > 0 pro

kazdy doagonalni prvek matice D = diag(di, do, ..., d,), plati také
A= L D1/2D1/2LT — (L D1/2)(L D1/2)T

kde DY/?2 = diag(\/d1, /b, . . . ,\/d,); nyni sta&i polozit

R = L DY/2, matice R je regularni coby sou&in dvou reguldrnich
matic a dolni trojihelnikova coby soucin dvou dolnich
trojuhelnikovych matic

5.= 1. protoZe je R reguldrni, plati RTx # o pro kazdy nenulovy
vektor x € R”, potom

x"TAx=x"RTRx=|R"x|| >0
coz dokazuje, ze A je pozitivné definitni

Diagonalizace

Bilinedrni a kvadratické formy

Ortonormdlni baze redlné bilinearni formy

pri studiu vlastnosti geometrického Gtvaru definovaného
symetrickou bilinedrni formou f (resp. ji vytvofenou kvadratickou
formou f,) na realném vektorovém prostoru U se skaldrnim
soucinem (|) je vyhodné najit f-ortogonalni bazi C, ktera je
soucasné ortonormalni bazi vzhledem ke skalarnimu soucinu (|)

takova f-ortogonalni baze vzdy existuje, nemizeme ale uz
pozadovat, aby prvky na hlavni diagondle [f]¢ byly pouze 0,1, —1

véta: je-li U realnd vektorovy prostor konecné dimenze se
skalarnim soucinem (|) a f symetrickd bilinedrni forma na V, pak
existuje f-ortogondlni baze C prostoru U, kterad je soucasné
ortonormalni vzhledem ke skaldrnimu soucinu (|)

Diagonalizace




Bilinearni a kvadratické formy

Dikaz

dukaz: pro skalarni soucin (|) existuje ortonormalni baze B
prostoru U podle disledku 1 na str. 7-47

oznalime A = [f]g, matice A je symetricka

podle spektralni véty pro symetrické operatory/matice
na str. 9-232 existuje ortonormalni baze (uy, uy,...,u,) prostoru
R" slozena z vlastnich vektorii matice A

matice R = (uy|u| - - |u,) je tedy ortogonalni a plati, ze
RYAR = R"TAR = D je diagonalni matice

zvolime bazi C = (vi,vo,...,v,) € U tak, aby platilo [vj|g = u;
protoze B je ON baze v U, plati

(vilvj) = (vilg)" [vj]s = ulu; = 5
baze C je proto také ortonormalni baze v U

Diagonalizace

10-74

Bilinedrni a kvadratické formy

Dokonceni diikazu
plati, ze matice prechodu od baze C k bazi B je [idu]g = R, proto

jsme bazi C zvolili tak, jak jsme ji zvolili

pro matici [f]¢c potom plati
c\" C T
[flc = (lid]§) [flslid]g = RTAR = D
ON baze C se skalarnim soucinem (|) je proto také f-ortogonalni

poznamka: protoze skalarni soucin na realném prostoru U je totéz,
co pozitivné definitni symetrickd bilinedrni forma g na prostoru U,
plyne z pravé dokizané véty, ze

jsou-li f, g dvé symetrické bilinedrni formy na redlném prostoru U
kone¢né dimenze, z nichz jedna je pozitivné definitni, pak
existuje baze v U, kterad je soucasné f-ortogonalni a g-ortogondlni

Diagonalizace
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Bilinearni a kvadratické formy

Prvni priklad — 1

priklad: jak vypadd mnoZina bod@ v R3 spliiujicich rovnici
X3 = —x{ + x1x0 — 3x5 ?
jde o graf kvadratické formy
K((x1,x) ") = —xZ + x1x0 — 3x3

vytvorené symetrickou bilinedrni formou

1 1
F((x, %) 7, (y1,¥2)T) = —xay1 + SX1y2 + Sxeys — 3x2y2

kterd ma vzhledem ke kanonické bazi K v R? matici
oA -1 1/2

Diagonalizace 10-76

Bilinedrni a kvadratické formy

Prvni priklad — 2
symetrickymi elementarnimi Gpravami ji pfevedeme do diagondlni
matice diag(—1, —1), forma f ma signaturu (0,0, 2)
existuje baze B v R? takova, Ze [f]g = diag(—1, —1)

pro vektor x = (x1,x2) T oznadime soutadnice [x]g = (x],x3),
potom

A((xa.2)") = (Xs) " [fls [Xe = —(4)° + ()2

v bazi B graf funkce f» vypadd jako rotacni paraboloid obraceny
smérem doll

baze B ale nemusi bat ortogonalni ani jeji vektory nemusi mit
normu 1, takze vzhledem k néjaké ortonormdlni bazi je paraboloid
»linedrné deformovany"

ve skutecnosti jde o elipticky paraboloid
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Bilinearni a kvadratické formy

Prvni priklad — také jsme mohli

doplnit kvadratickou formu f, na Ctverce

T 2 2 1 \* 11,
x3=fh((x,x) )=—x +txx -3 =—|x1— x| ——X
vidime znovu, Ze signatura f je (0,0,2)

zavedeme-li nové soutadnice pro vektor x = (xg, x2) "

[xb:(ii):(é 5)(2):“‘%%

dostaneme opét vyjadieni f((x1,x2) ") = —(x])? — (x])?

vektory baze B najdeme ve sloupcich matice

5 1 -1 -1 1 L
2 V11
Diagonalizace 10-78

Bilinedrni a kvadratické formy
Druhy priklad — 1

priklad: chceme zjistit, jak vypada (Gtvar) mnozina bodd
(x1,x2,x3)T € R3 spliiujicich rovnici

10X12 + 13x22 + 13x§ + 4x1x0 + 4x1x3 + 8xo0x3 = 9

na levé strané mamé opét kvadratickou formu f, na R3 vytvorenou
symetrickou bilinedrni formou f s matici

10 2 2
[flc=A=| 2 13 4
2 4 13

vzhledem ke kanonjické bazi K v R3

pomoci symetrickych elementdrnich Gprav opét zjistime signaturu
f, rovna se (0, 3,0)
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Bilinearni a kvadratické formy
Druhy priklad — 2

vzhledem k néjaké bazi B je tedy Gtvar tvoreny vsemi body
[X]g = (x{, x5, x5) T, které splfiuji rovnici

(31)* + ()* + (x3)* = 9

nyni najdeme ortonormalni bazi v R3, ktera bude souc¢asné
diagonalizovat formu f

budeme postupovat podle diikazu véty o ortonormalni diagonalizaci

jako ortonormalni bazi B v R3 zvolime kanonickou bazi K, pak

10 2 2
fl=A=| 2 13 4
2 4 13

najdeme ON bazi C v R3 sloZenou z vlastnich vektorii matice A

jeji vlastni Cisla jsou A1 = A =9 a A\3 =18

Diagonalizace 10-80

Bilinedrni a kvadratické formy
Druhy priklad — 3

v prostoru Mg vlastnich vektor( prislusnych vlastnimu cislu 9
zvolime néjakou ON bazi (u1,uy) a pfiddme normalizovany vlastni
vektor ug pfislusny vlastnimu cislu 18, napr.

1 2 1 2 1 1
(U1,U2,U3) — Py —2 7§ 1 7§ 2
1 —2 2

dostali jsme tak ON bazi C = (uz, uy,u3) pro kterou plati
[f]c = diag(9, 9, 18), takZe vzhledem k bazi C ma nas Gtvar rovnici

9(x{)? + 9(x)? + 18(x4)? = 9

kde vektor x = (x1, x2,x3) T ma souFadnice [x]c = (x{, %}, x5)7;
takze
takze ()2 + ()2 +V2(x4)? =1

nas Gtvar je tedy elipsoid s poloosami ug, uz a (v/2/2)uz
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Bilinearni a kvadratické formy

Treti priklad = 1
priklad: budeme zkoumat mnoZinu bodii x = (x1,x)" € R?,
jejichz souradnice splnuji rovnici

3x7 4 2x1x2 +3x5 — 10x; — 1dxy + 7 =0

leva strana je souctem kvadratické formy
f((x1,x2)") = 3x% + 2x1x0 + 3x3, linearni formy
h((x1,x2) ") = —10x; — 14x, a konstanty 7

kvadratickd forma f, je vytvorena bilinedrni formou f s matici
(vzhledem ke kanonické bazi K v R?)

a=ie= (3 3 )

nejdrive najdeme ortonormalni bazi C v R,, ktera je soucasné
f-ortogonalni

Diagonalizace 10-82

Bilinedrni a kvadratické formy

Treti priklad — 2

vlastni Cisla matice A jsou 2 a 4, bazi C vybereme z normovanych
vlastnich vektori matice A, napr.

C:(Ulv"?):(g(—ll)’g(i))

rovnici definujici Gtvar vyjad¥ime v soufadnicich (x], )" = [x]¢
protoze [f]c = diag(2,4), plati
f(x) = (Xc)" [flc [Xlc = 2(x1)* + 4(x3)°
matice linedrni formy h vzhledem k bazi B (a K1 = (1)) je
Gy = s = o190 (1)
= V2(2,-12)
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Bilinedrni a kvadratické formy

Treti priklad — 3
a tedy

h(x) = [h]{y)[Xlc = 2V2x] — 12v/2x;

studovany Gtvar je tedy mnoZina véech bodl x € R?, které maji
soufadnice [x]c = (x{,x3)" spliiujici rovnici

2(x1)% + 4(x)? +2v2x] — 12V2x4 +7 =10

doplnime na cCtverce

2 2
2 2
2<x{—|—%> +4<x§—¥> =12

a upravime

Diagonalizace 10-84

Bilinearni a kvadratické formy

Treti priklad — 4

&

vzhledem k bazi C jde tedy o elipsu se stfedem (—\/5 3

)T
a poloosami délek V6 a V3

M‘

vzheledem ke kanonické bazi K ma stred elipsy souradnice

2 3v?2
2 2
hlavni poloosou délky /6 ve sméru (u;) a vedlej$i poloosou délky

V3 ve sméru piimky (uy)
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Soustavy souradnic

Afinni geometrie

Definice afinniho prostoru

definice: afinni prostor A nad télesem T je neprazdnd mnozina A
(jeji prvky nazyvame body) spolu s vektorovym prostorem V nad T
a operaci + : A x V — A, kterd kazdému bodu a € A a vektoru

v € V priradi bod a+ v € A a kterd spliuje axiomy

e pro kazdy bod a € A a kazdd dva vektory v,w € V plati
a+(v+w)=(a+v)+w

e pro kazdy bod a € A platia+o0=a

e pro kazdou usporadanou dvojic bodl a, b € A existuje
jednoznacné urceny vektor v € V, pro ktery platia+v=>,

vektor v ze treti podminky oznacujeme b — a

Soustavy souradnic




Afinni geometrie

Poznamky k definici afinniho prostoru

vektorovy prostor V v tomto kontextu nazyvdme prostor vektort
afinniho prostoru A

upozornéni: nedefinovali jsme soucet bodl afinniho prostoru A
z prvni podminky plyne, Ze nemusime psat zavorky v souctu

a-+vy+voy+v3

zvolime-li v afinnim prostoru A pevny bod a € A, pak zobrazeni
Vi—a+v

je bijekce mezi body vektory z prostoru vektorii A a body tohoto
prostoru

Soustavy souradnic 11-5

Afinni geometrie

Jednoduché disledky definice afinniho prostoru

je-li A afinni prostor a V prislusny vektorovy prostor, pak pro kazdé
body a, b, c,d € A a kazdé vektory u,v € V plati

e a—b=—(b—a)

e (a+tu)—(b+v)=(a—b)+(u—-v)
e (a=b)+(c—d)=(a—d)+(c—b)
e (a=b)+(b-c)=(a-¢)

]
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Dimenze afinniho prostoru
definice: dimenzi afinniho prostoru definujeme jako dimenzi jeho

prostoru vektor(

afinni prostor dimenze 0 je jednoprvkova mnozina {a} s operaci
at+o=a

afinni prostor dimenze 1 je obvykle nazyvan afinni primka

z vySe uvedené bijekce plyne, ze afinni primka nad R je mnozina
bodid {a+ v :v € V}, kde V je vektorovy prostor dimenze 1 nad R

afinni pfimkou je naptiklad nasledujici podmnozina R?

e )re(30) e

tato afinni pfimka neni podprostorem vektorového prostoru R?

Soustavy souradnic

Afinni geometrie

Afinni geometrie

Afinni rovina

afinni prostor dimenze 2 nazyvdme také afinni rovina

s vyuzitim téze bijekce snadno ovérime, ze nasledujici
podmnoZzina R3

1 —1 2
2 | +s 1 +t| -3 |:s,teR
3 —1 1

je afinni rovina

opét k bodu (1,2,3)7 pfi¢itame vektory z prostoru
((-1,1,-1)7,(2,-3,1)7) dimenze 2 nad R
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Afinni geometrie

Aritmetické afinni prostory

obecné plati, ze je-li A afinni prostor nad télesem T a V prislusny
vektorovy prostor, pak pro kazdy podprostor W <V abod ac A
je mnozina

{a+w:weW}CA

spolu s operacemi prevzatymi z A opét afinni prostor, takto
definovanym afinnim prostoriim fikdme podprostory prostoru A

nejjednodussim prikladem afinniho prostoru nad obecnym télesem
T jsou aritmetické afinni prostory, které budeme znacit také T”

jejich body tvofi mnozina A = T7", prislusny vektorovy prostor je
aritmeticky prostor T” a scitani bodu s vektorem je prevzaté z
prostoru T"

uvedené priklady ukazuji, ze afinni aritmeticky prostor T” ma jiné
podprostory nez aritmeticky vektorovy prostor T"

Soustavy souradnic

Afinni geometrie

Afinni prostory s mérenim vzdalenosti

chceme-li v afinnim prostoru A mérit vzdalenosti a hly,
potrebujeme mit v prostoru vektortl V skalarni soudin

definice: afinnim eukleidovskym prostorem (resp. afinnim
unitarnim prostorem) rozumime afinni prostor A nad télesem R
(resp. C) spolu se skalarnim souc¢inem (|) na prostoru vektort V
afinniho prostoru A

definice: vzdalenost dvou bodl a, b € A v afinnim eukleidovském
prostoru A s prostorem vektorll V rozumime Cislo ||b — a||, kde || - ||
je norma definovana skaldrnim soucinem na V

Soustavy souradnic
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Afinni geometrie

Soustava souradnic v afinnim prostoru — 1

definice soustavy souradnic v afinnim prostoru A odpovida tomu,
co ji normalné rozumime

zvolime si néjaky bod a € A a nazveme jej pocdtek souradnic a
jednotkové vektory ve sméru souradnych os, jinymi slovy bazi
B = (ug,uy,...,u,) ve vektorovém prostoru V prislusném k A

definice: soustavou souradnic v afinnim prostoru A dimenze n nad
télesem T s prostorem vektori V rozumime dvojici S = (a, B), kde
ac€ AaB={(uj,uy,...,u,) je baze v prostoru V

soufadny systém S = (a, B) v afinnim prostoru A nam dovoluje
urcit souradnice kazdého bodu a € A a vektoru v € V

pokud jde o vektor v € V, definujeme jeho souradnice vzhledem k
S = (a, B) jako
[v]s = [v]s

Soustavy souradnic 11-11

Afinni geometrie

Soustava souradnic v afinnim prostoru — 2

v pfipadé bodu b € A definujeme jeho souradnice vzhledem k
S = (a, B) jako

[bls = [b—a]s = [b—a]s
budeme také psat [v](, g) a [b](4,B)
nase definice souradnic odpovidd geometrické intuici

pro bod b € A vezmeme jednoznacné urceny vektor v takovy, ze
a+v = b (tj. vektor v= b — a)

souradnice bodu b jsou potom jednoznacné uréend n-tice
(t1, to, ..., ty) prvki télesa T, pro kterou plati

b=a+v=a+ tju; + thur +--- + tyu,
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Priklad

jednoduché disledky: protoze a = a + o, plati
[a]..8 = (0,0,...,0)7 pro jakoukoliv bazi B vektorového
prostoru V

déle [a + uj|(5 5y = €; pro kazdé i =1,2,...,n

priklad: v aritmetickém afinnim prostoru R3 zvolime soutadny
systém

S=(a,B), kde a:(g), BZ((:{)(:?))

najdeme soufadnice vektoru v = (—1,3)7 a bodu b= (-1,3)"
vzhledem k S

Soustavy souradnic

Afinni geometrie
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Afinni geometrie

Priklad — reseni

pro nalezeni soufadnic (t1, t2)" vektoru v musime Fesit soustavu

(1) re(2)=(5)

pro nalezeni soutadnic (t1, t2)" bodu (1,3)" musime najit
soufadnice vektoru b —a = (—1,3)" —(3,2)7 = (—4,1)7, tj. redit

soustavu
N O TR (e I
| 2\ 1)\ 1

mlzeme to udélat najednou pomoci Gpravy matice

1 —2| -1 —4 1 —2| -1 -4
1 -1 3 1 0 1|4 5

vyjde [v]o8) = (7,4)" a [b](a5) = (6,5)"

11-14
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Afinni geometrie

Kanonickd a kartézska spoustava souradnic

definice: kanonicka soustava souradnic v afinnim aritmetickém
prostoru T" je soustava souradnic

K =((0,0,...,0)", (e1,ez,...,e,))

pro kanonickou soustavu soufadnic K plati, ze [a]x = a pro kazdy
bod a € T" a [v]x = v pro kazdy vektor v € T"

definice: kartézska soustava souradnic v afinnim euklidovském
prostoru A s prostorem vektori V je souradnd soustava

(a,(u1,up,...,up)), kde (ug,uz,...,u,) je ortonormalni baze V
v kartézské souradné spoustavé (a, (ug,uy,...,u,)) ma kazdy
vektor u; normu 1 a vektory baze (ui, uy,...,u,) jsou navzdjem
kolmé

Soustavy souradnic

11-15

Afinni geometrie

Operace v afinnim prostoru pomoci souradnic

tvrzeni: je-li (a, B) soustava souradnic v afinnim prostoru A s
prostorem vektortl V nad télesem T, pak pro libovolné body
b,c € A a vektory v,w € V plati

o [v+w],g) = I[Vv]ap) + W5
o [tv]aB) = t[V]@sB)

o [b+v]@ap) = [bla,B) + [V]an

o [b—clap) = [bl(a,B) — [cl(a,B)

je-li navic A afinni euklidovsky prostor a (a, B) kartézska souradnd
soustava, pak

o (viw) = [V]ap) W) = (Mes) Wias

Soustavy souradnic
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Afinni geometrie
Zména soustavy souradnic

jsou-li § = (a,B) a §' = (&', B’) dva systémy souradnic v afinnim
prostoru A s prostorem vektor(i V nad T, pak mlzeme souradnice
bodl a vektor(i v A vzhledem k souradnému systému S prepocitat
na soufadnice vzhledem k S’ pomoci matice prechodu [id]5,

tvrzeni: jsou-li S = (a,B) a §' = (a’, B’) dva systémy souradnic v
afinnim prostoru A s prostorem vektorti V nad T, pak kazdy vektor
v € V a pro kazdy bod b € A plati

o V(g = [id]g V](z,8)

° [b](a’,B’) - [a](a’,B’) + [’d]g/ [V](a,B)

Soustavy souradnic

Afinni geometrie

Pro¢ neni definovan soucet bodu — 1

sCitani bodd v afinnim prostoru neni definované
je to proto, ze jej rozumné definovat nejde

nékoho by mohlo napadnout definovat soucet bodli pomoci souctu
jejich souradnic
problém je v tom, ze takovd definice souctu zavisi na systému

soufradnic

naptiklad v afinnim aritmetickém prostoru A = R? by pro body
a=(0,0)" a b=(1,0)7 pfi pouziti kanonického systému
souradnic K vyslo

[a]k = (0,0)", [b]k = (1,0)", [alx + [blk = (1,0)"

takze by se zdalo byt rozumnym definovat a + b jako bod
(1,0)T € A
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Afinni geometrie

Pro¢ neni definovan soucet bodu — 2

vzhledem k systému soutadnic S = ((2,3)7,((1,0)7,(0,—-1)7)) by
vyslo

[a]s = (—2,3)7, [bls = (-1,3)", [a]s + [b]s = (—3.6)"

a soufadnice (—3,6)" vzhledem k soufadnému systému S ma bod

(—2,3)" +(=3)(1,0)" +6(0,-1)" =(-1,-3)"

podobné lze odlvodnit, Zze sou¢tem dvou bodii nemiize byt ani
zadny vektor

Soustavy souradnic 11-19

Afinni geometrie
Nékdy to vyjde

pro nékteré linedrni kombinace bodi ale rozumna definice vysledku
v podobé bodu nebo vektoru existuje

napriklad pokud bychom v obou predchozich souradnych

systémech poditali

11
Sa4 b
2?15

vysel by ndm vzdy stejny bod (1/2,0)7, tj. stfed Gsecky s krajnimi
body aa b

podobné, kdybychom poditali

> 1
‘a2t h
37913

pomoci obou soufadnych systém(i by ndm vysel bod (1/3,0)7
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Afinni geometrie

Lemma

lemma: je-li A afinni prostor nad télesem T, S = (a, B) systém
souradnic v A, ai,as,...,ax € A, a A\1,..., A\, skaldry takové, ze
A1+ X+ -+ A =1, pak plati

Atlat]s + -+ Aefak]s = [a1 + A2(a2 — a1) + -+ Ae(ak — a1)]s
a tedy také
Atlat]s + -+ Melak]s — [a1]s = [M2(a2 —a1) + - + Ak(ak — a1)]s

dikaz: jde o jednoduché cviceni v poditani se souradnicemi

protoze \{ =1 — Xy — -+ — A

Aila1]s + Azlaz]s + - + Axlak]s
[a1]s + Ao([az]s — [a1]s) — - — Ak([ak]s — [a1]s))
= [a1+ X(ax —a1)+ -+ X(ak — a1)]s
druhd cast plyne okamzité z prvni
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Afinni geometrie
Afinni kombinace bodt

tvrzeni: je-li A afinni prostor nad télesem T dimenze aspon 1,
jsou-li a1, as,...,a, € Alibovolné body a A1, Ao,... . A\ €T
libovolné skalary, pak je ekvivalentni
1. bod b € A o souradnicich
[b]ls = Aifa1]ls + Az[a2]s + - - - + Ak[ak]s nezavisi na systému
souradnic S v A
2.+ X+ A+ A =1
pokud tato varianta nastava, pak plati
b—a = )\2(&)2 — a1) + )\3(33 — a1) + .4 )\k(ak — a1)
dikaz 2. = 1.: z predchoziho lemmatu plyne, ze v kazdém
systému souradnic plati
[b]s = [a1 + A2(a2 — a1) + - + A(ak — a1)]s

a1+ Aa(az —a1) + -+ M(ak — a1) je bod v A nezavisly na S
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Afinni geometrie

Definice afinnich kombinaci

definice: je-li A afinni prostor nad télesem T, jsou-li a1, as, ..., ax
libovolné body v A a A1, Ao, ..., Ay skaldry takové, ze

A1+ Ao+ -+ X = 1, pak afinni kombinaci bod( a1, as,...,ak s
koeficienty A1, A2, ..., Ax rozumime bod b € A, pro ktery plati

[b]s = )\1[81]5 + )\2[82]5 + -+ )\k[ak]s

kde S je libovolna soustava souradnic v A
oznaceni: b = \1a; + X\oax + - - - + Aax

podle lemma na str.11-21 mdzeme fakt, ze b je afinni kombinace
bodl a1, as, ..., ax s koeficienty A1, Ao, ..., A\ zapsat také jako
b:al+)\2(32—31)+---+)\k(ak—31)
nebo jako
b— a; :)\g(ag—al)+---+>\k(ak—a1)
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Afinni geometrie

Alternativni vyjadreni afinni kombinace

afinni kombinaci bodll a;, ap, ..., ax mizeme také vyjadrit
symetricky

tvrzeni: je-li A afinni prostor nad télesem T, jsou-li a1, as, ..., ax
libovolné body v A a A1, Ao, ..., A\t skaldry takové, ze

A1+ Ao+ -+ A = 1, pak afinni kombinace
A1a1 + doax + - - + Agak se rovna jednoznacné urcenému bodu
b € A, pro ktery plati

)\1(31—b)—|—>\2(32—b)—l—---—i—)\k(ak—b)zo

diikaz: v A zvolime néjakou soustavu soufadnic S

pak pro libovolny bod b € A plati

[A1(a1 — b) + A2(a2 — b) + - - + Ak(ak — b)]s
= [)\131 4+ Xoay + -+ )\kak]s — [>\1b-|— Aob—+ -+ >\kb]5
= [A1a1 + Aoaz + - - + Aiak]s — [b]s
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Afinni geometrie

Fyzikalni interpretace afinni kombinace

odtud plyne, ze A\1(a1 — b) + Xo(a2 — b) +--- + Ak(ak — b) =0
pravé kdyz b = A1a; + XAoar + - - - + Akak

posledni tvrzeni rika, ze afinni kombinace
b= Aia1 + Xa> + -+ + Aax ma v pripadé télesa realnych Cisel R

a kladnych koeficient A1, Ap, ..., Ak prfirozeny fyzikalni vyznam
bod b je tézisté soustavy k hmotnych bodl a1, as,...,ax s
hmotnostmi A1, Ao, ..., Ak
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Afinni geometrie

Afinni kombinace dvou bod(l na afinni primce

vezmeme si dva rizné body a, b na afinni prfimce A nad télesem T,
prislusny vektorovy prostor ma dimenzi 1

vektor b — a # o, takze pro kazdy bod c pfimky A existuje pravé
jedno \ € T takové, ze (c —a) = A(b— a)

takze ¢ = a+ A\(b — a) a z nesymetrického vyjadreni afinni
kombinace na str. 11-23 plyne

c=(1—=XNa+Ab
jednoznacnost vyjadreni ¢ jako afinni kombinace danych bodl a, b
plyne z jednoznacnosti vyjadreni

c=a+ ANb— a)
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Afinni geometrie

Déleni Gsecky v afinnim euklidovském prostoru

pro afinni kombinaci ¢ = A\1a + \2b plati
A(a—c)+ Aa(b—c) =0, neboli \1(c —a) = A\a(b— a)

v euklidovském afinnim prostoru to znamend, ze pomér
»orientovanych” vzdalenosti bodu ¢ od bodi a, b je A\ : A\;

to ma také nazorny fyzikalni vyznam — jde o rovnovdhu na pace
bod c lezi uvnitf Gsecky s koncovymi body a, b, pokud A1, A» > O,

a lezi vné této usecky, pokud maji koeficienty A1, Ao riizna
znaménka
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Afinni geometrie

Priklad
body a = (1,2)7, b= (5,6)" a c =(2,3)7 afinniho aritmetického
prostoru R? lezi na afinni pfimce (0,1)7 + t(1,1)7

muizeme proto vyjadrit bod ¢ jako afinni kombinaci bodi a, b

body a, b, c mdme zadané pomoci souradnic vzhledem ke
kanonickému souradnému systému

hleddme cisla A1, \p, pro kterd plati A\ + A\, =1 a
c = Ma-+ b

porovnanim prvnich slozek dostaneme A1 + 5X\p = 2 a tedy
A = 3/4, Ay = 1/4, t].

3 1
—2a4b
c=377%
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Afinni geometrie

Tvrzeni o afinnich kombinacich

tvrzeni: je-li A afinni prostor dimenze n > 1 nad T s prostorem

vektortl V a ay,an,...,ak € A, pak je ekvivalentni
1. kazdy bod b € A lze jednoznacné vyjadrit jako afinni
kombinaci bodil a1, as, ..., ax
2. posloupnost (a2 — a1, a3 — a1, ..., ax — a1) tvori bazi

prostoru V (specidlné také k = n+ 1)
dikaz: v pozndmce po definici afinni kombinace na str. 11-23 jsme
uvedli, ze néjaky bod b € A je afinni kombinaci bodi a1, ay, ..., ak

s koeficienty A1, Ao, ..., A pravé kdyz

b—a = )\2(82 — 31) + )\3(83 — al) + -+ )\k(ak — al)
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Afinni geometrie

Zacatek dukazu

1. = 2. kazdy vektor v € V urcuje jednoznacné bod b =a; + v
pro tento bod b € A pak plati b—a; = v
z posledni rovnosti na predchozi strané pak plyne

v=b—a; =X(ax—a1)+A3(az —a1)+ -+ A(ak — a1),
coz dokazuje, ze (ap — a1,a3 — a1,...,axk —a1) =V, jeli

0 = pp(az — a1) + p3(az —ar) + -+ + pk(ak — a1)

pro néjaké skalary p1, uo, ..., ux € T, polozime
pr=1—p2— ... — pg
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Afinni geometrie

Dokonceni dukazu

pro bod b = a; pak dostavame dvé vyjadreni jako afinni kombinace
bodll a1, as, ..., ak:

b=a; =pia1+ poax+ -+ piak
a dile a; = 1a; +0ay + - - - + Oayx

z predpokladu jednoznacnosti v bodé 1. plyne o =--- = ux =0,

coz dokazuje, ze posloupnost (ap — a;, a3 — a1, ...,ax —a1) je LN

2.= 1. kazdy bod b € A mizeme vyjadrit jednoznacné jako soucet
b = a; + v pro néjaky vektor v € V

protoze je (ap — a;, a3 — a1, ...,ax — a1) baze ve V, existuje
jednoznacné vyjadreni
b=a+v=a;+ )\2(32 — a1) + )\3(3—31) 4+ -4 )\k(ak — 31)

nyni staci polozit Ay =1 — \p —--- — Ay a pouzit zacatek dikazu,
coz dokazuje jednoznacnost b = Ai1a; + - - - + Akak
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Afinni geometrie

Barycentrické souradnice

definice: je-li A afinni prostor dimenze n nad T s prostorem
vektorl V, pak barycentricka soustava souradnic v A je libovoln3

usporadand (n + 1)-tice bodt (a1, a2, ..., anr1) spliujicich
podminku, ze kazdy bod b € A lIze jednoznacné vyjadrit jako afinni
kombinaci

b= Aia1 + Apax + -+ App1any1

(n 4+ 1)-tici skalarti (A1, A2, ..., Aps1) " pak nazyvame
barycentrické souradnice bodu b vzhledem k (a1, a2, ..., an+1)
z definice a tvrzeni na str. 11-29 plyne, ze (a1, a2,...,an+1) je

barycentrickd soustava souradnic v A pravé kdyz

S = (31, (a2 —ad1,4d3 —ai,...,dp+1 — 31))

je soustava souradnic v A
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Afinni geometrie

Prevod mezi rliznymi souradnicemi

z dikazu implikace 2. = 1. tvrzeni na str. 11-29 také plyne, ze
plati-li pro néjaky bod b € A

[b]s — (>‘27 >‘37 I >‘n+1)T7

pak jeho barycentrické souradnice vzhledem k barycentrické
soustavé soufadnice (a1, az,...,ant+1) jsou

(1—>\2—>\3—"’_)\n+17)\27>\37"'a)‘n+1)7—
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Afinni geometrie

Linedrni kombinace bodli odpovidajici vektoriim

jsou-li a, b body afinniho prostoru A, pak b — a je jednoznacné
urceny vektor prostoru A, pro ktery plati

b=a+(b—a)
tvrzeni: je-li A afinni prostor nad T, a1,...,ax € Abody v A a
A1, ..., Ak € T skaldry, pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

1. vektor v o soufadnicich [v]s = A1[a1]s + - - + Ak[ak]s
nezdavisi na volbé soustavy souradnic S,

2. M+ -+ X =0
v takovém pripadé plati
Afa1]s + -+ Ailak]s = [Ma(a2 — a1) + -+ - + Ak(ak — a1)]s

pro kazdou soustavu souradnic S prostoru A
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Afinni geometrie

Definice a riizna vyjadreni
definice: jsou-li a;,...,ak € Abody v A a A1,..., A\ €T skalary
takové, ze A\1 + Ao + A\x = 0, pak definujeme vektor v A

A1a1 + Azaz + - - 4+ Agax
predpisem
[A1a1 + Xoax + - - - + Akakls = Mfa1]s + Aefaz]s + - - - + Ak[ak]s
pro kazdou soustavu souradnic v A
kromé vyjadreni
Ara1 + Apax + -+ Akak = Aa(a2 — a1) + -+ Me(ak — a1)
z predchozi strany plati také pro libovolny bod b € A

Aa1+Xoar+- -+ Aax = Al(al—b)+)\2(ag—b)+' . -+)\k(ak—b)
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Afinni geometrie

Podprostory afinnich prostor(i - obsah

B Podprostory afinnich prostorti
Definice podprostort
Jak zadat podprostor
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Afinni geometrie

Definice podprostort

definice: je-li A afinni prostor nad télesem T s prostorem

vektor(i V, pak afinni prostor B na stejnym télesem T s prostorem
vektorlt W se nazyva afinni podprostor prostoru A, pokud plati

B C A, W <V a scitani bodi s vektory v B je prevzaté (zdZenim)
s¢itdni v A

je-li navic A afinni euklidovsky prostor, pak afinni euklidovsky
prostor B je afinni euklidovsky podprostor A, pokud je afinnim
podprostorem A a skalarni soucin ve W je z(zenim skaldrniho
soucinu ve V

priklad: je-li A afinni prostor s prostorem vektort V, pak pro kazdy
bod a € A a podprostor W < V je mnozina bodl

a+W={a+w:weW}

spolu s operaci scitani bodu s vektorem prevzatou z A afinni
podprostor A s prostorem vektori W
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Afinni geometrie

Odcitani bodt v podprostoru
je-li afinni prostor B (s prostorem vektori W) podprostor afinniho
prostoru A (s prostorem vektorl V), pak

e pro b€ B aw € W nezdlezi na tom, poditdme-li b+ w v
podprostoru B nebo v celém prostoru A

jsou-li a, b € B dva body podprostoru B C A, miizeme vektor
w = b — a pocitat jak v B tak v A

v B je to jednoznacné urceny vektor w € W < V, pro ktery je
at+w=>5b

B je podprostor A, proto plati a+w = b také v A

a protoze v A je takovy vektor w urceny jednoznacné, plati

e pro kazdé dva body a, b € B také vektor b — a nezavisi na
tom, poditdme-li jej v B nebo ve vétsSim prostoru A
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Afinni geometrie

Afinni kombinace v podprostoru

jsou-li a1, ..., ax libovolné body v podprostoru B a
A1+ A2+ -+ A = 1 pro néjaké skalary, je jejich afinni kombinace

A1a1 + Apap + -+ Agak

v podprostoru B rovna jednoznacné urcenému bodu b € B C A,
pro ktery plati

)\1(31—b)+)\2(ag—b)—l—---—i—)\k(ak—b):o

a tato rovnost plati i ve velkém prostoru A, proto

e libovolnd afinni kombinace A\1a; + Asas + - - - + Arax bodil
podprostoru B nezavisi na tom, pocitdme-li ji v B nebo v A

e stejné jako rozdil dvou bodl nebo afinni kombinace se shoduji
jakékoliv jiné operace, které jsou odvozené z operaci v afinnim
prostoru
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Afinni geometrie

Jak dostat vSechny podprostory

tvrzeni: je-li A afinni prostor nad télesem T s prostorem vektori V
a B podprostor A s prostorem vektor(i W, pak pro kazdy bod
b € B plati

B=b+W={b+w:weW}

navic plati W={c—b:ceB}={d—c:c,deB}

diakaz: pro kazdy vektor w € W je b+w € B, proto b+ W C B
pro kazdy bod c € B plati c — b € W, a tedy
c=b+(c—b)eb+W

podobné snadno se dokazou obé rovnosti v dodatku

poznamka: z dodatku plyne, ze podprostor B afinniho prostoru A
je jednoznacné urceny svymi body, kazdy vektor prislusny k B
dostaneme jako rozdil dvou bodii z B

pri zadani podprostoru staci zadat mnozinu bod( podprostoru
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Afinni geometrie

Podprostory afinniho aritmetického prostoru R3

protoze prostor vektor( afinniho aritmetického prostoru R3 se rovna
aritmetickému vektorovému prostoru R3, dostavame ¢tyfi typy

e body, tj. podprostory tvaru B = b+ W, dim(W) = 0, ¢ili
W = {o} a B = {b}

e primky, tj. podprostory tvaru B = b+ W, dim(W) = 1, ¢ili
W = (v), kdev #0,a B=b+ (v)

e roviny, tj. podprostory tvaru B = b+ W, dim(W) = 2, ¢ili
W = (v, w), kde (v,w) je linedrné nezavisla posloupnost, a
B=b+(v,w)

e cely prostor B = R3
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Afinni geometrie

Pripomenuti

mnozina vSech feSeni soustavy linearnich rovnic Ax =b s
koeficienty v T a matici A typu m X n je podprostor afinniho
aritmetického prostoru T", nebot ji mizeme vyjadrit ve tvaru

u+ Ker A,

kde u je jedno partikuldrni Feseni (bod v afinnim aritmetickém
prostoru T") a Ker A je podprostor vektorového aritmetického
prostou T"
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Afinni geometrie

Podprostory pomoci afinnich kombinaci

tvrzeni: je-li A afinni prostor (s prostorem vektori V), pak
neprdzdnd mnozina B C A je podprostor A pravé tehdy, kdyz
kazda afinni kombinace bodil z B opét lezi v B

diikaz: uz jsem si ukazali, ze je-li B podprostor A, pak kazda afinni
kombinace bodl z B vyjde stejn€, pocitame-li ji v B nebo v A

predpokladejme naopak, ze kazda afinni kombinace bodil z B patri
do B

zvolime bod b € B a dokazeme, ze mnozina vektorl
W = {c — b: c € B} je podprostor vektorového prostoru V

jsou-li u,v € W, platiu=c— b av=d— b pro néjaké body
c,d € B; potom

utv=(c—b)+(d—b)=(c+d—b)—b

a protoze ¢ + d — b je afinni kombinace bodl z B, patri také do B
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Afinni geometrie

Dokonceni dukazu

vektor u + v je rozdilem dvou bodl z B a patri proto do W
podobné pro skaldr t plati
tu=t(c—b)=(tc—(1—1t)b)—b

a protoze je tc + (1 — t)b afinni kombinace bod( z B, je to opét
bod z B, coz dokazuje tu € W

mnozina W je tedy podprostor V a
B=a+W

je podprostor afinniho prostoru A
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Afinni geometrie

Afinni obal

definice: je-li X neprdzdnd podmnozina afinniho prostoru A nad
télesem T, pak afinni obal mnoziny X je

{A1a1+---+)\kak:a,-GX,/\,-ET,kz1,)\1+---+)\k:1}

oznaceni: (X)

tvrzeni: pro kazdou neprazdnou podmnozinu X afinniho
prostoru A nad télesem T je afinni obal (X) podprostorem A

dikaz spociva v mechanickém ovéreni, ze ,,afinni kombinace
afinnich kombinaci bodd A je opét afinni kombinace bodi A"

definice: plati-li pro neprazdnou podmnozinu X afinniho
prostoru A, Ze (X) = A, pak fikdme, Ze A je afinni obal mnoziny X
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Afinni geometrie

Bodovy popis podprostoru
pro kazdou neprazdnou podmnozinu X afinniho prostoru A je

afinni obal (X) podprostorem A

je-li naopak B (s prostorem vektori W) néjaky podprostor
dimenze k afinniho prostoru A, zvolime v B néjakou soustavu

soufadnic S = (a, C), kde C = (v1,v2,...,Vk) je baze vektorového
prostoru W

polozime ag =a,a =a-+Vy,...,akr1 = a+ Vg

pak C = (vi,v2,...,vk) = (a2 —a1,a3 —a1,...,ak+1 — a1) je

baze ve W a to je podle tvrzeni na str. 11-29 ekvivalentni s tim, ze
kazdy bod b Ize napsat jednoznacné jako afinni kombinaci bodi
a1, dz, ..., dk+1; proto

B = <ala a2,. .., ak—|—1>

neboli B je afinni obal mnoziny X = {a1,a2,...,aks1}
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Afinni geometrie
Parametricky popis podprostoru
je-libe Aavy,vy,...,vg €V, pak
B=0b+ <V1,V2,...,Vk>
je podprostor afinniho prostoru A

je-li naopak B podprostor afinniho prostoru A s prostorem vektort
W dimenze k, zvolime b € B a bazi vi,vy,..., v, ve W

potom B=b+W =b+ (vi,vo,...,Vg)
a kazdy bod prostoru A Ize jednoznacné vyjadrit ve tvaru

b+ tivy + tovy + - - - 4 teVi
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Afinni geometrie

Od parametrického popisu k rovnicim

tvrzeni: je-li b+ W podprostor dimenze k aritmetického prostoru
T", pak existuje matice R typu (n— k) x n a bod ¢ € T* takovy, ze
podprostor b + W se rovnd mnoziné vsech reSeni soustavy Rx = ¢

pripomenme, ze v afinnim aritmetickém prostoru T” mnoziny vsSech
bodl a vektor( splyvaji a rovnaji se kartézskému soucinu T"

dukaz: zvolime néjakou bazi (vi,vo,...,vk) podprostoru W < T"
jeji prvky zapi$eme do Fadki matice C = (vy|va|---|vk) "

plati dim(Ker C) = n—dim(ImC) = n—dim(ImC") = n — k
zvolime néjakou bazi (wi,wo, ..., w, ) v Ker C

vektory w; zapiseme do Fadki matice R = (wy|wa|...|w,_,)7 a
polozime c = R b
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Afinni geometrie

Dokonceni dukazu

jadro Ker R matice R ma dimenzi n—dim(ImR) =n—(n—k) =k

pro kazdy vektor v; a kazdy vektor w; plati v,-ij = 0 a tedy také

ijv,- — (viij) T _ 0

takze W = Ker R

protoze b je partikuldrnim FeSenim soustavy R x = ¢, plati
b+W =b+ KerR

postup v dikazu posledniho tvrzeni také udavd ndvod, jak pomoci
rovnic popsat podprostor afinniho prostoru, ktery mame zadany
parametricky
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Afinni geometrie

Rovnicovy popis podprostoru

soustava linedrnich Rx = ¢ nad T s matici typu m x n definuje
podprostor b + Ker R afinniho aritmetického prostoru T”

v obecném afinnim prostoru A dimenze n nad télesem T s
prostorem vektort V zvolime soustavu souradnic S = (a, C)

soustava Rx = c urcuje podprostor W prostoru vektorii V
predpisem [W]s = [W]¢c = Ker R
dale existuje bod d € A pro jehoz soufadnice plati [d]s = b

d + W je pak podprostor A tvoreny body, jejichz souradnice
vzhledem k S tvori mnozinu vSech feSeni soustavy Rx = ¢

naopak pro kazdy podprostor d + W afinniho prostoru A je
[W]s = [W]g podprostor vektorového prostoru T” a existuje tedy
matice R nad T takova, ze Ker R = [W]s

soufadnice bodil podprostoru d + W vzhledem k S = (a, C) pak
tvori mnozinu vsech feseni soustavy Rx = [d]s
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Afinni geometrie

Od rovnicového popisu k parametrickému

priklad: najdeme parametricky popis podprostoru B afinniho
aritmetického prostoru R® zadaného (vzhledem ke kanonické bazi)
rovnicemi

[

12 -1 0 2 2 1
2 4 0 1 -1 2
X4

\ x5 /

soustavu vyresime Gaussovo eliminaci

1 2 -1 0 2|1 1 2 -1 0 2|1
2 4 0 1 —-1/4 0 0 2 1 —-5}2
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Afinni geometrie

A zpét
(2 —2\ [ 1\ /1)
0 1 0 0
s=sew={ 1|l o | )l e )
\ 0/ o/ \o/) \2)

ted budeme naopak hledat rovnicovy popis podprostoru B z tohoto
parametrického zadani

znamena to najit soustavu linearnich rovnic Rx = c, jejiz mnozina
feSeni se bude rovnat podprostoru B

generatory podprostoru W zapiSeme do radki matice

-2 1 0 0O 1 0 5 0 2
-1 0 -1 2 0]~ 0110 O 4
1 0 5 0 2 0O 0 4 2 2

a najdeme jeji jadro
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Afinni geometrie

Dokonceni

5 1
2 10 \ 2 \
4 | = < -1 1, -1 >
2 2 0

o) \ 2
matici R tedy zvolime takto:
1 2 -1 0 2
R= ( 5 10 -1 2 0 )

a spocteme pravou stranu ¢ = Rb = (1,9)7 tak, aby b bylo
partikuldrni feseni soustavy Rx = ¢

0 5 0
1 10 O
0 4 2

Ker

o o

rovnicovy zdpis podprostoru B je tedy napriklad

12 -102) (1
5 10 -1 2 0)7 \ 9
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Afinni geometrie
Afinni pfimky a roviny v R?

e afinni pfimku mizeme zadat
» jako afinni obal dvojice riznych bodi
» nebo parametricky ve tvaru b+ v, kde v # o

» nebo jako mnozinu vSech reSeni soustavy dvou linedrné
nezavislych rovnic

ai1Xy + adXe +aiz3x3s =

ax1X1 + ax»Xo + a»xzs = O

¢ afinni rovinu muiuzZeme zadat

» jako afinni obal trojice bodl nelezicich na jedné afinni pfimce

» nebo paramatricky b = (v1,vy), kde (v1,vs) je LN posloupnost

vektort v R3

» nebo jako mnozinu vSech feSeni nenulové rovnice
aiiXi + di2xz + a13x3 = 1
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Afinni geometrie

Afinni zobrazeni - obsah

B Afinni zobrazeni
Definice afinnich zobrazeni
Afinni a linedrni zobrazeni
|lzometrie

Afinni zobrazeni
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Afinni geometrie

Definice afinnich zobrazeni

pripomenme, ze linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory je
zobrazeni, které zachovava linedrni kombinace

analogicky definujeme afinni zobrazeni mezi afinnimi prostory jako
zobrazeni, které zachovava afinni kombinace

definice: jsou-li A a B afinni prostory nad stejnym télesem T, pak
zobrazeni F : A — B nazyvame afinni zobrazeni z A do B, pokud

zachovava afinni kombinace, tj. pro libovolné k € N,

al,...,ax €A A,..., A\ € T takova, ze \1 +--- 4+ A\ = 1 plati

F()\lal S )\kak) = )\1F(a1) + -+ AkF(ak)
oznaceni: F: A — B

obraz afinni kombinace néjakych bodi je afinni kombinace obrazii
téchto bodi se stejnymi koeficienty

Afinni zobrazeni
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Afinni geometrie

Obraz afinnich kombinaci dvou bodi
zvolime pevné dva rzné body ai, ap prostoru A

kazdy bod ¢ primky (a1, a») lze jednoznadné vyjadfrit jako afinni
kombinaci ¢ = A1a1 + \a»

oznacime b1 = F(al) a b2 = F(az)

pak musi platit F(C) = )\1/:(31) + )\QF(aQ) = A\b1 + \obo

Afinni zobrazeni
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Afinni geometrie

Jak zadat afinni zobrazeni

linedrni zobrazeni mezi dvéma vektorovymi prostory U a V je
jednoznacéné urcené hodnotami na jakékoliv bazi prostoru U

tvrzeni: jsou-li A a B vektorové prostory nad télesem T,
dimA =n, a (a1,...,an+1) barycentrickd soustava soufadnic
prostoru A, pak pro kazdé body by, ..., b,+1 € B existuje pravé
jedno afinni zobrazeni F : A — B spliujici f(a;) = b; pro kazdé
ie{l,2,....,n+1}
dikaz: kazdy bod ¢ € A vyjddrime jednoznacné jako afinni
kombinaci

c=MAa1+ Xoax+ -+ Apr1ant1

pak musime definovat
F(c) = A1by + Xobp + - - - + Apy1bnga

odtud plyne jednoznacnost F, zbyva dokazat, ze je skutecné afinni

Afinni zobrazeni
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Afinni geometrie

Priklady afinnich zobrazeni

e konstantni zobrazeni F : A — B, které kazdému bodu v A
prifazuje pevné zvoleny bod b € B

e posunuti o vektor v (ktery leZi v prostoru smérii prostoru A) je
afinni zobrazeni F : A — A; posunutim o vektor v myslime
zobrazeni definované F(c) =c+v

e rotace o néjaky uhel kolem libovolného bodu, zrcadleni podle
primky, zkoseni, projekce na pfimku v néjakém sméru,
posunuti a kazdé slozeni téchto zobrazeni je afinnim
zobrazenim F : R? — R?

e zobrazeni prirazujici bodu A jeho souradnice vzhledem ke
zvolené soustavé souradnic je afinni zobrazeni F : A — T"
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Afinni geometrie

Afinni zobrazeni urcuje linedrni zobrazeni

tvrzeni: je-li F : A — B afinni zobrazeni mezi afinnimi prostory A
(s prostorem vektorti V) a B (s prostorem vektori W), oba nad
stejnym télesem T, a a € A libovolny bod, pak zobrazeni

f :V — W definované

f(v)=F(a+v)— F(a)
je linedrni a nezavisi na volbé bodu a
diikaz: napred dokdzeme nezavislost f na volbé bodu a
je-li @’ € A jiny bod prostoru A, plati pro kazdy vektor v € V
F(a+v)=F(@ +(a+v)—a)=F(d)+ F(a+v)— F(a)
odkud plyne
F(a+v)—F(d)=F(a+v)— F(a)
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Afinni geometrie

Dikaz linearity f

napred dokdzeme, ze f zachovava scitdni vektort
zvolime u,v € VaoznaCime b=a+u, t. u=>b—a

potom plati
flu+v)=F(a+u+v)—F(a)=F(b+v)— F(a)
= (F(b+v) — F(b)) + (F(b) — F(a))
= f(v)+ (F(a+u)— F(a)) = f(v) + f(u)
podobné dokdzeme pro kazdy skalar A € T
f(Au) =F(a+ Au) — F(a) = F(a+ A\(b—a)) — F(a)
F((1—=Xa+ \b)— F(a)=(1—)N)F(a)+ A\F(b) — F(a)

F(a) + A(F(b) = F(a)) — F(a) = A(F(b) — F(a))
AMF(a+u)— F(a)) = Af(u)
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Afinni geometrie
Linedrni zobrazeni urcuje afinni

tvrzeni: jsou-li A afinni prostor s prostorem vektortl V, B afinni
prostor s prostorem vektord W, a € A a b € B, pak pro kazdé
linedrni zobrazeni f : V. — W je zobrazeni F : A — B definované

F(c)=b+f(c—a)
afinni zobrazeni, pro které plati F(a) = b

dikaz: vyjadiime-li bod ¢ € A jako ¢ = a + v, pak je formulka
definujici F ekvivalentni

F(a+v)=b+ f(v)
odtud ihned pyne F(a) = F(a+0) =b
zbyva dokdazat, ze takto definované F je afinni zobrazeni
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Afinni geometrie

Dikaz

pro libovolnou afinni kombinaci A1a; + - - - + Agax
(t. M+ X2+ -+ A =1) plati

F(Aai+ -+ Mak) = b+ f(Mar + - - + Akak — a)
=b+f(M(ar—a)+ -+ (ak—a)+(-1)(a—a))
= b+ M\if(ar—a)+ -+ Mf(ax — a)
=A(b+f(ags—a))+- -+ M(b+ f(ak — a))
= MF(a1) + -+ A F(ak)

poznamenejme jesté, Ze takto definované afinni zobrazeni F urcuje
zpétné linedrni zobrazeni f, nebot F(a+ v) = F(a) + f(v)
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Afinni geometrie

Jednoduché vlastnosti
pozorovani: je-li F : A — B je afinni zobrazenia f : V — W
prislusné linearni zobrazeni, pak plati
1. F je prosté pravé tehdy, kdyz f je prosté
2. F je zobrazeni na B pravé tehdy, kdyz f je zobrazeni na W

3. obrazem podprostoru b + U prostoru A pri zobrazeni F je
podprostor F(b) + f(U) prostoru B

4. je-li G : B — C afinni zobrazeni a g prislusné linearni
zobrazeni, pak slozené zobrazeni G o F je afinnim zobrazenim
A — C a jemu pfislusné linearni zobrazeni je go f

pokud definujeme, Ze dva podprostory a; + U1 a a» + U, afinniho
prostoru jsou rovnobézné, pokud U; < Uy nebo U, < Uy

pak bod 3. fika, ze ,kazdé afinni zobrazeni zobrazuje rovnobézné
prostory na rovnobézné prostory"
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Afinni geometrie

Afinni zobrazeni pomoci matice

priklad: vyjadiime afinni, které zobrazi trojici bodl a;, ap, az € R?

(1) e () (3)

na trojici bodii by, by, b3 € R3 (v daném poradi)

5 3 0
b= 3|, b= -1 |, b= 3
, 4 1

protoze D = (ap — ay,a3 —a1) = ((—2,0)7,(1,-2)7) je baze
vektorového prostoru R?, tvori trojice (ay, a2, a3) barycentrickou
soustavu soufadnic v afinnim prostoru R?

afinni zobrazeni F : R?> — R3 je té€mito podminkami uréené
jednoznacné
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Afinni geometrie

Prislusné linearni zobrazeni f

najdeme jeho hodnoty na prvcich baze D = ((—2,0)7,(1,-2)")

3 5 —2
f(a2_al) — F(a2)_F(31) = b2—b1 = —1 — 3 = —4
4 2 2
0 5 —5
f(ag—al) = F(ag)—F(al) = b3—b1 = 3 — 3 = 0
—1 2 -3

dostdvame tak matici f vzhledem k bidzim D v R? a K3 v R3

-2 =5
M2, = | —+ o
2 =3
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Afinni geometrie

Vyjadreni afinniho zobrazeni F

matice f vzhledem ke kanonickym bazim je tedy

-2 -5 > 1 \!
K D r: nkK: -
[fli; = [l lidlp? = | —4 0 < 0 -2 )
2 -3
-2 =5 1 3
= -4 o0 %(02 _;): 2 1
2 =3 -1 1
vime, ze F(c +v) = F(c) + f(v) pro kazdy bod c a kazdy vektor v
zvolime ¢ = (0,0)T a v = (x1,x)"

afinni zobrazeni F posild bod (x1,x2)" do bodu

F(2)=r () (2)=r () 2 1) ()
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Afinni geometrie
Vyjadreni F pomoci matice a souradnic

T a spocteme

1 3
F(r)=F(o)+| 2 1
1 1

dosadime a; za bod (x1, x2)

0 5 4 1
F( 0 ) =1 3 |- 3 |]={|20
2 0 2
nasli jsme tak vyjadreni
X 1 1 3 X 1+ x1 4+ 3x
F(X1>: o]+ 2 1 (Xl): 2x1 + X0
? 2 -1 1 ? 2 —x1 + X

muizeme udélat zkousku, ze skute¢né F(a;) = b;j pro i =1,2,3
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Afinni geometrie

Obecny popis afinnich zobrazeni pomoci souradnic

postup z prikladu miizeme zobecnit

je-li F: A — B afinni zobrazeni, S = (a, C) soustava souradnic
v A a T =(b,D) soustava souradnic v B, pak pro kazdy bod
x € A plati

[FO0)]7 =[F(a)l7 + [f(x — a)l7 = [F(a)lT + [f]5 [x — als
=[F(a)]7 +[f]5 [X]s
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Afinni geometrie

Definice a ekvivalentni podminka

definice: jsou-li A, B afinni eukleidovské prostory, pak zobrazeni
F : A — B nazyvame izometrie, pokud zachovava vzddlenosti, tzn.
pro libovolné a, c € A plati

la = cll = [|F(a) = F(c)

véta: jsou-li A a B afinni eukleidovské prostory konecné dimenze a
F : A — B je zobrazeni, pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni

1. F je izometrie

2. F je afinni zobrazeni A — B a pfrislusné linearni
zobrazeni f : V — W mezi prostory vektor( je ortogonalni

dikaz 2. = 1. je jednoduchy, pro kazdé body a, c € A plati

IF(a) = F(c)ll = lf(a = <)l = lla =]l
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Afinni geometrie

Opacna implikace je slozitéjsi

dikaz 1. = 2. pouze naznalime jednotlivé kroky

e vztah ,bod b je afinni kombinaci dvojice bodil a1, as s
koeficienty A1, A2" mlZeme charakterizovat pomoci jejich
vzdjemnych vzdalenosti
odtud odvodime, ze F(A1a1 + Aoa2) = A1F(a1) + \2F(a2) pro
kazdé dva body a1, a> € A a koeficienty splnujici A1 + A\» =1

e z faktu, ze F zachovava afinni kombinace dvou bodu lze
odvodit, ze zachovava libovolné afinni kombinace

e oznacime f prislusné linedrni zobrazeni a dokdzeme, ze f
zachovava normu kazdého vektoru prostoru A

je-iae Aav eV, pak
IF()Il = [[f((a+v)=a)l| = |F(at+v)—F(a)l| = [[a+v—al = [lv]

e jedna z ekvivalentnich definic ortogonalniho zobrazeni rika, ze
f je ortogonalni pravé kdyz zachovdvd normu kazdého vektoru
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|zometrie v afinnich euklidovskych prostorech R? a R3

v Casti o unitarnich operatorech v devaté kapitole jsme popsali, jak
vypadaji véechny ortogonalni operatory v prostorech R? a R3 se
standardnim skaldrnim soucinem

predchozi véta rikd, ze kazda izometrie v afinnim euklidovském
prostoru je néjaky ortogondlni operator slozeny s posunutim

v roviné R? je kazda izometrie bud rotace sloZend s posunutim
nebo ortogondlni reflexe slozend s posunutim

v prostoru R3 je kazda izometrie
e bud rotace kolem néjaké osy slozenad s posunutim

e nebo ortogonalni reflexe vzhledem k roviné slozena s
posunutim

e nebo rotace kolem osy slozend s ortogonalni reflexi vzhledem k
roviné a slozena jesté s posunutim
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