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1. PREDPOKLADY

1.1. Komplexni ¢isla. Neékteré kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty nemaji
zadny realny koren. Nejjednodussi priklad je rovnice

24+1=0 .

Geometricky divod neexistence readlnych kofendl pro tuto rovnici spocivd v tom,
7e graf funkce f(x) = 22 + 1 neprotina realnou osu z, cely lezi nad ni. Tyto rov-
nice byly po dlouhé staleti povazovany za nefesitelné. Az v Sestnactém stoleti se v
matematickych textech za¢ina objevovat viraz /—1 oznacujici kofen této rovnice.
Matematici Gerolamo Cardano a Rafael Bombelli vysli z toho, Ze se s timto ¢islem
pocitad podobné jako s redlnymi éisly, a odvodili pravidla, kterymi by se vypocty
mély tidit. Nasledovala dvé staleti diskusi, co by méla tato ¢isla znamenat. Vzil se
pro né vyraz imagindrni ¢isla naznacujici, ze nemaji zddnou redlnou existenci. René
Descartes tento nazev zacal pouzivat jako prvni v hanlivém smyslu opovrzenihodny.
Diskuse utichly az ke konci osmnactého stoleti, kdy se komplexni ¢isla stala béznou
soucasti matematiky.

Cardano a Bombelli si vSimli, Ze pokud s &islem /—1 poéitame podobné jako s
redlnymi ¢isly, pak mizZeme vytesit kazdou kvadratickou rovnici s redlnymi koefici-
enty. Pro kladna redlna cisla a, b plati

Vab=avb .

Pokud vyjdeme z toho, Zze podobné by mélo platit také
V—a=+v-1va
pro kladné realné ¢islo a, umime uz zapsat druhou odmocninu z kazdého realného
¢isla. Potom umime také vyjadiit koreny libovolné kvradratické rovnice s redlnymi
koeficienty
ar? +bx+c=0 .
Pokud je b? — 4ac > 0, jsou jejimi kofeny reélna ¢isla
—b+ Vb? — dac
2a '
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V piipadé b? — 4ac = 0 oba kotfeny splyvaji v jediny dvojnasobny koten —b/2a. V
piipadé b? — 4ac < 0, mizeme s pomoci symbolu \/—1 kofeny zapsat jako

732‘: \/—(bza— 4(10)\/7—1 '

2a

K tomu potiebujeme védét jak pocitat s vyrazy Bv/—1, kde B je libovolné realné
¢islo, a dale s virazy A + By/—1, kde A, B jsou realna &isla.

Béhem osmnactého stoleti se pro vyraz v/—1 vZilo oznadeni 4, které zavedl §v§car-
sky matematik Leonhard Euler. Pouze elektroinzenyii pouzivaji oznaceni j, protoze
pro né i oznacuje proud.

Protoze ¢islo i = v/—1 oznaduje kofen rovnice 22 = —1, plati 12 = —1.

Definice 1.1. Komplexni cislo je vyraz
z=a+bi ,

kde a, b jsou redlna éisla. Cislo a se naz§vé redlnd ¢dst komplexniho é&isla z a oznadu-
jeme jej Re z. Cislo b je imagindrni ¢dst ¢isla z a ozna¢ujeme jej Im z. Dvé komplexni
Cisla a4 bi a ¢+ di se rovnaji pravé kdyz se rovnaji jejich realné ¢asti a imaginarni
casti. Tj. a + bi = c+ di pravé kdyz a =ca b =d.

Posledni ¢ast definice fika, Zze rovnost dvou komplexnich ¢isel ovéfime porovnd-
nim jejich redlnych a imaginarnich ¢asti. Nebo jinak feceno, komplexni ¢islo jed-
noznac¢né zadame tak, ze fekneme jeho redlnou a imaginarni ¢ast. Mnozinu vSech
komplexnich ¢isel budeme oznacovat C.

Komplexni ¢isla budeme séitat, od¢itat, nasobit a délit tak, aby tyto operace
mély pokud mozno stejné vlastnosti jako prislusné operace s redlnymi ¢isly. Hlavné
budeme usilovat o komutativitu a asociativitu scitdni a nasobeni a o distributi-
vitu nasobeni vzhledem ke s¢itani. Potom je pfirozené zavést soucet a rozdil dvou
komplexnich ¢isel jako

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+ (b+d)i
(a+bi)—(c+di) = (a—c)+(b—d)i .

Z obou formulek plyne, Ze soucet a rozdil dvou komplexnich ¢isel je zase komplexni
¢islo. Snadno si také odvodite, ze takto definované scitani komplexnich cisel je
komutativni a asociativni. Sta¢i pouze pouzit komutativitu a asociativitu s¢itani
realnych ¢isel.

Formulku pro nasobeni komplexnich &isel dostaneme za pouziti faktu, ze i2 = —1.
Chceme, aby nasobeni bylo komutativni, asociativni a distributivni vzhledem ke
sCitani. Z toho odvodime

a+bi)(c+di) = a(c+di)+(bi)(c+di) = ac+adi+bci+bdi* = (ac— +(ad+bc)i .
b d d b d di+b bdi? bd d+b

Opét si muzete snadno ovéfit, ze takto definované nasobeni komplexnich ¢isel je
komutativni a asociativni, je to jenom o néco vice pocitani nez v pripadé s¢itani.
Stejné snadno ovérime distributivitu nasobeni vzhledem ke s¢iténi.
nenulovymi komplexnimi ¢isly a je pfirozené povazovat komplexni ¢islo ¢ + di za
nenulové, pokud je aspoil jedno z realnych déisel c¢,d rizné od 0. Plati tedy, ze
¢+ di # 0 prévé kdyz ¢ 4+ d? # 0. Jesté si napfed spocitdme soudin

(c+di)(c —di) = (¢ +d*) +0i .
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Tento soucin je ruzny od 0 pravé kdyz ¢ + di # 0. Potom nam vyjde
a+bi a+bi c—di (ac+bd)+ (bc—ad)i <ac+bd> <bc—ad>

7.

c—i—di:c—i—di.c—di_ c2 4+ d? c2 4 d? c2 4 d?

Priklad 1.2. Spod¢itame vysledek v8ech operaci pro dvojici ¢isel z =2+ i aw =
3 — 4i. Plati

z+w = (24i)+(3—-4i)=2+3)+(1—4)i =5— 3i,

z—w = (24i)—3-4i)=2-3)+(1+4)i=—1+ 5i,
qw = (244)(3—4i) =6—4i* + (3—-8)i =6 —4(—1) — 5i = 10 — 54,
z 2+i::2+z.3+M::m—4yw8+$¢:gm%£i.
w 3—4i 3—4i 3+4i 32+ 42 25 25

Definice 1.3. Je-li w = ¢+ di komplexni ¢islo, pak ¢islo ¢ — di se nazyva komplexné
sdruzené k ¢islu w a oznacujeme jej .

P#imo z definice hned plyne, Ze Z = z pro kazdé komplexni &slo z. Thned také
vidime, ze w = w pravé kdyz d = 0 tj. pravé kdyz w je redlné ¢islo. Komplexni
sdruzovani dobfe souvisi s operacemi na komplexnich ¢islech.

Tvrzeni 1.4. Jsou-li z =a+ bi a w = c+ di komplexni ¢isla, pak plati
(1) z+w=z+mw,
(2) z—w=7z -,
(3) (zw) =z w,
(4) je-liw # 0, pak (z/w) =Z/W .

Diikaz. Dokézeme (3), ostatni ponechdme jako cvifeni. Plati zw = (ac — bd) +
(ad + be)i a tedy (zw) = (ac — bd) — (ad + be)i. Déle je Z =a —bi a W = ¢ — di. Tj.
ZW = (ac — bd) + (—ad — be)i = (ac — bd) — (ad + be)i. Redlné Easti Cisel (zw) a
Z w jsou tedy stejné. Také imaginarni ¢isti obou ¢isel se rovnaji, plati proto rovnost
2w) =Z W. O

—~

Vidéli jsme uz, ze pokud kvadratickd rovnice s redlnymi koeficienty nemé re-
alné kofeny, pak jeji komplexni kofeny jsou komplexné sdruzené. Nasledujici tvr-
zeni ukazuje, ze komplexni kofeny libovolného nekonstantniho polynomu s redlnymi
koeficienty se komplexné sdruzuji.

Tvrzeni 1.5. Komplexni ¢islo z je kovenem polynomu ant™ + Gp_12™ 1 4+ - +
a1x + ag s realnymi koeficienty pravé kdyz je ¢islo Z jeho kotenem.

Diikaz. Je-li z kofenem polynomu a,z™ + an_12" ' + -+ 4+ a1z + ao, plati
2™+ an_12" P+ +ajz+ag=0.

Podle predchoziho tvrzeni plati

0 = 0=anz"+ap_12" 1+~ +a12+ag
= @, 2"4a, 12" ' +---+a z+ao

_ —n—1 _
= a2 +ap_1z" 4+ -+ a1z+ag ,

v posledni rovnosti jsme pouzili to, Ze koeficienty polynomu jsou realné ¢isla. Cislo
Z komplexné sdruzené k z je tedy také kofenem polynomu.

Naopak, je-li Z kofenem polynomu, pak jsme pravé ukézali, ze Z = z je také jeho
kofenem. (]
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Imaginarni jednotku ¢ jsme zavedli jako v/—1, neboli jako kofen rovnice 2 = —1.
A co rovnice

2?2 =i 7
M4 néjaky kofen nebo jsme problém s fesitelnosti kvadratickych rovnic jenom odsu-

nuli o néco dale? Pokud by komplexni &islo z = a + bi bylo kofenem rovnice 22 = i,
muselo by platit

22 = (a +bi)(a+bi) = (a* — b*) + (2ab)i =0 + 17 .

7 definice rovnosti dvou komplexnich ¢isel plyne, Ze redlna cisla a, b musi splnovat
soustavu dvou rovnic

a’—b = 0,
2ab =

Z prvni rovnice dostaneme a = +b. V piipadé a = b pak z druhé plyne a = +1/v/2.
V piipadé a = —b dosazenim do druhé rovnice dostaneme 2b%> = —1 a zadné takové
realné ¢islo b neexistuje. Dostavame tak pouze dvé moznosti pro kofeny z rovnice

2 =i

z1 = —=(1414), nebo zy =

1 .
ﬁ(_l —1) .

= i se presvédc¢ime, Ze obé tato ¢isla jsou skutecné druhymi

Sl

Dosazenim do rovnice z:2

odmocninami z 4.

Podobné muzeme dodat smysl odmocniné y/w z libovolného komplexniho éisla
w = ¢+ di. Odtud vyplyva, ze kazda kvadraticka rovnice s komplexnimi koeficienty
ma néjaky komplexni koten.

Piiklad 1.6. Vyfesime rovnici
22— B+di)z+(2+4)=0.
Koeficienty rovnice jsou a =1, b = —3 — 4, ¢ = 2 + 4. Plati tedy
b —dac = (=3 —i)(—3—1)—4(2+i) =9+i*+6i—8—4i =9—1—-8+6i—4i = 2i .
Dosazenim do vzorce pro feSeni kvadratické rovnice dostaneme

C3+iEV2i 34i+V2Vi 340t (1+414)
B 2 B 2 B 2 '

Kofeny této rovnice jsou tedy 21 =241 a 25 = 1.

21,2

Ve skuteénosti plati mnohem obecnéjsi tvrzeni, které jako prvni dokéazal Carl
Friedrich Gauss.

Véta 1.7. Kazdy nekonstatntni polynom ant™ + ap_12" ' 4+ -+ a1+ ag s kom-
plexnimi koeficienty a; € C md aspori jeden komplexni koten.

Posledni véta, casto také nazyvand zakladni véta algebry, pouze garantuje
existenci komplexniho kofenu polynomu s komplexnimi koeficienty. Nijak nenazna-
Cuje, kde by se kofen mél nachazet nebo jak souvisi s koeficienty polynomu. Tim se
odlisuje od formule pro feseni kvadratické rovnice, ktera nejenom zajistuje existenci
kotene, ale také primo uvadi vzorec jak jej nalézt.
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1.2. Komplexni rovina. K vSeobecnému pftijeti komplexnich ¢isel ptispél také
objev jejich geometrického vyznamu v 18. stoleti. Komplexni ¢islo z = a + bi je
uspofddand dvojice redlnych ¢isel (a,b), své redlné a imaginarni slozky. Zvolime-li
v roviné pravouhly souradny systém, miizeme si ¢islo z = a+ bi predstavit jako bod
o soufadnicich (a,b). Realnd ¢isla pak lezi na vodorovné redlné ose. Na svislé ose
lezi ¢isla tvaru bi. Tém fikame cisté imagindrni a svislou osu nazyvame imagindrni
o0sa.

OBRAZEK spolu s polarnim tvarem

Bod v komplexni roviné odpovidajici komplexnimu ¢islu z = a+bi miizeme zadat
nejen pomoci kartézskych soutadnic (a,b). Dalsi moZnosti je vyjadfit jej pomoci
poldrnich soutadnic. Oznacime r vzdalenost bodu z od pocatku souradnic. Je-1i z £
0, pak oznacime ¢ thel, ktery svira kladny smeér realné osy s polopiimkou spojujici
pocatek s bodem z. Kartézské soufadnice bodu z jsou potom (r cosp,r siny).
Dvojici ¢isel (r, ¢) nazyvame poldrni souiadnice bodu (a,b). Dostavame tak dalsi
vyjadieni ¢isla z:

z=rcosp+irsing =r(cosp+isiny) .

Definice 1.8. Vyjadfeni ¢isla z ve tvaru z = r(cos ¢ + i sin ) nazyvame goniome-
tricky tvar komplezniho ¢isla z. Cislo r nazjvame modul nebo absolutni hodnota
¢isla z a oznacujeme jej |z|. Uhel ¢ je argument &isla z, oznaceni arg z. V piipadé
z = 0 neni argument definovan.

Modul |z| éisla z = a + bi se rovnd va? + b2. Argument arg z je v piipadé z # 0
urceny rovnostmi

. a
sin arg z ek cos arg z N
Argument arg z je uréeny jednozna¢né az na celoéiselny nasobek 27. Tak naptiklad
arg(1—1) se mize rovnat 37/4 nebo 117/4 nebo —n /4. Nésledujici tvrzeni ukazuje,
jak souvisi modul a argument ¢isla s operaci nasobeni komplexnich ¢isel.

Tvrzeni 1.9. Jsou-li z,w komplexni ¢isla, pak plati

(1) |2w] = |z[[w],
2) |z/w| = |z|/w| pokud w # 0,
3) 2z = |z]?,

arg(zw) = arg z + argw,
arg(z/w) = arg z — arg w,
argz = —argz .

(2)
(3)
(4) |z = |z,
()
(6)
)

Dikaz. Dokézeme pouze nékteré z uvedenych vlastnosti, zbylé ponechdme jako
cviceni. Obé ¢isla z, w vyjadiime v goniometrickém tvaru:
z=r(cosp+ising), w=s(costy+isiny).
Potom plati
zw = r(cosp +ising)s(cosy + isiny)
= rs((cospcos) — sinpsiny) + i(cos psiny + sin ¢ cos ))
= rs(cos(p + 1) +isin(p +9)) ,

pouzili jsme souctové vzorce pro sin a cos. Odtud plyne |[zw| = rs = |z||w]| a
arg(zw) = ¢ + 1 = argz + argw, coz dokazuje (1) a (5).
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Dokézeme jesté (3). Je-li z =a +bi,pak Z=a —biazz=a?>+b%=|z]2. O

Nékdy je vhodné omezit argumenty komplexnich ¢isel na ¢isla 0 < ¢ < 27. V
takovém piipadé pak rovnosti (5) a (6) plati ,az na celoéiselny nasobek 27¢.
Pro modul souétu z + w plati nasledujici trojiihelnikova nerovnost.

Tvrzeni 1.10. Pro komplexni ¢isla z,w plati
|2 +w| < [z] + |w] .

Dikaz. Tentokrat si ukdzeme dva diukazy. Geometricky vyplyva z porovnani vzda-
lenosti mezi tfemi body 0, z a z + w.

OBRAZEK

Vzdalenost mezi body 0, z se rovna |z|, vzdalenost mezi 0, z +w se rovna |z + w|
a vzdalenost mezi z,z + w je |w|. Délka tsecky spojujici 0 s z + w je mensi nebo
rovné souctu vzdalenosti mezi body 0 a z a vzdélenosti mezi body z a z+w. Odtud
plyne nerovnost

|z +w| < [z| + |w|

Algebraicky dikaz je zaloZzeny na zfejmé rovnosti z+z = 2 Re z a podobné zfejmé

nerovnosti Re z < |z|, které plati pro jakékoliv komplexni ¢éislo z. Potom plati

lz4+w]? = (z+w)(z+w)
= (z4+w)(z+w)
= 2zZ+zw+ zw +ww
= |2* + 2Re (2@) + |w|?

< 2 + 20z w] + [wf?
= (|2l + w])? |
odkud plyne odmocnénim dokazovand nerovnost. [

Komplexni &sla tvaru z = cos ¢+i sin ¢ maji modul rovng \/cos? ¢ + sin? ¢ = 1.
Lezi proto na jednotkové kruznici — kruznici se stfedem v poc¢atku a polomérem 1.
Podle Tvrzeni 1.9 (body 1. a 5.) plati

(cos +isinp)(cos 4+ isin) = cos(p + ¥) + isin(p + ¢)
odkud vyplyva nasledujici Moivreova véta.
Véta 1.11. Pro libovolné komplexni c¢islo cos  + isine a nezdporné cislo n plati
(cos +isinp)” = cos(np) + isin(np) .

Z Moivreovy véty plyne vzorec pro koreny rovnice ™ = 1 neboli pro n-té od-
mocniny z 1. Na obrazku vidime geometrické znédzornéni n-tjych odmocnin z 1 pro
n =4 an = 6. Jsou to vrcholy étverce (pro n = 4) a pravidelného Sestithelnika
(pro n = 6) se stfedem v pocéatku, které maji vzdy jeden z vrcholii v bodé z = 1.

OBRAZEK
Obecné muzeme n-té odmocniny z 1 zapsat ve tvaru

k2 k2
zk:cos—ﬁ+isin—ﬂ, kde k=0,1,...,n—1 .
n n

Vzhledem k riiznosti argumentti, které jsou vSechny z intervalu (0, 27), jsou disla
20 =1,21,...,2,_1 navzajem rizna. Z Moivreovy véty rovnéz plyne, 7e z;, = (z1)"
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pro vSechna k = 0,1,...,n — 1. VSechny n-té odmocniny z 1 jsou tedy mocninami
jednoho ¢isla z; = cos(27/n) + isin(27/n).

Zname-li vSechny n-té odmocniny z 1, miZzeme pomoci goniometrického tvaru
vyjadfit vSechny n-té odmocniny z libovolného komplexniho éisla w = r(cos¢ +
sin ). Ukadzeme si to na pfikladu druhych odmocnin.

Pi¥iklad 1.12. Ukézali jsme si, Ze v/i se rovna bud

V2 V2o e V2 V2,
2 2 2 2

Vyéadifme-li i a v/i v goniometrickém tvaru, dostaneme i = cos(/2) + isin(r) a

g +gi:cosg+ising, —g - gi:cos (%—&—W) —l—isin(z—l—ﬂ)
OBRAZEK odmocniny z 1
Jesté ndzornéjsi je goniometricky tvar druhych odmocnin z ¢isla —1 = cosm +
isin7. Jsou jimi
. 7T R . ™ .. i
z:cos§—|—zsm§ a —1=cos <§+7T> +zsm<§—|—7r>
Druhé odmocniny z obecného komplexniho éisla w = r(cos ¢ +sin ¢) jsou potom
¢isla

\/mzx/;(msf—i-isinf) a \/F(cos (f—kw) + 2sin (f—i-w))

2 2 2 2
OBRAZEK obecne ¢
Skutec¢nost, ze obé ¢isla jsou druhymi odmocninami z ¢isla z, snadno ovéfime
pomoci Moivreovy véty.

Priklad druhych odmocnin ukazuje, jak dostat vSechny n-té odmocniny z ¢isla
w = r(cos @ + isin ) pro obecné ¢islo n > 2. Plati totiz

Yw = /r{/cosp+ising) V1 .

Obecnou n-tou odmocninu z w tak dostaneme jako soucin n-té odmocniny z modulu
|lw| = r s jednou konkrétni n-tou odmocninou z cos¢ + isingp a obecnou n-tou
odmocninou z 1. Podle Moivreovy véty je jednou z n-tych odmocnin z cos ¢ +isin ¢
¢islo
cos 2 + 4 sin L
n n
Vsechny n-té odmocniny z 1 jsme jiz pomoci Moivreovy véty nasli. Jsou to
k2w k2m
cos — +isin——, prok=0,1,....,n—1 .
n n
Vechny n-té odmocniny z w = r(cos ¢ + i sin ) se tak rovnaji
+ k27 + k2
W(cosw—i—zsm(p) , prok=0,1,....,.n—1.
n n

Priklad 1.13. VSechny tfeti odmocniny z ¢éisla —8i = 8(—i) = 8(cos(37/2) +
isin(37/2)) jsou
™ k2w .. (7T k2w
2 cos <2+3) + ¢ sin (2—|—3> pro k=0,1,2 .
OBRAZEK
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Vsechny paté odmocniny z ¢isla —3 = 3(—1) = 3(cos 7 + isin7) se rovnaji

k2 k2
\5/§(cos(§+57r>+zsm<7r W)) pro k=0,1,2,3,4 .

OBRAZEK
Na zavér této tvodni Casti uvedeme jesté Eulerovu formuli
cosp +ising = e |
ktera vyjadiuje komplexni ¢isla s absolutni hodnotou 1 jako mocniny tzv. eulerova
¢isla e = 2,78... s Cisté imagindrnim exponentem. Pozdéji, az se dozvite pfesnou
definici ¢isla e, bude mozné tuto formulku dokazat. V této chvili ji budeme brat

pouze jako pohodlné oznaceni. S timto oznac¢enim mtzeme sou¢tové vzorce pro sinus
a cosinus vyjadrit jednoduse jako

P tY) — piv i

a Moivreovu vétu jako
(eup)n — eingy

)

v obou pfipadech jde o jednoduchd pravidla pro pocitdni s exponenciélni funkci. A
nakonec goniometricky tvar komplexniho ¢isla z mizeme pomoci Eulerovy formule
zapsat v podobé

z=re" .
1.3. Teorie ¢&isel. GCD, Bezout, inverzy modulo p, gcd a Bezout pro polynomy

1.4. Zobrazeni. Zobrazeni f : A — B mé vzdy defini¢ni obor A (ne jak v analyze,
nebo uvodnim kurzu).

Bijekce praveé kdyz ma inverz.

Zobrazeni je prosté pravé kdyz ma levy inverz, je na pravé kdyz ma pravy inverz.

Cviéeni

1. Pfedpokladejme, Ze f : A — B je bijekce a g : B — A je zobrazeni zprava inverzni k f.
Dokaizte, Ze g je bijekce (a tim padem g = f1).

2. RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

Cil. Naucime se tesit soustavy linedrnich rovnic Gaussovou eli-
minacni metodou.

2.1. Aplikace.
Na feseni soustavy linearnich rovnic vede celd fada praktickych i teoretickych
aloh. Pro ilustraci uvedeme ¢tyri priklady.
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10
259@ 300
1Q
10V — @
50

OBRAZEK 1. Elektricky obvod z éasti 2.1.1

2.1.1. Elektricke obvody. U elektrického obvodu na obrazku chceme urcit proudy
protékajici jednotlivymi vétvemi.

Pouzijeme metodu smycek. Proudy protékajici jednotlivymi elementarnimi smy-
¢kami jsou oznaceny Iy, Is, I3 podle obrazku. Aplikaci druhého Kirchhoffova zakona
ziskame pro kazdou smycku jednu rovnici:

111 + 25(I; — I5) + 50(1; — I3) = 10

25(I — 1)+ 301, + 1(Is — I3) =0

50(Is — 1)+ 1(Is — I2) + 5515 =0
Zjednodusenim dostaneme soustavu tfech linedrnich rovnic o tfech neznamych,
kterd mé pravé jedno fesSeni (I, I, I3) = (0,245, 0,111, 0,117). Z toho dopocteme
proudy pro jednotlivé vétve.

10
J\/\/\/ 0,245A 0,1114

250
300
0,1344
oV = 0,006 A
509
§ 550
0,1284 01174

OBRAZEK 2. Proudy v elektrickém obvodu z ¢asti 2.1.1

2.1.2. Prokladant kruznice danymi body. Chceme najit kruznici v roviné prochaze-
jici body (1,0), (—1,2), (3,1). (Napiiklad vime, Ze se néjaky objekt pohybuje po
kruhové draze, mame zméfeny t¥i polohy a chceme ur¢it stfed obihéni. )

Rovnice kruznice v rovin€ ma tvar

2+ +ax+by+c=0.
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-1 1 2 3
OBRAZEK 3. Kruznice prochézejici danymi tfemi body

Dosazenim danych tfech boda ziskdme soustavu linearnich rovnic
1+a+c=0,
5—a+2b+c=0,
10+3a+b+c=0.

Soustava méa pravé jedno feseni (a,b,c) = (—=7/3,-13/3,4/3), takze hledand kruz-
nice mé rovnici

z? + szxfg Jré
Yy o3t m3Y Ty

Chceme-li znat stfed a polomér, rovnici mizeme upravit na tvar

AR N E AR
6 Y% ) T 1®

z kterého vidime, Ze hledané kruznice mé stied (7/6,13/6) a polomér /85/18.

=0.

2.1.3. Vycislovdni chemické rovnice. Uvazujme chemickou reakci toluenu a kyseliny
dusi¢né, pri které vzniknd TNT a voda:

C7Hg + HNO3 — C7H506N3 + H50.

Vy¢isleni chemické rovnice znamenda nalezeni pomért jednotlivych molekul, aby
pocet atomt kazdého prvku byl na obou stranéch stejny.

xCrHg + yHNO3 — zC7H506N3 + vH>0.

Chceme tedy najit hodnoty x,y, z, v, které spliuji soustavu rovnic To vede na rov-
nice

Tr ="z,
8x +y = 5z + 2v,
y = 3z,

3y =62z + w.
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Vzhledem k vybusné povaze tohoto prikladu nebudeme na tomto misté radéji uva-
dét feSeni.

2.1.4. Nezndamd zdavazi. Mame tii zavazi. Prvni vazi 2kg, ale hmotnost dalsich dvou
bohuzel nezname. Podarilo se nam vSak najit dvé rovnovazné polohy:

|2kg]

50 40 30 20 10 A 10 20 30 40 50

50 40 30 20 10 A 10 20 30 40 50

OBRAZEK 4. Nezndmd zavazi

Z téchto informaci muZeme hmotnosti uréit. Provnanim momentd totiz dosta-
neme soustavu linearnich rovnic

40h + 15¢ = 50 - 2
25¢ = 25 - 2 + 50h,

kterou snadno vyfesime.

2.2. Geometricka interpretace, fadkovy pohled. Jedno feSeni soustavy line-
arnich rovnic o n neznamych budeme zapisovat jako uspofadanou n-tici ¢isel. To
predpoklada néjaké pevné usporadani neznamych. Z kontextu bude toto uspora-
déani ziejmé, neznamé jsou vétsinou znaceny zi,...,=,. Uspofadanou n-tici ¢isel
nazyvame n-slozkovy aritmeticky vektor:

Definice 2.1. Aritmetickym vektorem nad R s n sloZkami rozumime uspotfadanou
n-tici redlnych cisel.

V této kapitole budeme ¢asto misto ,aritmeticky vektor nad R“ fikat pouze ,arit-
meticky vektor®, nebo jen ,vektor“, protoze jiné druhy vektorti zatim nebudeme
pouzivat.

Vektory budeme psét sloupcové, naptiklad

1
v = —-33
5

Pro Gsporu mista vektor ¢asto napiseme radkové a pridame exponent 7', naptiklad
v =(1,-33,5)T.

Znak T bude zaveden v kapitole 4 obecnéji pro transponovani matic.

Aritmetické vektory si pro n = 2 (resp. n = 3) miZeme pfedstavovat jako Sipky
v roviné (resp. prostoru) s danou velikosti a smérem, pokud méme v roviné nebo
prostoru zvoleny souradny systém.

OBRAZEK

Kazdému bodu roviny o soutadnicich [a,b] ptifadime jeho polohovy vektor, coz
je vektor vedouci z po¢atku soutadnic do bodu [a, b]. Je to vektor (a,b)”. Naopak,
kazdy dvouslozkovy vektor (u,v)? je polohovym vektorem bodu o soufadnicich
[u, v]. Takto miZeme mnozinu vSech FeSeni soustavy linedrnich rovnic o dvou ne-
znadmych (tj. mnozinu dvouslozkovych vektort) popsat nebo geometricky zndzornit
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jako mnozinu bodd v roviné. A naopak mnoZinu bodd v roviné mizeme vyjadrit
jako mnozinu jejich polohovych vektori. Podobné mtzeme znazornit t¥islozkovy
vektor (a,b,c)T jako polohovy vektor bodu o soufadnicich [a, b, c] v prostoru.

2.2.1. Jedna rovnice o dvou nezndmych. Mnozinou feSeni rovnice a1x1 +asxo = by,
kde ay,a2,b1 € R jsou zvolena ¢isla a x1,rs jsou neznamé, je primka v roviné,
kromé trividlniho p¥ipadu, ze a1 = as = 0, kdy je mnozinou feSenim bud celd
rovina (v pfipadé b; = 0) nebo prazdna mnozina (v pfipadé by # 0). Kolmosti a
skalarnim souéinem se budeme detailnéji zabyvat v kapitole 8, ted jen pfipomenime,
7e (a1,a2)” je normalovy vektor této pifmky, tj. vektor kolmy na jeji smér.

OBRAZEK

Kazda primka mize byt také vyjadiena parametricky. K tomu pfipomeneme
operace sCitani vektord a nasobeni vektort redlnym c¢islem.

Definice 2.2. Jsou-li u = (uj,us...,u,)" a v = (vi,vs,...,v,)7 dva n-slozkové
aritmetické vektory nad R, pak jejich souctem rozumime aritmeticky vektor

Uy + vy
Uz + Vo
ut+v=
Uy, + Up
Je-li u = (uy,...,u,) aritmeticky vektor nad R a ¢ € R realné éislo, pak t¢-
nasobkem vektoru u rozumime vektor
tU1
tUQ
t-u=tu=
tu,

Pro dva n-slozkové vektory u, v definujeme
—u=(-1)ru a u—v=u+(-v) .
OBRAZEK
Priklad 2.3.

1 5 2 -5 -3
2 3 — 2 = 6 + -2 = 4
7 -2 14 2 16

Parametrické vyjadieni pfimky v roviné je zapis tvaru
{u+tv:teR} ,

kde u a v jsou 2-slozkové vektory. Vektor u je polohovym vektorem néjakého bodu
primky a vektor v urcuje jeji smér.

OBRAZEK

V prostoru mé parametrické vyjadieni primky stejny tvar, jenom vektory u,v
maji tii slozky.
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2.2.2. Vice rovnic o dvou mezndmych. Uvazujme libovolnou soustavu linearnich
rovnic o dvou nezndmgych 1, z. Kazda (netrividlni) rovnice uréuje pfimku v roviné
a my se snazime najit dvojice (x1,x2)7, které vyhovuji véem rovnicim. ReSenim je
tedy pranik piimek danych nasimi rovnicemi. Z toho je intuitivné jasné jak mtze
vypadat mnozina vSech feSeni:
e (Cela rovina. To se stane v pripadé, ze vSechny rovnice maji trividlni tvar
0931 + 01’2 =0.
e Piimka. To se stane v pfipadé, Ze vSechny (netrividlni) rovnice popisuji
tutéz primku, neboli vSechny rovnice jsou nasobkem jedné z rovnic.
e Bod. Nastane v pripadé, Ze soustavy popisuji alesponn dvé rizné primky a
vSechny tyto pfimky prochéazeji jednim bodem.
OBRAZEK
e Prazdna mnozina. Nastane v pripadé, ze dvé rovnice urcuji rovnobézné
pfimky, nebo rovnice urcuji tii pfimky neprochézejici jednim bodem, nebo
jedna z rovnic je trividlné nesplnitelné, naptiklad 0z + Oxo = 123.
OBRAZEK

2.2.3. Tri neznamé. Mnozina Teseni jedné linearni rovnice o tfech neznadmych tvaru
a121 + asxs + azxs = b geometricky odpovidé roving v R3, kromé trividlniho pii-
padu a; = as = az = 0. Vektor (ay,as, (lg)T je normélovym vektorem roviny.
Parametricky 1ze rovinu zapsat ve tvaru

{u+sv+itw:s,teR}

kde u je polohovy vektor néjakého bodu roviny a v, w jsou vhodné (3-slozkové)
vektory urcujici smér roviny.
OBRAZEK
Resime-li tedy soustavu linedrnich rovnic o tfech neznamych, hleddme préinik
rovin. ReSenim miize byt:
Cely prostor. To nastane v trividlnim pripadé.
Rovina.
Piimka. OBRAZEK
Bod. OBRAZEK
Prazdna mnozina. OBRAZEK

2.2.4. Vice neZ tri neznamé. Pro vice proménnych je vizudlni pfedstava obtizna,
ne-li nemozna. Stéle ale plati, Ze jedna netrividlni rovnice urcuje ,rovny utvar“
s dimenzi o jedna mensi nez je pocet nezndmgych, tzv. nadrovinu. (Dimenzi sice
budeme definovat pozdéji, ale pro malé dimenze definice souhlasi s intuici.) Regeni
soustavy pak lze chapat jako hledani priniku nadrovin. Vysledkem bude ,rovny
utvar® né&jaké dimenze (bod, pfimka, rovina, ... ).

2.3. P¥iklady. Resime-li ru¢né soustavu o nékolika mélo rovnicich a méalo nezn4-
mych postupujeme obvykle tak, ze postupné eliminujeme neznamé.

2.3.1. Soustava s jednim Tesenim. Zacneme s ptimocarym prikladem soustavy t¥ech
rovnic o tfech nezndmych x1, x2, x3.

2x1 4+ 622 + 523 =0
3r1 4+ dxo + 18x3 = 33
2x1 4+ 4x9 4+ 10x3 = 16
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Principem elimina¢n{ metody je pfevést soustavu ekvivalentnimi dGpravami (tj.
upravami, které neméni mnoZinu feSeni) do tvaru, ze kterého se feSeni snadno do-
pocita. Ekvivalentnimi tipravami jsou napfiklad prohozeni dvou rovnic, vynasobeni
nékteré rovnic nenulovym c¢islem a pricteni nékolikandsobku jedné rovnice k jiné.
Tvar, o ktery se snazime, je tzv. odstupriovany tvar. Pfesné bude definovan pozdéji,
ale principem je, ze v kazdé dalsi rovnici je na zacatku vice nulovych koeficienti.

Nejprve docilime toho, Ze ve vSech rovnicich kromé prvni bude nulovy koeficient
u x1. Tomuto procesu se také Fika eliminace neznamé xi. MiZeme to udélat tak,
7e z jedné rovnice vyjadiime nezndmou x; pomoci ostatnich neznamych, vysledek
dosadime do zbyvajicich rovnic a upravime je. Stejného efektu docilime také tak, ze
pri¢teme vhodné ndsobky vhodné rovnice (rovnice s nenulovym koeficientem u x1) k
ostatnim tak, aby z ostatnich rovnic neznamé x; ,zmizela“, tj. méla v nich nulovy
koeficient. V nasem piipadé bychom mohli (—3/2)-nasobek prvni rovnice pri¢ist
k druhé a (—1)-ndsobek prvni rovnice pFi¢ist ke t¥eti. Aby nam vSak vychazely
hezéi koeficienty, vynasobime tfeti rovnici jednou polovinou a prohodime ji s prvni
rovnici.

T1 + 229 + Dz =8
3x1 4+ 5xo + 18x3 = 33
2x1 4+ 622 + 523 =0

Jsme pfipraveni k eliminaci proménné x;: pficteme (—3)-ndsobek prvni rovnice ke
druhé a (—2)-nasobek prvni rovnice ke tieti.

r1 + 2x9 + bxy =8
—x9+3x3=9
+2.’E2 — 5$3 = —16

Po eliminaci jedné neznamé jiz prvni rovnici nebudeme ménit a budeme se zabyvat
pouze zbylymi rovnicemi. V nasem piipadé jiz zbyvaji pouze dvé a k eliminaci
neznamé xo staci pri¢ist 2-nasobek druhé rovnice ke treti.

z1 + 2z + Sx3 = 8
—x2+3x3 =9

1‘3:2

Nyni jiz mizeme dopocitat Tfeseni tzv. zpétnou substituci, kdy postupujeme od po-
sledni rovnice k prvni a postupné dosazovanim ziskdvame hodnoty neznamych. V
nasem piipadé dostavame x3 = 2, xo = —3, 1 = 4. Ptvodni soustava ma praveé
jedno feSeni, a to aritmeticky vektor (4, —3,2)T.

P1i feSeni soustavy jsme mohli samoziejmé zacit eliminaci libovolné proménné,
také nebylo nutné tfeti rovnici prehazovat s prvni a nasobit ji napfed jednou polo-
vinou.

Pre feSeni velkych soustav tisicti rovnic o tisicich neznamych potiebujeme jed-
notlivé kroky eliminace néjak usporadat tak, aby je bylo mozné pouzit kdykoliv a
bez ohledu na to, jaké jsou koeficienty soustavy. Tomuto postupu se fikd Gaussova
eliminacni metoda nebo zkracené Gaussova eliminace.

2.3.2. Maticovy zdpis. K formulaci Gaussovy eliminace a také pro zkraceni zapisu
budeme misto soustavy psat jeji rozsirenou matici. Nejprve zavedeme pojem matice:
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Definice 2.4. Matici (nad R) typu m X n rozumime obdélnikové schéma realnych
¢isel s m radky a n sloupci.

Zapis A = (aij)mxn znamend, ze A je matice typu m x n, kterd ma na pozici
(i,4) (tedy v i-tém Fadku a j-tém sloupci) €islo a;;.

Pozor na poradi indexti — prvni ¢islo oznacuje fadek, druhé sloupec.
Definice 2.5. Matict soustavy

a1121 + a12%2 + - + A1p Ty = by

a2121 + A22%2 + -+ + A2p Ty, = by

Am1%1 + GmaT2 + -+ + AmpTn = bm

rozumime matici

ail ai12 co. Q1n
a21 a22 ce. Q2p
A= (aij>m><n -
Am1 Am2 ... Qmn
Vektor pravych stran je vektor b = (by, ba, ..., by)7T a rozsivend matice soustavy je
matice
a1 a2 ce. Q1p b1
a921 as9 c.o. Q9p bg
(A]b) =
Am1  Gm2  --- Qmp | b

Rozsifena matice soustavy tedy vznikne tak, ze do i-tého fadku zapiseme koefi-
cienty v i-té rovnici u proménnych x1,...,x, a nakonec napiSeme pravou stranu.
Pro prehlednost se pravé strany oddéluji svislou ¢arou. Rozsifend matice se timto
rozdéli na dva bloky. V levém je matice soustavy a v pravém je sloupec pravych
stran.

Pro soustavu rovnic z predchoziho prikladu

2x1 4 622 + 53 =0
3x1 + 5x2 + 18x3 = 33
2xq1 4+ 4x9 4+ 10x3 = 16

jsou jeji matice, sloupec pravych stran a rozsifena matice

2 6 5 0 2.6 50
A= 35 18 |, b= 33|, A|b)=| 3 5 18|33
2 4 10 16 2 4 10|16

Prohozeni dvou rovnic se v rozsifené matici projevi prohozenim dvou fadki, vyna-
sobenti i-té rovnice ¢islem ¢ odpovida vynasobeni i-tého fadku matice ¢islem ¢ a po-
dobné pri¢teni t-nasobku i-té rovnice k j-té se projevi odpovida pricteni ¢t-nasobku
i-tého Ffadku k j-tému. Pro vyznaceni, Ze rozsifena matice vznikla z pfedchozi ekvi-
valentni tipravou pouzivame symbol ~. Upravy provedené u nasi soustavy tedy
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zapiSeme takto:

2 6 510 1 2 5|8

3 5 1833 |~ 3 5 18|33 |~

2 4 10116 2 6 510

1 2 5 8 1 2 5|8
~( 0 -1 3 9 ~1 0 =1 3|9

0 2 —=5]|-16 0 0 1]2

Zapis uprav se timto znacné zkrati a zprehledni.

Misto ,soustava rovnic s rozsifenou matici (A | b)“ budeme nékdy strucné fikat
ssoustava (A | b)“.

Poznamenejme jesté, ze uzitim nasobeni matic z kapitoly 4 lze feSeni soustavy
rovnic s roz§ifenou matici (A | b) zapsat jako hledani vSech vektort x takovych, Ze
Ax = b. Maticovy popis se hodi nejen ke zkraceni a zpiehlednéni, je vyhodné&jsi i
pro teoretické ivahy. Po zavedeni vSech pojmu jiz vlastné jiny zapis ani nebudeme
pouzivat.

2.3.3. Jeden parametr. Podivejme se na ptiklad soustavy rovnic o tfech neznamych,
kdy feSenim je primka. PouZivame rovnou maticovy zapis.

1 4 3|11 1 4 3 |11
1 4 5|15 |~ 0 0 2 4 ~
2 8 3|16 00 -3|-6
1 4 3|11 14 3111
~ 0 0 2| 4 ~ < 00 2|4 >
0 0 0|0

V prvni dpravé jsme pficetli (—1)-ndsobek prvniho fddku k druhému a (—2)-
nasobek prvniho faddku k tfetimu. V druhé tdpravé jsme (3/2)-ndsobek druhého
fadku pricetli k tfetimu. Nakonec jsme jen vynechali posledni fadek, ktery odpo-
vida rovnici Ox; + Oxo + Oxs = 0, kterda mnozinu feSeni neméni. Vznikla soustava
rovnic je v nematicovém zapisu

x1 + 4z + 33 = 11
23133:4

7 posledni rovnice umime spocitat x3 = 2 a z prvni rovnice x1, zname-li ovSem xs.
Neznamou x5 lze volit libovolné a budeme ji fikat parametr. Parametr oznacime
t = x9 a vyjde z; = 5 — 4t. Mnozina vSech Teseni je tedy

5— 4t
t :teR
2

V nasem konkrétnim pripad€ lze za parametr zvolit také neznamou z; = s, dopoci-
tat o = 5/4 — s/4 a ziskat mnoZinu feseni ve tvaru {(s,5/4 — s/4,2)7 : s € R}.
Nevyhodou této volby je, Ze by nefungovala, pokud by byl koeficient u x5 v prvni
rovnici roven nule. Volba parametrii, kterd funguje vzdy bude diskutovana u nasle-
dujiciho ptikladu a pak v plné obecnosti v ¢asti 2.4.
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Vratme se ale k mnoziné feseni {(5 — 4t,¢,2)7 : t € R}. Vektor (5 — 4t,t,2)7 Ize
pomoci séitani a nasobeni skalarem vyjadrit také jako

5—4t 5—4t 5 —4t 5 —4
t = 0+t = 0 |+ t =10 | +t¢ 1
2 240t 2 0t 2 0
TakZe mnozinu vSech feSeni lze napsat ve tvaru
5 —4
0 |+t 1 :teR
2 0

Tento tvar je lepsi nez predchozi. Vidime z néj totiz, ze feSenim je piimka procha-
zejici bodem (5,0,2)7 se smérovym vektorem (—4,1,0)7.

Uvedeny postup na hled4ni feseni soustavy nebudeme pouzivat. Vektory (5,0, 2)7
a (—4,1,0)7 1ze totiz spocitat jednodussim zpiisobem, ktery ted popiseme. Budeme

potfebovat pojem homogenni soustava rovnic:

Definice 2.6. Soustava rovnic se nazyva homogenni, pokud vSechny pravé strany
jsou rovny nule.

Méme-li soustavu rovnic s rozsifenou matici (A | b), pak prislusnou homogennt
soustavou rozumime homogenni soustavu s matici (A | o), kde o = (0,0,...,0)7 je
nulovy vektor.

Vratme se ke tvaru rovnic po tpravéach, ¢ili
1 4 3|11 . 1 +4xs + 33 =11
< 00 2 ) neboli

4 2!1)3 =4

Zalneme uréenim parametrii. Je jeden, totiz nezndmé z, (vice k tomuto tématu
nize). Mnozinu feSeni budeme hledat ve tvaru {u + ¢v : t € R}. Vektor u urc¢ime
jako libovolné (tzv. partikuldrn?) feseni soustavy. Vétsinou byva nejjednodusi zvolit
za parametr(y) nulu a zpétnou substituci dopocitat zbylé proménné. Vektor v je
feSeni prislusné homogenni soustavy pii volbé parametru ¢t = 1, spocitame jej
opét zpétnou substituci. Prakticky mizeme postupovat tak, Ze napiSeme mnozinu
vsech Teseni s doplnénymi zvolenymi parametry

0 +t| 1 :teR

a na prazdna mista dopliujeme odzadu zpétnou substituci dopoctené hodnoty.
Pozor na nejcastéjsi chybu, totiz Ze pfi pocitani druhého vektoru zapo-
meneme vynulovat pravou stranu!

V nasSem pfipadé dostaneme mnozinu FesSeni

5 —4
S = 0 |+t 1 teR
2 0

Vysel ndm stejny tvar vysledku jako pfedchozim postupem (neni to ndhoda). Nova
metoda je daleko pfehlednéjsi a rychlejsi, zejména mame-li vétsi soustavu.

Zbyvé si ujasnit, ze nalezena mnozina S = {(5,0,2)7 +#(—4,1,0)T : t € R} je
skuteéné rovnd mnoziné vSech feSeni soustavy (aniz bychom porovnévali vysledek
ze starSim postupem). Skutecnost, Ze kazdy prvek mnoZiny S je FeSenim ptivodni
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soustavy si snadno ovéfime tak, ze pro libovolnou hodnotu paramatru ¢ dosadime
piislusny vektor (5,0,2)7 + t(—4,1,0)7 € S do vsech rovnic ptivodni soustavy a
ovéiime, ze nam vzdy vyjde vektor pravych stran (11,4, —6)7. Jako kdybychom
délali zkousku.

Puvodni soustava mé stejnou mnozinu feseni jako soustava

T, +4xe + 323 =11
2]}3 :4,

protoze jsme od jedné k druhé presli pouze pomoci ekvivalentnich uprav, které
neméni mnozinu vsech Feseni soustavy. Z posledni soustavy je vidét, ze libovolna
volba paramatru ¢ jako hodnoty x5 jednoznac¢né urcuje hodnoty zbyvajicich dvou
nezndamych zs (ta dokonce na volbé ¢ nezavisi) a z;. Existuje tedy prévé jedno
feSeni piivodni soustavy, pro které plati xo = t.

Také v mnoziné S eistuje pravé jeden vektor, jehoz druha slozka se rovna ¢, a to
vektor

) —4 5 —4t
0 |+t 1 = t
2 0 2

O Zadné FeSeni puvodni soustavy jsme vyjadienim mnozZiny vSech FeSeni jako mnozZiny
S tedy neprisli.

2.3.4. Vice parametri. Podivame se na soustavu s vice parametry, ze které jiz snad
bude vidét obecny postup. Soustava bude mit pét neznamych z1,..., x5, takze
vizualni predstava je stézi mozna.

00 1 0 2|3 1 2 -1 3 0] 2
24 -1 6 2|1 ~1 2 4 -1 6 2|1 ~
12 -1 3 0] 2 00 1 0 2|3
1 2 -1 3 0] 2 1 2 -1 3 0] 2
00 1 02}|-3|]~100 1 0 2|-3
00 1 0 2|3 00 0 000

V prvni tpravé jsme prohodili fadky, aby byl na prvnim misté v prvnim fadku nenu-
lovy prvek. V druhé tpravé jsme (—2)-nasobek prvniho fadku piicetli ke druhému.
Ve tfeti Gpravé jsme (—1)-ndsobek druhého fadku pticetli ke t¥etimu.

Soustava je ted v odstupiiovaném tvaru. K volbé parametri nejprve uréime pi-
voty, to jsou prvni nenulové prvky v kazdém fadku. Proménné odpovidajici sloup-
cum s pivotem se nazyvajl bdzové promeénné. V naSem pripadé jsou jimi x; a x3.
Zbylé proménné jsou tzv. volné promeéenné, v nasem piipadé xa, x4, x5. Volnym pro-
ménnym také fikdme parametry. Protoze mame tfi volné proménné, mnozina vsech
feseni bude tvaru

{u +tove +1t4vy +t5V5 i to,ly, 15 € R} .

Vektor u (partikuldrni feseni) najdeme jako libovolné feseni soustavy, nejjednodu-
$81 bude zvolit za volné proménné nuly. Vektory vs, vy, vs budou feSeni piislusné
homogenni soustavy. Vektor vy ziskdme volbou volnych proménnych (xo, x4, x5) =
(1,0,0), vektor v4 volbou (z2,24,25) = (0,1,0) a vektor vs volbou (z2,24,75) =
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(0,0, 1). Mnozinu vSech feSeni tedy hleddme ve tvaru

0 1 0 0

S = : + to . + 14 . +t5 . tlo,ty,ts ER
0 0 1 0
0 0 0 1
Kazdy ze ¢tyrech vektorti dopocitdme zpétnou substituci. Vyjde
-1 -2 -3 -2
0 1 0 0
S = -3 + t2 0 +t4 0 +t5 -2 tlo,ty,ts €ER
0 0 1 0
0 0 0 1

Ovéfeni, ze nalezend mnozina je mnozinou vsSech feseni dané soustavy, by bylo
obdobné jako u predchoziho pfikladu. V prvnim kroku bychom zkouskou ovérili,
ze kazdy vektor z mnoziny S je skutecné fesenim puvodni soustavy. V druhé ¢asti
bychom ukézali, Ze pro libovolnou volbu hodnot volnych proménnych xo = ws, x4 =
wy a T5 = ws eistuje pravé jedno feseni w = (wy, wo, . .. ,ws)T puvodni soustavy a
soucasné ze existuje v S vektor, jenz se s w shoduje na druhé, ¢tvrté a paté slozce,
totiz vektor u+ wavy + wyvy + wsvs. Proto byly hodnoty volnych proménnych pfi
vypoctu vektord va, vy a vs voleny uvedenym zpisobem.

Pti vypoctu na papire je vhodné nalezené vektory zkontrolovat dosazenim do
puvodnich rovnic.

2.4. ReSeni obecné soustavy rovnic Gaussovou eliminaci. Nyni pFedstavime
metodu feseni soustav linearnich rovnic ukédzanou na piedchozich ptikladech v obec-
ném pripadé.

2.4.1. Odstupriovany tvar.

Definice 2.7. Ekvivalentni dpravou soustavy linearnich rovnic rozumime tpravu,
kterd neméni mnozinu vsech feseni.

Pri feSeni soustav linedrnich rovnic vystac¢ime s jednoduchymi apravami t¥i typi.
Upravy ve skutecnosti provadime s fadky rozsifené matice soustavy, proto jim ¥i-
kame elementdrni radkové upravy.

Definice 2.8. Elementdrnimi fadkovgmi dpravamsi soustavy linedrnich rovnic (resp.
jeji rozsifené matice) rozumime nésledujici tii typy tprav.
(i) prohozeni dvou rovnic (resp. fadkd matice),
(ii) vynésobeni jedné z rovnic (resp. jednoho z fadkl) nenulovym ¢islem,
(iii) pFic¢teni n&kolikandsobku jedné rovnice (resp. jednoho fadku) k jiné rovnici
(resp. k jinému Fadku).

Tyto upravy skute¢né neméni mnozinu feseni:

Tvrzeni 2.9. Kazdd elementdrni radkovd dprava soustavy linedrnich rovnic je ekvi-
valentni upravou.

Dikaz. Oznacme S resp. T mnozinu vsech feSeni ptvodni resp. nové soustavy. Je
ziejmé, ze kazdé Feseni puvodni soustavy je feSenim nové soustavy, neboli plati
S C T. K dikazu opa¢né inkluze si sta¢i uvédomit, Ze lze efekt elementarnich
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rfadkovych tprav vratit, tj. z nové soustavy jde dostat ptvodni rovnéz vhodnymi
elementarnimi fadkovymi Gpravami. V pfipadé (i) prohodime stejné fadky, v pii-
padé (ii) vyndsobime stejnou rovnici inverznim ¢islem, a pfi¢teni t-nasobku i-tého
fadku k j-tému lze vrétit pfi¢tenim (—t)-nasobku i-tého fddku k j-tému. [

Upravu (i), tedy prohozeni dvou rovnic, lze docilit posloupnosti zbylych dvou
aprav, viz cviceni.

Gaussova elimina¢ni metoda na feSeni soustav linearnich rovnic je zalozena na
prevodu soustavy na fadkové odstupnovany tvar.

Definice 2.10. Matice C = (Cij)an je v radkové odstupriovaném tvaru, pokud

existuje celé ¢éislo r € {0,1,...,m} takové, ze fadky r+1,...,m jsou nulové, Ffadky
1,...,7 jsou nenulové, a plati ky < ko < --- < k,., kde k; znaci sloupec, ve kterém
je prvni nenulové ¢islo v i-tém fadku (tedy plati ¢;1 = ¢io = -+ = ¢ ;-1 =0 a
ik, 7 0; jesté jinak, k; = min{l : ¢;; # 0}).

Prvkim ¢; ,, 1 = 1,2,...,r fikdme pivoty.

Soustava linearnich rovnic je v #adkove odstupriovaném tvaru, pokud jeji rozsifena
matice je v fadkové odstupniovaném tvaru.

Jinak feceno, nenulové fadky jsou v horni ¢dsti matice (jejich pocet je v definici
oznacen r) a v kazdém nenulovém Fadku (kromé prvniho) je na zadatku vice nul

nez v predchozim.
OBRAZEK

Priklad 2.11. Matice

0103 4 0 O
1 7 2 00200 -1 0
<8 8 8), 0o 3 1], 0 000 4 2 3
00 7 000 0O 0O 0 10
0 00OO 0O O
jsou v odstupnovaném tvaru. Matice
1 7 2 2 31
( 8 8 (1) ), 00 1], 0 3 1
00 7 0 2 0

v odstupnovaném tvaru nejsou.

Gaussova eliminace prevede kazdou soustavu linedrnich rovnic do odstupriova-
ného tvaru posloupnosti elementarnich fadkovych tprav. Algoritmus budeme radéji
predvadét na rozsifené matici soustavy. Necht C' = (A | b) je rozsifend matice sou-
stavy m rovnic o n neznamgych, C' = (¢;5).

Eliminace jednoho sloupce (jedné proménné) probéhne nasledovné.

1. Najdeme prvni sloupec k, ktery neni cely nulovy. Pokud takovy neexistuje,
jsme hotovi.
2. Pokud je c1x = 0, prohodime prvni fadek s libovolnym fadkem i, pro ktery
je cik # 0.
3. Pro kazdé i = 2,3,...,m pfi¢teme (—c;/c1x)-nésobek prvniho fadku k
i-tému Fadku.
(Vsimnéte si, Ze po provedeni kroku 2 mame ¢y # 0 a po provedeni kroku 3 méme
Cop = C3p =+ -+ = Cmi = 0.) Déle postupujeme tak, jako bychom eliminovali matici
bez prvniho fadku. V dalsim kroku tedy najdeme prvni sloupec I, pro ktery je
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alespon jedno z ¢isel coy, . . . , ¢y nenulové, feknéme c¢;; # 0,7 > 2. Prohodime druhy
a i-ty fadek a pak pro kazdé i = 3,4,...,m pfi¢teme (—c¢;/co)-ndsobek prvniho
fadku k i-tému fadku. Gaussova eliminace kon¢i bud v bodé 1, nebo ve chvili, kdy
dojdou fadky. To je i pfipad, kdy ma matice C' pouze jeden nenulovy radek.

N4&s popis Gaussovy eliminace neni algoritmus, protoze neptredepisuje, ktery 1a-
dek prohodime s prvnim fadkem v kroku 2. Razné implementace Gaussovy eli-
minace to fesi riznym zptisobem, proto zadny konkrétni zptisob nepredepisujeme.
Vice o tom v ¢asti 2.6 o numerické stabilité.

Véta 2.12. Gaussova eliminace prevede kaZdou soustavu linedrnich rovnic do od-
stupriovaného tvaru.

Diikaz. Dukaz provedeme indukci podle poc¢tu rovnic, tj. podle m. Predpokladejme
tedy, ze véta plati, pokud méa soustava méné nez m rovnic, a vezméme soustavu s
m rovnicemi. Pokud tvofi rozsifenou matici soustavy samé nuly, pak se eliminace
zastavi v bodé 1. a véta plati, protoze nulovd matice je v odstupniovaném tvaru.
Predpokladejme tedy, ze tomu tak neni.

Necht k je index prvniho nenulového sloupce v rozsifené matici soustavy. Ozna-
¢me B rozsifenou matici soustavy po provedeni eliminace jednoho sloupce, tj. po
eliminaci proménné xy.

OBRAZEK PO PRVNIM CYKLU GE

7Z matice B vynechdme prvni fadek a na matici se zbylymi m — 1 fadky pro-
vedeme Gaussovu eliminaci. Podle indukéniho predpokladu dostaneme matici C'
v odstupniovaném tvaru. Prvni nenulovy sloupec v matici C ma index [ > k, ne-
bot prvni nenulovy sloupec v celé rozsifené matici soustavy mél index k a vSechny
prvky v k-tém sloupci matice B pod nenulovym prvkem v prvnim fadku jsou nu-
lové. Vratime-li do matice C' nahoru prvni fadek matice B dostaneme tak opét
matici v odstupnovaném tvaru.

OBRAZEK PO GE CELE MATICE.

Tato matice je vysledkem Gaussovy eliminace na rozsifenou matici ptivodni sou-
stavy. (I

2.4.2. Dopocitdni feseni. Méjme nyni soustavu m linedrnich rovnic o n neznamych

Z1,...,%, s roz$ifenou matici C = (A | b) v odstupiiovaném tvaru. Necht r,
ki,...,k,. jsou cisla z definice 2.10, tj. ¢islo r udava pocet nenulovych radkia a
¢isla ki, ..., k, pozice pivotu.

Pokud k, = n+ 1, jinymi slovy, pokud posledni nenulovy fadek rozsifené matice
soustavy je tvaru (00 ...0|b,.), kde b, # 0, pak soustava (A | b) nem4 zadné FeSeni:
tato rovnice tikd 0z; 4+ Oz + ...,0x, = b, # 0, coz zfejmé nejde.

Pfedpoklddejme nyni, ze k. < n + 1. Ukdzeme, Ze soustava (A | b) méa alespon
jedno TeSeni, a ukazeme, jak vSechna feseni popsat.

Ozna¢me P mnozinu indexu téch sloupct od 1 do n, které neobsahuji pivot, tj.

P={1,2,....,n}\ {k1,..., K} .
Mnozina P miuze byt i prazdné, pokud kazdy sloupec obsahuje pivot. Proménnym

zp, p € P, fikdme volné proménné (nebo téz parametry). Ostatni proménné, tj.
promeénné Ty, , Tk, - - ., Lk, jsou bazové.
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Nyni nahlédneme, ze kazda volba hodnot volnych proménnych dava pravé jedno
feSeni soustavy (A | b). Soustava je po provedeni Gaussovy eliminace ve tvaru

01,1, Thy + Q1 ke +1 Tk 41 T -+ Q1 n %y, = by

2,1y Thy + A2 kot 1Tho41 + -+ + Q2.0 Ty = b2

Qr k. Lk, + Ar k. +1Lk,.+1 + -+ Ar ndn = br 5

coz je ekvivalentni soustavé rovnic

—1

Ty, = ay g, (b1 — Q1 41Tk 41 — - .. — A1, Tn)
—1

Ty = Ay g, (b2 — Q2,5 41Thy 11 — - .- — A2, Tn)
—1

Ty = Qp g, (br = Qr 1Tk 41 = -+ — QrnTy)

Posledni rovnice jednoznacné urcuje xy,., pfedposledni rovnice jednoznac¢né urcuje
2k, ,, atd. Tomuto dopocitavani hodnot fikdme zpétnd substituce. Stejnou Gvahu
lze provést pro libovolny vektor pravych stran c. Dokéazali jsme nasledujici pozoro-
vani.

Pozorovani 2.13. Pro libovolny vektor praviych stran c a libovolnd redlnd ¢isla
zp € R, p € P, existuji jednoznacné urcend redind cisla xy,,Zp,,..., 2. € R
takovd, Ze aritmeticky vektor (x1,xa,...,x,) je feSenim soustavy (A | c).

Jsme pripraveni najit mnozinu vSech reseni. Pouzijeme k tomu zpétnou substituci
a vhodné volby volnych proménnych Nejdfive najdeme feSeni u soustavy (A | b)
tak, ze polozime hodnoty vsech volnych proménnych rovné 0. Poté pro kazdé p € P
najdeme opét zpétnou substituci FeSeni v, prislusné homogenni soustavy (tj. sou-
stavy (A | 0)), pro které zvolime hodnotu volné proménné x, = 1 a vSechny ostatni
hodnoty volnych proménnyjch polozime rovné 0. Podobné jako v ¢astech 2.3.3 a 2.3.4
ovéfime, ze mnozinu vSech feseni soustavy (A | b) miizeme vyjadfit ve tvaru

S = u—l—thvp:(VpeP) t, eR
peP

Plati tedy véta

Véta 2.14. Mnozina vSech teseni soustavy (A | b) je rovnd mnoziné

S = u—|—thvp:(Vp€P) t, €R
pEP

V kapitole 77 si ukdZeme elegantnéjsi dukaz poledni véty.

2.4.3. Shrnuti. Obecnou soustavu linearnich rovnic o n neznamych lze vyfesit na-
sledujicim postupem.
1. Gaussovou eliminaci pfevedeme soustavu na ekvivalentni soustavu v od-
stupniovaném tvaru.
2. Rozhodneme, zda soustava mé feseni. Pokud ne, tj. pokud existuje rovnice
typu Oz1 +0z2+ - - -+ 0x,, = b # 0, skoncime s ti, Ze soustava je nefesitelna.
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3. Uréime volné proménné (parametry) — proménné odpovidajici sloupctm,
kde nejsou pivoty. Mnozinu indext téchto sloupci oznacime P.
4. Mnozina vSech FeSeni je

u+thvp:(VpeP)tp€R ,
peEP

kde u je libovolné feseni soustavy a v, je FeSeni p¥islusné homogenni sou-

stavy, kde za parametr odpovidajici sloupci p volime 1 a za zbylé parametry

volime 0. Kazdy z vektorti spocitdme zpétnou substituci.
Vsimnéte si, Ze pocet volnych proménnych je roven ¢islu n —r, kde r je pocet nenu-
lovych fadki v odstupiiovaném tvaru. Zatim neumime dokazat, Ze toto ¢islo neza-
visi na tom, jaké ekvivalentni tipravy pouzivame k pfevodu na odstupniovany tvar.
Nicméné je tomu tak, toto éislo je rovné tzv. hodnosti (rozsifené) matice soustavy.
Intuitivné to lze zdtvodnit tak, Ze v popisu mnoziny feSeni méme n — r parame-
trt, takze mnozina FeSeni je (n — r)-dimenziondlni objekt, pfidemz tato dimenze
samoziejmé zavisi jen na pivodni soustave, nikoliv na konkrétnim odstupnovaném
tvaru.

Na popsany postup na FeSeni rovnic se da také divat takto: na zacatku mame
rovnicovy popis ,rovného utvaru“ v n-rozmérném prostoru, v bodé 1. nalezneme
kompaktnéjsi rovnicovy popis stejného ttvaru a v bodé 4. nalezneme jeho parame-
tricky popis.

.....

hled na soustavy linearnich rovnic. Tento pohled bude v dalsim textu nabyvat na
vétsim vyznamu nez ptvodni pohled pfes rovnice pfimek, rovin, atd. Vezméme si
jednoduchou soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych:

—x1+ 310 =1
2x1 —x9 = 3.
Rozsifena matice této soustavy je
(2 Af3)
2 —-113 )"

Pri teSeni soustavy hledame hodnoty proménnych z, x5 tak, aby platila rovnost
dvouslozkovych vektort

—x1 + 322 . 1

2.1‘1 — T2 o 3 ’

Vsimnéme si, ze v prvnim sloupci matice soustavy jsou koeficienty u promeénné
1 a ve druhém sloupci jsou koeficienty u proménné z,. Témto vektorum fikame
sloupcové vektory matice soustavy. Levou stranu posledni rovnosti mizeme pomoci
sloupcovych vektort pfepsat ve tvaru

—X1 +3$2 o -1 + 3
2y —xy ) P\ 2 2\ 4
a celou soustavu jako
-1 3 1
(2 )= (4)-(5)
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a(3)e(2)

nazyvame linedrni kombinace vektor (—1,2)7 a (3, —1)”. ReSeni soustavy spo¢ivéa
v nalezeni vhodné linedrni kombinace sloupcovych vektorid tak, aby se rovnala vek-
toru pravych stran. Linearni kombinace dvou vektort jsme pouzivali uz pfi parama-
trickém vyjadieni roviny v prostoru nebo pfi popisu mnoziny vSech Feseni soustav
v piikladech v ¢astech 2.3.3 a 2.3.4 nebo ve znéni Véty 2.14, pfipadné v bodu 4.
shrnuti jak postupujeme pii feSeni obecnych soustav lineadrnich rovnic.

Do predpisu
-1 3

muzeme za proménné x1, ro dosazovat libovolna redlna ¢isla, neboli libovolny dvou-

Vyraz

slozkovy vektor (x1,22)7, po dosazeni dostaneme opét dvouslozkovy vektor. Dosadime-

li napitklad (z1,22)7 = (1,0)7, vyjde ndm vektor (—1,2)” koeficienti u nezndmé
x1, tj. prvni sloupcovy vektor matice soustavy. Dosadime-li (z1,22)7 = (0,1)%,
vyjde nam druhy sloupcovy vektor (3, —1)7 koeficienttt u nezndmé z,. Tyto vek-
tory si mfizeme nakreslit do roviny spolu s vektorem pravych stran (1,3)7. Ten
pak vyjadiime jako linedrni kombinaci sloupcovych vektori. V tomto pfipadé nam
vyjdou jako jedind moZnost koeficienty x1 = 2 a 22 = 1, coz je také jediné feSeni
nasi soustavy.

OBRAZEK

Podobny geometricky vyznam mé Feseni obecné soustavy m linearnich rovnic o
n neznamych. Nejdfive si obecné definujeme linedrni kombinaci vektori.

Definice 2.15. Jsou-li uj,uy,...,u, m-slozkové vektory a ai,as,...,a, reilna

¢isla, pak definujeme linedrni kombinaci vektora uy, us, . .., u, s koeficienty a1, as, . . .

jako m-slozkovy vektor

aju; + agUg + -+ + apUy.
Soustavu

1121 + a12%2 + -+ A1 Ty = by

21T + Q22T + -+ - + A2p Ty = bo

Am1T1 + m2X2 + -+ + AmpTn = bm

pak mizeme prepsat do tvaru

a11 a12 Q1n b1

a21 a22 a2n by
1 + T2 R 2 =

Am1 Am?2 Amn bm

Reseni soustavy tak spo¢ivd v nalezeni viech moznjch vyjadieni vektoru pravych
stran jako linedrni kombinace sloupcovych vektori matice soustavy. Vektory koefi-
cientt kazdé takové linearni kombinace pak tvoii jednotliva feSeni soustavy.

2.6. Praktické problémy pfri numerickém fFesSeni velkych soustav rovnic.

7an
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2.6.1. Numerickd stabilita. PTi pocitani soustav linearnich rovnic na pocitaci casto
reprezentujeme realna Cisla s néjakou predem urcenou presnosti. Problémem je, zZe
Gaussova eliminace je obecné numericky nestabilni. To znamend, ze malé zaokrouh-
lovaci chyby mohou vést k vysledku, ktery se velmi 1isi od spravného. Uvazujme

napftiklad soustavu
—-107* 112
1 113 )°

1 2,0003\"
1,0001° 1,0001
Pokud pouzijeme aritmetiku s tfemi platnymi ciframi, Gaussova eliminace nam da
—-107* 112 -107% 1 2
113 0  10*]2-10*
a zpétnou substituci dostaneme feseni (0,2)7, které se od spravného ligi vyznamné v
prvni sloZce. Problémem je, 7e jsme pii ipravé pii¢itali 10*-nésobek prvniho fadku
k druhému a ¢islo 10* je tak velké, Ze smaze pro danou soustavu podstatny rozdil
mezi koeficientem 1 u proménné x5 a pravou stranou 3 ve druhé rovnici. Tomuto
problému lze nékdy predejit tak, Zze vzdy pred eliminaci jedné proménné prohodime

fadky tak, aby pivot byl co nejvétsi (v absolutni hodnoté). Tato tzv. ddstecnd
pivotace ale nezamezi vSem problémtim s numerickou stabilitou. Pfikladem miize

byt soustava
—10 10° | 2-10°
1 1 3 ’

ktera vznikne z predchozi vynasobenim prvni rovnice éslem 10°. Reseni pii pouziti
aritmetiky se tfemi platnymi ciframi vyjde opét (0,2)7 a ¢dsteénd pivotace tomuto
problému nezamezi (fadky jsou jiz od zaéatku ve spravném potadi). U tohoto pti-
kladu je problém ve zna¢ném rozdilu ve velikosti prvniho fadku a druhého radku.
Témto i dalsim typim problémt lze zamezit uplnou pivotaci, pfi niz prohodime
pred kazdym cyklem eliminace zbylé fadky a sloupce tak, aby pivot byl co nejvétsi.
Uplné pivotace je numericky stabilni v kazdém p¥ipadé. Pii prohozeni sloupcti ne-
smime zapomenout na to, ze vlastné prohazujeme proménné. Misto prvni soustavy
bychom tak Fesili soustavu
1 —107%]2
< 1 1 3 ) '

Gaussova eliminace se zaokrouhlovanim na tfi platnd mista by probéhla nasledovné:

1 —1074]2 1 —107%]2
1 1 3 0 1 1

a zpétnou substituci bychom dostali 1 = 1 (prohazovali jsme sloupce, tak musime
také prohodit proménné) a x5 = 2, coz je tak blizko pfesnému FeSeni piivodni
soustavy jak je to jenom pii zaokrouhlovani na t¥i platna mista mozné.

Prohledavani matice v kazdém cyklu tak, aby byl pivot co nejvétsi, je Casové
hodné naroc¢né, proto se mu algoritmy pro numerické feseni velkych soustav linear-
nich rovnic snazi vyhnout, pokud to jenom trochu lze.

jejimz presnym Fesenim je
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2.6.2. Spatné podminéné soustavy. Jiny typ problémit ukiZeme na soustavé

0,835 0,667 | 0,168
0,333 0,266 | 0,067 | °

v v

jejiz fegenim je (1, —1)7. Pokud &islo 0,067 jen nepatrné zménime na hodnotu 0,066,
feSeni se zméni na (—666, 834)”. Diivodem tohoto drastického rozdilu je, ze piimky
urcené rovnicemi jsou témér rovnobézné, takze mald zména jedné z nich miize
posunout prinik daleko od ptivodniho.

OBRAZEK

Soustavam, jejichz feSeni je velmi citlivé na malou zménu koeficientti, fikdme
Spatné podminéné. U Spatné€ podminénych soustav ndm nepomiize ani numericky
velmi stabilni algoritmus, protoze koeficienty jsou v praxi vétSinou ziskany mére-
nim, takze jsou zatizeny chybou. Je proto zapotfebi zménit model, navrhnout jiny
experiment, apod., abychom se vyhnuli §patné podminénym soustavam.

Cviéeni
1. Dokazte, ze prohozeni dvou rovnic lze docilit zbylymi dvémi elementarnimi radkovymi

Upravami.
2. SLOZITOST
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3. TELESA

Cil. Studiem vlastnosti redlnych cisel, které pouZivame pTi Tesent
soustav linedrnich rovnic, dojdeme k pojmu telesa. UkdZeme st
nékolik diulezitych prikladi téles.

3.1. Motivace.

V minulé kapitole jsme Fesili soustavy linedrnich rovnic nad redlnymi ¢isly. Zcela
stejny postup lze vyuzit pro feSeni soustav linearnich rovnic nad jinymi obory, na-
priklad komplexnimi ¢isly. Obecné lze stejny postup pouzit nad libovolnym télesem.
Téleso je tedy struktura, ve které jsou definované operace séitani a nasobeni ma-
jici podobné vlastnosti jako redlné cisla, konkrétnéji mame na mysli ty vlastnosti
redlnych ¢isel, které vyuzivame pti feSeni soustav linedrnich rovnic.

Zamysleme se nejprve jaké vlastnosti redlnych ¢isel vyuzivame pfi feSeni rovnice
x + a = b, konkrétné tfeba

r+11=18 .

Snazime se odhlédnout od toho, Ze feSeni okamzité vidime a Ze nékteré vlastnosti
realnych ¢isel jiz pouzivame zcela automaticky.

Vétsina z nas by na tomto misté navrhla odeéist od obou stran ¢islo 11. My
se budeme snazit vystacit se dvémi zakladnimi operacemi, s¢itanim a nasobenim.
Ostatni operace, jako od¢itani a déleni, budeme povazovat za odvozené. Proto k
obéma stranam radéji pricteme ¢islo —11. Protoze jsme zapomnéli na komutativitu
sCitani, musime se domluvit, z které strany pri¢itame. V nasem piipadé potiebujeme
pricist zprava. Dostavame

(x+11)+(-11) =7,

pfi¢emZ na pravé strané jsme rovnou spocitali, ze 18 + (—11) = 7. Dalsim krokem
je prezavorkovani levé strany:

x4+ (114 (-11)) =7 .
Ted muZeme zévorku vypodcitat:
z4+0=7.
Nakonec vyuzijeme skutecnosti, ze x + 0 = x a dostavame
r="T.

(Ted bychom jesté bud ovérili, Ze 7 je opravdu FeSenim, piipadné nahlédli, Ze Gpravy
jsou vratné.)

P1i feseni rovnic typu z+a = b tedy vyuzivame asociativitu s¢itani, existenci ne-
utralniho prvku a existenci opa¢nych prvki. Presnéji feceno, vyuzivame nasledujici
vlastnosti:

(S1) (,asociativita s¢itani“) Pro libovolna ¢isla a,b,c € R plati (a + b) + ¢ =

a+ (b+c).

(S2) (,existence nulového prvku“) Existuje ¢islo 0 € R takové, Ze pro libovolné

ac€Rplati0+a=a+0=a.

(S3) (,existence opa¢ného prvku“) Pro kazdé a € R existuje b € R takové, ze

a+b=>b+a=0. (Takové b znacime —a.)
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Pointa je v tom, Ze kdykoliv mame na néjaké mnoziné€ operaci + s témito vlast-
nostmi, pak mtizeme na FeSeni rovnic typu = + a = b (nebo a + x = b) pouzit zcela
stejny postup. (Bindrni) operaci na mnoziné 7' se rozumi jakékoliv zobrazeni, které
kazdé dvojici prvki z T jednoznacéné pritadi prvek T'. Formalné:

Definice 3.1. Bindrni operaci na mnoziné T rozumime zobrazeni z T x T do T.

Je-li @ binarni operace na T', pak jeji hodnotu na dvojici (a, b) zapisujeme vétsi-
nou a @ b, misto ®(a, b), nebo formalné jesté spravnéjsiho ®((a,d)).

Vsimnéte si, ze a & b musi byt definované pro kazdou dvojici a,b € T a ze
vysledek operace je opét prvek T. Pokud mé @ vlastnost (S1), pak ve vyrazech typu
a1 ®as @ - ®a, nemusime psat zavorky, protoze kazdé smysluplné uzavorkovani
d4 stejny vysledek (ditkaz je technicky docela néro¢ny, nebudeme jej provadét).
Obecné vSak nemiizeme beztrestné prohazovat poradi.

Priklady mnozZin a operaci spliiujici (S1), (S2), (S3) jsou

T =7 a + je bézné scitani.

e Podobné T'=Q (nebo T'=R, nebo T'= C) a + je bézné s¢itani.

e Vétsim prikladem je mnozina vsech realnych funkci redlné proménné s ope-
raci séitani funkci.

e Naopak velmi malym piikladem je T = {0,1} s operaci & definovanou
060=191=0a01l=160=1.

e Zcela odlisnym pfikladem pak je mnozina vSech permutaci na néjaké pevné
mnoziné s operaci o skladani permutaci. Tento priklad vybocuje tim, ze
operace neni komutativni (tj. nespliiuje a o b = bo a).

Vratme se nyni k problému, které vlastnosti redlnych ¢éisel vyuzivame pii Feseni
soustav linearnich rovnic. Uvazujme rovnici typu « - a = b, napiiklad = - 3 = 12.
Postup feseni je néasledujici.

r-3=12
(x-3)-371=4
z-(3-371) =4
r-1=4
r=4

Vsimnéte si, ze postup je velmi podobny postupu na feseni rovnice x+a = b. Rozdil
je v tom, Ze misto operace + pracujeme s operaci -, misto 0 pouzivame prvek 1 a
misto —x pouzivame x~!. Vlastnosti -, které vyuzivame, jsou proto velmi podobné
vlastnostem (S1), (S2), (S3) s jednim dulezitym rozdilem — obdoba vlastnosti (S3),
coz je existence inverzniho prvku, plati pouze pro nenulové ¢isla. Pouzité vlastnosti
jsou nasledujici.
(N1) (,asociativita nasobeni*) Pro libovolna ¢isla a,b,c € R plati (a-b) - ¢ =
a-(b-c).
(N2) (,existence jednotkového prvku®) Existuje ¢islo 1 € R takové, Ze pro libo-
volné a e Rplatil-a=a-1==x.
(N3) (,existence inverzniho prvku“) Pro kazdé a € R takové, ze a # 0, existuje
b € R takové, Ze a-b=b-a = 1. (Takové b znac¢ime a~!.)
Pfi elementarnich tpravach pouzivame jesté dvé dalsi vlastnosti. Ty lze vidét
napfiklad z aprav, které mlcky probihaji pfi pficitani 2-nasobku rovnice z+3y = 10
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k rovnici (—2)x + 4y = 15. V tpravach jiz vyuzivame (S1) a (N1), takZe nepiSeme
zévorky.
2@ +3y) + (-2)z+4y =35
2 +2-3y+ (—2)x + 4y = 35
2z + 6y + (—2)x + 4y = 35
2+ (—2)x 4+ 6y +4y =35
24+ (-2)x+ (6+4)y =35

(_
(_

0z + 10y = 35
0+ 10y = 35
10y = 35

Kromé jiz formulovanych vlastnosti jsme vyuzili tyto:

(D) (,oboustrannd distributivita®) Pro libovoln4 ¢isla a, b, ¢ € R plati a-(b+c) =

a-b+a-ca(b+c)-a=b-a+c-a.

(S4) (,komutativita s¢itani“) Pro libovolna ¢isla a,b € R plati a + b =b + a.
Jesté jsme vyuzili, ze 0 - x = 0. Pozdé&ji vsak ukazeme, Ze tento vztah plyne ze
zbylych vlastnosti.

Shrneme-li vSechny doposud zformulované vlastnosti, dostaneme pojem neko-
mutativniho télesa. Nikde jsme totiz nevyuzili komutativitu nésobeni a soustavy
linearnich rovnic Ize Gaussovou eliminaci FeSit i nad nekomutativnimi télesy, jen
bychom se museli dohodnout, zda koeficienty v rovnicich budeme psat zleva nebo
zprava. Rovnice ax = b totiz mize mit jiné feSeni nez rovnice xa = b. Dilezitym
prikladem nekomutativniho téleso je téleso kvaternionti, viz nize.

My ale budeme pracovat s télesy, kde nasobeni je komutativni, proto do definice
télesa tuto vlastnost pridame. Tim padem stacéi vyzadovat jen jeden z distributiv-
nich zdkont a mizeme také zjednodusit vlastnosti (S2), (S3), (N2) a (N3). Jesté
pridame tzv. axiom netriviality, tj. pozadavek Ze téleso méa alespon 2 prvky. Jedno-
prvkovou mnozinu totiz za téleso nechceme povazovat.

3.2. Definice télesa.

Definice 3.2. Télesemn T rozumime mnozinu 7 spolu s dvémi binarnimi operacemi
+,- na T, které splnuji nasledujici axiomy.
(S1) (asociativita s¢itani“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati (a +b) + ¢ =
a+ (b+c).
(S2) (,existence nulového prvku*) Existuje prvek 0 € T takovy, Ze pro libovolné
a € T plati a + 0 = a.
(S3) (,existence opa¢ného prvku“) Pro kazdé a € T existuje —a € T takové, Ze
a+ (—a)=0.
(S4) (,komutativita s¢itani“) Pro libovolné prvky a,b € T plati a + b =b + a.
(N1) (,asociativita ndsobeni“) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati (a - b) - ¢ =
a-(b-c).
(N2) (,existence jednotkového prvku®) Existuje prvek 1 € T takovy, Ze pro libo-
volné a € T plati a-1 = a.
(N3) (,existence inverzniho prvku“) Pro kazdé 0 # a € T existuje a=! € T
takové, ze a - a1 = 1.
(N4) (,komutativita ndsobeni“) Pro libovolné prvky a,b € T plati a-b=1b- a.
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(D) (,distributivita®) Pro libovolné prvky a,b,c € T plati a-(b+¢) = a-b+a-c.
(= T) (,netrivialita®) |T'| > 1.

Prvek 0 z axiomu (S2) téz nazyvame neutrding prvek vzhledem k operaci + a prvek
1 z axiomu (N2) je neutrdlni prvek vzhledem k -. V nésledujicim tvrzeni ukdZzeme, ze
jsou urceny jednoznacné. Tyto jednoznacné uréené prvky pak vystupuji v axiomech
(S3) a (N3).

Formulace (S3) muZe byt trochu matouci. Pfesnéji bychom méli fict, Ze pro kazdé
a € T existuje b € T takové, ze a + b = 0, a poté libovolné takové b oznacit —a.
V nésledujicim tvrzeni dokadzeme, ze b = —a je pro dané a urceno jednoznacné.
Podobné pro inverzni prvky.

Stejné jak je bézné u redlnych ¢isel, prvek a - b casto znacime jen ab. Definujeme

a—b=a+(-b) a %:ab_l.

Téleso je zadané mnozinou 7T’ a uré¢enim dvou binarnich operaci + a - na mnoziné
T'. Samotna mnozina téleso neurcuje. Rovnéz poznamenejme, ze vzhledem k definici
binarni operace (definice 3.1) musi byt a+b a ab definované pro kazdou dvojici prvki
a,b €T a vysledek musi lezet v mnoziné T'.

Piikladem télesa je mnozina raciondlnich (nebo redlnych, nebo komplexnich)
¢isel spolu s béznymi operacemi. Mnozina celych ¢isel spolu s béznymi operacemi
téleso netvori kvili axiomu (N3). D¥ive nez se podivame na dalsi ptiklady, dokdZeme
nékolik jednoduchych vlastnosti, které maji vSechna télesa.

Tvrzeni 3.3. V kazdém telese T plati

(1) nulovy prvek je urdeny jednoznacné,
(2) rovnice a + x = b md vidy prdvé jedno TeSend, specidlné, opacny prvek —a
je prvkem a € T urceny jednoznacné,
(3) jednotkovy prvek je uréeny jednoznacné,
(4) rovnice ax = b, a # 0, md vidy prdvé jedno vesend, specidlné, prvek a=*
inverzni k proku 0 # a € T, je prvkem a uréeny jednoznacneé,
) Oa =0 pro libovolny prvek a € T,
) je-li ab =0, pak bud a =0 nebo b =0,
) (=1)a = —a pro kaZdy prvek a € T,
8) z rovnostia+b=a+ c plyne b = ¢,
) z rovnosti ab = ac a predpokladu a # 0, vyplgvd b = ¢,
)

0#1

Diikaz. (1) Piedpoklddejme, ze 0 a 0’ jsou prvky, pro které a + 0 =a =a + 0/
pro libovolné a € T. Pak plati

0=04+0=04+0=0"

V prvni rovnosti jsme vyuzili, Ze « = a + 0 pro libovolné a (vyuzili jsme
to pro a = 0'), ve druhé rovnosti vyuzivime komutativitu s¢itani (axiom
(S3)) a ve tfeti rovnosti vyuzivame, ze a + 0’ = a (pro a = 0).
Tedy 0 = 0’, coZ jsme chtéli.
(2) Vezmeme libovolné a,b € T a pfedpokladédme, ze x € T i 2’ € T spliiuji
a+x=baa+x =0 Pfi¢teme k obéma strandm rovnosti a +x = a + 2’
libovolny pevné zvoleny opac¢ny prvek —a k a, pouzijeme asociativitu s¢itani
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a axiomy (S3),(S4) a (S2). Dostéavame
at+x=a+1a
(—a) + (a+2) = (—a) + (a+2')
((-a) +a) + 2 = ((—a) +a) + 2’
O+z=0+2a

Tvrzeni o jednoznacnosti opac¢ného prvku dostaneme volbou b = 0.

(3) Obdobné jako (1)
(4) Obdobné jako (2)
(5) Pro libovolné a mame uzitim (D)

0a + 0a = (0 + 0)a = Oa.

Rovnice O0a + z = 0a méa tedy feseni x = Oa, ale také z = 0 podle axiomu
(S2). Z bodu (2) nyni vyplyva 0a = 0.

(6) Pfedpokladejme, ze ab = 0 a a # 0 a dokéZzeme, ze b = 0. Rovnice axz = 0
ma feSeni x = b a také x = 0 podle predeslého bodu. Takze 0 = b podle
bodu (2).

(7) Je tfeba ukazat, ze (—1)a je opacny prvek k a. Pak tvrzeni plyne z jedno-
znacnosti opacného prvku (bod (2)). Skuteéné

a+ (-)a=1la+ (-1)a=(1+(-1))a = 0a =0,

kde jsme vyuzili (N2), (D), (S3) a pfedchozi bod.

(8) Rovnice a + x = (a + ¢) ma TeSeni x = ¢ (zfejmé) a x = b (podle pfedpo-
kladu). Z bodu (2) plyne b = c.

(9) Podobné jako pfedesly bod.

(10) Pokud 0 = 1, pak vynasobenim obou stran libovolnym ¢islem a a uzitim (5)
a (N2) dostaneme 0 = Oa = la = a. Tedy kazdy prvek je roven nulovému,
takze |T'| = 1.

(I

Dalsi spole¢né vlastnosti téles jsou ve cvicenich.

3.3. Télesa Z,.

Dtilezitymi ptiklady téles jsou télesa Z,, kde p je prvocislo. Tato a jind konecnd
télesa maji aplikace napiiklad v informatice pfi studiu kédi nebo k ndvrhu rychlych
algoritmi pro pocitani s celo¢iselnymi polynomy.

Téleso Z, méa prvky 0,1,2,...,p — 1 (mé tedy p prvkid) a operace @, jsou
definovany

a®b=(a+b) modp, a©®b=(a-b)modp.
Na levych stranach jsou operace v Z,, které definujeme, a na pravych stranach jsou
bézné operace v Z. Pfipomenme, Ze ¢ mod p znaci zbytek po déleni ¢isla c ¢islem p.
Tento zbytek je vzdy v mnozin€ 0, 1,...,p— 1, takze operace jsou dobfe definovany.

Ve skuteCnosti pro zapis operaci @, ® pouzivame symboly +,-. Z kontextu je
tfeba rozhodnout, ve kterém télese pocitame. Naptiklad v Zs mame

0+0=0, 1+4=0,3+4=22.2=4,2-3=1,3-3=4,... .

Véta 3.4. Pro libovolné prvocislo p tvori mnoZina Z, spolu s vyse definovanymi
operacemsi téleso.
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Dikaz. Ovéfeni témér vSech axiomu télesa je vcelku snadné a prenechame to do
cviceni.

Dokazeme pouze axiom (N3) o existenci inverznich prvka. Necht 0 # a € Z,,
nebolia € {1,2,...,p—1}. Chceme najit inverzni prvek k a. Protoze p je prvoéislo a
0 < a < p, plati ged(a, p) = 1. Podle Bezoutovy véty (véta ?7?)existuji ¢isla s,t € Z
takova, ze sa + tp = 1. Tvrdime, Ze (s mod p) je inverznim prvkem k a. Plati

(smodpla=sa=1—tp=1 (mod p),

(kde v8echny operace jsou bézné operace s celymi ¢éisly) neboli (s mod p)a mod p =
1. Z toho plyne, ze (s mod p)a =1 v Z,. O

Dukaz také dava navod na hledani inverznich prvka. Pokud p je malé, je asi
nejrychlejsi urcovat inverzni prvky zkusmo.

Priklad 3.5. V télese Z5 méame
171=1,21=3 31=2 41=4.
V télese Z7 je
17'=1,2"1=4,31'=541=251=361=6.

Inverzni prvky jsme nagli zkusmo, napiiklad 2! = 3, protoze 2-3 = 1. Uvedeme
nékolik snadnych pozorovani, které usnadni praci. Kazdé z nich ovéite na uvedenych
prikladech.

V kazdém télese plati 171 = 1 a také (—1)"! = —1. Tedy v Z, je (p — 1)7! =
(p— 1), protoze —1 = p — 1 (&ti ,opacny prvek k 1 je p — 1%). Podle cviceni 3.5.6
je (—a)™! = —(a™!), takZe zndme-li inverzni prvek k a, miizeme téz urcit inverzni
prvek k —a = p — a. Podle stejného cviceni je inverzni prvek k inverznimu prvku
puvodni prvek, tj. vime-li, ze b = a~', pak a = b~ .

Priklad 3.6. V télese Z plati

-3 4
S =_=4.51=4.3=5.
5 5
Vyuzili jsme 5- = 3, coz jsme nahlédli v pfedchozim piikladu. Alternativné se
lze rovnou zeptat kolika je tfeba vynasobit pétku, abychom dostali 4. Jesté jinak
miizeme pocitat
-3 4
— =—=-2=5.
5 -2
Poznamenejme, Ze zatimco v télese redlnych (nebo racionalnich) ¢isel je % ¢islo,
v télese Z7 jde o vyraz .4 déleno 5“. Takové vyrazy by se ve vysledcich prikladi
nemély objevovat, protoze jdou jesté dopocitat.

Piiklad 3.7. Uréime 137! v télese Zszy. Prvocislo 37 je jiz piilis velké na to,
abychom pocitali inverzni prvky zkusmo, proto pouzijeme postup z dikazu véty 3.4.
Je potieba zjistit Bezoutovy koeficienty pro ¢isla 13, 37.

37=2-13+11

13=1-11+2

11=5-2+1
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Zpétnym chodem dopocitame Bezoutovy koeficienty.
1=1-11-5-2=
=1-11-5-(13-1-11)=(-5)-13+6-11 =
=(-5)-134+6-(37—2-13)=6-37+(—17)-13

Protoze (—17) mod 37 = 20, v télese Zs; plati 137! = 20. MiiZeme ovéfit, Ze
opravdu plati 13 - 20 mod 37 = 1.

Piiklad 3.8. V télese Zq; vyfeSime soustavu linearnich rovnic s matici

2 41 2 103
41 3 8 617
75 0 2 6|8

Soustavu prevedeme do odstupniovaného tvaru.

2 41 2 10|3 2 41 2 103
4138 6|7 ]~10414 8|1 |~
7 5 0 2 6|8 02 2 6 4|3
2 41 2 103 1 2 6 1 5|7
~1 0414 8|1 |~(013 1 2|3
00 7 4 0|8 0 01 10 09

V prvni tpravé jsme 9-nasobek prvniho fadku pricetli ke druhému a 2-nasobek
prvniho fadku jsme pricetli ke tfetimu.

Jak jsme pfisli napfiklad na éislo 9 pii nulovani pozice (2,1)? Jednou moznosti
je spocitat —% = —2 = 9. Pro mala télesa, zejména Z,, Z3, Zs, Z7, je asi nejrychlejsi
urcit potfebné ¢islo zkusmo. Tim myslime v nasem pripadé tvahou ,kolika je tieba
vynasobit 2, aby po pfic¢teni 4 vznikla 0“. Mozna o néco pocetné prijemnéjsi nez
pri¢itat 9-ndsobek je pfi¢itat (—2)-nasobek.

Na koeficient 2 pfi nulovani pozice (3,1) mtzeme obdobné pfijit bud vypocétem
nebo zkusmo. Vypocet provedeme pfimocare

7
—— =727 = _7.6=-9=2
5 7 7-6 9 ,
nebo Sikovnéji napiiklad takto:
R
2 2 2

V dalsi tpravé jsme 5-nasobek druhého fadku pficetli k tietimu. V posledni
apravé jsme vynasobili fadky ¢isly tak, aby pivoty byly rovny 1. To ndm usnadni
¢islem 27! = 6, druhy fddek ¢islem 4= = 3 a tfeti fadek &islem 771 = 8.

Bazové proménné jsou 1, T3 a 3 a volné proménné jsou x4 a x5. Reseni tedy
bude tvaru

+s . +t . 1 8,t € 7

o O
O =
)
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Zpétnou substituci dopocitdme neznamé pozice a ziskame feseni

1 1 10
9 7 9
9 + s 1 +t 0 ZS,tGle
0 1 0
0 0 1

3.4. Charakteristika. Dulezitym ¢iselnym parametrem téles je jejich charakteris-
tika:

Definice 3.9. Existuje-li kladné celé ¢islo n takové, ze v télese T plati
l+14--+1=0,
—_——
n

pak nejmensi takové kladné ¢islo nazyvame charakteristika télesa T.
Pokud zadné takové kladné celé ¢islo n neexistuje, tak fikame, Ze téleso T ma
charakteristiku 0.

Charakteristika tedy urcuje, kolikrat je nejméné tfeba secist jednicku, abychom
dostali 0. Nekdy se zapisem n rozumi soucet n jednicek. Charakteristika je pii této
tmluvé nejmensi kladné celé ¢islo n takové, ze n = 0. Pokud takové n neexistuje,
charakteristika je 0.

Véta 3.10. Charakteristika kaZdého télesa je bud 0, nebo prvocislo.

Driikaz. Jestlize charakteristika télesa T neni rovna 0, pak existuje néjaké kladné
celé ¢islo n > 2, pro které plati

I+1+---+1=0.
—_—
n
Jestlize je n slozené ¢islo, plati n = kl pro néjaka kladna celd cisla k,1 < n. V

duasledku axiomu distributivity (D) plati

Q+14+- -+ DA +1+-+ D) =1+14---+1=0.
k l n

Podle tvrzeni 3.3.(6) mize byt soucin dvou prvki v télese rovny 0 pouze pokud je
aspoil jeden z Ciniteldi rovny 0. Proto je bud

1+1+4+---+1=0
T
nebo
I+14--4+1=0.
l

V kazdém pripadé nemuze byt slozené ¢islo n > 2 nejmensim kladnym celym ¢islem,
pro které plati
I+1+---+1=0.
—_—
n

ProtoZe je 1 # 0 podle tvrzeni 3.3.(10), musi byt nejmensi takové ¢islo prvocislo. O
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Charakteristika téles Q,R,C je 0. Pro libovolné prvocislo p je charakteristika
télesa Zj, rovna p.

Télesa charakteristiky 2 maji tu pfijemnou vlastnost, Ze s¢itani a odcitani sply-
vaji, viz cviceni. V nékterych situacich tato télesa tvori vyjimecné piipady, které je
tFeba zvlast rozebirat. Jednim z dtvodt je fakt, Ze v nich nelze poditat aritmeticky

pramér dvou ¢isel — vyraz %*b totiz nedava smysl, protoze délime nulou.

3.5. Dalsi priklady téles.

3.5.1. Ctyrprvkové téleso. Pokud n neni prvoéislo, pak Z,,, definované podobné jako
Zy, neni téleso. Tedy naptiklad Z4 neni téleso. Selze axiom (N3), 2 nem4 inverzni
prvek. Mtzeme také pouzit vétu 3.10, protoze charakteristika by byla 4, coz je
nemozné.

Ctyfprvkové téleso ale existuje. Nejlépe je pocitat s polynomy

GF(4) ={0,1,0,a0 + 1}

jedné proménné « s koeficienty v Zs. Scitani je definované jako prirozené scéitani
polynomi (napf. a + (o +1) = (1 + 1)+ 1 = 1), pfi ndsobeni pak polynomy
vynasobime pfirozenym zpusobem a pak vezme zbytek po déleni polynomem

a?+a+1,
napiiklad
(a+D(a+1)= ((a+1) pagpe (@ + 1)) mod (& +a+1) =
=(@*+1)mod (> +a+1)=a .

3.5.2. Dalsi konecnd télesa. Téleso s n prvky existuje pravé tehdy, kdyz n je moc-
nina prvocisla. Dikaz uvidite pozdéji v kurzu algebry. Naopak, pro kazdé ¢islo
n = p*, kde p je prvodcislo, téleso s n prvky existuje a je dokonce jednoznaéné
uréené az na preznaceni prvki. Jde zkonstruovat podobné jako ¢tyiprvkové téleso.
Prvky budou polynomy stupné nejvyse k — 1 s koeficienty v Z,, a pocitat budeme
modulo pevné zvoleny nerozlozitelny polynom stupné k, tj. polynom, ktery se neda
napsat jako (béZny) souin polynomu nizsiho stupné.

Podobné jako u téles Z,, by se existence inverznich prvki dokézala pomoci Bezou-
tovych koeficientil, analogie Bezoutovy véty totiz plati i pro polynomy s koeficienty
v Z,. Dtlezité je, ze poc¢itdme modulo nerozlozitelny polynom. Tento fakt hraje v
dikazu stejnou roli jako fakt, Ze p je prvocislo v dikazu véty 3.4 — nejvétsi spolecny
délitel zvoleného nerozlozitelného polynomu a libovolného nenulového polynomu
nizs$iho stupné bude diky tomu 1.

3.5.3. Podteélesa komplexnich cisel. Existuje celd fada téles ,mezi“ racionalnimi a
komplexnimi ¢isly. Napriklad mnozina komplexnich ¢isel
{a+bi:a,beQ}

tvofi s béznymi operacemi téleso. K dikazu musime ovéfit, ze tato mnozina je
uzaviena na s¢itdni a nasobeni. Vétsina zbylych axiomu je pak ocividna, kromé
existence inverzniho prvku. Uplny diikaz pfenechdme do cviceni.

Dalsim prikladem je mnozina

{a+bV2:a,beQ}

opét s béznymi operacemi.
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Tato a podobna télesa hraji velkou roli naptiklad pfi dikazu slavné véty, ze
neexistuje vzorecek (vyuZivajici operace +, -, —, :, v ) pro kofeny polynomu vétsiho
nez patého stupné, nebo pfi diikazu nemoznosti kvadratury kruhu, trisekce tthlu a
zdvojeni krychle.

3.5.4. Téleso raciondlnich funkci. Prikladem ,vétsiho“ télesa je téleso racionalnich
funkci, tedy funkci tvaru %, kde p(x) a q(z) # 0 jsou realné polynomy s b&znymi
operacemi s¢itani a nasobeni funkci. Je potfeba ztotoznit racionalni funkce, které se
lis1 pouze definiénim oborem, napi. 1 je potfeba povazovat za tu samou racionalni

funkei jako (x 4+ 1)/(z + 1), viz cviceni.

3.5.5. Charakteristika a konecnost. Kazdé téleso charakteristiky 0 ma nekonecéné
mnoho prvki, protoze ¢isla 0,1,1 4+ 1,1 + 1 4+ 1 jsou vSechna navzijem ruzna.
Jde ukéazat, ze takové téleso v jistém smyslu obsahuje téleso raciondlnich ¢isel (viz
cviceni).

Na druhou stranu, neni pravda, Ze té€leso nenulové charakteristiky mé nutné
kone¢ny pocet prvki. Piikladem je téleso racionalnich funkci nad Z,, které ma
charakteristiku p a neni konecné. Pri zavadéni tohoto télesa je potfeba postupovat
opatrnéji nez v pripadé télesa racionalnich funkci nad R, musime pracovat s for-
malnimi podily (nikoliv funkcemi tvaru podilu) a vhodné podily ztotoznit. Detaily
probirat nebudeme.

Kazdé téleso charakteristiky p ,obsahuje“ téleso Z, (opét viz cvideni).

3.5.6. Kwvaterniony. Dulezitym pfikladem nekomutativniho télesa jsou kvaterniony.
Kvaterniony definujeme jako vyrazy tvaru
a+bi+cj+ dk,

kde a,b,c,d € R a 1,4, k,l jsou ,imaginarni jednotky“. S¢itani je definovano pfiro-
zené, tedy

(a+bi+cj+dk)+ (' +Vi+dj+dk)=(a+a)+(b+b)i+ (c+)j+ (d+d)k.

Pri nasobeni roznasobime zavorky a vyuzijeme vztahd ai = ia,aj = ja,ak = ka
pro libovolné a € R a
2 2 72 I P T A L. . T .
“=5=k"=-1, ij=kjk=i,ki=j ji=—kkj=—iik=—j,

které se dobfe pamatuji pomoci cyklu ¢ — j — k — :

7N
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Pokud nasobime po sméru cyklu, dostaneme tfeti proménnou s kladnym zna-
ménkem, a nasobeni proti sméru znaménko obraci. Tedy

(a+bi+cj+dk) (a/ +bi+cj+dk)=
=ad +ab'i+ ac'j + ad'k + ba'i + bb'i® + bc'ij + bd'ik+
+cd'j+ b ji + e §? + cd jk + da'k + db'ki + dc'kj + dd'k? =
=aa’ +abi+acj+adk+ba'i —bb +bc'k — bd j+
+ca'j—cb'k—cd +cdi+dadk+dbj—dci—dd =
= (aa’ —bb' —cc’ —dd') + +(ab/ + ba’ + cd' — dc)i+
+ (ac —bd + ca’ +db')j + (ad' + b — b’ + da’)k .

Linearni algebru lze mimo jiné pouzit také ke zkoumani geometrickych zobrazeni.
Rotace o thel a kolem néjaké osy patii mezi dilezitd geometrickd zobrazeni. V
letnim semestru si ukdzeme, Ze sloZeni dvou rotaci kolem riznych os je opét rotace
kolem néjaké osy. Najit osu a thel slozené rotace neni vibec jednoduché. Hledani
toho, jak osa a thel slozené rotace zavisi na osach a thlech rotaci, které skladame,
vedlo k objevu kvaternionii.

Délkou kvaternionu a + bi + ¢j + dk rozumime realné &islo Va2 + b2 + ¢2 + d2.
Kvaternion délky 1 nazyvame jednotkovy kvaternion. Lze spocitat (viz cvifeni), Ze
soucin dvou jednotkovych kvaterniont je zase jednotkovy kvaternion.

Rotaci kolem osy prochézejici poéatkem soufadnic a bodem (a,b,c) # (0,0,0)
o thel a v kladném sméru (tj. proti sméru hodinovych ruci¢ek divame-li se na
rovinu, ve které se body pohybuji, z kladného sméru osy rotace) zapiSeme pomoci
kvaternionu

cos(a/2) + sin(a/2)(ai + bj + ck) .
Tak napfiklad otoéeni o thel 7/2 kolem prvni soufadné osy zapiSeme jako kvater-
nion g + gz Otoceni kolem osy z o thel 7/2 v kladném sméru zapiSeme pomoci

kvaternionu % + ?k
Pro kazdé kladné realné ¢islo r popisuje kvaternion cos(a/2) + sin(a/2)(rai +
rbj + rck) stejnou rotaci jako kvaternion cos(a/2) + sin(a/2)(ai + bj + ck). Oba
vektory (a,b,¢)T a (ra,rb,re)T totiz uréuji stejnou piimku prochazejici po¢atkem.
Ze vSech moznych kvaterniont popisujicich stejnou rotaci si vybereme jednotkovy
kvaternion. Oba pfiklady z predchoziho odstavce jsou jednotkové kvaterniony.
Slozime-li dvé rotace, dostaneme osu a thel sloZzené rotace tak, ze vynasobime

prislusné kvaterniony v daném potadi.

Priklad 3.11. Slozime rotaci kolem osy x o tihel 7/2 a rotaci kolem osy z o thel
/2. Osu a uhel slozené rotace najdeme jako soucin kvaterniont
2 2 2 2 1 31, .
£+£k £—|—£Z :,_‘_ii(z_i_]_‘_k)’
2 2 2 2 2 2 3

pouzili jsme rovnost ki = j.

Plati tedy, Ze sloZena rotace je kolem osy prvniho oktantu o thel 27 /3 v kladném
Smeru.

Cviéeni
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1. Dokazte, ze v libovolném télese T plati pro kazdé dva prvky a,b € T vztahy (—a)(—b) =
ab, (—a)b = —(ab) a %4 = 3* = —¢.
2. Dokazte, ze v libovolném télese T funguje pfevod na spoleény jmenovatel, tzn. dokazte,

ze pro libovolné a,b,c,d € T, b,d # 0, plati

a ¢ _ad+bc
b dT b
3. Dokaite, Ze v libovolném télese plati —0 =0, 17 =1, (—a)™' = —a™, (a™) ™' =@

pro libovolné 0 # a € T.
4. Dokoncete ditkaz, ze Z, je téleso pro libovolné prvocislo p.
5. Dokazte, ze Zy, je téleso pravé tehdy, kdyz n je prvocislo.
6. Dokazte, Ze v libovolném télese T charakteristiky 2 plati a = —a pro libovolny prvek
acT.
7. Vytvoite tabulku pocitani ve Ctyiprvkovém télese a ovéfte, ze se skuteéné jednd o
téleso.
8. Rozhodnéte (a odpovéd dokazte), které z nasledujicich podmnozin C tvoii s béznymi
operacemi téleso.
e {a+bi:a,beQ}
{a +bv2:a,bcQ}
{a+by/n:a,be Q}, kde n je pevné zvolené pfirozené &islo
{a +b¥2:a,bcQ}
{a +b¥24cV/4:a,b,ccQ}
{a—l—b\/i—f—cx/g: a,b,c € Q}
{a +b0v/2+cV/3+dV6:a,b,c,dcQ}

9. Proc je pfi definici télesa racionalnich funkci tfeba ztotoznovat racionalni funkce, které
se lisi pouze defini¢énim oborem?

10. Dokaizte, Ze v télese charakteristiky O jsou vSechna ¢isla 0,1,14+1,14+141, ... navzdjem
ruzna.
11. Necht T s operacemi @, ® je téleso charakteristiky 0. Opa¢né prvky a déleni v tomto
télese budeme znacit &, @. Pro libovolné ptirozené ¢islo n oznacme
n=1®1&---®1 a -—-n=6n
—_————
nx
Dokazte, ze pro libovolné pi,p2 € Z a q1,q2 € N plati, Zze p1 @ @1 = P2 © G2 pravé tehdy,
kdyz se raciondlni ¢isla pi/q1 a p2/qe rovnaji a plati
Proqm) o Poe) =PnRoGagk, Pr1oqm) e [P20®)=pe+paoag -
Prvky T typu p@ q, p € Z, q € N se tedy scitaji a nasobi jako racionélni ¢isla. V tomto
smyslu obsahuje kazdé téleso charakteristiky 0 téleso racionalnich ¢isel.

12. Po vzoru pfedchoziho tvrzeni presné zformulujte a dokazte tvrzeni, ze kazdé téleso
charakteristiky p obsahuje téleso Z,.

13. V télese kvaternionti najdéte prvek inverzni k prvku a + bi + ¢j + dk.

14. Dokazte, ze soucin dvou jednotkovych kvaternionu je opét jednotkovy kvaternion.
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4. MATICE

Cil. Dozvime se, Ze matice uréuji zobrazeni. Naucime se provd-
dét zdkladni operace s maticemi. Zajimavou operaci je ndsobent,
které odpovidd skladdni zobrazeni, a invertovdni, které odpovidd
invertovdni zobrazend.

Matice pro nas zatim byly pouze pomiickou k pfehlednému zapisu soustav li-
nearnich rovnic. V této kapitole se budeme divat na matice jako na samostatné
objekty. Definujeme zédkladni operace, zminime nékteré aplikace a zékladni vlast-
nosti. K pochopeni nasobeni matic nahlédneme, Ze matice pfirozenym zpiisobem
urcuji zobrazeni. Takto jdou popsat napfiklad rotace nebo osové soumérnosti v
roviné. Nasobeni matic pak odpovida sklddani zobrazeni.

4.1. Matice a jednoduché operace.

Zactneme definici matice a specialnich typt matic. Nova definice rozsifuje sta-
vajici definice 2.1 a 2.4 tim, Ze prvky mohou byt z libovolného pevné zvoleného
télesa.

Definice 4.1. Necht T je téleso. Matici nad télesem T typu m X n rozumime
obdélnikové schéma prvka T s m fadky a n sloupci. Matice typu m X m se nazyva
Ctvercovd matice Tddu m. Matice typu m X 1 se nazyva (sloupcovy) aritmeticky
vektor a matice typu 1 x m se nazyva radkovy aritmeticky vektor.

Pfipomenime, Ze zépisem A = (@i;)mxn rozumime matici A typu m x n, ktera
ma na pozici (¢, j) prvek a;; € T. Index m X n vynechavame, pokud nechceme typ
specifikovat nebo je zifejmy z kontextu.

Definice 4.2. Ctvercovou matici A = (a;;) nazyvime
e diagondlni, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ # j,
e horni trojuhelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv ¢ > 7,
o dolni trojuhelnikovd, pokud a;; = 0 kdykoliv 7 < j.
U libovolné matice fikdme, ze prvky a;; tvofi hlavni diagondlu.

Matice A = (a;;) a B = (b;;) povazujeme za stejné, pokud maji stejny typ mxn a
maji stejné prvky na odpovidajicich pozicich (formalnéji, pro kazdé i € {1,2,...,m}
a kazdé j € {1,2,...,n} plati a;; = b;;).

Zavedeme nékolik jednoduchych operaci s maticemi, které zobeciiuji prislusné
operace pro vektory.

Definice 4.3. Jsou-li A = (a;;) a B = (b;;) matice nad stejnym télesem T, stejného
typum x n at €T, pak definujeme
o soucet matic A a B jako matici A+ B = (a;; + bij)mxn,
t-ndsobek matice A jako matici t- A =tA = (taij)mxn,
matice opacnou k A jako matici —A = (—a;j)mxn,
nulovou matici typu m X n jako matici Opxn = (0)mxn-

Soucet matic riznych typd nebo nad riznymi télesy neni definovan. Rovnéz
nedefinujeme vyraz At, t-nasobek matice A piSeme vzdy tA.

Priklad 4.4. Nad télesem Zs méame

213+42272+41+23+27130
4 0 1 1 13) \441 041 1+3 ) 0 1 4
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3 2 1 3 . 3-2 3-3 . 1 3 4
4 0 1 - 3-4 3-1 - 2 0 3
B 2 1 3 . -2 -1 -3 . 3 4 2 0 . 0 0 O
4 01) \ =4 -0 -1) " \1o04) ™" L000

Pravé definované operace viibec neberou v tvahu tabulkovou strukturu matice
— kdybychom napsali sloupce matice pod sebe, dostali bychom aritmeticky vektor s
mn slozkami a operace +,t-, — by se shodovaly se stejnymi operacemi pro vektory.
Jednoduchou operaci, kterd neni tohoto typu, je transpozice. Zavedené znaceni je
v souladu s dfive pouzivanym znacenim (ai, ..., a,)” pro sloupcovy vektor.

Definice 4.5. Transponovand matice k matici A = (a;j)mxn je matice AT =
(bji)nxm, kde bj; = a;; pro libovolné indexy ¢ € {1,2,...,m} aje{1,2,...,n}.

Sloupce transponované matice jsou tedy radky puvodni matice a naopak. Napii-
klad
2 4
Az(i (1) ‘I’) A= 1 0
3 1

4.2. Nasobeni matic.

4.2.1. Geometrickda motivace. Na rozdil od s¢iténi, ndsobeni matic neni definovano
po pozicich. Abychom pochopili na prvni pohled zahadnou definici, podivame se
trochu jinak na feSeni soustav linedrnich rovnic. Uvazujme naptiklad soustavu 2
rovnic o 2 neznamych nad realnymi ¢isly a jeji matici:

2x1 4+ 322 =10 A— 2 3
5r1 4+ 225 =20" o 5 2

Leva strana soustavy, neboli matice soustavy, definuje zobrazeni f4 z mnoziny R?
v8ech 2-slozkovych vektortt nad R do téZe mnoziny R2:

f €1 . 2x1 + 322
A X9 B 5r1 + 229

Reseni soustavy jsou ty vektory (z1,22)T, které zobrazeni f4 zobrazi na vektor
(10,20)T. (Jingmi slovy, fesenim je vzor vektoru (10,20)7 pfti zobrazeni fa.)

Obecnéji, matice typu m x n definuje zobrazeni z mnoziny R"” do mnoziny R™.
Studiu téchto typu zobrazeni je vénovana kapitola ??, my se zatim podivame na
tri priklady.

e Otoceni 0 30° v R2. Obraz vektoru (z1,z2)T uréime vahou podle obrazku
(pfesnéji bychom méli fikat obraz bodu, jehoZ polohovy vektor je (z1,22)7,
ale délat to nebudeme).

OBRAZEK
Obrazem vektoru (1,0)7 je

(e )= (k")

z ¢ehoz vidime, Ze obrazem vektoru (xq,0)7 je

(8- ()
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Podobné zjistime, ze obrazem vektoru (0, x2)” je vektor (—xo/2, x2v/3/2).
Obraz souétu vektorti (z1,0)7 a (0,22)T (coz je vektor (z1,z2)T) uréime
jako soucet jejich obrazti. Obrazem vektoru (xq,72)7 je tedy vektor

( ?:ﬁ )Jr( — 372 > _ B -t
5%1 §$2 %Il + @Iz
Vidime, Ze rotace o 30° je zobrazeni f4, kde
( H )
— 2
A= i .
2
Obecnéji, rotace o thel «a je zobrazeni f4, kde
A= ( cos o —sina )
sina  cosa
e Osovd soumérnost podle osy x v R?. Obrazem vektoru (x1,72)7 je vektor
(21, —x2)T, takZe soumérnost podle osy z je zobrazeni f4, kde

=0 4)

e Zobrazeni f4 z R? do R? dané matici

oo
Wi

1 2
1 0
1 3

je znazornéné na obrazku.

OBRAZEK

Uvazujme ted dvé zobrazeni f4 a fg z R? do R? dan maticemi

A— < a1l a2 >’ B_ ( bir b2 >
ag1 Q92 b21 b22

Podivame se na sloZeni zobrazeni fp a fa, tedy zobrazeni g definované vztahem

9(x) = fa(fB(x)).

r1 o\ T1 _ biiz1 + broxa \
g((EZ )_fA (fB<$2 )>_fA<b21$1+b21{L‘2 )_
_ ( a11(b11x1 + biawe) + ar2(bor1z1 + basxs) )

a21(b11x1 + bi2x2) + aga(barz1 + baoxa)

_ ( (a1uibiy + arzbar)z1 + (a11b12 + a12ba2)ws
(@21b11 + a22bo1)z1 + (az1b12 + az2boe)xo

Vidime, ze g = fc pro matici
- a11b11 + a12b21  a11b12 + a12b22
a21b11 + ag22b21  a21b12 + ag2ba

Obecnéji bychom mohli slozit zobrazeni fg z RP do R™ dané matici typu n xp a
zobrazeni f4 z R™ do R™ dané matici typu m X n. Podobnym vypoctem jako vyse
bychom zjistili, ze vysledné zobrazeni z R? do R™ je dano matici C' typu m X p,
kterd ma na pozici (i, k) prvek

a;1bik + as2bog + - - + Ainbnk
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4.2.2. Definice ndsobeni. Dostali jsme se k definici souc¢inu matic.

Definice 4.6. Je-li A matice typu m xn a B matice typu n X p nad stejnym télesem
T, pak definujeme soucin matic A- B = AB = (c¢;) jako matici nad T typu m X p,
kde

Cily = Zaijbjk = ai1big + aigbor + - - + Qinbni
=1
pro kazdé i € {1,2,...,m} a k € {1,2,...,p}.

Soucin AB je tedy definovan, pokud pocet sloupcti matice A je rovny poctu
rfadkt matice B. Jinak definovan neni. To souhlasi s motivaci sou¢inu matic jako
skladani zobrazeni.

Prvek na misté (i, k) dostaneme jako standardni skaldrni soucin i-tého Fadku
matice A a k-tého sloupce matice B. Pro fadky a sloupce matice zavedeme specialni
znadeni.

Definice 4.7. Je-li A matice typum xn ai € {1,2,...,m}, pak (a;1,ai2,...,an)
nazyvame i-ty rddkovy vektor matice A a znaéime jej A;.. Podobné pro j € {1, 2,
, n} definujeme j-ty sloupcovy vektor jako A.; = (a1, a2;,...,am;)’-

Prvek na misté (i, k) soufinu AB je v tomto znaceni roven

b1k
bay
cit = AiBag = (a1, Giz, - - -, Qin)

bnk

OBRAZEK

Priklad 4.8. Nad télesem R mame
3 3 3-1 3-2 3 6
(1,2)<4>_1-3+2-4_11, <4>(172)_<4'1 ; 2)_<4 8)

Piiklad 4.9. Pocitame opét nad R.

3 5 2 4

< (1) _01) 11 -3 2 |=
02 -2 1

_<1~3+0~1+(1)~0 1:5+0-1+4(-1)-2

—_

1-3+1-1+0-0 1-5+1-1+0-4

1-240-(— ) ( 1) (=2) 1-4+o-2+(—1)-1>_
1-241-(=3)+0-(-2) 1-441-240-1 )~

(ia)

Zobrazeni f4 urcené matici A nad télesem T typu m x n jde napsat pomoci
maticového souc¢inu. Obrazem n-slozkového vektoru x = (1,22, ...,7,)7 (nad T)
je m-slozkovy vektor Ax:

fA:Tn_>Tma fA(X):
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Priklad 4.10.
cosa —sina cosff —sinf \
sina  cosa sin cosf o

_ ( cosacos S —sinasinf8 —cosasin 8 — sinacos 3 ) _

sinacos 8+ cosasinS  —sinasin 8 + cos acos 3

sin(e+ B)  cos(a+ 5)

Pouzili jsme souc¢tové vzorce pro goniometrické funkce. Vysledek neni prekvapujici.
Odvodili jsme, ze ndsobené matice urcuji potadé otoc¢eni o v a otoc¢eni o 8. Vysledna
matice tedy odpovida slozeni otoceni o 5 a otoeni o «, coz je otoCeni o o + 3 a
to odpovida vysledné matici. Pokud bychom umeéli rychle urcit matici odpovidajici
otoceni o n&jaky dhel (to se nauc¢ime v kapitole ?7?), pak lze uvedeny vypocet pouzit
k rychlému odvozeni souctovych vzorct pro cos a sin.

_ ( cos(a+8) —sin(a+5) )

Priklad 4.11. Matice v pfedchozim prikladu maji tu vzacnou vlastnost, ze ko-
mutuji, tzn. nezdlezi na poradi, ve kterém je nasobime. To odpovida geometricky
tomu, Ze nezalezi, zda nejprve rotujeme o thel « a pak o thel 3, nebo naopak. Na-
sobeni matic ale obecné komutativni neni. Sou¢in v opa¢ném poradi nemusi
byt dokonce vibec definovan, napiiklad pro matici A typu 2 x 3 a matici B typu
3 X 5 (nad stejunym télesem) je soufin AB matice typu 2 X 5, ale souc¢in BA neni
definovan.

Soucin neni obecné komutativni ani pro ¢tvercové matice stejného fadu. Napii-
klad slozime-li osovou soumérnost v R? podle osy = a otodeni o 7/2 dostaneme
zobrazeni odpovidajici matici

(Y3 S)=(0 )

Pokud naopak nejprve rovinu otoéime o 7/2 a pak preklopime kolem osy z, dosta-
neme zobrazeni odpovidajici matici

1 0 0 -1\ 0 -1
0 -1 1 0 LU -1 0
Geometricky popis vzniklych zobrazeni pfenechame do cviceni.

Piiklad 4.12. Podivime se jesté jednou na piiklad 3.11, kde jsme v R® pomoci
kvaternionti sklddali rotaci kolem osy « o tihel 7/2 s rotaci kolem osy z o thel .
OBRAZEK kladne orientace os
Obrazem vektoru (x1, z2,23)7 pii rotaci kolem osy x o tthel 71/2 je (21, ¥3, —72
tedy tato rotace je rovna fp pro

)T

)

Obrazem vektoru (z1, 2, 23)7 pii rotaci kolem osy z o tihel 7/2 je (1,23, —22)7,

tedy tato rotace je rovna f4 pro

0 0
A= 1 0 0
0 0 1
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SloZenim je zobrazeni fo, kde C = AB.

0 -1 0 10 0 0 0 1
C= 1 0 O 00 -1 |= 1 0 0
0 0 1 01 0 01 0
Z matice C uréime snadno obraz vektoru (z1,x2,z3)7:
X I I3
fe| m2 | =C| =2 | =| =
x3 z3 L2

Neni ale vidét, Ze je to rotace kolem osy prvniho oktantu o thel 27/3 v kladném
sméru, jak jsme zjistili z kvaternionového ptistupu.

4.2.3. Ndsobeni jako provadéni linearnich kombinaci. Nékdy je vyhodny trochu jiny
pohled na néasobeni matic. Nasobime-li matici A = (a;;) matici B, pak i-ty fadek
vysledku ziskdme se¢tenim a;1-nasobku 1. faddku matice B, a;2-nasobku 2. fadku
matice B, atd. Je to dobfe vidét na prikladu 4.9. Toto pozorovani a podobné pozo-
rovani pro sloupce ¢asto usnadni numerické pocitani a je také dulezité z teoretického
hlediska. Snadnéji jde vyjadiit pomoci pojmu linearni kombinace matic.

Definice 4.13. Jsou-li A1, As, ..., A; matice stejného typu nad stejnym télesem
T aty,tq,...,t, prvky télesa T, pak soucet

t1A] +toAs+ -+t A

se nazyva linedrni kombinace matic Ay, As, ..., Ag. Prvky t1,...,tx € T nazyvame
koeficienty linedrni kombinace.

Pozorovani lze nyni preformulovat tak, ze i-ty fadek souc¢inu AB je linearni
kombinaci fadkd matice B s koeficienty v i-tém fadku matice A. Podobné, k-ty
sloupec souc¢inu AB je linedrni kombinaci sloupctt matice A, kde koeficienty jsou v
k-tém sloupci matice B:

Tvrzeni 4.14. Je-li A = (a;;) matice typu m x n a B = (b;) matice nad stejngm
telesem typu n X p, pak
(1) pro kazdé i = 1,...,m plati (AB);x = a1 B1x + a;2Bax + -+ + @imBms =

A;.B.
(2) pro kazdé k = 1,...,p plati (AB)sr = b1pAs1 + bog Ao + -+ + bpiAsp, =
AB*k;
Diikaz. (1). Oznadime C = (AB) = (c;) a vezmeme libovolné ¢ € {1,2,...,m}.
Pro libovolné k € {1,2,...,p} je k-t4 slozka fddkového vektoru na levé strané rovna

cik a k-ta slozka prostfedniho vektoru je a;1b1x + aiobog + - -+ + Ginbpk, COZ je totéz
podle definice souc¢inu matic. Tento vyraz je roven k-té slozce Ffadkového vektoru
A;. B, rovnéz podle definice souéinu.

Cést (2) se dokéaze podobné. a
Piiklad 4.15. Podivejme se jesté jednou na soucin v piikladu 4.9.
35 2 4
AB:<1(1)01> 11 -3 2
02 -2 1

Podle prvni ¢asti tvrzeni je prvni fadek vysledku soucet 1-nasobku fadkového
vektoru By, = (3,5,2,4), O-ndsobku By, = (1,1,-3,2) a (—1)-ndsobku Bs, =
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(0,2,-2,1), to je (3,3,4,3). Druhy fddek vysledku je souc¢tem prvnich dvou fadku
matice B, tedy (4,6,—1,6). Timto zpisobem ziskdme vysledek

3 3 4 3
4 6 -1 6

daleko rychleji. Pouzivat druhou ¢ast tvrzeni se v tomto pripadé prilis nevyplati.
Obé ¢asti si rozmyslete na piikladu 4.11.

4.2.4. Jednotkovd matice. Neutralni prvky vzhledem k nésobeni tvofi tzv. jednot-
kové matice:

Definice 4.16. Jednotkovd matice 7ddu n nad télesem T je ¢tvercova matice I,, =
(@ij)nxn, kde a;; = 1 pro kazdé i € {1,2,...,n} a a;; = 0 kdykoliv i # j, i,j €
{1,2,...,n}, tj.

10 - 0
I, =

Prvky jednotkové matice také oznaCujeme pomoci symbolu d;;, tzn. Kronecke-
rovo delta. Ten se rovna 1, pokud ¢ = 7, a 0 jinak. Téleso, ve kterém pracujeme
musi byt ziejmé z kontextu.

Z tvrzeni 4.14 nahlédneme, ze I, A = A, kdykoliv je soucin definovan, tj. pokud
A mé n fadki. Skuteéné, i-ty fadek vysledku je rovny linedrni kombinaci fadkt
matice A s koeficienty 0,0,...,0,1,0,0,...,0, kde 1 je na pozici i. Tato kombinace
je rovna i-tému fadku vysledku. Podobné z druhé ¢asti stejného tvrzeni dostaneme,
ze Al, = A, kdykoliv A ma n sloupc.

Geometricky, jednotkova matice I,, odpovida identickému zobrazeni z T™ do T".

4.3. Maticovy zapis soustavy linearnich rovnic. Uvazujme soustavu m line-
arnich rovnic o n nezndmych 1, s, ..., z, s rozsifenou matici (A | b) nad télesem

T.
1121 + a12%2 + - + A1 Ty = by

a21%1 + A22%2 + -+ - + A2 Ty = by

Am1T1 + Gm2T2 + -+ + AmpTn = bm
Oznacime-li x vektor neznamych, tj. x = (21, 22, ...,2,)", pak mame

a11T1 + a12T2 + - - + A1pTn
21T1 + Q22T2 + - -+ + G2pTn

Ax =
Am1%1 + AmaT2 + -+ + AmnTn

Vektor Ax je tedy sloupcovy vektor vznikly dosazenim x do levé strany soustavy.
Vidime, ze soustavu rovnic lze psat ve tvaru

Ax=Db .
I elementarni tipravy matic lze interpretovat maticove.

Tvrzeni 4.17. Necht C' je matice typu m X n nad télesem T, i,5 € {1,2,...,m},
i%ja0#teT.
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(1) Necht E je matice, kterd vznikne z I, prohozenim i-tého a j-tého Fddku.
Pak EC vznikne z C' prohozenim i-tého a j-tého rdidku.

i J
10 - 0 - 0 --- 0
1 ««+ 0 - 0 --- 0
i 0 0 0 1 0
E= .
J 0 0 1 0 0
00 -+ 0 -+ 0 - 1

(2) Necht E je matice, kterd vznikne z I, nahrazenim prvku 1 na misté (i,7)
prvkem t. Pak EC vznikne z C vyndsobenim i-tého rddku prvkem t.

i
10 - 0 --- 0
0o1 --- 0 --- 0
E="310 o0 t 0
Oo0 --- 0 --- 1

(3) Necht E je matice, kterd vznikne z I, nahrazenim proku 0 na misté (i,7)
prvkem t. Pak EC vznikne z C prictenim t-ndsobku j-tého radku k i-tému

radku.
i J
10 -+ 0 -+ 0 - 0
01 -0 -~ 0 --- 0
t 0 0 1 t 0
E= .
0 0 0 1 0
00 --- 0 - 0 --- 1
Diikaz. Pozorovani plyne z prvni ¢asti tvrzeni 4.14. (I

Definice 4.18. Maticim FE z pfedchoziho tvrzeni fikdme elementdrni matice.

4.4. Vlastnosti maticovych operaci. V této ¢asti zformulujeme nékolik zaklad-
nich algebraickych vlastnosti maticovych operaci. Témét vSechny z nich, snad az
na asociativitu nasobeni, jsou o¢ividné. Nicméné pouzivani maticové algebry muize
napiiklad znac¢né zprehlednit a zkratit technické vypocty.

Scitani matic mé podobné vlastnosti jako s¢itani v télese. Musime dat ale pozor,
abychom sc¢itali matice stejnych typu.

Tvrzeni 4.19. Jsou-li A, B,C matice stejného typu m X n nad stejngm télesem
T, pak plati
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(1) (A+B)+C A+ (B+0),
(2) +0m><n:A7

(3) A+ (=A) = Omxn,

(4) A+ B=B+ A.

Diikaz. Matice maji stejny typ, takze vyrazy (A+ B)+ C a A+ (B + C) jsou
definovany a vysledkem jsou matice typu m x n. Prvek na misté (¢,j) v matici
(A+ B)+ C se rovna (a;; + b;;) + ¢;j, na misté (i, j) v matici A+ (B + C) se rovna
ai; + (bij + cij). Protoze séitani prvka télesa je asociativni (axiom (S1) v definici
télesa), prvky na stejném misté v maticich (A + B) + C a A+ (B + C) se rovnaji.
Proto plati (A+ B)+C =A+ (B+C).

Ostatni vlastnosti s¢itani se dokazi podobné. 0

Nésobeni matic a nasobeni v télese maji nékteré spolecné vlastnosti. Nasobeni je
asociativni (pokud ndsobime matice spravnych typi) a jednotkové matice jsou neut-
ralnim prvkem. Navic plati oboustranny distributivni zakon. Rozdil oproti nasobeni
v télese je ve dvou podstatnych vlastnostech. Nasobeni matic neni komutativni (ani
pro ¢tvercové matice stejného fadu), jak jsme si jiz vSimli. Déle neni pravda, Ze ke
kazdé nenulové matici existuje matice inverzni.

Tvrzeni 4.20. Jsou-li A, B matice typu m X n, C matice typunxp a D, E matice
typu p X q, kde vsechny matice jsou nad stejnym télesem T, pak

(1) (BC)D = B(CD),

(2) I,A= AL, = A,

(3) (A+B)C=AC+BC,C(D+E)=CD+CE.

Dikaz. Dokéazeme asociativitu nasobeni. Nejprve si v§imneme, ze vyrazy (BC)D a
B(CD) na obou stranéch jsou definované a vyjdou matice typu m x g. Na levé strané
je BC matice typu m X p, takze souc¢in matic BC a D je definovan a vysledkem je
matice typu m x ¢q. Podobné se ukaze, Ze na pravé strané vyjde matice typu m X q.

Vezmeme nyni libovolné i € {1,2,...,m} al € {1,2,...,q} a spocitdme prvek
na misté (4,1) v matici (BC)D. Oznac¢ime-li BC' = (e;;), pak hledany prvek je

P p n P n n p
D ewdi = D bicin | dr =1 bijeindir =Y Y bijcikdi -
k=1

k=1 \j=1 k=1 j=1 j=1k=1

Ve druhé tpravé jsme pouzili distributivitu platnou v télese T a v posledni upraveé
jsme prohodili sumy, coz mtzeme diky asociativité séitani v T. (Zde si miZzeme
v§imnout, Ze prohazovani sum jde interpretovat jako sc¢itani vsech prvkt matice
dvojim zptisobem — po Fadcich a po sloupcich.)

Oznacime-li (CD) = (fj;), pak prvek na misté (¢,!) v matici B(C'D) je

n n P
S b= b (z cjkdm> _
j=1 j=1 k=1

Prvky na stejnych mistech v maticich (BC)D a B(CD) se rovnaji, takze (BC)D =
B(CD).

Zbylé dvé vlastnosti prenechdme do cviceni. O

n p
> bijcindi -

j=1k=1

Asociativitu lze (zatim pouze neformélné) odtivodnit geometricky: Vime, Ze né-
sobeni matic odpovida skladani zobrazeni a skladani zobrazeni je asociativni.
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Diky asociativité mizeme pro prirozené c¢islo n definovat n-tou mocninu ctver-
cové matice vztahem

A" =AA... A .
—
nx
Vysledek totiz nezavisi na uzavorkovani.

Dalsi tvrzeni hovofi o vztahu nasobeni matice prvkem télesa s operacemi séitani
a nasobeni. Dtiikazy jsou snadné a prenechame je jako cviceni.

Tvrzeni 4.21. Jsou-li A, B matice nad télesem T typu m x n, C matice nad T
typun Xp aa,b €T, pak

(1) (a+b)A = aA +bA,

(2) a(A+ B) =aA+aB,

(3) a(bA) = (ab)A,

(4) 1A= A,

(5) a(BC) = (aB)C = B(aC).

K poslednimu bodu poznamenejme, ze vyraz (Ba)C neni definovén, protoze neni
definovan vyraz Ba.
Nakonec zformulujeme vztah transpozice a zbylych operaci.

Tvrzeni 4.22. Jsou-li A, B matice nad télesem T typu m x n, C' je matice typu
nxpnadT aaecT, pak

(1) (A+ B)T = AT + BT,

(2) (aA)T = aAT,
(3) (AN)T = A.
(4) (BCO)T = CTBT.

Piiklad 4.23. Ctvercovd matice A = (a;;) fadu n se nazyva symetrickd, pokud
a;j = aj; pro libovolné 4,5 € {1,2,...,n}. Ekvivalentné, A je symetrickd, pokud
AT = A. Pomoci vlastnosti z tvrzeni 4.22 ukaZeme, Ze pro libovolnou ¢étvercovou
matici A je matice B = 2AAT + AT A symetricka:

BT = (2447 + ATA)T = 24AT)T + (ATA)T = 2(AAT)T + (AT A)T =
=2(ATYTAT 1 AT(AT)T = 24AT + ATA=B .

Ukézali jsme, ze B = BT, matice B je tedy symetrickd. Mlcky jsme pouzivali i
vlastnosti z tvrzeni 4.21, kdy jsme napiiklad nepsali zéavorky ve vyrazu 24AT.

Priklad 4.24. Vlastnosti (pl) az (p4) v dikazu véty 2.14 se dokazuji pohodlné
pomoci vlastnosti maticovych operaci. Podivejme se na (p2).

(p2) Jsou-li vektory w,z feSenim soustavy (A | o), pak je vektor w + z FeSenim
soustavy (A | o).

Skutecné, pokud w, z fesi soustavu (A4 | 0), ¢ili Aw = 0 a Az = o, pak A(w+1z) =
Aw + Az = o, neboli w + z fesi stejnou soustavu. Pouzili jsme distributivitu.

4.5. Dalsi aplikace.

Vidéli jsme, ze maticové operace se hodi na praci s nékterymi zobrazenimi (jako
tfeba rotace) a na kompaktni popis soustav linedrnich rovnic. Uvedeme nékteré
dalsi priklady vyuziti.
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'

OBRAZEK 5. Leteckd spojeni mezi mésty X7, Xo, X3 a X4 z ¢asti 4.5.2

4.5.1. Rekurentni rovnice. Asi jste se uz setkali s Fibonacciho posloupnosti defino-
vanou predpisem

ap = ag :17 Ai42 :ai+1+a¢ pro kaidéz:l,Z,

Chtéli bychom najit explicitni vzorec pro vypocet n-tého ¢lenu.
Z definice posloupnosti nahlédneme, Ze dvojice sousednich ¢lent spliiuje vztah

a;y2 _ 1 1 ;41
Qi1 o 1 0 a;

(Pro ovéfeni tohoto vztahu pouzijeme tvrzeni 4.14.) Oznacime-li C' matici 2 x 2
vystupujici v tomto vztahu, vidime, ze

(m)=e(a)(a)=e(e)=cle(n))=(a)

a indukci dostaneme

Ai42 _ C,L as _ CZ 1
Ai+1 aq 1

Podstatnym zptsobem zde vyuzivame asociativitu nasobeni matic. K vypoctu n-
tého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti tedy sta¢i umét mocnit matice. To se naucime
v kapitole o vlastnich ¢islech a vektorech. Vyjde mozné prekvapivy vzorec
_yt (=)

V5 Vs
kde ¢ = (1 4+ +/5)/2 je hodnota zlatého fezu.

Qn

4.5.2. Pocet cest. Na obrazku 7?7 jsou vyznacena leteckd spojeni mezi mésty X,
X5, X3, X4. Vypocitdme pocet spojeni s nejvyse ¢tyfmi prestupy mezi kazdou
dvojici mést.

Spojeni mezi mésty uspofddame do matice A = (a;;)axsa nad R tak, Ze a;;
definujeme rovné 1, pokud z X; vede cesta do X, a a;; = 0 jinak.
01 10
1 0 0 O
A= 01 01
00 10

Nyni se zamyslime, jaky je vyznam prvku na misté (4, j) v matici A. Tento prvek
je rovny a;iaij + asa0; + a;3as; + aaa4;. VSimnéte si, ze k-ty clen souctu je rovny
jedné pravé tehdy, kdyz z X; vede spojeni do X, a z X, vede spojeni do Xj, a je
rovny nule jinak. Prvek na misté (4, ) v matici A2 je proto rovny poctu cest z X;
do X; s préavé jednim pfestupem.
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Podobné nahlédneme, Ze prvek na misté (4, j) v matici A™ je rovny poctu cest z
X, do X; s pravé (n — 1) pfestupy. Hledany pocet cest s nejvyse étyfmi prestupy z
X, do X je tedy prvek na misté (4, j) v matici

A+ A2+ A3+ A4 A5 =

Wk by M O =
=~ oo © N
B O m o N
Wk wWwh O FEO

4.6. Blokové matice.

0
1
0
0

O DN =

11
0 0
1 0
0 1
3 1 2
1 20
1 11
2 11

0
0
1
0
)+

+

O = O =
—_ O = =
O~ = O
_— o0 O

N = =W
=W W N
— W = W
— = N

Nékdy je vyhodné nahliZzet na matici jako rozdélenou do blokti a operace, zejména

nasobeni, provadét blokové.

Vezméme dvé matice nad télesem T: matici A typu m x n a matici B typu n X p.

Déle necht mq,...,m,, ny,.

m=mi+mz+ -+ my,

coyNg A Pry. ..

n=ny+ns+---+ng

, D¢ jsou prirozena Cisla, pro ktera

a p=prt--+p .

Matici A rozdélime podélné na prvnich m, Fadku, dalSich mo Fadka, atd. az po-
slednich m,. fadkt, a a vertikalné na prvnich n; sloupci, dalsich ns sloupct, atd.

az poslednich ng sloupcti. Matice A se nyni skldda z rs bloka Ay1, Ajs,

A217 cey AT‘S-

m,

Kazdy blok A;; je matice typu m; X n;.

Podobné, matici B rozdélime podélné na oddily velikosti ni, ns, .

kalné na oddily velikosti p1, ps, . . ., ps. Matici B tim rozdélime na st bloku By, ...,

Bst:

i

T2
B:

N

ety Alsa
n n2 s
All A12 Als
A21 A22 AQS
Arl Ar2 Ars
..,Ng a verti-

Soucin C' = AB lze potom rozdélit do blokt nasledovné.

mi
ma

p1 b2 Dt

Bi1 | Bia By

Ba1 | Baa By

le Bs2 Bst

D1 D2 Dt

Ci1 | Cha Cie
021 022 CZt
Csl CSZ Cst
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kde pro kazdé i € {1,2,...,r} a k € {1,2,...,t} plati
Cik = AiBji .
j=1

Dtikaz, ktery pouze vyzaduje spravné si napsat jednotlivé prvky ve vsech maticich
a jejich blocich, pfenechame do cviceni.

Piiklad 4.25. Matice A, B z ptikladu 4.12 o rotacich v prostoru maji pfirozenou
blokovou strukturu.
0 110 1
-1 010 |, 0
0 0|1 0

0 0
0 1
-1 0

Piiklad 4.26. Najdeme A2 pro matici A nad Z.
1 0 2

OO OO
OO O
O O = Ut
O = OO W
_— O O O

Oznac¢ime-li

2 3 4
B_(E)OG)’

(L |B I, | B II+B0|IB+BIY\
T\ O3x2 [ I3 Osx2 | Is 0I+10 [ 0B+1IT )~

mame

1 0 4 6 1
01 3 0 5
:(é QIB): 001 00
00 0 10
0 0 0 01

Pro prehlednost jsme od druhé upravy vynechavali indexy u jednotkovych a nulo-
vych matic.

4.7. Regularni matice. V posledni ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat otéaz-
kou, kdy lze ¢tvercovou matici (nebo piislusné zobrazeni) invertovat.

4.7.1. Geometricky a algebraicky pohled. Zacneme geometrickjym pohledem. Jak
vime, étvercovd matice A nad télesem T Fadu n urcuje zobrazeni

fa:T"=>T", fa(x)=Ax .

K tomuto zobrazeni existuje inverzni zobrazeni T™ — T" pravé tehdy, kdyz f4 je
bijekce. To se d& Tict tak, ze pro kazdy aritmeticky vektor b € T™ existuje praveé
jeden vzor pii zobrazeni fa, tj. pravé jeden aritmeticky vektor x € T" takovy, Ze
Ax = b. V takovém piipadé rikame, ze A je reguldrni.

Definice 4.27. Ctvercovad matice A nad télesem T fadu n se nazjva reguldrni,
pokud je pfislusné zobrazeni f, bijekce, ekvivalentné, pokud mé soustava rovnic
Ax = b pravé jedno feSeni pro kazdou pravou stranu b € T™.

Ctvercova matice, ktera neni regularni, se nazyva singuldrni.
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Piiklad 4.28. Z geometrického ndhledu vidime, Ze matice odpovidajici rotaci ko-
lem pocatku a zrcadleni podle pfimky prochéazejici po¢atkem jsou regularni, protoze
tato zobrazeni jsou bijektivni. Matice odpovidajici projekci na osu z v R? je sin-
guldrni, protoze toto zobrazeni neni bijekci (neni dokonce ani prosté ani na cely
prostor R?).

Je-li A regularni, tedy fa je bijekce, pak musi existovat inverzni zobrazeni g :
T™ — T, tj. zobrazeni, které spltiuje f4 09 = go f4 = idpn. Za okamzik ukiZeme,
Ze g je opét tvaru fx pro jistou ¢tvercovou matici X. Protoze skladani zobrazeni
odpovida soucinu matic a identické zobrazeni odpovida jednotkové matici, vztahy
faofx = fx o fa =1idpn se ekvivalentné prepisi na fax = fxa = f1,, a protoze
riizné matice uréuji riizné zobrazeni (viz cviceni), dostdvame ekvivalentng AX =
XA = 1,. Z tohoto duvodu Fikdme matici X matice inverzni k A.

Definice 4.29. Ctvercové matice A nad télesem T Fadu n se naz§va invertovatelnd,
pokud existuje ¢tvercova matice X nad T fadu n takova, ze AX = XA = [,,. Matici
X nazyvame inverzni matice k A a oznacujeme ji AL

Neékolik poznamek, nez ovéfime, ze zavedené pojmy regularni a invertibilni ma-
tice splyvaji.
e Zduraznéme, ze zavedené pojmy se tykaji pouze étvercovych matic.
e 7 geometrického i algebraického pohledu vidime, ze pro matice obecné ne-
plati obdoba vlastnosti (N3) z definice télesa o existenci inverznich prvki.
Napiiklad projekce na osu z chapané jako zobrazeni z R? do R? je zobrazeni

fa pro matici
10
A_<0 0).

Toto zobrazeni neni bijekce (neni dokonce ani prosté, ani na), takze A neni
regularni.

Z algebraického pohledu: Neexistuje matice X takova, ze AX = I, (pro-
toze druhy fiddek matice AX je vidy nulovy), ani matice Y takova, Ze
Y A = I, (protoze druhy sloupec matice YA je vzdy nulovy). Rikame, ze
matice A nemé matici zprava inverzni ani matici zleva inverzni.

e Inverzni matice k invertovatelné matici je uréend jednoznacné. Pokud jsou
totiz X, Y dvé inverzni matice k A, pak

X =XI,=X(AY) = (XA)Y =LY =Y.

Je-li matice invertovatelna, pak je regularni. Pokud totiz AX = XA = I, pak
fafx = fxfa = fr, =1ids,, tedy k f4 existuje oboustrané inverzni zobrazeni f;l =
fx, tedy fa je bijekce. Opacnou implikaci dokézeme tim, Ze popiSeme postup jak
inverzni matici nalézt. PFipomenme, Ze vlastné dokazujeme, Ze inverzni zobrazeni
k fa je opét tvaru fx pro jistou matici X.

4.7.2. Hleddni pravého inverzu. Pokusme se nyni k dané regularni ¢tvercové matici

A faddu n najit matici X takovou, ze AX = I,,. (Matici X nazyvdme matici zprava
inverzni k A. ) Budeme provadét obecnou diskuzi a zéroveri ji ilustrovat na pikladu

realné matice
1 3
=2 5)
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Pro ¢ = 1,2,...,n srovname i-té sloupce ve vztahu AX = [, a vyuZijeme
(AX).; = AX.; (viz tvrzeni 4.14). Dostavame, Ze rovnice AX = I,, je ekvivalentni
s

1 0 0

0 1 0
AX*l - . 9 AX*Q - . B . 5 AX*n =

0 0 1

Resime tedy n soustav linedrnich rovnic se stejnou matici A s riznymi pravymi
stranami. Protoze A je reguldrni, soustavy maji pravé jedno feseni. V nasem pripadé
feSime soustavy

(2o)(m)=(0) (2 a)(m)=(1)

Soustavy vyfesime.

(2 8fo)~(o 3] %) (2)=(%)
(2ol9)~(osli) C)-(3)

Matice inverzni zprava je tedy

3 -1
3 3

Provedeme nyni dvé modifikace tohoto postupu.

ProtoZe je matice vSech n-soustav stejna, totiz A, je mozné vSechny fesit stejnymi
apravami. Proto je mizeme fesit najednou tak, Ze pravé strany napiSeme vedle
matice soustavy vSechny vedle sebe a upravime celou matici do odstupniovaného
tvaru. Dopo¢teni zpétnou substituci pak probéhne jako predtim, zvl4st pro kazdou
pravou stranu. V nasem pripadé

1 3|1 0 1 3|1 0
2 910 1 0 3|-2 1

Pfed druhou modifikaci si uvédomme, jak vypada odstuptiovany tvar matice A
po Gaussové eliminaci. Protoze pfedpokladame, Ze rovnice Ax = b méa pravé jedno
feseni pro kazdé b, nemiizou pii feseni soustav AX,; = (1,0,...,0)T, ... existovat
volné proménné (pokud by existovaly, pak Ax = b bud nemé zadné FeSeni, nebo
kazdé volbé volné proménné odpovida feseni, takze by soustava méla vice nez
jedno FeSeni). Tim padem musi pro odstupriovany tvar matice A platit r = n a
ki = 1,ky = 2,...,k, = n. Jinymi slovy, odstupnovany tvar je horni trojihel-
nikovd matice s nenulovymi vSemi prvky na diagonale. (Pro ¢tvercové matice je
tato podminka zfejmé ekvivalentni tomu, ze odstupliovany tvar neobsahuje nulovy
fadek.)

Ke slibené modifikaci. Po pfevedeni soustav na odstupniovany tvar budeme déale
pokracovat v fadkovych tpravach tak, aby na levé strané vznikla jednotkova matice.
To lze provést diky tomu, Ze odstupnovany tvar je horni trojihelnikova matice
s nenulovymi prvky na diagonale. Postup je takovy, Ze nejprve ,doeliminujeme*
druhy sloupec — pfictenim vhodného nasobku druhého Ffadku k prvnimu docilime,
Ze hodnota na pozici (1,2) je nula. Pak vynulujeme pfi¢tenim vhodngch nasobkt
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pozice (1,3) a (2,3), atd. Timto vznikne diagonéalni matice s nenulovymi prvky na
diagonale, ze které umime udélat jednotkovou vynasobenim radkt vhodnymi prvky.
V nasem pfipadé mame

1 3|10 1 3/ 1 0

2 90 1 0 3|-2 1
103 -1 1 0|3 -1
0 3|-2 1 0 1|-2 41

Soustavu s jednotkovou matici je velmi snadné vyresit — feSenim je zfejmé pfimo
prava strana. Postup 1ze nyni shrnout takto: fadkovymi tipravami prevedeme matici
(A] I,) do tvaru (I,, | X) a vpravo si pfecteme vyslednou matici zprava inverzni k

A.

4.7.3. Jiny pohled. Ukazali jsme, ze k regularni matici existuje matice inverzni
zprava. V fe€i zobrazeni, nalezli jsme X takovou, ze fa o fx = idpn. Protoze f4 je
bijekce, lze z tohoto vztahu usoudit (viz cvi¢eni ?? v kapitole 1), Ze fx o f4 = idpn,
coZ v Te¢i matic znamena, ze XA = I,,.

My ukazeme, ze plati XA = I, jinym zpusobem, ktery se nam jednak bude
hodit k dukazu hlavni véty 4.30 a ktery rovnéz poskytuje alternativni pohled na
odvozeny postup

(A L)~ -~ (In | X)

Podivejme se na tento postup maticove. V tvrzeni 4.17 jsme nahlédli, Ze elementarni
fadkova tprava odpovida nasobeni jistou matici zleva. Upravy lze tedy psét

(A | In) NEI(A | In) NEQ(El(A | In)) Ny

kde FE1, Fs, ... jsou elementarni matice prislusnych tprav. Vezmeme v tvahu aso-
ciativitu nasobeni a pravidlo o nasobeni po blocich, muZeme postup psat

(A I,) ~(E1A | E1L,) = (E1A | E1) ~ (EQE 1A | EsEy) ~ -+ ~

~ (Ey...E2E A | By, .. . ByEy) = (I, | X) .

Srovnanim pravych bloki dostaneme X = Fy ... FyFE;, takze srovnanim levych
bloka dostaneme X A = I,,. Mame XA = AX = I,,, tedy X je inverzni matice k A.

Rovnéz vidime, ze X je soucinem elementarnich matic.

4.7.4. Matice inverzni zprava o zleva. Pro zobrazeni f : X — X obecné neplati, Zze
f je bijekce, pokud f je prosté, ani neplati, ze f je bijekce, pokud f je na, viz ?77.
To je rozdil oproti situaci, kdy mnozina X je konec¢na. Ve vété 4.30 si vSimneme,
Ze zobrazeni tvaru fa (pro ¢tvercovou matici A) jsou ,spofddand® v tom smyslu,
ze kdykoliv f4 je prosté nebo na, pak f4 je bijekce.

Z kapitoly 1 vime, ze f je prosté pravé tehdy, kdyz k f existuje zobrazeni inverzni
zleva, a f je na pravé tehdy, kdyz k f existuje zobrazeni inverzni zpraval. Maticové
tedy lze zminénou sporadanost preformulovat tak, ze kdykoliv méa ¢tvercova matice
A matici X inverzni zprava nebo zleva, pak jiZz je A invertovatelna a plati X = A~L.

Lo je axiom vybéru
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4.7.5. Charakterizace. Nasledujici véta shrnuje rizné ekvivalentni charakterizace
regularity — geometrické charakterizace, charakterizace pomoci odstupniovaného
tvaru a algebraické charakterizace pomoci invertovatelnosti a elementarnich ma-
tic.

Véta 4.30. Necht A je ctvercovd matice nad télesem T vddu n. Ndsledugici tvrzent
jsou ekvivalentnsi.

(1) A je reguldrni.

(2) Zobrazeni fa je na.

(3) Zobrazeni f4 je prosté.

(4) Soustava Ax = o md jediné feseni (x = 0).

(5) Gaussova eliminace prevede matici A do horniho trojihelnikového tvaru
s nenulovgmi proky na diagondle (ekvivalentné odstupriovaného tvaru bez
nulovych Tadki,).

(6) Matici A lze prevést elementarnimi vddkovymi (ekvivalentné sloupcovgmi)
upravami do jednotkové matice I, .

) A je invertovatelnd.

) Ezistuje ¢tvercovd matice X tddu n takovd, fe AX = I,.
9) Existuje ¢tvercovd matice X tadu n takovd, Ze XA = I,,.
) A je soucinem elementdrnich matic.

Diikaz. Implikace (1) = (3) = (4) a (1) = (2) jsou trivilni.

Argumenty pro (2) nebo (4) = (5) = (6) = (7) = (1) byly jiz pfedvedeny vyse,
takZe je jen stru¢né shrneme. U (6) budeme pracovat s fadkovou verzi.

(4) = (5). Resime-li soustavu rovnic Ax = o Gaussovou eliminaci a ziskidme
odstupniovany tvar s alespon jednou volnou proménnou, pak ma soustava vice feSeni
(u homogenni soustavy se ani nemtiize stat, Ze feSeni neexistuje). Podobné ukézeme
(2) = (5). Pokud odstuptiovany tvar matice A ma nulovy fadek, pak soustava
Ax = b nema pro néjakou pravou stranu feseni, takze f4 neni na. Toto si rozmyslete
podrobné jako cviceni.

(5) = (6). Matici A pfevedeme do horni trojihelnikové matice s nenulovymi
prvky na diagonale a pak doeliminujeme postupné druhy sloupec, tfeti sloupec,
atd. Ziskdme diagondlni matici a stac¢i vynasobit fadky vhodnymi prvky télesa.

(6) = (7). Pouzijeme postup (A | I,,) ~ -+ ~ (I, | X). Divame-li se na tento
postup jako na feSeni n-soustav linedrnich rovnic, mame AX = [,,. Divame-li se na
néj jako na nasobeni elementarnimi maticemi zleva, ziskdme X A = I,,.

(7) = (1). Pfedvedeme algebraicky argument, jiz jsme vidéli geometricky. Plati-
i Ax = b, pak A~'Ax = A~ 'b, tak’e rovnice ma nejvyse jedno fedeni, a to x =
A~1b. Na druhou stranu, tento vektor je skute¢né fesenim, protoze A(A~'b) = b.

Nyni jsme dokazali, ze tvrzeni (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) jsou ekvivalentni.
Ekvivalenci regularity s podminkou (10) ukézeme v tvrzeni 4.39.

Trividlné plati (7) = (8), (9), takze staci dokdzat tieba (8) = (2) a (9) = (3).

(8) = (2). Je-i AX = I, pak fafx = f1, = idpn, takze k zobrazeni fa
existuje zobrazen{ inverzni zprava, tedy f4 je na. Implikace (9) = (2) se dokaze
obdobné. O
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Piiklad 4.31. Najdeme matici inverzni k matici A nad télesem Zs, pokud existuje.

R4dkovymi tipravami upravujeme (A | I3):
0 2 4 1 0 () 31 4]0 1 0 31 4]0 1 0
3 1 4 0 2 4/1 0 O ~ 0 2 411 0 O ~
4 2 1 O 4 2 1]0 0 1 0 4 4(0 2 1
31 4]0 1 0 30 21210 3 001 2 3
~ 0 2 411 0 O ~ 0 2 411 0 O ~ 0 2 04 2 1
00 1(3 21 00 1(3 2 1 0 0 13 2 1
1 0 02 4 1
~1 0102 1 3
00 113 2 1

Takze A je regularni a plati

2 4 1
A= 2 1
3 2 1
Priklad 4.32. Najdeme matici inverzni k matici A nad télesem Zs, pokud existuje.
1 0 1
A= 0 1 1
1 10
Opét fadkovymi Gpravami upravujeme (A | I,,):
1 0 1|1 0 O 1 0 1|1 0 O 10 1|1 0 O
01 101 0]~]1011j010 01 110 1 0
11 0|0 0 1 01 1|1 0 1 0 001 1 1

Odstupiiovany tvar matice A neni horni trojihelnikova matice s nenulovymi prvky
na diagondle, takze A je singuldrni podle (1)< (5) z véty 4.30 a inverzni matice
neexistuje (podle bodu (7) stejné véty).

Chépeme-li A jako matici nad télesem Zs nebo R, pak je regularni.

A [ cosa - sin o
sina  cosa
nad R je pro libovolné a € R regularni a inverzni matice je
A1 cos(—a) —sin(—a) | _ cosa  sina
sin(—a)  cos(—a) —sina  cosa
To 1ze nahlédnout z Gvahy, Ze f4 je rotace o a, coz je bijekce a inverznim zobrazeni
je rotace o —a.

Priklad 4.33. Matice

Priklad 4.34. Dalsim prikladem, kdy je vyhodnéjsi se trochu zamyslet, nez ihned
zacit pocitat podle odvozeného algoritmu, je vypocet inverzni matice k redlné matici

1 1 1
1
10 3
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Hleddme matici X takovou, Ze AX = I3. Znovu si uvédomime, Ze pii nasobeni
matice X zleva matici A délame linearni kombinace fadki matice X, kde koeficienty
jsou v Fadcich matice A (tvrzeni 4.14.(1)). Druhy fadek matice A nam ¥ikd, Ze druhy
fadek vysledku (to je fadek (0, 1,0)) je 1/2-nasobek prvniho fadku matice X. Z toho
okamzité vidime, ze prvni fddek matice X je (2,0,0).

0 2 0
X=|7 77
777

Z posledniho fadku matice A vidime, Ze tfeti fadek vysledku (to je (0,0, 1)) je roven
1-ndsobku prvnimu fadku matice X (to uz vime, Ze je (2,0,0)) plus 1/3-ndsobek
tfetiho fadku matice X. Z toho snadno dopocteme, Ze tfeti fadek X je (0,—6,3).

0 2 0
X=|7 7 7
0 -6 3

Z prvniho fadku matice A pak podobné dopocitame druhy rfadek matice X a zis-
kame

0 2 0
X=|1 4 =3
0 -6 3

Snadno ovérime, ze X je skutecné matice inverzni.
Jako cviceni provedte podobnou tivahu sloupcové pro rovnici X A = I3 a fadkové
pro rovnici XA = I3.

Priklad 4.35. Pokud A je reguldrni matice, pak kazdéa soustava rovnic Ax = b
mé podle definice pravé jedno feSeni. Vynasobenim obou stran matici A~! zleva
ziskdme explicitni vzorec:

x=A"b .
Naprtiklad fesenim soustavy rovnic nad Zs
0 2 4 1 1
3 1 4 o | =1 2
4 2 1 I3 3
je vektor
1 2 4 1 1 3
22 | =A"'"b=A=| 2 1 3 2 =131,
x3 3 2 1 3 0

kde A~ jsme spoéitali v pifkladu 4.31.

Na praktické feseni se tento vzorec nehodi, protoze Gaussova eliminace a zpétna
substituce je rychlejsi. Vzorec se hodi pro teoretické ivahy, nebo pokud resime
mnoho soustav s jednou pravou stranou, i kdyz i v tomto pfipadé spiSe pouzivame
jiné techniky, jako LU-rozklad.

Piiklad 4.36. V odstavci 4.5.1 jsme odvodili, Ze pro ¢leny Fibonacciho posloup-
nosti aq,as, ... plati

aiv2 \ _ a1 1 1
()= (1) e (1)
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Matici C' lze zapsat ve tvaru

C=XDX!, kdeD(w 0 ) X( 1 1)
0 1—¢p p—1 —p

Tento vztah mtzeme samoziejmé ovérit. Jak jej lze ziskat se dozvime v kapitole o
vlastnich cislech a vlastnich vektorech.
Kdyz uz jej zname, mizeme vypocitat n-tou mocninu matice C":
C"=(XDX ') XDXY)..(XDX ') =XxD"X!

nx

Mocninu diagonélni matice vypocitdme snadno a dosazenim pak ziskdme vzorec
pro n-ty clen.

Dilezité priklady regularnich matic tvori elementarni matice. To je v souladu se
skutecnosti, ze elementarni tpravy jsou vratné.

Tvrzeni 4.37. KaZdd elementdrni matice je reguldrni, navic inverzni matice k
reguldrni matici je opét elementdrnd.

Dikaz. K dikazu muzeme pfimo najit matice inverzni, jsou jimi matice tprav,
které vraci prislusnou elementarni upravu. Pak pouze vyuzijeme ekvivalenci inver-
tovatelnosti a regularnosti z charakterizacni véty 4.30. ]

4.7.6. Regularita a maticové operace. Nakonec se podivame na vztah invertovani a
maticovych operaci.

Tvrzeni 4.38. Jsou-li A, B regquldrni matice nad stejnymi télesem T stejného tadu
at € T nenulovy prvek, pak plati
(1) A= je reguldrni a plati (A=1)~1
(2) AT je reguldrni a plati (AT)~1 =
(3) (tA)T je reguldrni a plati (t ) !

E e,

t—rATL,

(4) AB je requldrni a plati (AB)~! = B~1A~ 1
Diikaz. Dtikaz mtzeme provést tak, ze ukadZeme, Ze popsané matice jsou skuteéné
matice inverzni (sta¢i z jedné strany). Napiiklad (AB)~! = B71A~!, protoze
(B'AYAB)=B Y(A'A)B=B"'B=1. |

Body (1), (3), (4) v tvrzeni maji geometrickou interpretaci, kterou si rozmyslete
jako cviceni. Transponovani budeme umét geometricky interpretovat az pozdéji.

Pro s¢itani podobné tvrzeni neplati, staci se podivat na souéet A + (—A), kde
matice A (a tim paddem i —A) je reguldrni, napiiklad A = I,,.

Pomoci bodu (4) dokoné¢ime dtikaz charakterizacni véty 4.30.

Tvrzeni 4.39. Ctvercovd matice A je requldrni prdavé tehdy, kdyZ jde napsat jako
soucin elementdrnich matic.

Diikaz. Kazda elementarni matice je reguldrni podle tvrzeni 4.37, takze podle bodu
(4) v predchozim tvrzeni je libovolny soucin elementarnich matic reguldrni. To
dokazuje implikaci zprava doleva.

Naopak, je-li A regularni, pak ji lze elementarnimi fadkovymi ipravami pievést
na jednotkovou matici (podle bodu (5) charakterizac¢ni véty 4.30). Elementérni
radkové upravy se daji napsat jako nasobeni zleva elementarni matici, takze existuji
elementarni matice F, Es, ..., Ej takové, ze

Ep...BoFyA=1, ,
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kde n je fAd A. ProtoZe elementarni matice jsou regularni (podle tvrzeni 4.37), tedy
i invertibilni, mizeme vztah upravit na

_ 11 —1
A=E"E," ...E " .
Ted jsme hotovi, protoZe inverzni matice k elementadrnim matici jsou elementarni

(opét podle tvrzeni 4.37). O

Priklad 4.40. Z dukazu také vidime postup, jak rozklad na elementarni matice
nalézt. Najdeme nasledujici matice nad Zs.

0 2 3
A=11 0 0
3 01

Matici pfevedeme elementarnimi fadkovymi upravami na jednotkovou a zazname-
name si upravy.

0 2 3 1 00 1 00
100 |~1023]|~102 3]~
3 0 3 3 0 3 0 0 3
1 00 1 00 1 00
~( 02 0]~1010]|~101020
0 0 3 0 0 3 0 0 1
Matice tiprav jsou
01 0 1 00 0 0
Fr=10 0], E=[0101], E=[01 ,
0 0 1 2 01 0 0 1
1 00 1 00
Es=1 0 3 0], Es= 1 0
0 0 1 0 0 2
Takze mame
010 1 00 1 0
A=E'E;'E;'E;'ES =1 0 0 010 01 1
0 0 1 3 01 0 1
1 00 1 00
0 2 0 010
0 0 1 0 0 3

Cviceni

1. Co musi splilovat matice A, B, aby byly definovany oba sou¢iny AB i BA.

2. Geometricky interpretujte nasobeni matice prvkem télesa a s¢itani matic.

3. Geometricky popiste zobrazeni, které vznikne slozenim osové soumérnosti v R? podle
osy z a otodenim o /2. Srovnejte s algebraickym vypocétem v pfikladu na ndsobeni matic.
Stejnou ulohu feste pro slozeni v opa¢ném poradi.

4. Najdéte matici, kterd odpovida osové soumérnosti podle pfimky y = az, kde a € R.
5. Dokazte, ze souin dvou hornich trojuhelnikovych matic stejného fadu je opét horni
trojuhelnikova matice. Podobné pro dolni trojihelnikové matice i diagonalni matice.

6. Najdéte nenulovou redlnou matici A typu 2 x 2, ke které neexistuje matice inverzni (tj.
neexistuje matice B takovd, ze AB = BA = I»). Interpretujte geometricky.
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7. Pro matice neplati obdoba tvrzeni 3.3.(6): Najdéte redlnou étvercovou matici A # Oz2x2,
pro kterou A? = 0yx2. Interpretujte geometricky.

8. Dokazte vlastnosti (pl), (p3) a (p4) z diikazu véty 2.14.

9. Vypocitejte n-tou mocninu matice
1 1 0
A=10 1 1
0 0 1

10. Ukazte, ze nasobeni elementarni matici zprava odpovidé elementarni sloupcové aprave.

11. Ukazte, ze pro ¢tvercové matice stejného fadu nad stejnym télesem obecné neplati
vztah (A + B)? = A% + 2AB + B?. Naleznéte podobny, ale platny vztah.

12. Dokoncete dukaz tvrzeni 4.20.
13. Dokazte tvrzeni 4.21.
14. Dokazte tvrzeni 4.22.

15. Matice se nazyvé antisymetricks, pokud A = —A7T. Je pravda, Ze antisymetricks ma-
tice ma vzdy na hlavni diagondle nuly? (Pozor na vlastnosti télesa, ve kterém pracujeme!)

16. Dokazte vzorec pro blokové nasobeni matic.
17. Najdéte A™ pro matici z prikladu 4.26.

18. Necht A # B jsou matice stejného typu nad stejnym télesem. Dokazte, Ze pFislusna
zobrazeni f4 a fp jsou ruzné.

19. Navrhnéte alternativni postup na pfevod regularni matice na jednotkovou fadkovymi
apravami tak, aby po eliminaci sloupce byly rovnou vSechny ¢leny, kromé diagonalniho,
nulové.

20. Spocitejte znovu priklad 4.34 alternativnimi postupy navrzené v tomto pfikladu.

21. Ke kazdé elementarni matici najdéte prislusnou matici inverzni, viz tvrzeni 4.37.

22. Predpokladejme, Ze odstuptiovany tvar matice A obsahuje nulovy fadek. Dokazte, ze
potom existuje prava strana b takova, ze soustava Ax = b nemd ani jedno feseni (tj. fa
neni na).

23. Dokazte implikaci (2) = (5) z véty 4.30.

24. Dokazte piimo implikaci (9) = (3) z véty 4.30.

25. Dokazte tvrzeni 4.38 a vysvétlete geometricky vyznam.

26. Dokazte, Zze n-t4 mocnina diagonélni matice je diagonalni a na diagonéale jsou n-té
mocniny ptvodnich prvki. Dokoncete vypocet n-tého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti v
prikladu 4.36.
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5. VEKTOROVE PROSTORY

Cil. Zobecnénim aritmetickych vektoriu definujeme zdkladni po-
jem linedarni algebry, vektorovy prostor. Budeme zkoumat duleZité
pojmy jako podprostor, linedrni obal, mnoZina generdtord, line-
arni zavislost a nezdvislost, baze a dimenze. Motivact je porozumét
geometrickym vztahim mezi vektory a podprostory (rovné utvary
prochdzejici pocatkem) napiiklad v roviné a v prostoru. To ndm
také umozni lépe porozumét reseni soustav linedrnich rovnic.

5.1. Definice, priklady a zakladni vlastnosti. V kapitole o télesech jsme si
v§imli, jaké vlastnosti ¢isel vyuzivame pfi feSeni linedrnich rovnic, a redlna cisla
jsme zobecnili na télesa. Odmeénou za vétsi abstraktnost je vétsi pouzitelnost. Stejné
véty, napriklad o soustavach rovnic nebo invertovani matic, mizeme pouzit jak pro
redlnd cisla, tak pro komplexni ¢isla, télesa Zj,, nebo také naptiklad pro raciondlni
funkce.

V této kapitole zobecnime R", tedy mnozinu n-tic redlnych ¢isel, na vektorovy
prostor. Vektorovy prostor nad R tvofi mnozina (jejiz prvky nazgvadme vektory),
operace s¢itani vektori a operace nasobeni vektoru redlnym c¢islem. Tyto ingredi-
ence musi spliovat sadu axiomt, které jsou ve shodé s pfredstavou vektoru jako
,Sipky* a operaci provadénych podle obrazku ?7.

OBRAZEK

Obecnéji definujeme vektorovy prostor nad télesem T, kde misto nasobeni vek-
toru redlnym cislem mame operace nasobeni vektoru prvkem 7.

Definice 5.1. Necht T je téleso. Vektorovym prostorem V nad télesem T rozumime
mnozinu V spolu s bindrni operaci + na V (tj. 4+ je zobrazeni z V x V do V) a
operaci - nasobeni vektorii prvky télesa (tj. - je zobrazeni z T x V do V), které
splnuji nasledujici axiomy.

(vS1) Pro libovolné u,v,w € V plati (u+v)+w=u+ (v+w).

(vS2) Existuje o € V takovy, Ze pro libovolné v € V plati v+ o = v.
(vS3) Pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v + (—v) = o.
(vS4) Pro libovolné u,v € V plati u +v=v + u.

(vN1) Pro libovolné veV aa,beT platia-(b-v)=(a-b)-v.
(vN2) Pro libovolné v € V plati 1 - v = v.

(vD1) Pro libovolné ve V aa,be T plati (a+b)-v=a-v+b-v.
(vD2) Pro libovolné u,veVaacTplatia-(u+v)=a-u+a-v.

Prvkim V tikdme vektory a prvky T nazyvame skaldry.

,Operace“ - neni binarni operaci ve smyslu definice 3.1, protoze nasobime prvky
dvou ruznych mnozin. Misto a - v, kde a € T a v € V, piSeme casto av. Nikdy
neprohazujeme poradi, tj. vyrazy v -a a va nejsou definované. Jak je bézné u téles,
amluva je, ze - mé prednost pfed 4+, proto nemusime ve vyrazech na pravé strané
v axiomech (vD1) a (vD2) psat zévorky.

V definici je implicitné obsazZeno, Ze soucet u+ v je definovan pro kazdou dvojici
vektori u,v € V a nasobeni vektoru skaldrem av je definovano pro kazdé a €
T,v € V. Z definice rovnéz vyplyva, ze mnozina V je neprazdna, protoze musi
obsahovat podle (vS2) alesponi nulovy vektor.
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Axiomy (vS1), (vS2), (vS3), (vS4) jsou stejné jako axiomy pro s¢iténi v télese.
Stejné jako v télese plati, ze nulovy prvek a opacné prvky jsou urcené jednoznacné.
Méme ted dvé rizné nuly, 0 v télese T a o ve vektorovém prostoru V. Axiom (vN1)
pfipomind asociativitu ndsobeni a (vN2) existenci jednotkového prvku, i kdyz zde
je podstatny rozdil v tom, Ze nésobime prvky rtznych mnozin. Axiomy (vD1) a
(vD2) pripominaji distributivitu.

5.1.1. Aritmetické vektorové prostory a dalsi priklady. Zakladnim ptikladem vek-
torového prostoru je mnozina n-tic prvkl télesa.

Definice 5.2. Nechf T je téleso a n je prirozené ¢islo. Aritmetickym vektorovgm
prostorem nad T dimenze n rozumime mnozinu vSech n-slozkovych aritmetickych
(sloupcovych) vektortt T™ spolu s pFirozenymi operacemi + a - (definovanymi jako
v definici 2.2). Zna¢ime T™.

To, ze aritmeticky vektorovy prostor je skuteéné vektorovym prostorem jsme
formulovali a dokéazali obecné pro matice v tvrzeni 4.19 a tvrzeni 4.21.

Aritmetické vektorové prostory (a jejich nekoneéné dimenzionédlni varianty, viz
cviceni) jsou velmi konkrétni, zéroveii ale v jistém smyslu ,jediné“ piiklady vek-
torovych prostorti. Uvidime, ze v kazdém vektorovém prostoru lze zvolit soustavu
soufadnic (tzv. bazi), a misto vektort mizeme pocitat s jejich soufadnicemi stejné
jako v aritmetickém vektorovém prostoru. Omezit se ale na studium aritmetickych
vektorovych prostort neni vyhodné z mnoha davodi.

Jednim z nich je, Ze vektorovy prostor (hlavné nad R) si pfedstavujeme jako
mnozinu Sipek na nekoneéném papiru, v prostoru, apod. Z tohoto prostoru se stava
aritmeticky vektorovy prostor az po volbé néjaké soustavy soutadnic, kdezto ope-
race s vektory na této volbé& nezavisi. Zadn4 volba soufadnic nemusi byt pfirozena,
nebo ruzné volby mohou byt vyhodné v riznych situacich. Naptiklad mnozina vSech
feseni rovnice 221 + 3z5 + 423 = 0 je rovina, tedy ,,v podstaté totéz co R2“, ale
asi by bylo tézké argumentovat, ze néjaka konkrétni volba soutfadnic je ta nejlepsi.
Pfesny vznam vyrazi typu ,,v podstaté totéz co R%“ uvidime pozdéiji.

Dalsim duvodem je, ze u nékterych vektorovych prostori neni ihned patrné, ze se
v podstaté jedna jen o n-tice prvka télesa. Navic i kdyz to nékdy vidét je, neni vzdy
vyhodné se na prostory takto divat, napfiklad proto, ze na dané mnoziné mame i
jiné operace, které jsou pii takovém pohledu nepfehledné, apod. Uvedeme nékolik
prikladt vektorovych prostort.

e MnoZina vSech polynomt stupné nejvyse 173 s redlnymi koeficienty (nebo
jiného daného maximéalniho stupné, s koeficienty v jiném télese) s béznymi
operacemi s¢itani polynomt a nasobeni polynomu redlnym c¢islem. Tento

X

vektorovy prostor je ,,v podstaté“ R'™, protoZe na polynom ag+aiz+- -+
a1732™ se mtzeme divat jako na 174-ici koeficientti (ag, a1, ...,a174)7 a
operace jsou pfi tomto pohledu stejné jako v R4,

e Mnozina vSech matic typu 7 x 15 nad télesem Zs s béznymi operacemi +
a - (nebo jiného daného typu nad jinym télesem). Vzhledem k operacim +
a - se tato mnozina chové stejné jako mnozina 7 - 15 = 105-tic, takze tento
vektorovy prostor je ,v podstaté“ Zi%. (To, Ze mnoZina matic daného typu
nad danym télesem je vektorovy prostor jsem formulovali v tvrzeni 4.19
a tvrzeni 4.21.) Kdyz matice daného typu s¢itdme a nasobime skaldrem,

mizeme se na né divat jako na n-tice prvku télesa, ale tento pohled neni
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vyhodny naptiklad kdyz matice interpretujeme jako zobrazeni, nasobime je
nebo invertujeme.

Pro prostory matic zavedeme znaceni.

Definice 5.3. Vektorovy prostor matic nad T typu m X n s béZnymi operacemi
séitani a nasobeni prvkem 7' znac¢ime T™*",

Aritmeticky vektorovy prostor T” lze chapat jako T™*!.
Nasleduji dalsi priklady vektorovych prostori.

e MnoZina vSech podmnozin mnoziny {1,2,...,11} (nebo jiné dané mnoziny
X) spolu s operaci symetrické diference, tj. A+ B = (A\ B)U (B \ 4),
je vektorovy prostor nad Zs. Nasobeni skaldrem je 0- A = 0,1-A = A
pro libovolné A C X. Jako cvideni dokaZte, Ze toto je skuteéné vektorovy
prostor, a vysvétlete, pro¢ je tento prostor ,v podstaté® Zil.

e MnozZina komplexnich ¢isel je vektorovym prostorem nad R (s béZnymi
operacemi). Vzhledem ke s¢itdni a ndsobeni redlnym ¢islem se komplexni
¢islo a + bi chova stejné jako dvojice (a,b)?, takze z tohoto pohledu je C v
podstaté R2. Pokud chipeme komplexni ¢isla jako vektorovy prostor nad
R, zapominame vlastné na nasobeni v C, pamatujeme si pouze s¢itani a
nasobeni realnym c¢islem.

e Obecnéji, kazdé téleso T je vektorovy prostor nad libovolnym svym pod-
télesem S. (Podtéleso t&lesa T je podmnozina, kterd tvoii spolu se stejnymi
operacemi téleso. ) Napiiklad R je vektorovy prostor nad @, ale neni vidét,
Ze realna cisla jdou vnimat jako n-tice racionalnich. Dimenze n je zde ne-
spocetna a potrebovali bychom zobecnéni definice aritmetického prostoru
(viz cvifeni). U tohoto pfikladu soufadnd soustava dokonce nejde v jistém
smyslu zkonstruovat.

U jinych pifklad je situace prehledn&jsi, napitklad Q(v/2) = {a +bv/2
a,b € Q} s bé&znymi operacemi je vektorovy prostor nad Q. Skutecné, ¢islo
a + b\v/2 lze chapat jako dvojici (a,b)” € Q2. Neni ale na prvni pohled
patrné, Ze kazda dvojice odpovida pravé jednomu ¢islu, dikaz je prenechan
jako cviceni.

Vlastnosti téchto vektorovych prostorti, jako napfiklad dimenze, jsou
dilezité naptiklad v jiz zminénych problémech kvadratury kruhu, trisekce
thlu, zdvojeni krychle a ,neresitelnosti“ rovnic patého stupné.

e Mnozina vSech funkci z R do R tvori spolu s pfirozenymi operacemi vek-
torovy prostor nad R. Podobnymi priklady jsou mnozina vSech spojitych
funkci na R, mnozina diferencovatelnych funkci, mnozina polynomialnich
funkei, nebo tfeba mnozina spojitych funkei na intervalu [0, 1].

Toto jsou dulezité priklady vektorovych prostorii, kterymi se budete déle
zabyvat hlavné v jingch pfedmétech (napiiklad funkciondlni analyze). My
se budeme soustredit hlavné na tzv. prostory konecné dimenze.

5.1.2. Jednoduché vlastnosti. Formulujeme nékteré vlastnosti vSech vektorovych
prostorti. Dokazuji se podobné jako pfislusné vlastnosti pro télesa v tvrzeni 3.3,
proto diikkaz prenechame jako cviceni.

Tvrzeni 5.4. V kazdém vektorovém prostoru V nad télesem T plati

(1) nulovy vektor o je urcen jednoznacné,
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(2) rovnice u+ x = v md pro pevnd u,v € V pravé jedno teSent, specidlné,
opacny vektor v je vektorem v urcen jednoznacné,

(3) Ov = o pro libovolny vektor v € V,

(4) ao = o pro libovolny skalir a € T,

(5) je-li av = o, pak bud a =0 nebo v = o,.

(6) —v = (=1)v pro libovolny vektor v € V, specidlné —(—v) = v,

Axiomy vektorového prostoru i uvedené jednoduché disledky budeme pouzivat
zcela automaticky. Je dobré si pfi prvnim c¢teni dikaz v této kapitole podrobné
rozmyslet vSechny kroky a pouzité axiomy.

5.2. Podprostory.
Prvnim pojmem, ktery budeme pro vektorové prostory studovat, je podprostor.

Definice 5.5. Necht V je vektorovy prostor nad T. Vektorovy prostor U nad T
je podprostorem V, pokud U C V a operace + a - v U se shoduji s pfislusnymi
operacemi ve V. Skutecnost, ze U je podprostorem V zapisujeme U < V.

Protoze operace v podprostoru U jsou uréené ptvodnimi operacemi ve V nemu-
sime je uvadét a staci fikat, ze mnozina U tvofi podprostor prostoru V. K tomu
aby U byl podprostor V, musi byt U neprazdnd mnozina uzaviend na operace s¢i-
tani a nasobeni skalarem. Naopak, pokud U spliuje tyto podminky, pak U spolu s
prislusnymi operacemi tvoii podprostor.

Tvrzeni 5.6. Necht V je vektorovy prostor mad T. Neprdzdnd podmmnozina U
mnoziny V je podprostorem V prdvé tehdy, kdyz
o (,uzavienost na séitdni) pro libovolné u,v € U plati u+v € U a
o (,uzavienost na ndsobeni skaldrem®) pro libovolné v € U a a € T plati
aveU.

Diikaz. Pokud U < V, pak U musi byt ziejmé uzaviend na s¢itdni a nasobeni
skalarem.

Predpokladejme, ze U je neprazdna mmnozina uzaviend na sc¢itani a nasobeni
skalarem. Pak opa¢ny vektor k u € U je v U, protoze —u lze napsat jako (—1) - u.
Rovnéz nulovy vektor vektorového prostoru V je prvkem U, protoze U je neprazdna
a plati 0 - u = o. Vsechny axiomy nyni vyplyvaji z toho, Ze jsou splnény ve V. [

Mnozina tvofena pouze prvkem o je vidy podprostorem, rovnéz cely prostor
V je podprostorem V. Témto podprostorim fikdme trividlni, ostatni podprostory
nazyvame netrividlni nebo vlastni. Zdiraznéme pozorovani z diikazu predchoziho
tvrzeni — nulovy vektor je obsaZen v kazdém podprostoru.

5.2.1. Podprostory R"™. Uvazujme podprostor U < R?. Pokud U obsahuje nenulovy
vektor x = (x1,22)7, pak musi obsahovat vechny jeho nésobky: {tx :t € R} C U.
Geometricky tvori tyto nasobky piimku prochazejici bodem x a poc¢atkem. Pokud U
obsahuje jesté jiny nenulovy vektor y, ktery nelezi na pfimce {tx : t € R}, pak opét
obsahuje vSechny jeho nasobky, a z toho jiz geometricky nahlédneme, 7e U = R?,
protoze kazdy vektor z R? je souétem néjakého vektoru na pifmce {tx : t € R} a
néjakého vektoru na pfimce {ty : ¢t € R}.

OBRAZEK

Formalni diikaz tohoto tvrzeni pfenechame jako cviceni, pozdéji budeme podobné
véci umét dokazovat snadno a rychle pomoci pojmu baze.
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Ukézali jsme, Ze kromé trividlnich podprostort {(0,0)7} a R? jsou jedinymi
kandid4ty na podprostory R? mnoziny tvaru {tx : t € R}. Snadno ovéiime, Ze pro
libovolny vektor o # x € R? je tato mnozina uzaviena na s¢itdni a nisobeni ska-
larem. Podprostory R? jsou tedy {o}, pfimky prochazejici po¢étkem a cely prostor
R2.

Podobnou tivahou nalezneme vsechny podprostory R3. Pokud o # x € U, pak
U obsahuje celou pfimku {tx : t € R}. Pokud U obsahuje jesté jiny vektor y, pak
{ty : t € R} C U a pak obsahuje celou rovinu uréenou x,y a pocatkem, coz je
rovina

{sx+ty:s,t R} .
Obsahuje-li U jesté néjaky jiny vektor, pak U = R3. Podprostory R? jsou tedy tri-
vidlni podprostory, pfimky prochazejici po¢atkem a roviny prochazejici pocatkem.

I kdyz vizualni predstava prostoru R™ pro m > 3 chybi, intuice stale je, Ze
podprostory jsou rovné utvary prochazejici pocatkem.

5.2.2. Podprostory T™. Nad jinymi télesy jiz neméme tak dobrou vizudlni pred-
stavu aritmetického prostoru, ale stile mizeme podobné uvahy jako vyse provadét
algebraicky. Tak naptiklad stale plati (viz cvi¢eni), Ze podprostory T2 jsou trivialni
podprostory a ,,piimky“ prochazejici po¢atkem, tj. mnoziny tvaru {tx : t € T'}, kde
o#£xeT?

OBRAZEK primky v Z2

S podprostory R™ jsme se jiz setkali pfi feSeni homogennich soustav rovnic.
Vlastnosti (pl), (p2) z véty 2.14 vlastné pfesné Fikaji, Ze mnoZina vSech FeSeni
homogenni soustavy rovnic nad R s matici A typu m x n je podprostorem R™.
Tento podprostor zobecnime na pripad libovolného télesa.

Definice 5.7. Necht A je matice nad télesem T typu m X n. Pak mnoZinu vSech
feSeni homogenni soustavy rovnic s matici A nazyvame jddro matice A a znac¢ime

Ker A, tzn.
Ker A={x: Ax =o} .

Tvrzeni 5.8. Pro libovolnou matici A nad T typu m x n plati Ker A < T".

Dikaz. Podle tvrzeni 5.6 staci ovérit, ze mnozina Ker A je neprazdna a uzaviena
na s¢itani a nasobeni skalarem.

Ker A obsahuje nulovy vektor, takZe je neprazdna.

Pokud u, v € Ker A, pak podle definice Ker A je Au = o = Av. Z distributivity
nasobeni matic nyni dostaneme A(u+v) = Au+ Av=0+o0=o0, takieu+v €
Ker A.

Pokud u € Ker A a a € T, pak A(au) = a(Au) = a0 = o, tedy au € Ker A. O

Geometricky je Ker A vzorem nulového vektoru pii zobrazeni f4. Vzor jiného
vektoru (neboli mnozina feSeni soustavy Ax = b, kde b # o) podprostor netvofi,
viz cviceni. Tato mnozina je sice rovny utvar, ale neprochazi poc¢atkem. Takovym
mnozinam budeme pozdéji fikat afinni podprostory T".

5.2.3. Dalsi priklady podprostori. Mnozina spojitych funkci z R do R je podprosto-
rem vektorového prostoru vSech funkci z R do R, protoze mnozina spojitych funkci
je uzavfena na operace s¢itani a nasobeni realnym c¢islem. Podobné, prostor diferen-
covatelnych funkci z R do R je podprostorem prostoru spojitych funkci. MnoZina
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realnych ¢isel je podprostorem prostoru komplexnich ¢isel, kde obé télesa chapeme
jako vektorové prostory nad Q.

5.2.4. Linearni kombinace, podprostor generovany mmnozinou, mnozina generatoru.
Uz nékolikrat jsme potkali mnoziny vektort typu tu+ sv + ..., kde u, v, ...jsou
néjaké vektory. Naposledy pfi popisu podprostortt R?. Takovym v§razim se fika
linearni kombinace vektort u, v, .... Jiz jsme tento pojem definovali pro matice
(tedy napt. i pro aritmetické vektory) v definici 4.13.

Definice 5.9. Jsou-li vq,vse,..., vy vektory z vektorového prostoru V nad T a
t1,ta,...,tx prvky T, pak soucet

t1vy +tava + - v

se nazyva linedrni kombinace vektori vi, va, ..., vi. Skalary tq,ts, ..., tx nazy-
vame koeficienty linedrni kombinace.
Linearni kombinaci prazdného systému vektord definujeme jako nulovy vektor.

Zdtraznéme, ze v linedrni kombinaci mame vzdy konecny pocet vektort.

Priklad 5.10. Linearni kombinaci vektort u, v s koeficienty 2,3, tj. vektor 2u+3v,
je vlastné ,vektor o soufadnicich (2, 3) vzhledem k soustavé soufadnic u, v¥. Pfesny
vyznam dame této vété pozdéji, ale smysl je snad zfejmy z obrazku.

OBRAZEK - linearni kombinace 2u+3v

Linedrni kombinace se vyskytuji v popisu podprostorti, napiiklad mnozZina {tx+
sy : s,t € T} je mnozinou vSech linedrnich kombinaci vektort x,y. Obecné definu-
jeme linearnt obal mnozZiny X jako mnozinu vSech linedrnich kombinaci prvka X.
Tato mnozina tvoii vzdy podprostor.

Definice 5.11. Necht V je vektorovy prostor nad T a X C V. Pak linedrnim
obalem mnoZiny X rozumime mnozinu (X) vSech linedrnich kombinaci prvka X,
tj. mnozinu

<X>:{t1V1+t2V2+-"+thk:kGNo, Vi,..., Vi € X, tl,...,thT}

Geometricky, linearni obal je ,rovny utvar prochézejici pocatkem* obsahujici
dané vektory.

Piiklad 5.12. () = {o} — line4rni obal prazdné mnoZiny je trividlni prostor
tvoreny nulovym vektorem.

Piiklad 5.13. V prostoru R? mame

1 4 9 1 4
< 2 1,1 5 ], 12 >:< 2 1,1 o >=
3 6 15 3 6

1 4
=<s| 2 |+t 5 :s5,teR
3 6

Inkluze C v prvni rovnosti plyne z toho, ze kazdou linedrni kombinaci vektori
(1,2,3)7, (4,5,6)T, (9,12,15)7 lze psat jako linedrni kombinace vektort (1,2,3)7,
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(4,5,6)T, protoze vektor (9,12,15)7 lze napsat jako linearni kombinaci prvnich
dvou vektoru:

1 4 9
ti| 2 |+t 5 | +tz]| 12 | =
3 6 15
1 4 1 4
=1 2 + o 5 + i3 2 +2 5 =
3 6 3 6
1 4
=(t1+ts)| 2 | +({t2+2t3)| 5
3 6

Geometricky, linedrni obal danych t¥i vektoru je rovina prochéazejici poc¢atkem, treti
vektor lezi v roviné urcené prvnimi dvéma vektory.

V zépisech linearni kombinace mnoziny vektorti dané vyctem jako vySe vynecha-
vame pro prehlednost zédvorky {, } oznacujici mnozinu. Nékdy fikdme ,linearni obal
vektort ... %, misto formalné presného ,linedrni obal mnoziny vektort {...}*.

Tvrzeni 5.14. Pro libovolny vektorovy prostor V nad T a libovolnou X C V je
(X)) podprostorem V.

Diikaz. Je tfeba ovérit, ze (X)) je neprazdnd mnozina uzaviend na séitani a nasobeni
libovolnym r € T

Pfedné (X) je neprézdnd, protoze obsahuje linedrni kombinaci prézdné mnoziny,
tj. vektor o.

Soucet linedrni kombinace vektort vi,vs,...,viy € X s koeficienty sq, so, ...,
sk € T a linearni kombinace vektortt wi,wo, ..., w; € X s koeficienty t1, to, ...,
je linearni kombinace vektord vi,..., v, wi,...,w; € X s koeficienty s1, ..., sg,
t, ooyt

Konecéné, r-nasobkem linearni kombinace vektord vi,vs,...,vir € X s koefici-
enty si, So, ..., Sk je linearni kombinace stejnych vektori s koeficienty sy, rso, ...,
TSk O

Obsahuje-li podprostor U < V mnozinu X, pak, diky uzavfenosti na s¢itani a
nasobeni skalarem, obsahuje i vSechny lineadrni kombinace prvkia X. To znamena,
Ze (X) je ,nejmensi“ podprostor, ktery obsahuje X. (Slovo nejmensi je zde tieba
chapat vzhledem k inkluzi, tj. tak, ze jakykoliv podprostor obsahujici X obsahuje
(X). ) Proto se rovnéz hovoii o podprostoru generovaném X.

Definice 5.15. Necht V je vektorovy prostor nad T a X C V. Pokud (X) =V,
pak rikdme, ze X je mnoZina generdtoru prostoru V, nebo fikame, ze X generuje
V.

Jinymi slovy, mnozina X C V generuje V, pokud kazdy vektor ve V lze zapsat
jako linedrni kombinaci vektort z X.

Priklad 5.16. Prazdnd mnozina generuje trividlni prostor {o}.
Mnozina {(1,0)7,(0,1)T} generuje pro libovolné T prostor T2, protoze kazdy
vektor (z1,72)T v T? lze napsat jako linearni kombinaci vektort (1,0)7 a (0,1)7

takto:
T o 1 0
(2)==(o)+=(1)
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Tedy také libovolnd mnozina obsahujici vektory (1,0)7 a (0,1)7 je mnozinou gene-
ratoru T.

Mnozina {(1,2,3)”} generuje podprostor V. = ((1,2,3)T) vektorového pro-
storu R?. Jiné mnoziny generatorti stejného prostoru V jsou napifklad {(2,4,6)7},
{(2,4,6)T,(3,6,9)T}, V. Mnozina {(1,2,3)T, (4,5,6)T} neni mnozinou generatort
V, protozZe neni ani jeho podmnozinou.

Mnozina {1,z,2?} je mnoZinu generator prostoru vsech realnych polynomt
stupné nejvyse 2.

Piiklad 5.17. V ¢asti 5.2.1 jsme si geometricky zduvodnili, Ze pro kazdy netrividlni

podprostor R3 existuje mnoZina generatort, kterda mé jeden, nebo dva prvky.

Priklad 5.18. Definujeme R¥ jako prostor vSech posloupnosti redlnych ¢isel s ope-
racemi provadénymi po slozkach, podobné jako s aritmetickymi vektory. Mnozina

X ={(1,0,0,...),(0,1,0,0,...),(0,0,1,0,...),...}

negeneruje prostor R“. Jako cviceni zjistéte linearni obal této mnoziny.

Zajimavym podprostorem R¥ je napiiklad mnoZina Y vSech posloupnosti (a1, as,
...) spliujicich a,, = ay—1 + an—2 pro kazdé n > 3. Mezi prvky tohoto podprostoru
patfi Fibonacciho posloupnost.

5.2.5. Sloupcovy a Tadkovy prostor matice. Ke kazdé matici mame prirozené prira-
zeny dvé skupiny aritmetickych vektort, fadkové a sloupcové. Prostortim, které
generuji, fikdme fadkovy a sloupcovy prostor.

Definice 5.19. Necht A je matice nad T typu m x n. Sloupcovim prostorem matice
A rozumime podprostor T™ generovany sloupci matice a znacime jej Im A.

ImA= <A*1, A*g, vy A*n> S "
Rddkovym prostorem matice A rozumime sloupcovy prostor matice A, tj.

Im A" = (AT AL ... Al,)<T"

m*

Priklad 5.20. Pro reilnou matici

13 4
A<2 7 —1)

i ((3)-(3)(2))
mar=((5 ). 7))

Jak pozname, ze vektor b € T™ lezi v Im A? Stac¢i si pfipomenout, ze Ax je
linedrni kombinace sloupcti matice A, kde koeficienty jsou slozky vektoru x. Takze
b € Im A pravé kdyz rovnice Ax = b ma feSeni, pficemz koeficienty linedrni kom-
binace jsou slozky libovolného feSeni. Také vidime, %e Im A je obraz (obor hodnot)
zobrazeni fa, coz ospravedliiuje zavedené znaceni Im A:

ImA={Ax:xeT"} ={fa(x):x€T"} = fa(T") .

je
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P¥iklad 5.21. Pro matici A z predchoziho piikladu zjistime, zda (0,1)7 € Im A
a (1,0)T € Im A. Protoze mame dvé soustavy rovnic se stejnou matici, mizeme je

fesit najednou.
13 4|10 1 3 4 1 0
2 7 —-1]0 1 01 -9|-2 1

Pro pravou stranu (1,0)7 dostaneme volbou 0 za volnou proménnou feseni x =
(7,-2,0)T, coz davé vyjadieni

(0)=7(2)=(7 ) o[ 4)

Koeficienty nejsou urceny jednoznac¢né, napiiklad volbou 2 za volnou proménnou
dostaneme x = (—55,16,2)”, coz odpovida vyjadieni

(o)) em(7) ()

Pro vektor (0,1)7 dostaneme napiiklad vyjadieni

0 1 3 4
(1)==(2)=(7)(4)
Tim jsme ukézali, Ze oba vektory (1,0)7,(0,1) patii do Im A, tim pddem Im A =

R?, protoze z pifkladu 5.16 vime, ze ((1,0)7,(0,1)T) = R2
Lezi vektor (2,1,1)T v prostoru Im A”?

1 2|2 1 2 2 1 2| 2
3 7]/1 |J~10 1|5 |~0 1] =5
4 —-1]1 0 =9 | -7 0 0] —=52

Soustava nemé4 Feseni, takze vektor (2,1,1)7 v Im AT nele#i.

5.2.6. Prostory pridruZené k matici a elementdrni upravy. Dtlezitym pozorovanim
je, Ze fadkové elementarni ipravy neméni linearni obal fadki (tj. prostor Im AT).
Obecnéji, nasobeni zleva regularni matici neméni Im A” a nasobeni zprava neméni
Im A. Nésobeni zleva obecné méni Im A tak, Ze sloupcovy prostor vzniklé matice je
linearni obal R-nasobkl ptivodnich sloupcti.

Dalsim prostorem pridruzenym k matici A je Ker A. Ten se fadkovymi tpravami
(nebo nasobenim zleva reguldrni matici) rovnéz neméni. To jiz vlastné vime: Ker A
je mnozina FeSeni soustavy Ax = o, ta se neméni provedenim elementérni tpravy.
Maticové, Ker (EA) = Ker A pro kazdou elementarni matici E. Protoze vSak kazda
reguldrni matice R je soucinem elementarnich matic, mame Ker (RA) = Ker A. V
dtikazu nasledujiciho tvrzeni zvolime rychlejsi postup.

Tvrzeni 5.22. Necht A je matice nad T typu m x n a R je requldrni matice vddu
m. Pak

Ker A = Ker (RA), Im AT =Im (RA)T | Im(RA) = (RA,,RA.,,...,RA,,).

Dikaz. Tteti ¢ast je disledkem vztahu (RA).; = RA.; z tvrzeni o nésobeni matic
vinimaném jako tvofeni linedrnich kombinaci (tvrzeni 4.14).

Je-li x € Ker A, pak Ax = 0. Vynasobenim R zleva ziskdme RAx = Ro = o, ¢ili
x € Ker (RA). Naopak, je-li x € Ker (RA), pak RAx = o. Protoze R je reguldrni,
mame Ax = o (pouzijeme napiiklad bod (4) charakterizace reguldrnich matic z
véty 4.30), ekvivalentné x € Ker A.



70 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

K dilkazu druhé rovnosti si opét uvédomime, Ze ndsobeni matice A zleva matici
R odpovida provadéni linedrnich kombinaci na fadky matice A. Proto kazdy fadek
matice RA je linerni kombinaci fadkt matice A, takze Im (RA)” C Im AT. Stejnou
avahou, kde misto A uvaZujeme matici RA a misto R uvazujeme R~! ziskdme
Im (R~!RA)T C Im (RA)T, coz je po tipravé druhd inkluze. O

Pro sloupcové tpravy méme obdobné napiiklad Im A = Im (AR), pokud R je
regularni matice fddu n. Dtikaz mtzZzeme provést bud uzitim sloupcovych tprav
misto fadkovych, nebo prechodem k transponované matici: Pouzitim predchozi véty
pro AT misto A a RT misto R dostaneme Im (AT)? = Im (RT AT)T'| coz je po tipravée
dokazovany vztah.

Dusledek 5.23. Elementdrni fddkové dpravy neméni Ker A a Im AT . Elementdrni{
sloupcové tpravy neméni Ker AT a Im A.

5.3. Linearni zavislost a nezavislost.

5.3.1. Definice. Mnozina aritmetickych vektori (1,2,3)7, (4,5,6)7, (9,12,15)7 ge-
neruje ten samy podprostor V. < R3 jako mnozina (1,2,3)7, (4,5,6)7, jak jsme
vidéli v ptrikladu 5.13. Divod je ten, Ze tfeti vektor lze napsat jako linedrni kom-
binaci prvnich dvou vektord. Mnozindm vektort, ve které zadné takové linearni
zévislosti nelze najit fikdme linedrné nezdvisle. Z technickych divodid definujeme
linedrni (ne)zévislost pro posloupnosti vektort, nikoliv mnoziny.

Definice 5.24. Necht V je vektorovy prostor. Posloupnost vektorii (v, va, ..., vg)
ve V se nazyva linedrné zdvisld, pokud néktery z vektord v; je linearni kombinaci
ostatnich vektort vy, vo, ..., Vi_1, Vit1, ..., Vk.

V opa¢ném piipadé fikadme, Ze posloupnost (v1,va, ..., Vi) je linedrné nezdvisld.

(Linedrni (ne)zavislost definujeme i pro nekoneéné skupiny vektori, to ale ne-
chame do samostatného oddilu.)
UZitim pojmu linedrniho obalu muzeme definici preformulovat tak, Ze posloup-

nost (vi,va,...,vy) je linedrné zavisla, pokud existuje i € {1,2,...,k} tak, ze
v, € <V1,V2, ey Vi1, Vi, e ,Vk> s
ekvivalentné
<V1,V2, e ,Vk> = <V17V2, ey Vi1, Vg, ,Vk>

Geometricky to znamena, ze v; lezi v ,rovném utvaru“ uréeném zbylymi vektory.
Naopak, posloupnost je lineadrné nezavisla, kdyz zadné takové ¢ neexistuje, jinymi
slovy, kdyz kazdy vektor v; ,néco prida“ k linedrnimu obalu zbylych vektori.
Casto budeme hovoiit ponékud nepiesné a Fikat, ze vektory ... jsou linearné
nezavislé, apod.

P¥iklad 5.25. Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)T,(4,5,6)T) ve vektorovém pro-
storu R? je linedrné zavisla, protoze druhy vektor lze napsat jako linedrni kombinaci
zbylych dvou:

9 1 4
12 | =1 2 | +2( 5
15 3 6

Geometricky to znamena, ze vektor (9,12, 15)7 lezi v roviné uréené zbylymi dvéma
vektory.
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Posloupnost vektori (1,0,0,0)7, (0,1,0,0)T, (0,0,1,0)T, (0,0,0,1) v prostoru
73 je linearné nezévisl4, protoze, zadny z vektort neni linearni kombinaci ostatnich:
linearn{ obal druhého az étvrtého vektoru je mnozina {(0,a,b,c)? : a,b,c € Zi}, do
niz vektor (1,0,0,0)7 nepatii. Podobné pro ostatni vektory.

Posloupnost vektori (cosxsinx + 5,1,sin(2z) + 3) v prostoru redlnych funkei
redlné proménné (nad R) je linedrné zavisld, protoZze sin(2x) + 3 lze napsat jako
2 (coszsinx +5) + (=7) - 1.

Nékolik snadnych obecnych pozorovani:

e Kdykoliv posloupnost obsahuje nulovy vektor, je linearné zavisla, protoze
nulovy vektor je linedrni kombinaci prazdné skupiny vektort.

e Jednoclennd posloupnost (v) je linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz v # o.

e Kdykoliv posloupnost obsahuje dva stejné vektory, je linedrné zavisla. Obec-
néji, pokud je néktery z vektorti ndsobkem jiného, je posloupnost linedrné
zévisld. Neplati to ale naopak. V posloupnosti ((1,2,3)7, (9,12,15)7,
(4,5,6)T) z predchoziho piikladu neni zadny z vektorti nasobkem jiného,
presto je posloupnost linearné zavisla.

e Linearni zavislost nebo nezavislost posloupnosti nezavisi na potradi prvki.

e Podposloupnost linedrné nezavislé posloupnosti je linedrné nezévisla. Ji-
nak feSeno, pokud je podposloupnost linedrné zavisla, je linedrné zavisla i
puvodni posloupnost.

Pokud bychom ovéfovali, Ze néjakd posloupnost (vi,va,...,vy) je linedrné ne-
zéavisla, z definice, museli bychom pro kazdy z vektoru vy, ..., v ukazat, Ze nelze
vyjadiit jako linedrni kombinace ostatnich. Snazsi je pouzit bod (2) z nésledujiciho
snadného pozorovani, které dava elegantnéjsi charakterizaci linedrni nezavislosti.

Tvrzeni 5.26. Necht (vy,...,vy) je posloupnost vektori ve vektorovém prostoru
V nad telesem T. Ndsledujici tvrzent jsou ekvivalentni.
(1) Posloupnost (v1,...,Vg) je linedrné nezdvisld.
(2) Vektor o lze vyjddrit jako linedrni kombinaci vektori vi,va, ..., vy pouze
trividlnim zpusobem o = Ovy + Ovg + - - - + Ovy.
Jingmi slovy, pro libovoln€ ay,as,...,ar € T plati, Ze kdyz
a1vi +agve +--- +apvp =0 ,

pak a; =ag =---=a =0.
(3) Kazdy vektor b € V lze vyjadiit jako linedrni kombinaci vektori vy, va,
.., Vi nejuyse jednim zpusobem.

Diikaz. (1) = (2). Pokud plati

a1vy +asveg + -+ apvp = 0

a jedno z cisel aq,as,...,ax, Feknéme a;, je nenulové, pak miizeme upravit
a;V; = —agVy — ... — Vg
a
_ -1 —1
vV, = —a; azvy —...— a7 apVg ,

z ¢ehoz vidime, Ze posloupnost je linearné zavisla.
(2) = (3). Pokud mame dvé vyjadfeni vektoru u

u=a;vy+ava+---+agvp =bivi +bava+ - +bpvy
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pak tpravou ziskdme rovnost
o= (ay —b1)vy + (a2 — bz)va + - -+ + (ag, — bi) Vi,

takze z (2) dostavame, Ze a; — b; = 0 pro kazdé i, neboli a; = b; a tedy vyjadfeni
vektoru u jsou stejna.

(3) = (2) je trividlni.

(2) = (1). Pokud je posloupnost (vy,...,vy) linedrné zavisl, pak pro né&jaké i
je vektor v; linedrni kombinaci ostatnich, tedy

vi=bivi+bava+ -+ bi_1vie1 +bipavigr + o+ bpvi .
Pak mtzeme psat
0="0b1vi+bava+ - +bi1vi1 + (=1)vi +bip1vipr + o+ bpvy

takze dostavame netrividlni kombinaci, kterd dava nulovy vektor s koeficienty a; =
—laa; =b; proj #1. O

Bod (2) lze formulovat tak, Ze posloupnost je linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz
existuje jeji netrividlni linearni kombinace, kterd da nulovy vektor. Netrivialni zna-
mend, ze alespon jeden koeficient je nenulovy. Jesté jedna ekvivalentni formulace
je ve cvicenich: Posloupnost vektort (vi,...,vy) linedrné nezdvisla pravé tehdy,
kdyz zadny z vektor neni v linedrnim obalu pfedchozich (tj. pro kazdé i plati
V; ¢ <V1,V2, N ,Vi_1>).

Pfipomenme, ze vektory vi,..., vy generuji V, pokud se kazdy vektor da napsat
jako linedrni kombinace téchto vektort alespoii jednim zptisobem. Bod (3) ukazuje,
ze linedrni nezavislost je jakymsi opakem.

Priklad 5.27. Zjistime, zda je posloupnost vektor
((1,1,1,D)7,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1)T)

v prostoru Z3 linedrné nezavisla. Pokusime se vyjadfit nulovy vektor jako linearni
kombinaci vektord z dané posloupnosti

1 1 0 0
1 2 1 0
Tl [Tl T o [T o
1 1 1 0
To je vlastné homogenni soustava rovnic!
1 1 0 0
121 Y o
110 2 =0
11 1 s 0

Soustavu prevedeme do odstupriovaného tvaru. Pravé strany psat nebudeme, pro-
toze je soustava homogenni.

110 110 110
1 21 01 1 01 1
110l 7 fooo] oo
111 00 1 00 0

Nemame zadnou volnou proménnou, takZe soustava méa pouze trividlni feSeni x =
(0,0,0)7. Jedina linearni kombinace danych vektorti, ktera dava nulovy vektor je
trivialni, takze posloupnost je podle pfedchoziho tvrzeni linedrné nezavisla.
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Tento priklad nam dava navod, jak zjistit, zda dané posloupnost aritmetickych
vektori je linedrné (ne)zéavislad. Formulujeme uéinéné pozorovani jako tvrzeni.

Tvrzeni 5.28. Sloupce matice A typu m x n nad T tvori linedrné nezdvislou
posloupnost v T™ prdvé tehdy, kdyz Ker A = {o}, tj. rovnice Ax = o md jen
trividinig reseni X = o.

Driikaz. Podle stale pouzivaného tvrzeni o vnimani nasobeni matic jako linedrniho
kombinovani madme Ax = x1 A1 + 2Aso + - + XpAin, kde x = (1,22, ..., Tp)-
Tvrzeni nyni okamzité plyne z charakterizace v tvrzeni 5.26. O

Priklad 5.29. Posloupnost (3i +5,2,3), (5,2 +1,1), (4,2,12), (7,e™,4) v prostoru
C3 je linedrné zavisla.

Mizeme argumentovat uzitim predchoziho tvrzeni. Dané aritmetické vektory si
napiSeme do sloupcii matice A typu 3 x 4. PFi feSeni soustavy Ax = o mame diky
typu alespoii jednu volnou proménnou (protoZze proménné jsou 4 a pivotti muze byt
nejvice tolik, kolik Ffadkt, tedy 3). Z toho plyne, Ze soustava ma netrividlni feeni
(stadi za volnou proménnou dosadit naptiklad 1 a dopoéitat zpétnou substituci).

Pozdéji budeme moci argumentovat obecnéjsim tvrzenim.

Na tomto misté si znovu uvédomme, Ze aritmetické prostory tvoii jen jeden z
mnoha piikladt vektorovych prostorti. (I kdyZ jsme v tvodu tvrdili, Ze jsou ,v
podstaté jediné“. Uvozovky jsou zde podstatné, na pfesny vyznam si musime jesté
chvili pockat.) Casté chybna odpovéd studenti na otézku, jak uréit, zda jsou dané
vektory linearné zavislé, je typu ,,NapiSeme si je do sloupci, vyeliminujeme a zjis-
time, zda existuji volné proménné“. Odpovéd je spravné jen v aritmetickych vek-
torovych prostorech, obecné nedéva zadny smysl: Jak napsat do sloupcti vektory
cos(2x),sinx + €%, ... z vektorového prostoru spojitych funkci?

Piiklad 5.30. Posloupnost (1,1/2) je linearné nezavisla v R jako vektorovém pro-
storu nad Q, protoze v/2 je iracionalni. Stejna posloupnost je linedrné zavisla v R
jako vektorovém prostoru nad R, protoze napi. v/2 je v/2-nasobkem vektoru 1.

5.3.2. Odstupriovany tvar a elementdrni upravy. Jinou mozZnosti jak zjistit, zda jsou
dané aritmetické vektory linedrné (ne)zéavislé je napsat je do fadkd matice a ele-
mentarnimi fadkovymi Gpravami prevadét matici do odstupnovaného tvaru. Tyto
upravy totiz neméni linedrni (ne)zavislost fadkl a z odstuptiovaného tvaru matice
pozname (ne)zavislost fadki snadno. Vyhodou také je, ze fadkové tpravy neméni
ani linedrni obal radkt, coz se ndm bude pozdéji hodit pri hledédni baze.

Rovnou si také vSimneme, ze Ffadkové Gpravy nemeéni ani linedrni (ne)zdvislost
sloupcti. Tvrzeni nejprve formulujeme pro sloupce. Raddkovou verzi dostaneme trans-
ponovanim.

Tvrzeni 5.31. Necht A je matice nad T typu m X n, R je requldrni matice vddu
m a Q je requldrni matice radu n. Pak plati:
(1) Sloupce matice A jsou linedrné nezdvislé prdvé tehdy, kdyZ jsou linedrné
nezdvislé sloupce matice AQ
(2) Sloupce matice A jsou linedrné nezavislé prdavé tehdy, kdyz jsou linedrné
nezdvislé sloupce matice RA.

Diikaz. Pouzijeme pozorovani formulované jako tvrzeni 5.28, totiz, ze sloupce ma-
tice B jsou linearné nezavislé, pravé tehdy, kdyz Bx = o ma pouze trivialni reseni.
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Pfedpokladejme, Ze sloupce matice A jsou linedrné nezavislé a ze x je feSenim
AQx = o. Pak Qx = o, protoZe sloupce A jsou linearné nezavislé. Z toho plyne, Ze
x = o (pouZijeme napiiklad bod (4) charakterizace reguldrnich matic z véty 4.30,
nebo bod (7) a vynasobime rovnost zleva Q~1). Uk4zali jsme, 7ze soustava AQx = o
ma pouze trividlni feSeni, takze AQ) ma linearné nezavislé sloupce.

Opacna implikace se dd dokézat uzitim prvni implikace na matici AQ misto A
a Q! misto Q.

Druhou ekvivalenci jsme jiz vlastné dokazali v tvrzeni 5.22; protoze Ker (RA) =
Ker A, takze A ma netrividlni feseni pravé tehdy, kdyz mé RA netrividlni feSeni. [

Ekvivalence v bodu (2) jde zesilit. Matice A méa stejné linedrni zavislosti mezi
sloupci jako matice RA. Napiiklad pokud 24,1 + 34,2 —4A,3 = o, pak 2(RA). +
3(RA).o — 4(RA).3 = o, a naopak. Slovy, soucet 2-nasobku prvniho sloupce, 3-
nasobku druhého sloupce a (—4)-ndsobku tfetiho sloupce je nulovy vektor v matici
A préavé tehdy, kdyz stejny vztah plati pro sloupce matice RA.

Dusledek 5.32. Sloupcové dpravy nemeénd linedrni (ne)zdvislost sloupci ani fadki
matice. Radkové dpravy nemeéni linedrni (ne)zdvislost sloupct ani Tddki matice.

Dikaz. Z predchoziho tvrzeni pouzitého na elementarni matice plyne, ze fadkové
ani sloupcové tpravy neméni linearni obal sloupcii. K dikazu fadkovych verzi pou-
Zijeme stejné tvrzeni pro transponovanou matici. 0

Zbyva nahlédnout, kdy ma rfadkové odstupniovany tvar linearné nezavislé radky.
(Z predchoziho tvrzeni a tvrzeni 5.28 vidime, kdy mé matice v odstupiiovaném
tvaru linearné nezavislé sloupce: pravé tehdy, kdyz prislusnd homogenni soustava
nemd zadné volné proménné, viz cviceni.) Je zfejmé, Ze je-li v matici nulovy fadek,
pak jsou fadky linedrné zavislé. V opacném ptipadé€ jsou jiz linedrné nezavislé.
Tvrzeni 5.33. Rddky matice v odstupriovaném tvaru jsou linedrné nezdvislé pravé
tehdy, kdyz matice neobsahuje nulovy rddek.

Diikaz. Implikace zleva doprava je zfejma.

Predpokladejme, Ze matice A typu m xn bez nulového fadku je v odstuptiovaném
tvaru a vezmeme 7, kq,...,k, z definice odstupniovaného tvaru. Protoze A nema
nulovy fadek je » = n. Chceme ukazat, Ze rovnice ATx = o m4 pouze trividlni
feSeni (viz opét tvrzeni 5.28). To je vSak snadné, protoze jiz rovnice s pofadovymi

Cisly ki1, ko, ..., k, urCuji dolni trojuhelnikovou matici s nenulovymi prvky na
diagonale a ta ma pouze trividlni feseni.
OBRAZEK O

Myslenku diikazu mtzeme zobecnit na uziteéné pozorovani. Mame-li posloup-
nost vektora v T"™ takovou, Ze jiz vybranych m soufadnic tvori linedrné nezavislou
mnozinu v T™, pak je pivodni posloupnost linedrné nezavisla.

Priklad 5.34. Posloupnost
((1,37,3,45,1)T, (0, —e, 1,7%,4)7, (0, -12,0, 33,2)T)

v prostoru R je linedrné nezévisla, protoze prvni, tfeti a paté slozky vektor tvoii
posloupnost
((1,3,1)7,(0,1,4)7,(0,0,2)7),

v R3, ktera je linearné nezavisla podle piedchoziho tvrzeni.
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Priklad 5.35. Podivame se znovu na priklad 5.27, tam jsme zjistovali, zda je
posloupnost

(1,1,1,1)7,(1,2,1,1)7,(0,1,0,1)T)
v prostoru Z3 linearné nezévisla. Tentokrét si vektory napiseme do fadkt a pieve-
deme rfadkovymi tpravami do odstupnovaného tvaru.

1 1 11 1 1 11 1 111
1211 |~f{010O0]~10100|=8B
01 01 01 01 0 0 0 1

Puvodni posloupnost je podle disledku 5.32 linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz
jsou fadky vzniklé matice B lineadrné nezavislé. Matice B je v odstupnovaném tvaru
bez nulového fadku, takze podle pfedchoziho tvrzeni jsou fadky B linearné neza-
vislé. Ptivodni posloupnost je tedy linedrné nezavisla.

Piiklad 5.36. Zjistime, zda je posloupnost vektoru
((1,1,1,07,(0,1,0, )", (1,0,1,1)")

v prostoru Zj linedrné nezavisld. NapiSeme si vektory do fadki a upravujeme rad-
kovymi tpravami.

11 10 1110
0101 |~10101
1 011 01 01

V tGpravach uz nemusime pokracovat, protoze vidime, ze fadky vzniklé matice, tedy
i ptivodni matice, jsou linedrné zavislé.

Shrneme poznatky o invariantech fadkovych tprav. Radkové Gipravy neméni line-
arni zévislost fadki ani sloupct, linearni obal fadkt (to je Im A7) a Ker A. Obecné
méni linedrni obal sloupcit a Ker AT

5.4. Baze.

5.4.1. Definice. Dostali jsme se ke stéZejnimu pojmu bdze vektorového prostoru.
Jako u linedrni nezavislosti zadefinujeme koneénou verzi a obecnou definici odlozime
na pozdéji.

Definice 5.37. Posloupnost (vq,vs,...,Vv,) ve vektorovém prostoru V nad T se
nazyva bdze, pokud je linedrné nezavisla a generuje V.

(Tim, Ze posloupnost (v1,...,v,) generuje V pfirozené myslime to, Ze mnoZina
{V1,...,Vp} generuje V.)

Intuice je takova, Ze baze je ,dost mald“, ve smyslu, Ze mezi vektory nejsou zadné
linearni zavislosti, a zaroven dost velka, ve smyslu, ze vektory generuji cely prostor.

Dané posloupnost vektord (v, va,...,v,) generuje prostor V pravé tehdy, kdyz
lze kazdy vektor zapsat jako jejich linearni kombinace alespon jednim zptisobem.
Podle tvrzeni 5.26 je posloupnost linedrné nezévisld pravé tehdy, kdyz lze kazdy
vektor vyjadrit jako linedrni kombinace vi, va, ..., v, nejvysSe jednim zptisobem.
Dohromady dostavame nasledujici dulezité pozorovani.

Pozorovani 5.38. Posloupnost vektori (vy,va, ..., Vy,) tvort bdzi vektorového pro-
storu 'V prdveé tehdy, kdyz lze kaZdy vektor b € V wvyjddrit prdvé jednim zpusobem
jako linedrni kombinace vektoru vy, va, ..., V.
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Piiklad 5.39. Sloupce jednotkové matice I,, nad télesem T, tj. n-tice vektoru
((1,0,0,...,007,(0,1,0,...,0)7,...,(0,0,...,0,1)T) je béazi aritmetického vekto-
rového prostoru T".

Tato posloupnost je totiz linedrné nezavisla, napriklad podle tvrzeni 5.33, a ge-

neruje T, protoze kazdy vektor (x1,...,2,)T jde vyjadiit jako linedrni kombinaci
. 1 0 0
o 0 1 0
2
= | O +a| O |+,
. : : 0
" 0 0 1

Obé podminky (linearni nezéavislost i generovani) jde najednou nahlédnout z
toho, ze kazdy vektor lze jednoznac¢né vyjadrit jako linedrni kombinaci uvedenou
vyse.

Baze z prikladu jsou vyznacné baze aritmetickych prostorti, proto maji svoje
pojmenovani a znaceni.

Definice 5.40. Kanonickd baze (téz standardni bdze) v aritmetickém prostoru T"
je posloupnost

1 0 0

0 1 0
(e1,€2,...,€,) = 0 , 0 e

: : 0

0 0 1

Priklad 5.41. Posloupnost ((1,1)T,(3,2)) je béazi prostoru R?. Mtizeme argu-
mentovat tak, Ze matice
1 3
=(13)

je regulédrni, takze podle charakteriza¢ni véty regularnich matic ma rovnice Ax = b
pravé jedno feSeni pro kazdé b. To znamend, Ze kazdy vektor b € R? lze vyjadiit
jako linedrni kombinaci sloupctt matice A pravé jednim zpisobem, coZ nastane
podle pozorovani pravé tehdy, kdyz tvori sloupce bazi.

Obecnéji lze z charakteriza¢ni véty pro regularni matice nahlédnout, ze sloupce
(nebo Fadky) étvercové matice Fadu n tvoii bézi T" pravé tehdy, kdyz A je regu-
larni (viz cvifeni). Tedy naptiklad sloupce (fadky) horni trojuhelnikové matice s
nenulovymi prvky na diagonale tvorii bazi.

Priklad 5.42. Jednoclennd posloupnost ((3,3,3)7) je béze prostoru ((1,1,1)T) <
R3.

Posloupnost (1, z,22) je baze prostoru redlnych polynomt stupné nejvyse 2, pro-
toze kazdy polynom lze napsat pravé jednim zptsobem ve tvaru a-1+b-x +c- z2.

Prazdna posloupnost je bazi trividlniho prostoru {o}.

Posloupnost ((1,2,3)7,(9,12,15)7, (4,5,6)”) neni béazi prostoru

vV ={((1,2,3)",(9,12,15)", (4,5,6)") <R? |

protoZe je linedrné zavisla podle piikladu 5.25. Posloupnost ((1,2,3)T) je sice li-
nearné nezavisla, ale neni baz{ V, protoze dany prostor negeneruje (napiiklad vi-
dime, e (4,5,6) neni v lineArnim obalu vektoru (1,2, 3)T). Posloupnost ((1, 2, 3)7,
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(2,1,1)7) neni bazi V, protoze vektor (2,1,1)7 neni ani prvkem V, jak jsme se
piesvédéili v piikladu 5.21. Posloupnost ((1,2,3)7, (4,5,6)T) je bazi V, protoze
generuje V (viz opét 5.25) a je linedrné nezavisla, jak se snadno pfesvédc¢ime.

Priklad 5.43. Najdeme néjakou bézi prostoru

2 1 6 1 3
B 1 4 3 4 5 4
V_< 3|l 5| 1 ]| 6 2 ><Z7’
0 0 1 6 3

Vyuzijeme toho, 7e fadkové tipravy matice neméni linedrni obal fadkt (viz dusle-
dek 5.23). Vektory tedy napiSeme do fadki a prevedeme Fddkovymi Gpravami na
odstupniovany tvar. Nenulové fadky generuji stejny prostor a navic jsou podle tvr-
zeni 5.33 linedrné nezavislé, tedy tvori bazi.

21 3 0 21 3 0 21 3 0 21 3 0
1 4 5 0 00 0O 00 0O 00 6 1
6 311 |~100¢61](|~|00U61]~]0200 4
1 4 6 6 0 0 1 6 00 0O 00 0O
3 5 2 3 00 1 3 0 0 0 4 00 00
Bézi V je tedy naptiklad posloupnost ((2,1,3,0)7,(0,0,6,1)T,(0,0,0,4)T).

Priklad 5.44. UvaZzujme prostor V nekoneénjch posloupnosti (aq, as, ...) spliu-
jicich a,, = an—1 + ap—o pro kazdé n > 3, s béznymi operacemi s¢itani a nasobeni
skalarem. Prostor V je podprostorem R“ mezi jehoz prvky patii Fibonacciho po-
sloupnost, viz pfiklad 5.18.

Prikladem béaze je dvouclennd posloupnost

(p1,p2) = (", 9% ), (L=9)', (A= 9)%..0))

kde ¢ = (1++/5)/2 je hodnota zlatého fezu. Tato posloupnost je linedrné nezavisla,
protoZe jiz prvni dvé soufadnice tvoii linearné nezavislou posloupnost v R?. Rovnéz
generuje V, protoZe prvni dvé soufadnice generuji R? a prvky V jsou uréeny prvnimi
dvéma soufadnicemi. Jako cviceni si rozmyslete detaily, tedy napfiklad pro¢ oba
vektory pi1, po patii do V.

Nyni miZeme nalézt vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti, protoze
vime, ze Fibonacciho posloupnost l1ze vyjadrit jako linedrni kombinace posloupnosti
p1 a pa, takZe staci zjistit koeficienty. Dostaneme vzorec z Casti 4.5.1.

5.4.2. Steinitzova véta o vymeéné a dusledky, dimenze. Z vizudlni predstavy pro-
stortt R? je patrné, Ze vSechny béze maji dva prvky. Méné vektorfi prostor nemize
generovat a mnozina tfech a vice vektord nemiize byt linearné nezavisla. Podobné,
v R? maji viechny baze pravé ti¥i prvky. Obecné plati, Ze kazdy vektorovy prostor
ma bazi a vSechny baze maji stejny pocet prvki. Tomuto poc¢tu fikdme dimenze.
Tyto zasadni skutecnosti v této casti dokdzeme pro konecné generované prostory.

Definice 5.45. Vektorovy prostor se nazyva konecné generovany, pokud mé néja-
kou kone¢nou mnozinu generatort.

Jedna moznost, jak se muzeme pokusit hledat bazi vektorového prostoru je vzit
néjakou posloupnost generatort a vynechavat vektory z posloupnosti, dokud vzniklé
posloupnosti stale generuji dany prostor. Pokud jiz nemtizeme pokracovat, mame
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minimélni posloupnost generatorti. Minimalni zde znamena, ze vynechanim libo-
volného vektoru vznikne posloupnost, ktera prostor negeneruje. Nasledujici tvrzeni
tiké, ze v tomto piipadé jiz mame bazi.

Tvrzeni 5.46. Minimalni posloupnost generdtori (vi,va, ..., v,) vektorového pro-
storu 'V je bdze V.

Diikaz. Podle poznamek za definici 5.24 je posloupnost linearné zavisla pravé tehdy,
kdyz

<V1,V2, ... 7vn> = <V17V27 L 7Vi71,Vi+1, .o 7vn>
pro né&jaké i € {1,2,...,n}. To se ale nestane, protoze pfedpokladdme, ze mame
minimélni posloupnost generatort. Posloupnost je tedy linedrné nezavisla, takze je
to baze. O

Dusledek 5.47. Z kazZdé koneéné mmnoZiny generdtori vektorového prostoru lze
vybrat bdzi.

Diikaz. Postupné vynechdvame vektory dokud nevznikne minimélni mnozina gene-
ratort. Mnozinu sefadime do posloupnosti a ta je podle tvrzeni bazi. ([

Obecné z kazdé (ne nutné kone¢éné) mnoziny generatortt koneéné generovaného
prostoru jde vybrat bazi. Myslenka je, ze nejprve vybereme konecnou mnozinu
generatorti a pak pouzijeme predchozi vysledek. Detaily si rozmyslete jako cviceni.

Specidlné dostavame dilezity dusledek:

Dusledek 5.48. Kazdy konecné generovany vektorovy prostor md bazi.

P¥iklad 5.49. Podivdme znovu na pifklad prostoru V. = (X) < R? kde X =
{(1,2,3)T,(9,12,15)T, (4,5,6)T}. Mnozina generatort X neni minimalni, protoze
napft. vektor (9,12,15)T lze vynechat (viz piiklad 5.25). Mnozina Y = {(1,2,3)7,
(4,5,6)T} je minimélni mnozina generatori, protoze, jak je vidét, vynechanim kte-
réhokoliv ze dvou vektori vznikne podprostor, ktery neobsahuje druhy z vektort.
Takze posloupnost ((1,2,3)7,(4,5,6)7) musi byt baze podle tvrzeni 5.46, coz sku-
tecné je.

K dtkazu dalsich zasadnich skuteénosti se nAm bude hodit tzv. Steinitzova véta
o vymeéné. Ta ¥ika, Ze pro libovolnou linedrné nezavislou posloupnost N délky k lze
v libovolné posloupnosti generujici V vyménit nékterych k c¢lenu za Cleny N tak,
ze vznikla posloupnost stale generuje V.

Véta 5.50 (Steinitzova véta o vyméné). Necht N = (vq,va,...,Vy) je linedrné ne-
zdvisla posloupnost ve vektorovém prostoru V nad T a necht G = (w1, wa,..., W)
generuje V. Pak k < | a pFi vhodném usporiddini G' = (wi, w5, ..., w;]) posloup-
nosti G plati, Ze (Vi,Va, ..., Vi, Wy 1, Wi o,...,W]) generuje V.

Diikaz. Dokazeme indukci podle k. Pro k = 0 je tvrzeni ziejmé, takze predpokla-
déme, ze k > 0 a Ze tvrzeni plati pro |N| < k.
Podle indukéniho predpokladu plati £ — 1 < [ a mzeme najit preusporadani
G = (wi{,wi,...,w]) takové, ze
P=(vi,va, ..., Vike1, W, Wil 1, ., W))

generuje V. Zbyva do P umistit vektor v vyménou za néktery z vektort wj/, wy, ;,
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Protoze P generuje V, vektor vj jde napsat jako linearni kombinace vektort z
P:

Vi =a1Vy +aove + -+ ap_1Ve_1 + akwg + ak+1wg+1 =+ 4 alWEI .

Posloupnost N je linedrné nezavisla, proto vi neni linearni kombinaci vektori

Vi,...,Vi—1. To znamena, ze plati k£ < [ a navic alespon jeden z prvku ay, api1,

..., a; télesa T je nenulovy. Pfedpokladejme, ze aj # 0, jinak miZzeme posloupnost

G" preusporadat do posloupnosti G’ (a patfi¢né zménit P), aby toto platilo.
Ukazeme, zZe

1 " "

Z = (V1,Va, ., Vi, Wi 1, Whio, oo, WY)
generuje V. Vektor w} jde napsat jako linedrni kombinace vektora vy, ..., v,
Wi, ---» W', coz lze nahlédnout z rovnosti vyse (z rovnosti vyjadiime apw; a

vynésobime aj '). Takze linearni obal Z obsahuje vektor w/ a tim padem
(Z) 2 <V1,V2,...,Vk_1,W;€/,Wg+1, . ,W2/> =(P)=V .
(I

vvvvvv

vektorti. To umoznuje dat pfesny vyznam slovu dimenze.

Dusledek 5.51. Kazdé dvé bdze konecné generovaného vektorového prostoru maji
stejny pocet pruki.

Dikaz. Predpokladejme, ze B = (v1,...,vg) a C = (wq,...,w;) jsou dvé baze
vektorového prostoru V. Protoze posloupnost B je linedrné nezavisla a posloupnost
C generuje V, plati podle Steinitzovy véty k < [. Z téZze véty plyne také [ < k,
protoze C je linedrné nezavisla a B generuje V. Dohromady dostavame k =1. [

Definice 5.52. Dimenzi koneéné generovaného vektorového prostoru V nad T
rozumime pocet prvki jeho libovolné baze. Dimenzi prostoru V znacime dim(V).

Piiklad 5.53. V souladu s intuici je dimenze aritmetického vektorového prostoru
T" rovna n, protoze kanonickd baze ma n prvku.

Trivialni prostor {0} mé dimenzi 0 protoze prazdna posloupnost je jeho baze.

Prostor ((1,1,1)) < R3 m4 dimenzi 1, protoze ((1,1,1)) je jeho bazi. To odpovida
geometrické predstavé, ze dany prostor je pfimkou.

Dimenze prostoru

2 1 6 1 3
VAR 4 3 4 5 s
V< 3l s |01 ]| 4 2 >§Z7
0 0 1 1 3

je 3, protoze v prikladu 5.43 jsme nalezli tfiprvkovou bazi.

Zdivodnéni nasledujicich tvrzeni pfenechame do cvic¢eni. Dimenze prostoru vSech
matic nad T typu m xn je mn. Dimenze prostoru realnych polynomu stupné nejvyse
n je n + 1. Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru nad R je 2.

V duisledku 5.47 jsme vidéli, ze z kazdé koneéné mnoziny generatorti lze vybrat
bazi. Pii hledani baze mtizeme postupovat i opacné — k linedrné nezavislé mnoziné
doplnit vektory, aby vznikla baze. Nasledujici dtsledek rika, Ze to jde, navic mizeme
dopliiovat pouze vektory z libovolné zvolené mnoziny generatorti. Dusledek formu-
lujeme pro kone¢né mnoziny, obecnéji nechame dikaz do cviceni.
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Dusledek 5.54. Necht G je konecnd mnoZina generdtori vektorového prostoru V.
Kazdd linedrné nezdvisld posloupnost N ve V jde doplnit prvky G na bdzi V.

Dikaz. Oznatme N = (v1,Vva,..., V) Nejprve pomoci disledku 5.47 vybereme z
G bazi B = (wy,...,w;). Ze Steinitzovy véty dostaneme, Ze pfi vhodném pieu-
spofadani baze B, posloupnost Z = (vi,va,...,Vk, Wgt1,...,W;) generuje V. Ze
Z jde podle diisledku 5.47 vybrat bazi. My ale vime, Ze dimenze V je [ (protoze B
je baze), takze jiz Z musi byt béze. O

Formulujeme dva trividlni disledky.

Dusledek 5.55. Maximdlni linedrné nezdvisld posloupnost v koneéné generovaném
prostoru je bdzi.

Obecnéji, mazximdlnt linedrné nezavislda podposloupnost konecné mnoZiny gene-
rdatoru je bdzi.

Piiklad 5.56. V piikladu 5.43 jsme hledali néjakou béazi prostoru

2 1 6 1 3
1 4 3 4 5
V:<V1,V2,V3,V4,V5>: < 3 ) 5 ) 1 B 6 ) > SZA% .
0 0 1 6 3
Ted z vektord vi, va, ..., vs bazi V vybereme. Z dusledku 5.47 plyne, Ze to jde.
Predchozi dutsledek 5.54 nam davd navod, jak to jde udélat. Staci totiz vzit li-
bovolnou maximélni linedrné nezévislou podmnozinu {vi,...,vs}, ta jiz musi byt

bazi. Mtzeme postupovat napiiklad tak, Zze zacneme s linearné nezavislou posloup-
nosti (vq). Pokusime se pfidat vy — otestujeme fadkovymi tpravami, zda (vq, va)

je linedrné nezéavisla.
2 1 3 0 21 3 0
1 4 5 0 0 0 0O
Dvojice (v1, v2) je linearné zavisla, vektor v, tedy pfidavat nebudeme. Zkusime vs.
21 3 0 21 3 0
6 3 1 1 0 0 6 1

Méme linedrné nezévislou posloupnost (vi,vs). Pokusime se k ni pfidat v4. Pfi
testovani linearni zavislosti mizeme vyuzit jiz provedenych tprav.

2 1 3 0 21 3 0 21 3 0
006 1 |~100©61]~00S©61
1 4 6 6 0 01 6 0 0 0O
Vektor v, pridavat nebudeme. Nakonec zkusime vs.
2 1 3 0 21 3 0 21 3 0
0061 |~100©61]|]~10061
3 56 2 3 0 01 3 0 0 0 4

Protoze (v1,vs,vs) je linedrné nezavisla posloupnost a navic je maximaln{ linedrné
nezavisla posloupnost tvofend vektory v mnoziné {vy, va,...,vs} (nebot pfidanim
vy nebo vy jiz vznikne linedrné zavisld mnozina), tvoii tato posloupnost bézi V.

Dokéazana tvrzeni umoznuji dokazovat a zobecnovat i dalsi fakta, ktera jsou ge-
ometricky zfejma pro R? nebo R3:
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Pozorovani 5.57. V kazdém prostoru V dimenze n plati:

(1) Kazdd mnozina generdtori V obsahuje alespori n vektori.

(2) Kazdd n-prvkovd posloupnost generdtori je bdzi V.

(3) Kazdd linedrné nezdavisld posloupnost ve V obsahuje nejuyse n vektori.
(4) Kazdd n-prvkovd linedrné nezavisld posloupnost ve V je bdzi V.

Dikaz. Z kazdé mnoziny generatoru lze vybrat bazi a vSechny baze obsahuji n
vektori. Z toho plynou prvni dva body.

Kazdou linearné nezavislou mnozinu lze doplnit na n-prvkovou béazi. Z toho
plynou zbylé dva body. ([

Ptiklad 5.58. V piikladu 5.29 jsme zdtivodnili, Ze posloupnost (3i+5,2,3)7, (5, 2+
i, )T, (4,2,12)T, (m,e™,4)T v prostoru C? je linearné zavisla. Ted méame kratsi
zdtivodnéni — podle tretiho bodu v pozorovani nemiize zadné linedrné nezavisla
posloupnost v C? obsahovat vice nez 3 vektory.

Podobné miizeme bez jakéhokoliv po¢itdni rozhodnout, Ze mnozina {(1,3,7 +
e™, —10)7, (i,2i,3 + 2i, —311)T, (2, 7, 7, —4)T} negeneruje C* podle prvniho bodu.

Nakonec ukézeme, ze podprostor ma nejvyse takovou dimenzi jako ptivodni pro-
stor.

Tvrzeni 5.59. Je-li W podprostor koneéné generovaného prostoru V, pak W je
koneéné generovany a plati dim(W) < dim(V), pfidemZ rovnost nastane prdvé
tehdy, kdyz W =V.

Diikaz. Nejprve dokdzeme, ze W je kone¢né generovany. (Pozor, zde se ¢asto déld
chyba. Toto ,intuitivné zfejmé“ tvrzeni je tieba dokéazat.) Pfedpokladejme pro
spor, ze W nemé kone¢nou mnozinu generatort. Vezmeme libovolny nenulovy vek-
tor w; € W. Protoze {w1} negeneruje Wy, existuje vektor wo € W takovy, Ze
wo & (w1), atd.: Indukei najdeme pro libovolné ¢ vektor w; € W, ktery nelezi v li-

nearnim obalu pfedchozich vektord wy, ..., w;_1. Podle poznamky za tvrzenim 5.26
(cvigeni ?7?) je pro kazdé i posloupnost (wy,ws, ..., w;) linedrné nezavisla (ve W,

tedy i ve V), coZ je spor s bodem (3) pfedchoziho pozorovani.

Jiz vime, ze W je kone¢né generovany, takze méa bazi B podle disledku 5.48. Baze
B prostoru W je linedrné nezavislda mnozina ve V| takze dim(W) = | B| < dim(V),
opét podle bodu (3). Pokud se dimenze rovnaji, pak B je bazi W podle (4), z ¢ehoz
vyplyva, ze V.= W. (Naopak z V = W trividlné plyne dim(V') = dim(W).) O

P¥iklad 5.60. Podle tvrzeni maji podprostory R3 dimenzi 0 (trivialni podprostor
{0}), 1 (podprostory tvaru (u), kde u je nenulovy vektor, tedy pfimky prochézejici
pocéatkem), 2 (podprostory tvaru (u, v), kde (u, v) je linedrné nezévisla, tedy roviny
prochézejici poc¢atkem) nebo 3 (trividlni podprostor R?). Nyni tedy mame precizni
dtikaz, ze diskuze o podprostorech R? v &asti 5.2.1 byla spravna.

Obecnéji z tvrzeni vyplyva, ze kazdy netrivialni podprostor T lze zapsat jako
linedrni obal 1 az n — 1 (linearné nezavislych) vektort.

5.4.3. Bdze jako souradnicovy systém. Vratme se ted k pozorovani 5.38, které rik4,
Ze mame-li bédzi B = (v1,va,...,v,) prostoru V, pak kazdy vektor v ve V lze
jednoznac¢nym zpusobem vyjadrit jako linearni kombinaci vektort vq,...,v,. Ko-
eficientim této linedrni kombinace fikdme soutadnice v vzhledem k B.
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Definice 5.61. Necht B = (v1,va,...,v,) je bdze vektorového prostoru V nad
télesem T a w € V. Soutadnicemi (téz vyjdadrenim) vektoru w vzhledem k B ro-
zumime (jednoznaéné uréeny) aritmeticky vektor (ai,as,...,a,)T € T" takovy,
ze

w:a1v1+a2v2+-~~+anvn .

Soufadnice w vzhledem k B znaéime [w]|g, tj.

a1
as
w]p =

an

ZNOVU OBRAZEK

Souradnice zavisi na poradi vektort v bazi. Z tohoto dtivodu jsme bazi definovali
jako posloupnost vektori, nikoliv mnozinu.

Zvolime-li v prostoru V nad télesem T dimenze n bazi B, pak predchozi definice
jednoznacéné ptifazuje kazdému vektoru v € V aritmeticky vektor [v]p € T™. Nao-
pak, kazdy aritmeticky vektor v 'T™ je roven [v]p pro n&jaky (jednozna¢né uréeny)
vektor v € V. Zobrazeni pfitazujici [v]p vektoru v je tedy bijekci mezi V a T".

Priklad 5.62. V ptikladu 5.39 jsme si v§imli, Ze pro kanonickou bézi K = (eq, ea,
..., e,) prostoru T™ a libovolny vektor v € T™ plati
[Vlk =v .

Jednou z béazi prostoru V = <(172,3)T,(4,5,6)T> < R3 je posloupnost B =
((1,2,3)T,(4,5,6)T) (viz priklad 5.42. Vektor (9, 12,15)7 lezi v prostoru V, protoze
(9,12,15)7 = (1,2,3)T + 2 (4,5,6))T. Jeho vyjadieni v bazi B je podle tohoto
vztahu

[(9,12,15)]5 = (1,2)" .

Posloupnost B = (x,2%,1) je béazi prostoru redlnych polynomt stupné nejvyse

dva. Soutadnice vektoru a + bx + cx? vzhledem k této bazi je
[a+ bz + cz®]p = (b,c,a)”

Piiklad 5.63. Uvazujme posloupnost

1 1 2
B:(V17V27V3): 2 ) 3 ) 1
3 4 1

v prostoru Z3. Ovéiime, Ze B je bazi a najdeme soufadnice vektoru w = (4,0,1)T
vzhledem k B.

Oboji udélame najednou, pokusime se w vyjadrit jako linearni kombinaci vektort
v B. Z mnohokrat pouzitého pohledu na nasobeni jako na linedrni kombinovani
nahlédneme, e soutadnice [w]p jsou FeSenim soustavy rovnic Ax = w, kde 4 =
(v1|va|vs) (tj. vektory z baze napiSeme do sloupci). Soustavu vyfesime.

11 24 1 1 2|4 1 1 2|4
23 1|0 ~1012|2]~101 2|2
34 1|1 01 04 0 0 3|2
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Vidime, Ze A je regularni (odstupiiovany tvar je horni trojihelnikovd matice s ne-
nulovymi prvky na diagondle), takze B je baze podle pozndmky za ptikladem 5.41.
Resenim soustavy je

Pro kontrolu mizeme ovérit, ze skuteéné plati w = 2vy + 4vy + 4vg.

Korespondence mezi vektory a soufadnicemi ve zvolené bazi je jesté tésnéjsi, za-
chovava totiz operace vektorového prostoru. Konkrétné, souradnice souctu vektort
ve V (vzhledem k B) jsou rovny sou¢tu jejich soufadnic (vzhledem k B) v prostoru
T"™. Podobné pro nasobeni skalarem.

Tvrzeni 5.64. Necht B = (vy,Va,...,Vv,) je baze vektorového prostoru V nad
teélesem T, necht u,w € V a t € T. Pak plati
(1) [w+w]p =[ulp+[w]s a
(2) [tu]p = t[u]p
Na levych stranich vystupuji operace v prostoru V, na pravych stranach jsou
operace v T".

T

Diikaz. Je-li [u]p = (a1, a2,...,a,)T a [w]g = (b1,b2,...,b,)T, pak podle definice

soufadnic plati
u=avi+asva+---+a,vp, W=0bvi+byvo+---+0byv, .
Sectenim a upravou ziskdme
u+w=_(a+b1)vi+ (a2 +ba)va+ -+ (an + b)) vy ,
coz podle definice znamena [u+w|g = (a1 +b1,a2+ba, ..., a,+b,)T = [ulp+[v]5.
Druha ¢ast tvrzeni je rovnéz snadné cviceni. ([

Priklad 5.65. V prostoru V = ((1,2,3),(4,5,6)) < R® uvazujme bézi B =
((1,2,3)T,(4,5,6)T) a vektory u,w se soutadnicemi (1,2)7, (3,—1)7 vzhledem k

u= % »[U]B=<;>7 W= _;)1 a[W]B=<_31)

Souétem u a w je vektor (8,13,18)7, jeho soufadnice vzhledem k B jsou (1,2)7 +
(3,—1)T = (4,1)7. Skuteens, 4 - (1,2,3)7 +1-(4,5,6)T = (8,13,18)7.

Ted jiz vidime pfesny vyznam hesla ,vSechny koneéné generované vektorové pro-
story jsou v podstaté T"“. Zvolime-li v prostoru bazi B, miizeme misto piivodnich
vektori pocitat s jejich soufadnicemi vzhledem k B a tim se vse prevadi do T™.
Otazku, jak se souradnice méni pfi pfechodu od baze B k jiné bazi, vyfesime v
kapitole 7 o linearnich zobrazeni.

Do T" mizZeme pfevadét celé podmnoziny, tj. pro X C V definujeme

(X]p ={[v]g:ve X} CT" .

Tento prechod také zachovava dilezité vlastnosti, jako linearni nezavislost, genero-
vani, baze, apod. Diikaz tohoto pozorovani prenechame jako cviceni.

Pozorovani 5.66. Necht B je bdze vektorového prostoru V nad télesem T dimenze
n. Pak plati
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(1) posloupnost (vi,va,...,vg) je linedrné nezdvisld ve V prdvé tehdy, kdyZ je
posloupnost ([vi]s, [V2]B,- -, [Vk]B) linedrné nezdvisld v T™;

(2) mnoZina X generuje V prdvé tehdy, kdyz [X|p generuje T";

(3) posloupnost (vi,va,...,vi) je bdze V prdvé tehdy, kdyZ je posloupnost
([Vl}Ba [VQ]B, ceey [Vk]B) bdaze T™.

5.5. Dimenze podprostorua uréenych matici, soustavy rovnic podruhé.

K matici A nad télesem T typu m X n mame piifazeny rfadkovy a sloupcovy
prostor Im AT < T" a Im A < T™. Uk4Zeme, Ze maji stejnou dimenzi. Dale ddme
do souvislosti dimenzi prostoru Ker A < T" a Im A, a podiviame se jesté jednou
na feSeni soustav linearnich rovnic v terminologii zavedené v této kapitole. V této
¢asti budou vystupovat pouze aritmetické vektorové prostory a jejich podprostory.

5.5.1. Bdzové sloupce matice. Po pfevodu soustavy linearnich rovnic elementarnimi
rfadkovymi tpravami do odstupnovaného tvaru jsme rozdélili proménné na bazové
a volné (parametry). Nyni ukdZeme, Ze toto rozdéleni nezavisi na konkrétnich pro-
vedenych upravach, ale pouze na puvodni soustavé (viz tvrzeni 5.71). Vysledek
samoziejmé formulujeme v jazyku matic.

Definice 5.67. Nechf A je matice nad T. Rikdme, Ze i-tj sloupec matice A je
bdzovy, pokud neni linearni kombinaci pfedchozich sloupct, tj. pokud plati

A*i ¢ <A*1,A*27 e aA*(i—1)> .

Pojmenovani ospravedliiuje skutecnost, ze bazové sloupce tvoii bazi sloupcového
prostoru matice. To si rozmyslete jako cviceni.

Pozorovani 5.68. Pro libovolnou matici A tvori bdzové sloupce bdzi sloupcového
prostoru. Specidlné, dimenze Im A je rovna poctu bdzovijch sloupcii.

Priklad 5.69. V matici

0 1 2 3 4
0 3 6 3 6
0 -2 —4 4 2

je bazovy druhy a ¢tvrty sloupec. Prvni, tfeti ani paty sloupec neni bazovy. Je to
vidét u prvniho a tfetiho sloupce, paty je souctem druhého a ¢tvrtého, takze také
neni bazovy.

Za okamzik ukazeme, ze fadkové tpravy neovliviuji skutecnost, zda je sloupec
bazovy nebo ne. Nejdiive ale ukdzeme, ze bazové sloupce matice v odstupnovaném
tvaru jsou prave sloupce obsahujici pivoty.

Tvrzeni 5.70. Bazové sloupce matice A nad T typu m X n v odstupriovaném tvaru
jsou prdave sloupce ki, ko, ..., k., kde r, k1, ..., k. jsou parametry z definice 2.10
odstupnovaného tvaru.

Diikaz. OBRAZEK
Pro j = 1,2,...,n oznatme W; linearni obal prvnich j sloupci, tj. W; =
(As1, Ao, ..., Ay;) . Déle necht V; je nasledujici podprostor T™:
V; ={(z1,22,...,2;,0,0,...,0) : z1,22,...,2; € T} .
Pro libovolné ¢ je Wy,_1 podprostorem prostoru V,;_;. Sloupec A,j, do tohoto
prostoru nepat¥i, takze je bazovy.
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Zbyva ukazat, ze ostatni sloupce bazové nejsou. Za tim tcelem si vS§imneme, zZe
Wy, = V; pro libovolné i. Je to proto, Ze za prvé (Asg,, Asky, .-, Axk,;) je linedrné
nezavisla posloupnost (Zadny z vektort v posloupnosti neni linedrni kombinaci pred-
chozich, takZze posloupnost je linedrné nezavisla podle cviceni ??), ¢ili dim(Wy,) > 1,
a za druhé dim(V;) = i. Prostor W, dimenze alespori ¢ je podprostorem V; dimenze
1, takze skutecné plati Wy, = V; podle tvrzeni 5.59.

Nyni jiz dtkaz dokon¢ime snadno. Sloupce A,i, Asa,..., Ak, —1 jsou celé nu-
lové, takze nejsou bazové. Sloupce Ak, 41)s Ax(ki+2)s - - - » As(ka—1) NEjSOU bazove,
protoze patii do Vs, tedy i do Wy, , atd. (Il

Tvrzeni 5.71. Necht A je matice nad télesem T typu m X n a R je requldrni
matice Tddu m. Pak pro libovolné i € {1,2,...,n} plati, Ze i-ty sloupec matice A je
bazovy prdavé tehdy, kdyz je bdzovy i-ty sloupec matice RA.

Dikaz. Tvrzeni je dusledkem definice a pozorovani, Ze matice A mé stejné line-
arni zavislosti mezi sloupci jako matice RA (toho jsme si vSimli v pozndmce za
tvrzenim 5.59). Obsirnéji, i-ty sloupec matice A je bazovy pravé tehdy, kdyz neni
linedrni kombinaci pfedchozich sloupct, tj. pravé tehdy, kdyz A(aq, ..., a;—1, 1, 0,
0, ...,0)7 = o pro né&jaké prvky ai,...,a;_; € T. To nastane pravé tehdy, kdyz
RA(ay, ..., a;_1,1,0,0,...,0)T = o. (Pfipomenime, Ze implikaci zprava doleva v
této ekvivalenci lze dokazat napiiklad vynisobenim zleva matici R~!.) (]

Priklad 5.72. Jako ilustraci provedeme v pfedchozim prikladu Gaussovu eliminaci
a presvédcime se, ze bazové sloupce jsou pravé sloupce obsahujici pivoty.

0 1 2 3 4 012 3 4 01 2 3 4
o 3 6 36 )]~(0O0O0-6 -6 |~100011
0 -2 -4 4 2 0 0 0 10 10 0 00 0O

5.5.2. Hodnost. Z dokézaného tvrzeni je jiz jen krok k dikazu, ze sloupcovy a
radkovy prostor matice maji stejnou dimenzi. Této dimenzi fikdme hodnost matice.

Véta 5.73. Pro libovolnou matici A plati dim(Im A) = dim(Im AT).

Diikaz. Myslenka je takova, Ze pro matice v odstupniovaném tvaru tvrzeni plati a
ani jedna dimenze se Fadkovymi Gpravami neméni, takze tvrzeni plati pro jakoukoliv
matici.

Detailnéji. Kazdou matici lze elementarnimi fadkovymi tpravami prevést do od-
stupfiovaného tvaru. Jinymi slovy, existuje reguldrni matice R takova, ze RA je
v odstupniovaném tvaru. Dimenze sloupcového prostoru matice A i RA je pocet
bazovych sloupcti (viz pozorovani 5.68), tyto dimenze jsou stejné (viz tvrzeni 5.71)
a rovnaji se po¢tu nenulovych fadkt matice RA (viz tvrzeni 5.70).

Dimenze fddkového prostoru matice RA je také rovna poctu nenulovych Fadki,
protoZze nenulové fadky tvofi linedrné nezéavislou posloupnost (viz tvrzeni 5.33),
kterd ziejmé generuje fadkovy prostor. Ale ndsobeni regularni matici zleva neméni
linedrni obal Fadkd (viz tvrzeni 5.22), specidlné, dimenze fadkového prostoru matice
RA je stejna jako dimenze fadkového prostoru matice A. O

Definice 5.74. Hodnosti matice A rozumime dimenzi fddkového (sloupcového)
prostoru matice A. Zna¢ime rank(A).

Shrneme nékteré dulezité trivialni dusledky do pozorovani.
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Pozorovani 5.75. Pro libovolnou matici A plati rank(A) = rank(AT). Hodnost
se nemeéni elementdrnimi radkovymi ani sloupcovymi upravami. Hodnost matice v
radkove odstupriovaném tvaru je rovna poctu nenulovych rdadki.

Posledni véta pozorovani také vysvétluje volbu pismena r pro pocet nenulovych
rfadkd v odstupniovaném tvaru.

Priklad 5.76. V zavislosti na a,b € Z3 uréime dimenzi prostoru

a 1 1
Va,b< L, b |, 2 >§Z§,

2 2 1

pricemz nas nebude zajimat konkrétni béze.
Vektory si napiseme do tadkd nebo sloupcii a uréime hodnost matice. Pfitom
muzeme vyuzivat jak fadkové, tak sloupcové tpravy. Zvolime napriklad radky.

a 1 2 1 21 1 2 1
1 b6 2 |~lal 2 ]|~|21wa]|~
1 2 1 1 b 2 2 b 1
1 2 1 1 2 1
~ (0 0 a+1 |~ 0 b+2 2
0 b+2 2 0 0 a+1

V prvni apravé jsme preusporadali fadky a v druhé jsem prohodili sloupce. Byva
totiz vyhodnéjsi mit parametry co nejvice vpravo dole, aby se do uprav dostaly
co nejpozdéji. Nasledné jsme vyeliminovali prvni sloupec a nakonec jesté prohodili
radky.

Pokud b # 1 a a # 2, pak je matice v odstupnovaném tvaru se tfemi nenulovymi
fadky a dim(V, ;) = 3. Pokud b # 1 a a = 2, pak je matice rovnéz v odstupiiovaném
tvaru tentokrat s dvéma nenulovymi fadky a dim(V,,;) = 2. Pokud b = 1, pak
miZeme jeSté upravit (pozor, v tomto pfipadé je matice v odstupiiovaném tvaru
pouze kdyz a = 2!)

1 2
0 0
0 0

o O =
S O N
O N =

1
2 ~
a+1

a dimenze je 2.
Shrnuti: Pokud b # 1 a a # 2 je dim(V,) = 3, ve v8ech ostatnich pfipadech je
dim(Vgp) = 2.

Hodnost matice A je rovna dimenzi obrazu pfislusného zobrazeni f4. Méame-li
jesté matici B, aby byl definovan sou¢in AB, pak hodnost AB je rovna dimenzi
obrazu zobrazeni fap. Ale obraz zobrazeni fap = fa o fp je podprostorem obrazu
zobrazeni f4, takze hodnost AB je mensi nebo rovna hodnosti A. Tuto nerovnost
a obdobnou nerovnost pro nasobeni zleva dokazeme algebraicky.

Tvrzeni 5.77. Necht A je matice nad T typu m xn a B matice nad T typu n X p.
Pak plati
rank(AB) <rank(A), rank(AB) <rank(B) .

Dikaz. Opét pouZijeme tvrzeni 4.14 o pohledu na nasobeni jako pocitani linearnich
kombinaci. Dostdvame Im (AB) < Im (A), takZze rank(AB) < rank(A) (podle tvr-
zeni 5.59 o dimenzi podprostoru). Podobné Im (AB)T < Im BT, takze rank(AB)T <
rank(B7T), z toho plyne rank(AB) < rank(B). O
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Dusledek 5.78. Necht A je matice nad T typu m X n a R je reguldrni matice
nad T Fadu m. Pak rank(RA) = rank(A). Podobné pro ndsobeni reguldrni matici
zprava.

Diikaz. Podle pfedchoziho tvrzeni plati rank(RA) < rank(A), ale také rank(A) =
rank(R™1(RA)) < rank(RA). O

Pomoci hodnosti mtzeme také doplnit charakterizaci regularnich matic dokaza-
nou ve vété 4.30. Uvazujme ¢tvercovou matici A nad T fadu n. Bod (2) ve vété
tiké, ze fa je zobrazeni na, neboli Ax = b m4 feSeni pro kazdou pravou stranu, ne-
boli Im A = T™ (sloupce generuji T"), coz nastane podle tvrzeni 5.59 pravé tehdy,
kdyZ dim(Im A) = rank(A) = n. Bod (4) fiké, Zze Ax = o ma jediné FeSeni, neboli
sloupce A jsou linedrné nezavislé. Protoze rank(A4) = rank(A”) miizeme podobné
charakterizace formulovat i pro fadky. Dostavame nasledujici pozorovani.

Pozorovani 5.79. Necht A je étvercovd matice nad T ¥ddu n. Ndsledujici tvrzent
jsou ekvivalentni.

(1) A je reguldrni.

(2) rank(A4) = n.

(3) Sloupce (tadky) matice A jsou linedrné nezavislé.
(4) Sloupce (fadky) matice A generuji T™.

(5) Sloupce (tadky) matice A tvori bazi T™.

Vsimnéte si, ze ekvivalence sloupcovych (a fadkovych) verzi také plyne z pozo-
rovani 5.57.

Priklad 5.80. UkaZeme feSeni jedné kombinatorické tilohy pomoci hodnosti ma-
tice. Piiklad byl pievzat ze sbirky Sestndct miniatur Jitiho Matouska, kde jsou
popsany nékteré zajimavé aplikace linearni algebry v jinych oborech. Lze ji najit
na domovské strance autora.

Ve mésté zije n obcand, ktefi jsou sdruzeni v m klubech. Podle vyhlasky méstské
rady ma kazdy klub lichy pocet ¢lenii, zatimco pro kazdé dva rzné kluby musi byt
pocet spoleénych ¢lent sudy. Dokazeme, Ze v této situaci je m < n, tedy klubi neni
vice nez obcani.

Obcany oznaéime ¢isly 1,2,...,n a kluby ¢isly 1,2,...,m. Utvofime matici A =
(ai;) typu m x n nad télesem Zs tak, ze a;; = 1, pokud obcan j je v klubu ¢, a
a;; = 0, jinak. Kazdy radek tedy popisuje ¢leny jednoho klubu, méa na j-té pozici
jednicku praveé tehdy, kdyz obcan j je jeho ¢lenem. Napfiklad

11100
A= 01 1 1 0
0 0 0 01

popisuje situaci, kdy ve mésté je 5 ob¢ant a 3 kluby. Cleny klubu 1 jsou obdané
1,2,3, ¢leny klubu 2 jsou obcané 2,3,4 a jedinym c¢lenem klubu 3 je obcan 5.
Vsimnéte si, ze tato situace je v souladu s vyhlaskou méstské rady.

Spoc1tame sou¢in matic AAT = (by;). Prvek na misté kl je souctem n séitanctt
ax1ai1 + agoaps + -+ + arpary,. S¢itanec agmay, je roven jedné pravé tehdy, kdyz
obcan m je v obou klubech k, [, jinak je roven nule. Pocitame v Z,, takZe cely soucet
je roven jedné, pokud je pocet spoleénych ¢lend klubt k a [ lichy, jinak je roven
nule. Vyhlasku nyni mizeme pfeformulovat tak, ze axr = 1 a ag; = 0 pro libovolna
k # 1. Jingmi slovy AAT = I,,,.
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Hodnost matice A je nejvys n, protoZze hodnost nemtze byt vyssi nez pocet
sloupcit. Z tvrzeni 5.77 o hodnosti sou¢inu dostaneme

rank(A) > rank(AAT) = rank(I,,) = m .
Celkové n > rank(A) > m a jsme hotovi.

5.5.3. Jesté jednou soustavy rovnic, dimenze jddra a obrazu. Nyni si zopakujeme
ruzné pohledy na feSeni soustav linearnich rovnic a utfidime jiz znamé skutecnosti
o existenci a tvaru FeSeni. VétSina tvrzeni jiz byla dokdzana (hlavné ve vété 2.14),
presto nékteré dikazy stru¢né zopakujeme, aby vynikla elegance a uzitecnost pojmui
zavedenych v této kapitole. (Navic véta 2.14 byla formulovdna jen nad redlnymi
¢isly, formalné jsme ji nedokazovali pro p¥ipad libovolného télesa.)

Budeme predpokladat, ze A je matice nad télesem T typu m xn a b € T™. Na
FeSeni soustavy Ax = b se muzeme divat nékolika zptusoby:

(1) Hledéni priniku m ,nadrovin® v prostoru T™ (kazd4 rovnice, neboli fadek
matice A, uréuje jednu ,nadrovinu®).

(2) Hledéni koeficienti linedrnich kombinaci sloupctt matice A, jejimz vysled-
kem je b.

(3) Urcovani vzoru vektoru b pfi zobrazeni fa.

Pomoci pojmu hodnost muZzeme formulovat kritérium FeSitelnosti.

Véta 5.81 (Frobeniova véta). Soustava Ax = b md TeSeni prdvé tehdy, kdyz
rank(A) = rank(A | b).

Diikaz. Rovnost Ax = b je pro néjaké x € T™ splnéna pravé tehdy, kdyz b je
linedrni kombinaci sloupctt matice A, coz plati prave tehdy, kdyz Im A = Im (A | b).
Uvéazime-li, Ze Im A < Im (A | b), vidime, Ze podprostory jsou rovny pravé tehdy,
kdyZ se rovnaji jejich dimenze (viz tvrzeni 5.59). O

Prakticky, hodnosti vidime z odstupnovaného matice soustavy, protoze hodnost
je rovna poc¢tu nenulovych fadkt v odstupnovaném tvaru, takze kritérium ve Fro-
beniové vété se shoduje s pfedchozim kritériem na FeSitelnost (neexistence fadku
tvaru (0,0,...,0,a), a # 0 v odstupiiovaném tvaru).

Tvar feseni je ureny feSenim piislusné homogenni soustavy. Resenim je vidy
posunuti podprostoru o néjaky vektor, tedy obecny rovny utvar.

Tvrzeni 5.82. Pokud je soustava Ax = b fesitelnd, pak mnoZina vsech jejich
resent je rovnd mnoziné
ut+KerAd={u+w:weKerAd} ,

kde u je libovolné (partikuldrni) feseni soustavy.
Diikaz. Libovolny vektor tvaru u + w, w € Ker A je Fesenim soustavy, protoze
A(u+w) = Au+ Aw = b + o = b (dokézali jsme vlastné (p3) z véty 2.14).

Naopak, pokud v fesi soustavu Av = b, pak v € u+Ker A, protoze v =u+(v—
u) a vektor v—u lezi v Ker A, jak ukazuje vypocet A(v—u) = Av—Au=b—b =0

(zde znovu dokazujeme (p4) z véty 2.14). O

Prostor Ker A miZzeme urcit nalezenim jeho baze. Oznatme j; < jo < -+ <
Jn—r nebdzové sloupce matice A (piislusnym proménné nazyvame volné). Kazdy
prvek x = (z1,...,z,) € Ker A (neboli kazdé feSeni homogenni soustavy Ax = o)

. U n—r . )
je jednozna¢né urcen vektorem (xj,,z;,,...,2;, ) € T (a naopak, libovolny
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vektor v T™ ™" urcuje jedno feseni). Toto jsme nahlédli v pozorovani 2.13 pouzitim
odstupniovaného tvaru, mizeme to ale dokazat pfimo z definice bazovych sloupct
(viz cviceni).

Béazi Ker A miizeme ziskat volbou né&jaké baze T" " (ve vété 2.14 jsme pouzili
kanonickou bézi) a dopo¢itanim zbylych slozek (prakticky provedeme z odstupiiova-
ného tvaru; ve vété 2.14 jsme vysledné vektory znacili v(p)). Dimenze n —r prostoru
Ker A je rovnéd poétu nebazovych sloupci, ta je rovnd pocet vSech sloupcu (to je
n) minus pocet bazovych (to je hodnost r matice A). Po upravé dostavdme vétu o
dimenzi jadra a obrazu.

Véta 5.83 (Véta o dimenzi jddra a obrazu). Pro libovolnou matici A nad T typu
m X n plati

dim(Ker A) + dim(Im A) =n (= dim(Ker A) 4+ rank(A4) ) .
Priklad 5.84. Vratime se k soustavé z ¢asti 2.3.4.
00 1 0 2|-3

2 4 -1 6 2|1
1 2 -1 3 0] 2

Prevodem do odstupnovaného tvaru jsme ziskali

1 2 -1 3 0] 2
00 1 0 2|-3
00 0 O0O0|0

Vidime, ze dim(Im A) = rank(A) = rank(A | b) = 2, takZe soustava je TeSitelna.
Dimenze Ker A je 6 — 2 = 4. Partikularni feSeni ziskdme dopocitanim z libovolné
volby volnych proménnych. V 2.3.4 jsme zvolili nulovy vektor a dostali jsme vektor
(—1,0,-3,0,0)T. Bazi Ker A ziskdme dopo¢itdnim z néjaké baze T3. V 2.3.4 jsme
volili kanonickou bézi T a ziskali jsme nasledujici bazi Ker A: ((—2,1,0,0,0)7,
(-3,0,0,1,0)7, (=2,0,-2,0,1)T). Celkové miizeme feseni psit ve tvaru

-1 -2 -3 -2
0 1 0 0
-3 | + < 0 , 0 | -2 > .
0 0 1 0
0 0 0 1

Podivejme se jesté na geometrickou interpretaci véty o dimenzi jadra a obrazu.
Matice A urcuje zobrazeni f4 : T™ — T™. Dimenze jadra urcuje dimenzi prostoru
vektort, které se zobrazi na nulovy vektor. To si miizeme predstavovat jako pocet
dimenzi, které zobrazeni fa ,zkolabuje“ do bodu. Vétu lze nyni interpretovat tak,
7e dimenze obrazu je rovna dimenzi prostoru, ktery zobrazujeme (n) minus pocet
zkolabovanych dimenzi. Napiiklad pokud f4 : R® — R3 je projekce na né&jakou
rovinu, pak dim(Ker A) = 1 a rank(A4) = dim(Im A) = 2. Pro zobrazeni f4 :
R? — R? (viz obrazek ?7?), které ,vérné“ zobrazuje rovinu do né&jaké roviny v R?
je dim(Ker A) = 0 a rank(A) = 2.

5.6. Prunik a soucet podprostoru.
Prinik dvou i vice podprostor néjakého vektorového prostoru je vzdy podpro-
stor.

Tvrzeni 5.85. Jsou-li V;,i € I podprostory vektorového prostoru V, pak (;c; Vi
je podprostorem V.
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Dikaz. Stacéi oveérit, ze prunik je neprazdny a je uzavieny na s¢itani a nasobeni
skaldrem (viz tvrzeni 5.6). Prunik je neprazdny, protoze obsahuje nulovy vektor.
Jsou-li u, w dva vektory z priniku, pak pro kazdé ¢ € I plati u,w € V;. Protoze V;
jsou podprostory, plati u+w € V; pro kazdé ¢ € I. To ale znamena, ze u+w lezi v
pruniku podprostortu V;. Uzavienost na nasobeni skaldrem se dokéze podobné. []

Sjednoceni dvou podprostoru je zfidkakdy podprostorem. Napiiklad sjednoceni
dvou rtiznych piimek v R? zfejmé neni podprostorem, protoze neni uzaviené na
s¢itani. Nejmensi podprostor obsahujici dané podprostory nazyvame jejich soucten.

Definice 5.86. Necht V;,7 € I jsou podprostory vektorového prostoru V. Souc-
tem (téz spojenim) podprostort V;,i € I rozumime linedrni obal jejich sjednoceni,

znaéime jej > ., Vi, tj.
>vi-(Un)

iel i€l
Soucet podprostoru Vi, Vs, ..., V, také znac¢ime Vi + Vo + - - + V.

i€l

Jako cviceni dokazte, Ze soucet je asociativni.
Pr1i tvorbé linearniho obalu stac¢i sjednoceni V; U Vo U - - - UV}, uzaviit na soucty
vektori z raznych podprostori, tj. plati

V1+V2+~-~—|—Vk:{v1+v2+~--+vk:v1thngVg,...,vker} .

Dtikaz prenechdme jako cviceni. Rovnéz si vSimnéme, ze sjednocenim mnoziny gene-
ratord prostoru U a mnoziny generatort prostoru V je mnozina generatord prostoru
U+V.

Pro dimenze dvou podprostort a jejich souc¢tu a pruniku plati podobny vztah
jako pro pocty prvki ve dvou mnozinach a jejich sjednoceni a priniku.

Véta 5.87 (Véta o dimenzi sou¢tu a praniku). Pro libovoiné dva konecné genero-
vané podprostory U,V wvektorového prostoru W plati

dim(U) + dim(V) =dim(UNV) +dim(U + V) .

Diikaz. Prostor UNV je podprostorem konecné generovaného prostoru U, proto je
kone¢né generovany (viz tvrzeni 5.59). Vezmeme libovolnou bazi B = (wy, wa, ...,
wy) prianiku UNV (béze existuje v libovolném koneéné generovaném prostoru podle
dusledku 5.48). Mnozina B je linedrné nezavisla v prostoru U, takze ji muZeme

doplnit na bazi C = (w1, wa, ..., Wk, Uy, Us, ..., w;) prostoru U (viz disledek 5.54).
Podobné doplnime B na bazi D = (W1, Wa,..., Wy, V1, Va, ..., V) prostoru V.
Ukézeme, 7e E = (wy,Wa,..., Wk, U1,...,;,V],Va,...,Vy,) je bidze U + V.

Posloupnost E generuje U + V podle poznamky nad vétou (cviceni ?7?). Zbyva
ukazat, ze F je linearné nezavisla. Pfredpokladejme, ze

k l m
E a;W; + E biui + E CiV; =0 .
i=1 i=1 i=1

Chceme dokéazat, ze vSechny koeficienty jsou nutné nulové. Vztah drobné upravime.

m k

l
E billi = — E C;V; — E a; W;
i=1 i=1 =1

! - PR .
Vektor u = >, , bju; lezi v prostoru U a také lezi, podle odvozeného vztahu,
v linedrnim obalu vektord vi,...,v,,, Wi,..., Wy, Cili v prostoru V. Vektor u
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tedy lezi v priniku U NV a proto jej 1ze vyjadrit jako linearni kombinaci vektort
W1i,..., W) baze B.

k
u = E diWi
i=1

7Z toho ziskame nasledujici vyjadieni o jako linedrni kombinaci prvka C":

k !
0= E diw; — E bu;
i=1 i=1

takze by = by =---=b, =dy =dy =--- = di = 0, protoze C je linearné nezavisla. .
Podobné bychom dokazali, Zze koeficienty c1, c2, ..., ¢ jsou rovnéz vsechny
nulové. Nyni ale a1 = a3 = --- = a = 0, protoze B je linedrné nezavisla. O

Véta se geometricky dobfe predstavi, kdyz si ze vztahu vyjadiime dimenzi sou¢tu
podprostori jako soucet dimenzi jednotlivych prostori minus dimenze spolec¢né
Casti (priniku). Véta se mtze hodit tfeba pfi uréovani dimenze priniku, protoZe
dimenze prostorti a jejich sou¢tu nebyva problém spocitat.

Ptiklad 5.88. Uré¢ime dimenzi primiku podprostorit U,V < Z3.

2 3 3 2 4

1 4 4 3 4
U_< o' 2 ]| 3 >’ V_< 4 |71 O >

3 1 3 1 1

Dimenzi U a V zjistime tim, Ze si vektory napiSeme do fadk a fadkovymi tpravami
prevedeme do odstupiiovaného tvaru (vime, Ze hodnost se neméni ani sloupcovymi
apravami, my ale pozdé&ji vyuzijeme toho, ze fadkové tipravy neméni linearni obal
fadku).

21 0 3 21 0 3 21 0 3
3421 ])]~10024|~[0024]=A4
3 4 3 3 0 0 31 0 0 0O

2 3 4 1 2 3 4 1Y\ _ B

4 4 0 1 0 3 2 4 )
Vidime, ze dim(U) = 2 a dim(V) = 2. Nenulové fadky matice A generuji U a fadky
matice B generuji V (protoze elementarni fadkové tpravy neméni linedrni obal),

takze dohromady mame mnozinu generatori U+ V, kterad uz je ¢asteéné upravena.
Dokonc¢ime Gaussovu eliminaci.

21 0 3 21 0 3 21 0 3
0 0 2 4 0 0 2 4 0 2 4 3
2 3 41 0 2 4 3 0 0 2 4
0 3 2 4 0 3 2 4 0 3 2 4
2 1 0 3 21 0 3
0 2 4 3 0 2 4 3
0 0 2 4 0 0 2 4
0 01 2 0 0 0O
Z véty o dimenzi sou¢tu a pruniku dostavame

Vidime, ze dim(U + V) = 3.
dim(UNV)=dim(U

~—

+dim(V) —dim(U+V)=2+2-3=1.
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Piiklad 5.89. Dokézeme, Ze prunikem dvou rtznych podprostori U,V dimenze
2 (rovin) v prostoru W dimenze 3 (napi. R?) je podprostor dimenze 1 (pfimka).

Protoze podprostory U a V jsou rtizné, U je vlastnim podprostorem U+V. Podle
tvrzeni 5.59 o dimenzi podprostortt mame 2 = dim U < dim(U+V) < dim(W) = 3,
takze dimenze souctu je 3 (soudet je podle stejného tvrzeni cely prostor W). Z véty
o dimenzi sou¢tu a priniku ted mtizeme spocitat

dim(U N V) = dim(U) 4+ dim(V) = dim(U+ V) =24+2-3=1 .

Na rozdil od sjednoceni a priniku, pro soucet a prinik neplati distributivni
zakony. Z toho divodu také neplati ,,pfimocaré zobecnéni“ véty o dimenzi sou¢tu
a pruniku na pfipad t¥i podprostord, viz cviceni.

Jak jsme si jiz vSimli, kazdy vektor v souctu V. = V; 4+ Vy + ... + V; lze
psat jakou soucet vy + vg + - -+ 4+ v. Pokud je tento zapis jednoznacny hovoiime o
direktnim souc¢tu. Tento pojem je obdobou pojmu baze pro podprostory.

Definice 5.90. Rikdme, %e V je direktnim souctem podprostortt Vi, Vs, ..., Vy,
pokud jsou splnény dvé podminky.
(1) V=Vi+Vo+4.--4+V,
(2) VN (V1 +Vot+-- - +V, 1+V, 11 +Vipo+---+ Vk) = {0} pro libovolné
ie{1,2,...,k}.
Skutecnost, ze V je direktnim souc¢tem V1, Vo, ... V} zapisujeme
V=VioVy® -V, .

Pro dva podprostory Vi, Vs se podminky zjednodusi na Vi + Vo =V a'Vin
VQ = {O}
Tvrzeni 5.91. Necht V1, Va,..., Vy jsou podprostory vektorového prostoru V.
Pak ndsledujici turzeni jsou ekvivalentni.

(1) V=VieVy6p: - V.
(2) KaZdy vektor v € V lze zapsat prdvé jednim zpisobem ve tvaru v = vy +
va+ -+ vy, kde v; €V, pro kazdéi € {1,2,...,k}.
Dikaz. Predpokladejme, ze V= V14+Vo+---+V. Pak V je sou¢tem podprostoru
Vi, Vo, ..., Vi, takze kazdy vektor v € V lze zapsat ve tvaru v = vy +vo+- - - g,
kde v; € V; pro kazdé i € {1,2,...,k}. K dikazu jednoznacnosti uvazujme dvé
takova vyjadfeni
V=vi+Vot o+ Vvp=v]+Vvht+- V.

Pro kazdé i € {1,2,...,k} lezi vektor v; — v, v prostoru V;, ale také v souctu
zbylych podprostori, jak je vidét z vyjadfeni
vi—vi = (vi—=Vvi)+(v2a=v2) + (Vi = Vi) + (Vigr = Vi )+ (V= V)
Podle podminky (2) z definice direktniho souétu plati v; — v, ¢ili v; = vi.

Piedpoklddejme naopak, Ze plati podminka (2). Pak V.=V +Va + - + V.
Pro spor predpokladejme, Ze pro né€jaké i existuje nenulovy vektor u v pruniku V;
a Zﬁéi V;. Pak existuji a1, a2, - € T takova, zZe

u=avy+agve + -+ a;—1vi—1 + 0V + a1 vipr + -+ apvi
=0vy +0V2+'-~+0V1‘,1—l—u-i-OViJrl—‘r'-'—f—OVk .

Dostali jsme dvé rizna vyjadieni vektoru u jako soucet vektord z Vi, Vao,..., Vi,
spor. (I
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Direktni soucet lze chapat jako rozklad podprostoru na vzajemné nezavislé casti.
Vsimnéte si, ze V je direktnim souc¢tem jednodimenzionalnich podprostori V =
(v1) @ (ve) @ - - - @ (vy) pravé tehdy, kdyz (vi,va,...,vk) je baze.

5.7. Prostory nekoneéné dimenze.

Pro zjednoduseni jsme pojmy linearni nezavislosti a baze definovali pro konecné
posloupnosti vektort, a tim pddem jsme mohli dokazovat néktera tvrzeni jen pro
konecné generované prostory. V této Casti stru¢né probereme obecny piipad. Pii-
klady prostorti, které nejsou konec¢né generované, zahrnuji prostor redlnych funkci
realné proménné, nebo realna cisla chapand jako vektorovy prostor nad Q.

Linedrni (ne)zavislost a bézi definujeme jako indexovany soubor vektorti:

Definice (Zobecnéni definic 5.24 a 5.37). Soubor (v; : ¢ € I) vektori ve V nazy-

vame linedrné zdvisly, pokud néktery z vektorti v; je linedrni kombinaci ostatnich

vektorti v;,j # i. V opacném piipadé fikdme, Ze je soubor linedrné nezdvisly.
Bazi rozumime linedrné nezavisly soubor generatort.

Tato definice skuteéné rozsifuje stévajici definici, protoZe posloupnost n vektori
miizeme chéapat jako soubor indexovany mnozinou I = {1,2,...,n}.

Pfipomenme, Ze v linearni kombinaci mtuze mit nenulovy koeficient pouze ko-
necné mnoho vektortl, soucet nekonecné mnoha vektord nemame definovan. Tedy
napiiklad v prostoru R“ vsech nekoneénych posloupnosti realnych ¢isel soubor
(e; : i € N), kde e; = (0,0,...,1,0,0,...) s jedni¢kou na i-tém misté, negene-
ruje R¥. Tento soubor generuje podprostor R“) vsech posloupnosti s koneénym
poctem nenulovych ¢lent a je jeho bazi.

Mnoho dokézanych tvrzeni lze zobecnit, konkrétné plati obdoby nésledujicich
tvrzeni. Dikazy délat nebudeme.

e Tvrzeni 5.26 charakterizujici linearni nezavislost.

e Pozorovani 5.38, které tika, ze kazdy vektor lze vyjadrit jako linedrni kom-
binaci prvki baze. To umoznuje zavést souradnice vektoru vzhledem k bézi.
Roli aritmetickych vektorovych prostorit hraji prostory T(/): Vektory jsou
,skoro vSude nulové“ I-tice prvka télesa I, formalnéji, soubory (a; : i € I),
takové, ze vSechna a; € T aZ na koneény pocet jsou nulové. Operace jsou
definovany po slozkach. Obdoba tvrzeni 5.64 o soufadnicich a operacich i
obdoba pozorovani 5.66 o zachovavani dilezitych vlastnosti jako linearni
nezavislost plati.

e Minimaln{ soubor generatorii je vzdy baze (obdoba tvrzeni 5.46). Obdoba
disledku 5.47, tj. ze z kazdé mnoziny generatori lze vybrat bazi plati, ale
neni to ziejmé, protoze neni apriori jasné, ze miniméalni generujici podm-
nozina existuje. Specialné, kazdy kone¢né generovany vektorovy prostor ma
bazi (obdoba diisledku 5.48). Poznamenejme, ze dikaz vyzaduje axiom vy-
béru.

e Vsechny baze maji stejnou mohutnost (obdoba dusledku 5.51), takZze mé
smysl zavést dimenzi jako mohutnost libovolné baze. Rovnéz plati obdoba
dtisledku 5.54, Ze libovolny linedrné nezavisly soubor lze doplnit do béze
vektory z libovolné mnoziny generatorti. Z toho plyne obdoba disledku 5.55,
ze maximalni linedrné nezavisly soubor je baze.

e Obdoba tvrzeni 5.59 plati jen ¢astecné. Je pravda, ze podprostor ma vzdy
dimenzi mensi nebo rovnou dimenzi ptivodniho prostoru. Neni ale pravda,
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ze rovnost nastane pouze tehdy, kdyz se prostory rovnaji. Naptiklad di-
menze prostoru R skoro v§ude nulovych posloupnosti je stejna jako di-
menze jeho vlastniho podprostoru tvofeného posloupnostmi, které zacinaji
nulou.

5.8. Samoopravné kédy. Pfedstavime zakladni pojmy teorie samoopravnych kédu
a ukazeme si, jak se v ni uplatiiuje linearni algebra.

5.8.1. Kddy neformdlné. V roce 1947 byl v Bellovych laboratofich v provozu je-
den z prvnich reléovych pocitaci. Relé byla usporadana do pétic. Jednotlivé cifry
0,1,...,9 byly reprezentovany tak, ze vzdy dvojice z péti relé byla sepnuta a zbyla
tFi nikoliv. Protoze existuje deset moznych vybéru dvojice prvku z péti, kazda z
dvojic reprezentovala pravé jednu cifru.

Pokud béhem vypoctu doslo k néjaké chybé, projevila se tak, ze v néjaké pétici
relé byl pocet sepnutych relé rizny od dvou. Pocita¢ to zaregistroval a zastavil se.
V té chvili nastoupila obsluha, néjakym zptsobem zjistila, jakd dvojice relé méa byt
spravné sepnuta, rucné to zaridila, a spustila pokracovani vypoctu.

V rezimu bez obsluhy (mimo pracovni dobu) poéita¢ vypocet ukoncil a ze zdsob-
niku programil vzal ten nasledujici. Toto ukoncovani vypoctu bez nahrady motivo-
valo Richarda W. Hamminga (1915-1998) k navrhu prvnich samoopravngch kddi.

Belliiv pocita¢ pracoval s desetiprvkovou abecedou 0,1,...,9. Kazdou z téchto
cifer reprezentoval pomoci posloupnosti péti nul a jednotek: 00110,01010, atd. Bi-
ndrnt vyjadreni prvkia néjaké abecedy jako posloupnosti nul a jednotek je v soucas-
nosti tak bézné, ze je povazujeme za samoziejmé. Tak napiiklad odpovédi v testu
s vybérem ze ¢tyl moznosti a, b, ¢, d mizeme prelozit do binadrniho vyjadfeni tieba
nésledovné:

a=00, b=01, ¢c=10, d=11.
Vyplnény test s 90 otadzkami a nabidkou ¢tyf moznych odpovédi je pak totéz, co
posloupnost 180 nul a jednotek. Analogicky muzeme zapsat cely geneticky kéd
¢loveéka, pouzijeme-li preklad

G=00, C=01, T=10, H=11.

Zapis bude jenom o néco delsi.

Morseova abeceda je priklad jiného kédovani. Pouziva sice také jenom dva sym-
boly - tecka, ¢arka - ale mezi symboly do abecedy je tfeba také zafadit mezeru. To
je cena, kterou je nutné zaplatit za to, ze posloupnosti tecek a ¢arek reprezentujici
rizné pismena abecedy mohou mit rtiznou délku a Morseova volba byla takova,
ze vyjadfeni jednoho pismene mize byt pocatecnim tsekem jiného pismene. Napt.
e=- a=-—.

My se budeme v dalsim zabyvat pouze kédovanim, které kazdému symbolu pt-
vodni abecedy pfitazuje posloupnost n nul a jednicek pro néjaké pevné n.

Definice 5.92. Bindrni blokovy kod délky n je libovolnd podmnozina C aritme-
tického vektorového prostoru Z3. Prvktim C fikadme slova nebo také bloky kédu C.
Zprdvou v kédu C' potom rozumime posloupnost slov kédu C.

Tak napriiklad, je-li C' = {000,001,010,001,110,111} kéd délky 3, pak posloup-

nost
000 111 110 010 001

je zprava v tomto kédu. Mezery mezi jednotlivymi slovy kédu délame pro pohodli.
Také vynechavame zavorky prfi zapisu vektort a ¢arky mezi jejich slozkami, jak je v
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teroii kddovani bézné. Stejna délka jednotlivych blokt v bindrnim kédu umoziuje
jednoznac¢né interpretovat tutéz zpravu zapsanou bez mezer

000111110010001.

Zpravu zapsanou v jakékoliv abecedé s kone¢nym poc¢tem symbolt miZzeme jed-
noznacné zakédovat pomoci blokt binarniho kédu vhodné délky n. Stac¢i pouze,
aby bylo ¢islo 2™ aspon tak velké jako pocet znaki v ptuvodni abecedé.

V této "digitalizované” podobé mutzeme zpravu prenést n€jakym komunikacnim
kandlem. Pokud je kanél bez jakéhokoliv Sumu, neni zadné nebezpedi, ze ptijimajici
strana prijme zpravu v jiné podobé, nez v jaké byla vyslana. Takové kanaly ale v
realném svété neexistuji, vzdy je nenulova pravdépodobnost, ze nékterad z cifer 0
nebo 1 se béhem prenosu zméni na opacnou. Pro kanaly se Sumem nejsou blokové
kédy typu C' = Z% vhodné. Skutecénost, ze kazdy blok z n cifer 0 nebo 1 je kédovym
slovem, znamend Ze pfijimajici strana nemé moznost poznat, ze béhem pfenosu
zpravy byl néjaky blok pozménén. Kazdy prijaty blok mohl byt také vyslan.

Resenim je nepouzivat jako kédova slova viechny bloky dané délky n, ale pouze
nékteré. Pokud jsou kddova slova dobfe vybrana, mtze pfijimajici strana poznat,
ze béhem prenosu bloku zpravy doslo k néjaké chybé diky tomu, ze pfijme posloup-
nost délky n, kterd neni kédovym slovem. Takovy blok vysilajici strana nemohla
vyslat. Dani, kterou je nutné za to zaplatit, je snizeni rychlosti prenosu informace,
mnozstvi informace, kterou kanalem preneseme za jednotku ¢asu. Do kédu vnasime
nadbytecnost, cizim slovem redundanci - pro prenaSeni informace pouzivame vice
symbolt, nez kolik je potfeba. nadbytecnost ale umoziuje odhalovat a opravovat
chyby pii pfenosu dat.

Nejjednodussi zptisob jak bojovat se Sumem, je vyslat kazdy blok dvakrat po
sobé. Prikladem takového opakovaciho kodu je nésledujici kéd délky 4:

C = {0000,0101, 1010, 1111}.

KaZzdé slovo mé dvé ¢asti. Prvni dva symboly jsou informacni symboly, zbylé dva
jsou kontrolni symboly. Kontrolni symboly nenesou zddnou informaci, pouze opakuji
predchozi dva symboly. Z kazdjch ¢ty symbolta vyslaného slova pouze prvni dva
nesou informaci. Rychlost pfenosu informace pomoci takového kédu je poloviéni
oproti rychlosti pfenosu informace kédem D = {00, 01,10, 11}.

Narozdil od kédu D ale kéd C' umoziuje piijimajici strané poznat, pokud béhem
prenosu slova doslo k jedné chybé. Prvni a druha polovina prijatého ¢tyiprvkového
bloku se v takovém piipadé ligi. Rikdme, Ze kéd C odhali jednu chybu.

V opakovacim kédu muzeme pocatecni informacni ¢ast opakovat vicekrat. Kéd

{000,111} C Z3

obsahuje pouze dva bloky, v kazdém z nich se prvni symbol opakuje tiikrat. Je to
priklad 3-opakovaciho kddu. Jingm prikladem 3-opakovaciho kédu je

{000000, 010101, 101010, 111111} C Z8,

ve kterém opakujeme tfikrat vzdy prvni dva informaéni symboly. Rychlost pfenosu
informace kterymkoliv z téchto dvou kédu je 1/3. V kazdém bloku je pouze jedna
tfetina symboll informacnich, zbylé dvé tietiny jsou kontrolni.

Kazdy 3-opakovaci kéd odhali jednu chybu — zménime-li v libovolném bloku
jeden symbol, dostaneme slovo, které do kédu nepatfi. Oproti prostému opakova-
cimu kédu ale dokaze navic lokalizovat (opravit) jednu chybu. UkadZzeme si to na
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prikladu, kdy vyslany blok 010101 pfijme pfijimajici strana jako 010001. Graficky
to znazornime takto:
010101 — 010001.

Rozdélime-li libovolné slovo 3-opakovaciho kédu na t¥i stejné dlouhé tseky, jsou tyto
useky stejné. Tak jsou kédova slova definovana. Pokud tomu tak u pfijatého slova
neni, doslo béhem prenosu informace k néjaké chybé. Pokud doslo k jedné chybé,
dva z téchto tisekil zlstanou stejné, tieti (ten, ve kterém se chyba vyskytla) se od
nich lisi. Pfedpokladame, ze vyslano bylo to kédové slovo, ve kterém se vSechny tri
tseky rovnaji tém dvéma stejnym prijatym. Je to jedind moznost, jak z pfijatého
slova dostat kédové slovo zménou jediného symbolu. V nasem pfipadé zménime
¢tvrty prijaty symbol z 0 na 1 a dostaneme kédové slovo. Jakékoliv jiné kédové
slovo dostaneme z pfijatého pomoci zmény aspon dvou symboli. Napriklad tak, ze
obé pfijaté 1 zménime na 0.

Pokud predpokladame, ze pravdépodobnost zmény symbolu vlivem Sumu je p <
1/2, a tedy pravdépodobnost, Ze symbol byl pfijaty spravné (tj. tak jak byl vyslan)
je 1—p>1/2 > p, pak v piipadé ptijeti nekédového slova je nejpravdépodobnséjsi,
ze bylo vyslano to slovo, které se od pfijatého lisi v co nejméné symbolech.

5.8.2. Hammingova vzddlenost. Pro teorii samoopravnych kédu je nasledujici defi-
nice klicova.

Definice 5.93. Jsou-lia=ajas---a, ab = bibs - - - b, libovolné dva prvky Z%, pak
jejich Hammingova vzddlenost h(a,b) se rovna poétu indexii i € {1,2,...,n}, pro
které plati a; # b;. Hammingova vdha slova a € Z1 je definovana jako Hammingova
vzdalenost h(a, o) slova a od nulového slova o.

Hammingova vzdalenost je tak definoviana pro posloupnosti téze délky a rovna
se poltu mist (indexil), na kterych se obé posloupnosti lisi. Hammingova véha
slova a se pak rovna poctu cifer 1 ve slové a. Pro Hammingovu vzdélenost ziejmé
plati h(a,a) = 0 a h(a,b) = h(b,a) pro libovolna dvé slova a,b € Z%. Plati také
trojthelnikova nerovnost

h(a,c) < h(a,b) + h(b,c)

pro libovolna tfi slova a,b,c € Z%. Snadno si to ovérite sami. Pokud totiz pro
néjaky index i € {1,2,...,n} plati a; # ¢;, plati také a; # b; nebo b; # ¢;. Jestlize
index i prispiva ke vzdalenosti h(a,c), pfispiva také k aspoi jedné ze vzdalenosti
h(a,b) nebo h(b,c).

Hammingovu vzdélenost si miizeme také predstavit pomoci délky (po¢tu hran)
cest v néjakém neorientovaném grafu. Jeho vrcholy jsou prvky Z7 a dva vrcholy
a, b jsou spojené hranou pokud se lisi v pravé jednom symbolu, tj. pokud je jejich
Hammingova vzdalenost rovna 1. Pro n = 2 se tento graf rovna ¢tverci, pro n = 3
je jim tridimenzionalni krychle. Hammingova vzdalenost libovolnych dvou vrchold
a,b € Z% se pak rovna délce (tj. poftu hran) v nejkratsi cesté z a do b. Proto se
také nékdy tomuto grafu fikd Hammingova krychle i v pripadé libovolného n.

Pro schopnost kédu odhalovat a lokalizovat chyby je dilezity pojem minimalni
vzdalenost kédu.

Definice 5.94. Je-li C C Z% binarni blokovy kéd délky n, pak definujeme mini-
malni vzddlenost kédu C' jako ¢islo

h(C) = min{h(a,b);a,b € C,a # b}.
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Priklad 5.95. e Minimélni vzdélenost 3-opakovactho kédu {000,111} se rovnéa
3.
e Minimalni vzdélenost opakovaciho kédu {0000,0101,1010,1111} se rovna
2.

e Minimalni vzdéalenost kédu pouzivaného v roce 1947 v reléovém pocitaci v
Bellovych laboratotich se rovna 2.
e Minimalni vzdalenost kédu C' = Z% se rovna 1.

Nyni mtzeme pfesné formulovat, co myslime tim, ze néjaky kéd C C Z3 odhali
jednu chybu. Pokud pfi pfenosu slova a € C' dojde k jedné chybé, pfijimajici strana
to pozné, prijme-li v takovém pripadé slovo, které neni prvkem C'. Znamena to, ze
zéddné slovo b € C, jehoz Hammingova vzdalenost od a se rovna 1, neni blokem
kédu C'. Jinak fec¢eno, Hammingova vzdéalenost libovolnjch dvou riznych kédovych
slov a,b € C je aspon 2, a to znamend, Ze minimalni vzdalenost kédu C' je aspon
2.

Kazdy kéd C, jehoz minimalni vzdalenost je d > 1, odhali az d — 1 chyb. Pokud
pfi prenosu slova a € C dojde k nejvyse d — 1 chybam, pfijimajici strana pfijme
slovo ¢, jehoz Hammingova vzdélenost od vyslaného slova a je nejvyse d — 1. Slovo
¢ tak nepatfi do kédu C, a pfijimajici strana proto odhali, Ze pfi pfenosu doslo k
néjakym chybam. Pocet chyb ale jednoznac¢né nezjisti stejné jako kde k nim doslo.

Predpokladejme nyni, Ze minimalni vzdalenost néjakého kédu C C Z7 se rovna
3. Pokud pfi pfenosu slova a dojde k jedné chybé, pfijimajici strana pfijme slovo
¢, které mé od slova a Hammingovu vzdélenost h(c,a) = 1. Vzdélenost piijatého
slova ¢ od jakéhokoliv jiného slova b € C' je v dusledku trojuhelnikové nerovnosti

h(cab) > h(av b) - h(av C) >3-1= 25

pouzili jsme navic skute¢nost, ze minimalni vzdélenost kédu C' je 3, a tedy h(a,b) >
3 pro jakékoliv dva rizné bloky a,b € C.

Vyslané slovo a je tedy ze vSech moznych vyslanych slov b € C nejblize (vzhle-
dem k Hammingové vzdélenosti) k pfijatému slovu c. Pfedpokladdme, ze pravdépo-
dobnost posgkozeni pfendSeného symbolu Sumem v kandlu je p < 1/2 a tedy mensi
nez pravdépodobnost 1 — p Ze k poskozeni symbolu nedoslo. V piipadé ptijeti slova
¢ je nejpravdépodobnéjsi, ze bylo vyslano slovo a € C, které je ze vsech slov kédu
C nejblize k pfijatému slovu c. V tomto smyslu tedy kéd s minimalni vzdalenosti
3 dokaze opravit (lokalizovat) jednu chybu.

Zcela analogicky lze odtivodnit, Ze kéd s minimalni vzdalenosti 2d + 1 dokaze
opravit d chyb. Schopnost kédu odhalovat a opravovat dany pocet chyb je tak déana
jeho miniméalni vzdalenosti.

vy

5.8.3. Paritnt kod, linedrni kody. Nejjednodussi priklad kédu, ktery je schopen od-
halit jednu chybu, je paritni kdd.

Definice 5.96. Paritni kod délky n je podmnozina S C Z7 tvorend vSemi slovy,
které obsahuji sudy pocet jednotek.

Minimalni vzdalenost paritniho kédu S je 2, paritni kéd tedy dokaze odhalit
jednu chybu. Zndme-li ajas---a,_1, existuje pravé jedno a, € {0,1} takové, ze
slovo a = ajas---an_1a, € S. Prvnich n — 1 symbola ve slové a tak muzeme
povazovat za informacni symboly, zatimco posledni symbol a, je kontrolni. Ne-
nese zadnou dodate¢nou informaci, 1ze jej doplnit na zékladé znalosti ajas - - - an—1.
Proto se kontrolnimu bitu fikd také paritni bit nebo paritni kontrola. Samoziejmé
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muzeme za kontrolni bit povazovat kterykoliv symbol ve slové a a zbylé symboly za
informacni. Obvyklé ale byva sefadit symboly v kédovém slové tak, ze informacni
symboly jsou na zacatku a kontrolni symboly nasleduji po nich. Rychlost pfenosu
informace paritnim kédem je tak n — 1/n.

Kédy, které dokdzou nejen odhalit, ale i opravit chyby se konstruuji kombinaci
vice paritnich kontrol.

Paritni kéd S délky n ma jednu dilezitou vlastnost. Tvoii nejenom podmnozinu
Z7%, ale dokonce podprostor. Obsahuje totiz nulové slovo o, je proto uzavieny na
nasobeni skalary ze Z, a ziejmé také na s¢itani. Takové kddy jsou dulezité a zaslouzi
si zvlastni pojmenovani.

Definice 5.97. Binarni blokovy kéd C' C Z7 délky n se nazyva linedrni kod, je-li
C podprostor Z%. Je-li dimenze C rovna r, fikame také, ze jde o linedrni (n,r)-kéd.

Minimalni vzdalenost linedrnich kédi lze zjistit snaze nez u obecnych kéda.
Tvrzeni 5.98. Minimalni vzddlenost linearniho kodu C se rovnd
min{h(a,0);a € C,a # o},
tj. rovnd se minimdlni Hammingové vdze nenulovych prvki C.

Diikaz. Ptipomeiime si, ze minimalni vzdélenost kédu C oznacujeme h(C). Je-li C
linedrni kéd, plati o € C' a h(a,0) > h(C') pro libovolné nenulové slovo a € C. Déle
plati pro libovolna dvé slova a,b € C, Ze

h(a,b) = h(a+b,0).

Je-li tedy h(C) = h(a,b), plati, ze h(C) se rovnd Hammingové véize vektoru a +
b. O

Je-li C linedrni (n,r)-kéd, mé prostor C dimenzi r. Zvolime-li v ném né&jakou
bazi ay, .. .,a,, je kazdy prvek b kédu (podprostoru) C jenoznaéné uréen r-tici jeho
soutadnic vzhledem ke zvolené bazi. K jeho jednozna¢nému urceni ndm tedy staci
posloupnost koeficientt linearni kombinace, ktera vyjadiuje b pomoci prvki zvolené
baze. Naopak, kazda posloupnost r nul a jednotek urcuje jednoznac¢né néjaky prvek
kédu C. To jenom jinak vyjadiujeme skutecnost, ze C' je izomorfni aritmetickému
prostoru Z5. K predani informace o bloku b nadm tedy staci pfedat r koeficientti
vyjadiujicich b jako linedrni kombinaci baze a1, ..., a,. Kéd C' ale predava cely vek-
tor b délky n. Intuitivné tak muzeme fict, Ze rychlost pfenosu informace linedrnim
(n,r)-kédem je r/n.

5.8.4. Hammingovy kody. Hamming piedlozil tii konstrukce kédd, které opravuji
jednu chybu. VSechny tfi jsou zaloZené na kombinaci nékolika paritnich testu.
Vsechny tii navrhy jsou linedrni kddy. Jejich konstrukci si ukazeme na piikladu,
ktery ma Ctyfi informacéni symboly. Protoze kédy maji opravovat jednu chybu,
musi byt jejich minimalni vzdalenost 3.

Priklad 5.99. V prvni konstrukei si étyfi informaéni symboly a, b, ¢, d napiSseme
do prvnich dvou f4dkt a prvnich dvou sloupcii ¢tvercové matice radu 3.
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Misto otaznikti doplnime dalsi prvky tak, aby v kazdém fadku a kazdém sloupci
byl sudy pocet jednotek. Doplnéna matice je

kde
rm=a+b, ro=c+d, s =a+c¢c, so=b+d, t=s1+ss=a+b+c+d=1r1+71s.
Celé kédové slovo je potom abricdrasysst. Informacéni symboly jsou na prvnim,
druhém, ¢tvrtém a patém misté, zbylé symboly jsou kontrolni.
Kéd C je tvofen viemi slovy a = ajas - - - ag € Z3, pro kterd plati
a3 = ai + ag
a¢ = a4 + as,
a7 = a1 + aq,
ag = az + as,
a9 = a1 +ag + a4 + as.

Prvky a1, as, a4, as mizeme zvolit libovolné a pravé uvedené rovnosti ukazuji, ze
matice

ar ag | ag

splnuje vSechny pozadované paritni testy, tj. kazdy radek a kazdy sloupec obsahuje
sudy pocet jednotek.

Z kostrukce kédu také snadno nahlédneme, ze kéd C opravuje jednu chybu.
Pokud totiz pfi pfenosu slova a = ajas - - - ag € C dojde k jedné chybé, prijaté slovo
nebude splnovat dva paritni testy, jeden pro fadek a druhy pro sloupec, ve kterych
lezi chybné ptijaty symbol. Tyto dva neplatné paritni testy tak presné urcuji polohu
poskozeného symbolu.

Kéd C je linearni, protoze jeho prvky jsou pravé vSechna feSeni xixs - - xg9 ho-
mogenni soustavy linearnich rovnic s matici

11100 0 00O
000111000
A= 1 0 0 1 0 0 1 0 O
01 0010010
1101 1 0001

Treti sloupec spolu s poslednimi ¢tyfmi sloupci jsou linearné nezavislé, hodnost
matice A je tedy aspon 5, fadky matice A jsou tedy linedrné nezéavislé, rank(A) = 5,
dimenze Ker (A) je tudiz podle véty o dimenzi jadra a obrazu rovna 9 —5 =4 a
pocet prvki kédu C je 16.

Prijimajici strana tak snadno ovéri, patii-li pfijaté slovo ¢ = cico -+ - cg do kédu

C'. Stadi ovérit rovnost AcT = o”.

Posledni pozorovani vede k nésledujici dilezité definici.

Definice 5.100. Je-li C linearni (n,r)-kéd a pro matici A typu (n — r) x n plati,
ze C = Ker A, pak matici A nazyvame kontrolni matice kédu C.
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Z definice kontrolni matice a z véty o dimenzi jadra a obrazu matice plyne, Ze
rank(A) = dim(Im (A)) = n — r, tj. Ze posloupnost fadkt matice A je linedrné
nezavisla. Pozdéji si ukdzeme obecné tvrzeni, ze kterého plyne existence kontrolni
matice pro jakykoliv linedrni kdd. Ve skutecnosti jsou linearni kédy zadavany tak,
Ze napiseme jejich kontrolni matici.

Pomoci kontrolni matice mizeme snadno zjistit, jakd je minimélni vzdalenost
linearniho kédu.

Tvrzeni 5.101. Necht C je (n,r)-linedrni kdd a A jeho kontrolni matice. Mini-
mdlni vzddalenost kodu C' se rovnd d pravé kdyz libovolnd (d—1)-prvkovd podposloup-
nost sloupct matice A je linedrné nezdvisld a existuje d-prvkovd podposloupnost
sloupct A, kterd je linedrné zdvisld.

Dikaz. Kontrolni matice A kédu C je typu (n —r) x n. Necht x = x129--- 2, je

nenulovy prvek kédu C. Pak plati Ax” = o”, neboli
T1A + 2o + - 2y Ay = 07
Je-li | Hammingova véha prvku x a z;,,2j,,...,2; jsou vSechny nenulové slozky
vektoru x, pak plati rovnéz
T

Ljy A*jl + szA*jz +e leA*jl =0,
l-prvkova podposloupnost sloupcovych vektort A.j,,..., A.;, je tedy linearné za-
visla.

Jestlize naopak existuje linedrné zavisla podposloupnost A.;, , Asi,, - - . , A, sloup-

covych vektort matice A, existuji prvky x;, € Za, ne vSechny nulové, takové, ze
xilA*il + xizA*iz 4+ 4 mimA*im = OT.

Doplnime tuto linearni kombinaci zbyvajicimi sloupcovymi vektory matice A s koe-

ficienty z; = 0. Vektor x = x; - - - x,, pak splituje Ax” = o7, je tedy blokem kédu

C a jeho Hammingova vaha je nejvyse m.

Je-1i tedy minimalni vzdélenost kédu C rovna d, je podle Tvrzeni 5.98 miniméalni
Hammingova vaha nenulovych vektort v C rovna d. Kazda podposloupnost d — 1
sloupcovych vektorti matice A je tedy linedrné nezavisla a existuje podposloupnost
d sloupcovych vektorti matice A, ktera je linedrné zavisla.

Jestlize naopak je kazda podposloupnost d — 1 sloupcovych vektorti matice A
linearné nezavisla, neobsahuje C' nenulovy vektor, ktery by mél Hammingovu vahu
mensi nebo rovnou d — 1. Pokud je navic néjaka d-prvkova podposloupnost sloup-
covych vektori A linedrné zévisla, existuje v C' = Ker A nenulovy vektor, jehoz
Hammingova vaha je nejvyse d. Minimélni Hammingova vaha nenulovych vektori
v C je tedy rovna d. O

Piiklad 5.102. Kontrolni matice A kédu C z Pfikladu 5.99 neobsahuje nulovy
sloupcovy vektor, kazda jednoprvkova podposloupnost sloupcovych vektort matice
A je tedy linearné nezévisla. Libovolné dva sloupcové vektory matice A jsou rizné,
linedrné nezavisla je proto rovnéz kazda dvouprvkova podposloupnost sloupcovych
vektori v A. Plati dokonce, Ze zadny ze sloupcovych vektorti se nerovnd souctu
jinych dvou sloupcovych vektori, a tak kazda tiiprvkova podposloupnost sloupci
matice A je linearné nezavisla. Naproti tomu prvni sloupcovy vektor se rovné souc¢tu
jinych tii sloupcovych vektort, existuje tedy ctyfprvkova linearné zavisla podpo-
sloupnost sloupcovych vektort matice A. Minimalni vzdalenost kédu C je tedy
4.
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Kéd C tak opravi jednu chybu a odhali az tfi chyby. Rychlost pfenosu informace
timto kédem je 4/9, coz je zlepSeni oproti 3-opakovacimu kédu, ktery také dokaze
opravit jednu chybu.

Priklad 5.103. Druhy kdéd, ktery Hamming navrhnul, se od toho prvniho 1lisi v
tom, Ze nepouziva paritni kontrolu tretiho radku a tietiho sloupce, tj. nepotiebuje
prvek t. Matici

a b7
c d|?
7 717
doplni na matici
a b |r
c d|re |,
S1 52

kde
rn=a+b ro=c+d, ss=a+c, so=b+d.
Jde opét o linearni kéd, oznacme jej D. Kontrolni matici tohoto kédu dostaneme
tak, ze z kontrolni matice ptivodniho kédu vynechdme posledni fddek a posledni
sloupec. Dostaneme tak matici

1110 0 0 0 O
B 00011100
1001 0 010
01 001001

Libovolnéa dvouprvkova podposloupnost sloupcii matice B je linearné nezavisla
ze stejného dtivodu, jako v pripadé prvniho Hammingova navrhu. Existuji linedrné
zéavislé t¥iprvkové podposloupnosti sloupct v B. Minimalni vzdalenost kédu D je
tak rovna 3, kéd dokaze opravit jednu chybu a odhalit az dvé chyby. Rychlost
prenosu informace kédem D je 1/2, coz je dalsi vylepSeni.

Miuze kéd se ¢tyfmi informacnimi symboly opravovat jednu chybu a soucasné
prendset informaci rychlosti vétsi nez 1/2? Ukézeme si tvrzeni, které ukazuje, Ze by
to mohlo jit jesté o néco rychleji.

Tvrzeni 5.104. Predpokladejme, Ze kod délky n ma r informacnich symboli a n—r
kontrolnich symbolu. Pokud opravuje jednu chybu, must platit

2 > 2",
n+17—

Dikaz. Kéd C délky n, ktery ma r informacnich symbolt, musi obsahovat aspon 2"
riznych slov. Kazda volba informac¢nich symbolt musi vést k néjakému kédovému
slovu, rizné volby k riznym slovim. Jinak by dekédovani nebylo jednoznacné.
Vyuzijeme geometrické pfedstavy kédu jako podmnoziny vrcholt Hammingovy
krychle. Pro kazdy vektor a € Z3 nazveme 1-okoli slova a mnozinu
Vi(a) = {x € Z3;h(a,x) < 1},
Snadno nahlédneme, Ze 1-okoli kazdého vektoru a obsahuje presné n + 1 prvku.
Ma-li kéd C opravovat jednu chybu, musi byt jeho miniméalni vzdalenost aspon

3. To znamen4, Ze pro libovolnéd dvé ruzna kédovéa slova a,b € C musi byt jejich 1-
okoli disjunktni. V opac¢ném ptipadé by totiz v disledku trojihelnikové nerovnosti
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pro Hammingovu vzddlenost platilo h(a,b) < 2, coZ je spor s tim, Ze minimdlni
vzdalenost kédu je aspon 3.

Sjednotime-li vSechna 1-okoli vSech slov a € C', bude mit toto sjednoceni aspon
2"(n+1) prvkd. Tento podet musi byt mensi nebo rovny poétu vSech prvki (vrcholt
Hammingovy krychle) Z%, tj. 2". Odtud po snadné tpravé vyplyvd dokazovand
nerovnost. U

Analogickou nerovnost muzeme dokazat pro kédy, které opravuji d chyb, po-
drobnosti ve cvicenich.

Pror =4 an = 6 plati 24 -7 > 2%, kéd délky 6 se étyimi informa¢nimi symboly,
ktery by opravoval jednu chybu proto neexistuje.

V pifpadé n = 7 plati rovnost 2 - 8 = 27, existence kédu délky 7 se Gtyimi
informac¢nimi symboly, ktery opravuje jednu chybu, tak vylouéena neni. VSimnéme
si, ze pokud by takovy kéd C C Z7 existoval, platila by rovnost

zj = Vi(a).

acC

To znamen4, Ze pro takovy kéd by kazdy vrchol Hammingovy krychle Z? mél vzda-
lenost 1 od né&jakého (jednoznacéné uréeného) kédového slova a. Vsechny vrcholy Ha-
mmingovy krychle Z3 by tak byly pokryté 1-okolimi kédovych slov. Takovy kéd by
byl optimélni v tom smyslu, Ze mnozina Z} by neobsahovala z4dna ” zbyte¢na”slova,
kazdé ze slov délky 7 by se vyskytovalo ve vzdélenosti nejvyse 1 od néjakého kédo-
vého slova.

Definice 5.105. Kéd délky n, ktery ma r informacnich symboli a opravuje jednu
chybu, se nazyva perfektni kdd, pokud plati rovnost

2" (n+1) = 2"

Jako posledni piiklad kédu si ukdzeme perfektni linedrni (7, 4)-kéd, ktery opra-
vuje jednu chybu.

Piiklad 5.106. K6d Hs definujeme pomoci kontrolni matice
1 00 1 1 01
A= 0 1 0 1 0 1 1
001 01 11

Prvky C jsou prvky jadra Ker (A) matice A. Tato matice je v fadkové odstuptiova-
ném tvaru, jeji hodnost se tedy rovné 3, a dimenze kédu Hz = Ker (A) je tedy rovna
4. Plati-li AxT = oT prox = 125 - - - 27, jsou nezndmé x4, s, T, 7 volné, miizeme
je zvolit libovolné a povazujeme je za informacni symboly. Neznamé 1, zo, x3 jsou
volbou x4, x5, xg, x7 uréené jednoznacneé:

Tl =24+ x5+ 27, T2 = x4 + T + 27, T3 =25+ g + T7.

Nezndmé x1, x2, 3 jsou tedy kontrolni (paritni) bity. I tento kéd Hj je zaloZen na
kombinaci t#i paritnich kontrol.

Sloupce matice A tvoif véechny nenulové vektory z prostoru Z3. Kazda dvou-
prvkova podposloupnost sloupcit matice A je tedy linearné nezavisla a minimalni
vzdalenost kédu C je tak aspon 3, (ve skutecnosti je pravé 3), a kéd Hj tak opravuje
jednu chybu.
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Jak najdeme kédové slovo z1 x5 - - - 7, jsou-li dany informacni symboly x4, x5, zg, x7,

jsme si uz rekli. Pokud prijimajici strana pfijme slovoy = y1ys - - - y7, sSpocita soucin
AyT. Plati-li AyT = o7, je y kédové slovo a bylo tedy preneseno bez chyby.
Je-li AyT # o, doslo béhem pienosu k chybé a zbjva uréit, ktery symbol v
piijatém slové y = y1yo - - y7 je ten poskozeny. Oznacme Ay’ = (s1s983)7.
Protoze matice A obsahuje vSechny nenulové vektory Z3 jako sloupce, existuje
jednozna¢né uréeny sloupec A.; = (s1s2s3)7. Plati A,; = Ae]T pro j-ty vektor e;
standardn{ baze v Z3. Slovo y + e; se od y li§f pouze v j-tém symbolu. Plati navic

Ay +e]) = Ay" + Ae] = (s15253)" + Auj = (s15253)" + (s15283)" =o',

Slovo y + e; tak patii do kédu H3 a mé Hammingovu vzdalenost 1 od pfijatého
slova y. Je to tedy to slovo, které bylo vyslano a pfi pfenosu byl poskozen j-ty
symbol.

Piiklad 5.107. Pii pouziti Hammingova kédu H3 bylo piijato slovo 1010101. Doglo
béhem prenosu k chybé a pokud ano, jaké slovo bylo vyslano?
Vynasobime kontrolni matici A vektorem (1010101)7. Dostaneme

1

0
100 1 101 1 0
01 01011 0 |=11
0 01 01 11 1 1

0

1

Vektor (0,1,1)7 je Sesty sloupcovy vektor matice A3, poskozen byl tedy Sesty sym-
bol ve slové 1010101, vyslano bylo slovo 1010111.

Definice 5.108. Hamminguv kod H, je binarni blokovy kéd délky n = 2" — 1
urceny kontrolni matici typu r X n, jejiz sloupce tvoti vsechny nenulové aritmetické
vektory dimenze r nad Zs.

Detaily diikazu nasledujiciho tvrzeni prenechdme do cviceni.

Tvrzeni 5.109. Hamminguv kéd H, je perfekini linedrni kod délky 2" —1 a dimenze
2" —r — 1, jehoZ minimdalni vzddlenost je 3.

Cviéeni
1. Vysvétlete, pro¢ mnozina vSech polynomu stupné pravé 173 s redlnymi koeficienty s béz-
nymi operacemi séitdni polynomu a nasobeni polynomu redlnym ¢islem neni vektorovym
prostorem.
2. Pro libovolné t&leso T a libovolnou mnozinu X definujeme vektorovy prostor TX) jako
mnozinu téch zobrazeni f z X do T, pro ktery je mnozina {z : f(z) # 0} je kone¢n4. S¢itani
a nasobeni definujeme po soufadnicich, tj. (f + g)(z) = f(z) + g(z) a (af)(z) = af(x).
Dokazte, ze T je vektorovy prostor.

Timto zptusobem bychom zobecnili definici 5.2 na ptipad nekone¢né dimenze — prostor
T mize byt nazjvan aritmetickym vektorovym prostorem nad T dimenze |X].

3. U vsech priklada vektorovych prostoru za definici ovéite, ze se skuteéné jedna o vekto-
rové prostory.

4. Q(v/2) DOKONCIT
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5. Mnozina v8ech podmnozin mnoziny {1,2,3,...,n} (nebo jiné dané mnoziny X) spolu
s operaci symetrické diference, tj. A+ B = (A\ B) U (B \ A), je vektorovy prostor nad
Z;. (Néasobeni skaldrem je jednozna¢né dané axiomy. ) Dokazte a vysvétlete, pro¢ je tento
prostor , v podstaté® Zj.
6. Dokazte tvrzeni 5.4 a formulujte a dokazte obdoby vlastnosti (8) a (9) z tvrzeni 3.3.
7. Dokazte, ze T jako vektorovy prostor nad T ma pouze trividlni podprostory.
8. Dokazte, 7e jedingmi netrivialnimi podprostory prostoru T? jsou mnoZinu tvaru {tx:
t € T}, kde o # x € T2,
9. Necht A je matice nad T typu m x n a b € T™. Dokazte, Zze mnozina {x : Ax = b} je
podprostorem T" pravé tehdy, kdyz b = o.
10. Zjistéte linearni obal mnoziny X z piikladu 5.18 a dokazte, Ze mnozina Y tvori pod-
prostor.
11. Dokazte, ze posloupnost vektori (vi,...,vk) ve vektorovém prostoru V nad T je
linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz zadny z vektort neni v linedrnim obalu pfedchozich
(tj. pro kazdé i plati v; & (vi,va,...,Vi_1)).
12. Dokazte, Ze sloupce matice v radkové odstupriovaném tvaru jsou linedrné nezavislé
pravé tehdy, kdyz prislusnd homogenni soustava nemé zadné volné proménné.
13. Dokoncete priklad 5.44 o Fibonacciho posloupnostech.
14. Dokazte, ze sloupce (fadky) ¢tvercové matice A nad T fadu n tvori bazi T™ pravé
tehdy, kdyz A je regularni.
15. Dokazte:

e Dimenze prostoru vSech matic nad T typu m X n je mn.

e Dimenze prostoru realnych polynomu stupné nejvyse n je n.

e Dimenze prostoru C jako vektorového prostoru nad R je 2.
16. Najdéte bazi podprostoru R* tvoreného posloupnostmi (a1, az,...), pro které plati
an = 2an-1 — an—2 (pro kazdé n > 3). Pomoci nalezené béaze najdéte vzorec pro vypocet
an, kdyz a1 =3, a2 = 7.
17. Dokazte, ze z kazdé mnoziny generatorti konecné generovaného prostoru lze vybrat
bazi.
18. Dokazte, ze dusledek 5.54 plati bez predpokladu koneénosti G. Pfedpoklad tedy zmé-
nime na ,,G je mnozina generatoru kone¢né generovaného prostoru V*.
19. Spocitejte pocet vsech riuznych bazi V vybranych z vektoru vi, ..., vs z prikladu 5.56.
20. Dokazte druhou ¢ast tvrzeni 5.64.
21. Dokazte, Ze bazové sloupce tvori bazi sloupcového prostoru matice.
22. Piimo z definice bazovych sloupci dokazte, Ze FeSeni x = (z1,22,...,2Zn) € T"
soustavy Ax = b je jednoznaéné uréeno vektorem (i, , Tiy, - - -, T4),) € T, kde 41,42, . . ., ik
je seznam nebéazovych sloupct matice A, a naopak, ze kazdy vektor (zi,,Ziy,...,Ti,) V
T* vzniké z néjakého Feseni (21,22, ...,Tn).

23. Dokazte, ze pro libovolné t¥i podprostory Vi, V2, Vs prostoru V plati
Vi+V2)+Va=Vi+ (Va+V3) .
24. Dokazte, ze
Vi+Vo+--+Vi={vitva+-Fuv:v1 €Vi,u2a € Va,...,0 € Vi} .

25. Necht V;,i € I jsou podprostory vektorového prostoru W a G; je mnoZzina generatori
prostoru V; pro kazdé i € I. Dokazte, ze |J,.; G generuje \/,.; V.

26. Najdéte podprostory U, V, W prostoru R® takové, ze UN(V+W) # (UNV)+(UN
W), U+(VNAW)£((U+V)N(U+W).
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27. Jedna inkluze v obou (neplatnych) distributivnich zdkonech vzdy plati. Zjistéte které
a dokazte.

28. Dokazte, Ze rovnosti v distributivnich zakonech plati za predpokladu U < W nebo
W< U.
29. Rozhodnéte, zda pro podprostory U, V, W vektorového prostoru Z plati
dim(U) + dim(V) + dim(W) =dim(U+ V + W) + dim(U N V) + dim(V N W)+
+dim(UNW) —dim(UNVNW)
30. Jakou dimenzi mtze mit prunik podprostoru dimenze 3 a podprostoru dimenze 4 v
75,7 Pro kazdou z mo#nosti uvedte piiklad.
31. Pfi komunikaci byl pouzit Hammingtiv kéd Hs. Prijimajici strana piijala slova
0101011,0011111,1011100,1111110,011111,0001110,1100101.
Rozhodnéte, kterd z nich byla béhem pfenosu poskozena a u kazdého z poskozenych slov
rozhodnéte, ktery ze symboli byl pfenesen nespravné a jaké slovo bylo vyslano.
32. Dokazte Tvrzeni 5.109.

33. Definujeme d-okoli slova a € Z5 jako mnozinu
Va(a) = {x € Zy; h(x,a) < d}.

Dokazte, ze pocet prvka Vy(a) se rovna

)+ () (0)-20)

34. Dokazte, ze je-li C' kéd dimenze n s r informa¢nimi symboly, ktery opravuje d chyb,

pak plati nerovnost
n n n
r e < om.

35. Hamming svij linedrni (7,4)-kéd D definoval pomoci kontrolni matice

1 01 01 01
B = 01 1 0 0 1 1
0 001 1 1 1

Pokud bylo piijaté slovo y a By” = (s15253)7 # o”, dokazte Ze s3s251 je binarni vyjadieni
indexu poskozeného symbolu.

36. Dokaite, Ze existuje permutace 7 na mnoziné {1,2, ..., 7} takova, Ze plati a1as - - - a7 €
Hj3 praveé kdyz ar(1)ar2) - ax(ry € D, kde D je kéd z predchoziho cviceni. Jak souvisi
permutace 7 s permutaci sloupcii, pomoci které dostaneme z kontrolni matice A kédu Hs
kontrolni matici B kédu D.
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6. DETERMINANT

Cil. Budeme se vénovat pojmu determinantu matice. Motivact
je porozumeéni, jak zobrazeni uréené matici meéni obsah (v R?) a
objem (v R3). K definici budeme potiebovat permutace, naucime
se je ruznymi zpusoby zapisovat a urcovat znameénko.

6.1. Motivace. Ctvercova matice A fddu n nad R uréuje zobrazeni f4 : R® — R™.
Tato zobrazeni maji tu vlastnost, Ze ndsobi n-dimenzionéalni objemy (obsahy v
pfipadé n = 2, objemy v piipadé n = 3) konstantnim ¢islem. Toto ¢islo je rovno
absolutni hodnoté tzv. determinantu, ktery zavedeme v této kapitole. Znaménko
determinantu urcuje, zda zobrazeni méni ,orientaci prostoru“. Napfiklad pokud je
determinant matice A fadu 2 rovny 1,3, piislusné zobrazeni nasobi obsah kazdého
Gtvaru c¢islem 1,3 a neméni orientaci. To, Ze se orientace neméni si lze predstavit
tak, Ze obraz lze dostat spojitou deformaci roviny z puvodniho utvaru. Pokud je
determinant A rovny —1,3, pak zobrazeni nasobi obsah kazdého ttvaru ¢islem 1,3
a orientaci méni.

F < 3

A=1, det A=1,3 detA=—-13

Odvodime si vzorec na vypocet determinantu v pripadé redlnych ¢tvercovych
matic fadu n = 2 an = 3. V obecné definici pro vétsi n a nad jinymi télesy vizualni
predstava chybi, ale determinant muzeme definovat stejné a bude mit podobné
vlastnosti.

6.1.1. Determinant v R?. Budeme se snazit odvodit vzorec pro determinant ¢tver-
covych matic A fadu 2. Matici se sloupci u, v budeme znadit (u|v) a jeji determinant
det (u|v). Cislo det (A4), kde A = (u|v), ma vyjadfovat zménu obsahu a orientace
pii zobrazeni fa. Protoze zobrazeni f zobrazuje vektor e; = (1,0)7 na vektor
Ae; = u a vektor e; = (0,1)7 na vektor Aey = v, f4 zobrazuje jednotkovy étverec
se stranami e, es na rovnobéznik se stranami u, v.

fa(e2)

€y

fA(el)

€1

Obsah tohoto rovnobézniku mutzeme vyjadfit vhodnym doplnénim na obdélnik
a znaménko uréit diskuzi mozné vzdjemné polohy vektortt u a v podle obréazku (viz
cviceni).

OBRAZEK

Podivame se na jiny postup, ktery se nam rovnéz bude hodit v obecnéjsi situaci.
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Kdyz vynasobime jeden z vektort ¢islem ¢ € R, pak se obsah vysledného rovno-
bézniku zvétsi (nebo zmensi) |¢|-krat. P¥itom orientace se pro kladné ¢ nezméni a
pro zaporna t zméni. Dostavame vztahy

det (tu|v) = tdet (u|v) = det (utv)

OBRAZEK (zvetseni rovnobezniku)
Z nésledujiciho obrazku muzeme nahlédnout (stadi pfesunout trojihelnik ...),
ze plati
det (u; + uz|v) = det (u1|v) + det (uz|v)

a podobny vztah plati, kdyZ soucet je v druhém sloupci.

det (u|vy + vo) = det (u|vy) + det (u|vs)

Jesté si uvédomime, ze
det (e1,e2) =1, det(eg,e;) =—1, det(e,e1)=det(ez,e2)=0
protoze prvni matice odpovidé identickému zobrazeni, které neméni obsah ani orien-
taci, druhd matice odpovida preklopeni kolem osy prvniho kvadrantu, kterd neméni
obsah a méni orientaci, tfeti a ¢tvrtd matice odpovidd zobrazeni, kterd ctverci
prifadi ,zdegenerovany rovnobéznik“ — tsecku.
7 odvozenych vztahu jiz jde spocitat determinant obecné matice

A= (uv) = ( itz )

az1 a22

det (A) = det (u|v) = det (ar1€1 + az1€2]a12€1 + azzes)
= det (a11€1|ai12e1 + azes) + det (az1€2|a12e1 + azes) =
= det (aj1e1|aizer) + det (ar1€1|azses) +
+ det (ag1€2]aizer) + det (ag1e3]azses) =
= aj1a12 det (e1]e1) + aj1azz det (e1]ez) +
+ ag1a12 det (es]er) + agiags det (ez]es) =
= a11G22 — 421012

Determinant jsme odvodili pouzitim jednotkového ¢tverce. Obecné obsah a orien-
tace obrazu libovolného Gtvaru (u néjz lze méfit obsah) se zméni tak, jak udéava
determinant. Tento fakt nebudeme odvozovat.
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6.1.2. Determinant v R3. Pro matice f4du 3 udavd determinant zménu objemu
a orientace. Pro zobrazeni f4 urdené matici A = (u|v|w) je obrazem jednotkové
krychle se stranami e, e2, es rovnobéznostén se stranami u, v, w. Z geometrického
néhledu dostavame podobné vztahy jako v piipadé R2.

det (tu|v|w) = det (u|tv|w) = det (u|v|tw) = det (u|v|w)

det (uy + uz + us|v|w) = det (uy|v|w) + det (uz|v|w) + det (uz|v|w)
Podobny vztah plati, kdyz soucet je ve druhém nebo tietim sloupci.
K vypoctu jesté potfebujeme determinanty matic, jejichz sloupce jsou vektory v
kanonické bazi. Pokud jsou dva ze sloupci stejné, pak prislusné zobrazeni degene-
ruje krychli na ¢tverec, nebo dokonce tsecku, takze determinant je 0. Déle

det (e1,eq,e3) = det (e3,e3,e1) = det (e3,e1,e3) ,

protoze pfislusnda zobrazeni jsou rotace, které orientaci neméni. Zbyvaji tfi matice,
jejichz determinant je —1, protoze prislusna zobrazeni jsou zrcadleni a ta orientaci
meéni.
det (e1,e3,e2) = det (ez,e1,e3) = det (e3, ez, 1)
Determinant ted miiZeme spocitat jako v pfipadé n = 2, vyrazy ale budou ponékud
delsi.
ai;p Q2 a3
A= (u|v|w) = a21 Q22 423
az1 as2 ass

det (A) = det (u|v|jw) =

= det (a11€1 + az1€2 + azieslaize; + azes + azzes|aizer + azzes + aszes)

3 3 3
= Z Z Z ag1Gi2am3 det (e, e, ep,) =

k=11=1 m=1
— 110922033 det (el, €eo, 63) + a110a32023 det (el, €3, 62) +
+ az1a12a33 det (e2, €1, e3) + aziazzarz det (e, e3,e1) +
+ azjaizasgg det (e3, €1, e2) + asiazzars det (es, ez, 1) =
= (11022033 + (21032013 + A31012023 — 011032023 — 431022013 — 421012033

Kazdy scitanec je souc¢inem tfech prvkia matice agyaj2anms, kde k, [, m jsou navzajem
rizné, se znaménkem odpovidajicim orientaci trojice eg, e;, ,,. Jeden s¢itanec tedy
odpovida vybéru jednoho prvku s prvniho sloupce, jednoho prvku z druhého sloupce
a jednoho prvku z tfetiho sloupce, kde prvky vybirdme s navzajem rtiznych radkt
(ostatni ¢leny budou nulové).

6.2. Permutace. Vypocet vzorce pro ,vicerozmérny objem® by probihal podobné.

Museli bychom zjistit, ktera potradi vektora kanonické baze odpovidaji kladné orien-

taci a ktera zaporné. To lze pomoci pojmu znaménka permutace, které definujeme

v této Casti. Délame tim maly vylet z linearni algebry do algebry obecné.
Permutaci definujeme jako bijekci mnoziny na sebe samu.

Definice 6.1. Permutaci mnoziny X rozumime bijekci X — X. Mnozinu vSech
permutaci na mnoziné X znac¢ime Sy. Pro mnozinu permutaci na mnoziné X =
{1,2,...,n}, kde n je pfirozené ¢islo, také pouzivdme znaceni S,,.
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Nejcastéji budeme pouzivat permutace na koneéné mnoziné, konkrétné mnoziné
{1,2,...,n}. Pro koneénou mnozinu X je kazdé prosté zobrazeni X — X jiz bijekci,
a také kazdé zobrazeni X — X na je bijekci. (Pfipomerime, Ze ani jedna z téchto
implikaci neni pravdiva pro nekoneéné mnoziny.)

Vyznacnou permutaci na X je identické zobrazeni idx : X — X, pro néz
idx(x) = = pro kazdé x € X. Protoze inverzni zobrazeni k bijekci je bijekce, je
inverzni zobrazeni m~! k permutaci 7 na X opét permutace na X. Slozenim per-
mutaci je rovnéz permutace. Slozeni permutaci p a ¢ znacime o o p nebo op, tj.
op(z) = o(p(z)). Mnozina Sx spolu s témito operacemi opét splituje vlastnosti
podobné s¢itani v télese, nebo séitani ve vektorovém prostoru, s vyjimkou komu-
tativity:

(1) Pro libovolné ,p,0 € Sx plati n(po) = (7p)o.

(2) Pro libovolné 7 € Sx plati idx 7 = widx = 7.

(3) Pro libovolné m € Sx plati 77~ ! = 77 1r = idx.
Tim paddem nemusime pfi skladani psat zavorky a také mutzeme feSit jednoduché
rovnice typu apf = v, kde «, 8,7 jsou dané permutace, podobnym zpiisobem jako
pro ¢isla, akorat musime dat pozor na nekomutativitu.

6.2.1. Zapis permutace. Permutaci m na konetné mnoziné X muzeme zapsat ta-
bulkou, kdy do horniho fadku napiSseme v néjakém poradi prvky mnoziny X a pod
kazdy prvek z € X napiSeme jeho obraz m(z). Napiiklad permutaci 7 € Sg danou
vztahy n(1) =7, n(2) =6, 7(3) = 1, 7(4) = 8, n(5) = 5, n(6) = 4, n(7) = 3,
m(8) = 2 mlZeme zapsat
7T_(12345678)_(64728135)

7 6 1 8 5 4 3 2 4 8 3 6 2 7 15
Tabulkou mizeme zapsat libovolné zobrazeni z X do X (nebo i do jiné mnoziny).
To, ze m je permutace, se v tabulce projevi tak, ze v druhém fadku bude kazdy
prvek mnoziny X pravé jednou.

Dalsi moznosti je si permutaci nakreslit. Prvky X si nakreslime jako body (tzv.
vrcholy) a pro kazdé x € X si nakreslime Sipku (tzv. hranu) z « do 7(z). Takovému

obrazku tikame graf permutace w. ProtoZe 7 je zobrazeni, vede z kazdého bodu
praveé jedna Sipka, a protoze je to bijekce, vede do kazdého bodu pravé jedna Sipka.

/}L//—A\

OBRAZEK 6. Obréazek permutace

Kdyz graf trochu pfekreslime, vidime, Ze permutace je sjednocenim nezavislych
cykli.
To neni nahoda, kazda permutace je slozenim nezavislych cyklu.

Definice 6.2. Cyklus délky k je permutace na X spliujici 7(x1) = xo, 7(x2) = x3,
ooy m(ap—1) = xk, T(xp) = 1 a w(y) = y pro kazdé y € X \ {z1,22,...,2%}, kde
X1, Ta, ..., Tk jsou po dvou ruzné prvky X. Zapisujeme m = (1 x2 ... T).
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OBRAZEK 7. Lepsi obrazek permutace

Cykly nazyvame nezdvislé, pokud jsou mnoziny prvka vyskytujici se v cyklech
disjunktni.
Transpozice je cyklus délky 2, tj. permutace tvaru m = (z y).

Vsimnéte si, ze poradi prvkt v cyklu mizeme cyklicky otocit a dostaneme stejnou
permutaci:

(r1 29 .. wp) = (22 ... T 1) == (T) 1 T2 ... T_1)

Jak najit pro danou permutaci 7 rozklad na nezavislé cykly aniz bychom kreslili
obrazek? Zvolime libovolny vychozi prvek z; a podivame se na jeho obraz xo =
m(x1), pak se podivime na jeho obraz x3 = m(xs), atd. KdyZz poprvé narazime
na prvek, ktery se jiz vyskytl, tj. xx+1 = z; pro néjaké i < k, pak nutné i = 1,
jinak by 7 zobrazovala dva rtzné prvky x;_; a xp na stejny prvek x;. Takze mame
m(zk) = x1 a mizeme cyklus uzaviit. Pokud jsou v mnoziné X jesté jiné prvky,
vybereme kterykoliv z nich a nalezneme dalsi cykly. Tyto cykly musi byt nezévislé,
jinak bychom opét méli dva prvky, které se zobrazi do stejného prvku, a zobrazeni
7 by nebylo prosté. Naznacili jsme dikaz, ze rozklad na nezavislé cykly je mozny.
Poradi sklddani nezdvislych cyklii mizeme libovolné ménit (na rozdil od obecnych
cyklll) a az na tuto skuteénost je rozklad jednoznaény. Detaily si rozmyslete jako
cviceni.

Tvrzeni 6.3. KaZdou permutaci na koneéné mnoziné X lze zapsat jako sloZeni
nezdvislych cykli. Tento zdpis je jednoznacny aZ na potadi cykli (a cykly délky 1).

Priklad 6.4. Podle ndvodu rozloZime nasi permutaci 7 na nezavislé cykly. Za¢neme
napftiklad s prvkem 1. Jeho obraz je m(1) = 7, obraz 7 je 7w(7) = 3 a obraz 3 je
7m(3) = 1. Nalezli jsme prvni cyklus (1 7 3). Nyni vezmeme néjaky prvek, ktery se
doposud neobjevil, tieba 2. Spocitdme 7(2) = 6, 7(6) = 4, w(4) = 8, m(8) = 2
a nalezli jsme dalsi cyklus (2 6 4 8). Zbyvé prvek 5, ktery je pevngm bodem, tj.
m(5) = 5, coz muzeme zapsat cyklem (5) délky 1 (to je identickd permutace),
chceme-li tento fakt zdiraznit. Celkové tedy mame

T=(173)(2648) .
Poradi skladani mizeme diky nezavislosti prohodit a rovnéz mtizeme v tomto zapisu
cyklicky otacet prvky v zavorkach, protoze tim vznikaji pouze riuzné zapisy stejné
permutace. Takze napfiklad také

T=(6482)(317) .

Cyklickym zdpisem rozumime rozumime zapis pomoci nezavislych cykla s vyzna-
¢enymi pevnymi body, naptiklad

m=(173)(2648)(5) .
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Pokud pevné body neuvadime, hovorime o redukovaném cyklickém zdpisu.
Cyklicky (nebo redukovany cyklicky) zapis je vétSinou daleko vyhodnéjsi nez
zapis tabulkou, protoze 1épe vidime, co permutace ,déla“. Zapis tabulkou budeme
dale pouzivat jen ziidka.
Na prikladu si rozmyslime, jak permutace invertovat a skladat v cyklickém za-
pisu.
Priklad 6.5. Inverzni permutace prifadi kazdému prvku jeho vzor. Pro permutaci
7 =(173)(26 4 8) je naptiklad 7 ~1(3) = 7, protoze 7(7) = 3. Stad¢i tedy pievratit
poradi prvku v cyklu. Na obrazku bychom oto¢ili smér Sipek.

7 t=(137)(2846)

Na tomto misté si rovnéz uvédomme, ze inverzni permutace k transpozici je tataz

transpozice.
@) =G0 (=G))
Vypoéitame sloZeni permutace m a permutace p = (1 7 4 6)(2 8)(3 5):
pr=(1746)(28)(35)(173)(2648)=(142)(375)

Cyklovy zapis tvofime jako pro samotnou permutaci: vyjdeme z libovolného prvku,
podivame se, kam ho slozend permutace zobrazi a takto pokracujeme. Vysli jsme
z prvku 1, permutace 7 ho zobrazi na 3 a permutace p prvek 3 zobrazi na 5, takze
sloZena permutace pr zobrazi prvek 1 na prvek 5, tj. za 1 napiseme éslo 5. Cislo 5
permutace m zobrazi na 5 a permutace p zobrazi ¢islo 5 na 3, takze piseme 3, atd.

Jesté jednou pfipomenme, Ze skladani komutativni neni (ale tfeba nezavislé cykly
spolu komutuji). Slozenim p a 7 vyjde permutace

mp=(135)(678),
coz je jina permutace nez wp. M4 ale stejnou strukturu — ma stejné jako pm jeden

dva cykly délky 3. To neni ndhoda, viz cviceni.
Kazdy cyklus lze zapsat jako slozeni transpozic, naptiklad

(1 xo ... zk) = (1 22)(w2 3) ... (TR—1 Tk)
nebo

(1 xo ... z) = (1 2k) ... (21 23)(T1 X2) -
Ovéite obé& rovnosti! Protoze kazda permutace je slozenim cykla (dokonce nezavis-
Iych), mizeme kazdou permutaci napsat jako sloZeni transpozic. Dokazali jsme

Tvrzeni 6.6. KaZdd permutace na konecné mnoziné je sloZenim transpozic.

Tvrzeni vlastné tika, Ze jakkoliv promichdme prvky mnoziny, 1ze ptivodni uspora-
déani dostat postupnym prohazovanim dvojic. Zapis permutace jako slozeni trans-
pozic neni samoziejmeé jednoznacny, napiiklad

(123)=(13)(12)=(12)(23)=(12)(23)(12)(12)=(12)(13)(23)(12)=...

6.2.2. Znaménko. 1 kdyz kazdou permutaci mizeme zapsat jako slozeni transpozic
munoha zptlisoby, parita po¢tu transpozic (tj. zda je pocet sudy nebo lichy) se neméni.
K dikazu tohoto tvrzeni si nejdiiv vSimneme jak se méni pocet cykld v cyklovém
zapisu pfi slozeni s transpozici. V néasledujicim tvrzeni poc¢itame i cykly délky jedna.

Tvrzeni 6.7. Necht X je koneénd mnozina, 7 € Sx a (z y) € Sx. Pak pocet cykli
v permutaci (x y)m a 7 se lisi o 1 a pocet sudych cykli v permutaci (x y)m a 7 se
rovneéz lisi o 1.
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Dikaz. Rozebereme dva pripady. Nejprve predpokladejme, ze x a y lezi ve stejném
cyklu (x =21 23 ... Tx Yy =y1 Y2 ... y;) permutace 7. Pak

(zyyr=(xy)...(xx2 ... T yy2 ... y)...=...(xx2 ... Te)(Y Y2 - Y1) ,

kde ostatni cykly permutace 7w zlistanou beze zmény. Pocet cykltu se v tomto pripadé
zvy$i o 1. Rozborem piipadi dostaneme druhou ¢ast tvrzeni (napfiklad pokud kil
je sudé, pak se pocet sudych cykli zvétsi o jedna, pokud £ je sudé a [ je liché, pak
se pocet sudych cyklu také zvétsi o jedna, atd.).

Pokud jsou prvky x a y v rtiznych cyklech (z = x1 2o ... k), Y =y1 Y2 --- Y1),
pak

(zyyr=(xy)...(xae ... 2)(Yyy2 ... y)...=...(x T2 ... TLYY2 -+ Y1)+ ,

takze se pocet cykld snizi o 1. Druhou ¢ast ziskdme opét rozborem ptipadi. (Il

Disledkem je, Ze parita poc¢tu transpozic je stejna v libovolném zépisu permutace
jako slozeni transpozic. Tuto paritu navic pozname podle poctu cykli sudé délky v
cyklickém zapisu permutace.

Disledek 6.8. Pro libovolnou permutaci ™ na koneéné mnoziné X nastane jedna
z ndsledugicich moznosti:

(1) Kazdy zdpis w jako sloZeni transpozic obsahuje sudy pocet transpozic. To
nastane pravé tehdy, kdyz pocet cykli sudé délky v (redukovaném) cyklickém
zapisu permutace T je sudy.

(2) Kazdy zdpis 7 jako sloZeni transpozic obsahuje lichy podet transpozic. To
nastane pravé tehdy, kdyz pocet cykli sudé délky v (redukovaném) cyklickém
zdpisu permutace m je lichy.

Diikaz. Je-li 7 slozenim transpozic p1ps . . . px, pak nékolikanasobnou aplikaci pred-
choziho tvrzeni dostaneme, ze parita poctu cykla sudé délky v permutaci 7 je rovna
parité k: Pocet cyklt sudé délky v permutaci py je lichy (jeden cyklus délky 2), v
permutaci pg—1px je sudy, atd. O
Tento dlisledek ndm umoziiuje zavést znaménko permutace.
Definice 6.9. Permutace 7 na konecné mnoziné X se nazyva sudd, pokud nastane
moznost (1) v disledku 6.8. Rovnéz fikame, Ze znaménko  je 1 a piSeme sgn(w) = 1.
V opacéném piipadé je 7 lichd, mé znaménko —1 a definujeme sgn(w) = —1.
Znaménko snadno vypocteme z (redukovaného) cyklického zapisu. Staci spocitat
pocet cyklu sudé délky. Znaménko lze také urcit podle poc¢tu vSech cykla v cyklickém
zapisu, viz cviceni.
Piiklad 6.10.
sgn((1234)(567)(89)(1011)) = -1
protoze ma permutace v cyklickém zapisu 3 cykly sudé délky.
Znaménko inverzni permutace a slozené permutace je uré¢ené znaménkem ptvod-
nich permutaci.
Tvrzeni 6.11. Necht X je koneénd mnozina a 7,p € Sx. Pak plati
(1) sgn(idx) =1,
(2) sgn(r~1) =sgn(n) a
(3) sgn(mwp) = sgn(m)sgn(p).
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Diikaz.

(1) Identickd permutace ma 0 cykli sudé délky.
(2) Inverzni permutace mé stejny pocet cykla sudé délky.
(3) Pokud 7 lze zapsat jako slozeni k transpozic, tj. sgn(m) = (—1)%, a p

lze zapsat jako slozeni [ transpozic, tj. sgn(p) = (—1)!, pak 7p lze za-
psat jako slozeni k + [ transpozic, tj. sgn(mp) = (—=1)F* = (=1)F(-1)! =
sgn(m) sgn(p).

([l

Slovy, identickd permutace je sudé, inverzni permutace k sudé (resp. liché) je sudd
(resp. lichd), sloZzenim dvou sudych nebo dvou lichych permutaci je sudd permutace
a slozenim liché a sudé permutace v libovolném poradi je lichd permutace.

Priklad 6.12. Ve hie , 15 mame ¢tvercovou krabicku se 4 x 4 policky, v niz jsou
kosticky ¢islované 1 az 15 a jedno prazdné policko, pomoci néhoz jdou kosticky
vodorovné nebo svisle presouvat. Ukazeme, Ze zékladni pozici na obrazku vlevo
nelze ziskat z pozice na obrazku vpravo.

4

12

5 6 || 7| 8 5 || 6 7[8]

13 || 14 || 15 13 || 15 || 14

OBRAZEK 8. Hra 15

Mista v krabicce si ocislujeme podle zakladni pozice. Misto vpravo dole o¢islu-
jeme 16. Libovolnou pozici zapiSeme pomoci permutace m € Sig tak, Ze definujeme
m(i) = j, pokud se na misté ¢ naléza kosticka s ¢islem j. Jeden tah je vlastné proho-
zenim umisténi prazdného poli¢ka a néjaké kosticky i € {1,2,...,15}. Nova pozice
tedy odpovidd permutaci (16 ).

Budeme si vSimat parity permutace 7 a parity pozice prazdného policka. Na
zac¢atku vyjdeme z pozice odpovidajici liché permutaci (14 15) a prazdné policko
je na sudém misté 16. Po provedeni jednoho tahu permutace m zméni paritu a
rovnéz se zméni parita pozice prazdného policka, protoze suda mista sousedi pouze
s lichymi a naopak. Z toho plyne, ze

e po provedeni sudého poc¢tu tahi bude 7 lichd a prazdné policko bude na
sudém misté;

e po provedeni lichého poc¢tu tahd bude 7 suda a prazdné policko bude na
lichém misté.

Ani v jednom z obou pfipadi nemuiZzeme ziskat zakladni pozici, pro kterou je per-

mutace 7 sudéd (je to identickd permutace) a prazdné policko je na sudém misté
(16).
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6.2.3. Pocet permutaci. Jak jiz asi vite, poCet permutaci na n-prvkové mnoziné
X = {x1,z2,...,2,} je nl. Mame totiz n moznosti, kam zobrazit =i, pak n — 1
moznosti, kam zobrazit xs, atd. Dohromady n(n —1)...1 =nl.

Pocet lichych permutaci spocitame z nasledujiciho pozorovani, které také pouzi-
jeme pro dukazy tvrzeni o determinantech.

Tvrzeni 6.13. Necht X je koneénd mnozina a m € Sx. Pak plati:

(1) Soubor (p=t : p € Sx), soubor (mp : p € Sx) i soubor (pm : p € Sx)
obsahuje kazZdou permutaci v Sx pravé jednou.

(2) Pokud 7 je lichd, pak soubor (wp : p € Sx,sgn(p) = 1) i soubor (pm:p €
Sx,sgn(p) = 1) obsahuje pouze liché permutace v Sx , kaZdou prdvé jednou.

Diikaz. Rovnice 0 = p~! ma pro dané o praveé jedno feseni p = o~ !. (Rozmyslete si

podrobné toto i dalsi tvrzeni pouzita v tomto dikazu. Zdivodnéni je podobné jako
v tvrzeni 3.3 o vlastnostech téles.) To znamend, Ze kazdou permutaci o lze zapsat
ve tvaru p~! pravé jednim zptisobem, tj. soubor (p~! : p € Sx) obsahuje kazdou
permutaci v Sx pravé jednou.

Rovnice o = mp m4 pro dané o a 7 pravé jedno feseni p = 7~ 'o. Z toho plyne,
Ze v souboru (mp : p € Sx) je kazd4 permutace pravé jednou. Podobné pro tfeti
soubor v ¢asti (1). Pokud jsou permutace o a 7 liché, pak p = 7~ 1o je sud4, protoze
sgn(m~lo) = sgn(n ') sgn(o) = sgn(r)sgn(o) = (—=1)(=1) = 1 (viz tvrzeni 6.11).
Kazdou lichou permutaci 1ze tedy zapsat ve tvaru mp, kde p je suda, pravé jednim
zpusobem. Navic wp je licha, pokud 7 je licha a p je suda. Z toho plyne prvni ¢ast
bodu (2). Druhé ¢éast se dokdze podobné. O

Tvrzeni muzeme formulovat v jazyku zobrazeni. Napfiklad druha ¢ast tvrzeni v
bodé (1) tikd, Ze zobrazeni f : Sx — Sx definované f(p) = mp je bijekce. Prvni
¢4st bodu (2) tika, ze je-li  lich4, pak zobrazeni f definované stejnym predpisem je
bijekci z mnoziny vsech sudych permutaci v Sx na mnozinu vsech lichych permutaci
v Sx.

Disledkem je, ze pocet lichych permutaci na n-prvkové mnoziné X je stejny jako
pocet sudych permutaci na X, kdykoliv na X néjaka lichd permutace existuje, tj.
v ptipadé n > 1. Pro n > 1 je tedy pocet lichych i sudych permutaci n!/2.

6.3. Definice determinantu a zakladni vlastnosti. Pfipomeiime, Ze determi-
nant realné ¢tvercové matice A = (u|v|w) fddu 3 urcuje, jak zobrazeni f4 méni
objem a orientaci. Jeho absolutni hodnota je rovna objemu rovnobéznosténu o stra-
nach u, v, w. Odvodili jsme vzorec

air a2 as
det 21 Q22 423 =
asy asz2 a3z

= 0110226033 + 021032013 + 431012023 — 611032023 — (31022013 — (21012033 -

Kazdy ¢len souctu je soucin tfech prvkl ariai2a.m,3, kde k, [, m jsou navzajem rizné,
a znaménko udava orientaci trojice vektori (eg, e;, €,,). Kazdy ¢len lze tedy zapsat
jako ar(1)1x(2)2ax(3)3, kde T € S3 je permutace 7(1) = k, 7(2) = [, 7(3) = m a
vsimnéte si, ze znaménko ¢lenu je rovno znaménku permutace 7. To geometricky
odpovida tomu, ze prohodime-li dva vektory kanonické béaze, orientace se zméni.
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6.3.1. Definice. Podobné definujeme determinant libovolné ¢tvercové matice nad
libovolnym télesem.

Definice 6.14. Je-li A = (a;;) ¢tvercova matice nad télesem T fadu n, pak defi-
nujeme determinant matice A predpisem

det (A) = Z sgn(m)ar(1),10x(2),2 - - - Ar(n),n -
TESy

Determinant tedy pfifadi ¢tvercové matici nad T prvek télesa T. Soucet ma
n! ¢lentd, jeden pro kazdou permutaci # € S,. S¢itanec odpovidajici permutaci
7 je sou¢inem n prvkii matice, z kazdého sloupce 7 obsahuje soucin prvek a(; ;,
znaménko s¢itance je rovné znaménku permutace 7. (Pro piehlednost oddélujeme
indexy prvki matice ¢drkou.)

Pro determinant matice A se také uziva znaceni |A].

Piiklad 6.15. V pfipadé n = 2 médme dvé permutace v So — identickou permutaci
a transpozici (1 2). Identickd permutace je sudd a odpovidajici séitanec je ajjass,
transpozice je lichd a odpovidajici sCitanec je —asjaie. Dostavame stejny vzorec
jako dfive:

det (@11 @12 ) _ | ann 412 = @11092 — (21012
az1 22 d21 Q22
OBRAZEK (diagonaly)
Napiiklad
cos(a) —sin(a)

= cos?(a) +sin®(a) =1 ,

sin(a)  cos(w)
coZ neni prekvapivé, protoZe rotace o a neméni ani obsah ani orientaci.
(Pfi zdpisu determinantu pomoci svislych ¢ar vynechdvame kulaté zavorky.)

Piiklad 6.16. V piipadé n = 3 mame Sest permutaci v S3 — identické permutace
a trojcykly jsou sudé, transpozice jsou liché. Odpovidajici séitanci jsou:

T
id 11022033
(1 2 3) a210a320Q13
(1 3 2) a31a120923
(23) —a11a32023
(13) —a31022013
(12) —@21012033

a opét dostavame vzorec odvozeny vyse. Mnemotechnickou pomiickou je tzv. Sarru-
sovo pravidlo na obrazku.

Pocitat matice z definice neni vhodné uz pro matice fadu 3, je lepsi vyuzit jiné
metody. Sarrusovo pravidlo tedy nebudeme pouzivat. V pfipadé n = 4 ma jiz vyraz
24 ¢lent (vypiste je jako cvifeni) a definice je pro vypodlet jiz zcela nevhodna.
Vsimnéte si, Zze pravidlo podobné Sarrusovu pro matice radu n > 3 neplati.

6.3.2. Zakladni vlastnosti. Pro horni trojihelnikové matice vypocitdme determi-
nant jako soucin prvki na diagonale.

Tvrzeni 6.17. Je-li A horni trojuhelnikovd matice, pak det (A) = a11a22 ... Gnp.
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» —a31022013

» —0110320G23

» —@21012033
+aizazzazz id
+agiaspaiz (13 2)
“+as1a12a23 (1 2 3)

13)
2 3)
12)

ay; Qi 013
a1 @22 G323
asi g3 643
axi ' (142‘ @13

o o~ o~

a1  Aa22 G23

OBRAZEK 9. Sarrusovo pravidlo

Driikaz. Podivejme se na jeden sc¢itanec sgn(m)anr(1),10x(2),2 - - - @r(n),n v definici de-
terminantu. Pokud je jeden z ¢initelti v tomto soucinu nulovy, cely séitanec je roven
nule a muzeme jej ignorovat. Prvni sloupec matice A je cely nulovy, aZz na hodnotu
ai1, kterd miize byt nenulova. Pokud tedy 7(1) > 1, pak ar(1),;1 = 0 a scitanec je
nulovy. Predpokladejme proto w(1) = 1. Podobné, pokud 7(2) > 2 miZzeme na séi-
tanec zapomenout, protoze a,(z),2 = 0. TakZe miZeme predpokladat m(2) < 2. Ale
7(2) nemize byt 1, protoZe mame (1) = 1 a 7w je prosté zobrazeni, ¢ili 7(2) = 2.

Postupné dostavame 7(3) = 3, 7(4) =4, ..., m(n) = n.
Jediny mozné nenulovy séitanec tedy odpovidéa identické permutaci, ta je suda,
takze det A = a11a22 ...0pnp- O

Pro matice 2 x 2 nad R je geometrické vysvétleni na obrazku ?7. Rovnobéznik o
stranach (a11,0)7, (a21,a22)” ma stejny obsah jako obdélnik o stranach (a;;,0)? a
(0, a22)T, protoze oba rovnobé&zniky maji stejnou vysku. Také maji stejnou orientaci.

OBRAZEK

Podobné bychom mohli dokézat, Ze determinant dolni trojihelnikové matice je
sou¢in prvka na diagonale. Délat to ale nebudeme, dokazem obecnéji, ze determi-
nant se nezméni transponovanim.

Tvrzeni 6.18. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati det (A) = det (A”).

Drikaz. Scitanec v definici det (AT) odpovidajici permutaci 7 je

sgn(m)a1,x(1)02,7(2) - - - An,me(n) -

Soucin lze preusporadat na

sgn(w)a,r-l(l)’laﬂq(g)’g . aﬂ—l(n))n s



LINEARNI ALGEBRA 117

protoze 7~ !(i)-ty ¢initel v pivodnim soucinu je roven Q=1 (i) m(n=1(3)) = Qm—1(i),i-
Tento ¢initel jsme pfesunuli na i-té misto. Mame

det (AT) = Z Sgn(ﬂ—)al,ﬂ'(l)a’Q,ﬂ'(2) te an,ﬂ'(n)

TESy

= Z Sgn(ﬂ—)aﬂ'*l(l),lawflﬁ)ﬁ <o Qr=1(n)n
TESy

= Z sgn(ﬂ'*l)aﬂﬂ(l)’laﬂq(2)’2 co Qr=1(n)n
TESR

= Z Sgn(p)ap(l),lap(2),2 <2 Qp(n),n

€S, p=n—1

= Z Sgn(p)ap(l),lap(g),g e ap(n)m = det (A)
pPESy

Ve tiet{ tipravé jsme pouzili vztah sgn(m~1) = sgn(m) (viz tvrzeni 6.11) a v paté
Upravé jsme zacali scitat pres inverzy permutaci, coz vysledek nezméni, protoze
soubor (7! : © € S,) obsahuje viechny permutace v S,, pravé jednou (viz tvr-
zeni 6.13). O

Dokéazané tvrzeni jinymi slovy fika, ze

det (A) = Z Sgn(ﬂ-)a17‘n’(1)a‘2,ﬂ(2) <o Qp ()
TESy

coz je trochu tradi¢néjsi verze definice.

Tvrzeni se hodi se k tomu, ze véty, které dokazeme pro fadky, budeme moci
pouzit i pro sloupce.

Ted dokazeme vlastnosti determinantu pouZité pii odvozeni vzorct v dimenzi 2
a 3 nad R, jsou to body (1) a (2) v nésledujicim tvrzeni. Zaroveni spocitame, jak se
méni determinant pfi elementérnich sloupcovych tpravach, to jsou body (2), (3) a

(4).

Tvrzeni 6.19. Necht T je téleso, n € N, i,5 € {1,2,...,n}, i £ j, u, vi, va, ...,
v, €T, t €T ap€S,. Pak plati.

(1) det (vi|val|...|vic1] vi+u |[vig1] ... |Va)
=det (vi|...|Vie1| Vi [Vig1]...|vn) +det (vi]...|vic1] @ |Viga] .. |VR)
(2) det (vi|val...|vic1] tvi [Vig1] ... |vn) =t det (vi|va]...|vy)
(3) det (vo1)|Vp@)l- - - [Vpm)) = sgn(p) det (vi|va|...|vy)
(4) det (Vl‘V2| .o |Vi—1|vi + th|Vi+1| PN |Vn) = det (V1|V2| ‘e ‘Vn)

Diikaz. Oznacime A = (a;;) = (v1|va|...|vy), ¢ili a;; je i-ta slozka vektoru v;.
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(1) Oznac¢ime-li u = (by, b, ...,b,), plati

det (vi|val|...|vi—i| vi+u [vig1] ... |vn)

Z Sgn(ﬁ)aﬂ(l),law(z),z cee aﬂ'(i—l),i—l(afr(i),i + bﬂ'(i))aﬂ(i+1),i+1 - Qr(n)n
TES

Z (sgn(TM)ar(1),107(2),2 - - - Are(n),n+
TESy
+ Sgn(ﬂ)an(l),laﬂ(z)g cee arr(i—1),i—1b7r(i)a7r(i+1),i+l cee aﬂ'(n),n)

Z Sgn(ﬁ)aﬂ(n,mw(z)z -+ Qr(n),n
TES)

+ Z SEN(T)Ar(1),107(2),2 - - - O (i—1),i—10r (i) B (i41),i41 - - - Ore(n)on
TES,

=det (vi|...|vic1| Vi [Vig1| .- |va) +det (vi|. .. |vici| w |[Vigr] - Vi)

V upravach jsme roznasobili zavorku a rozdélili sumu na dvé ¢asti.

(2) K dtikazu tohoto bodu sta¢i vytknout ¢ pred sumu:

det (V1|V2| . ‘Vifl‘ tVi |V7;+1| . |Vn)

= Z Sgn(ﬂ)aﬂ(1),1aw(2),2 . "aﬂ(i—l),i—l(taw(i),i)aﬂ(i+1),i+1 < Qr(n)n
TES,

=1 Z SEN(T)Ar(1),107(2),2 - - - Ore(n),n

TESy
=t det (vq|va|...|vn)
(3) Uvédomime si, ze prvek na misté (4,7) v matici (v,q)|[Vp)l- .- [Vom)) je

a;,p(j)- K rozepsani determinantu pouzijeme alternativni definici.
det (Vo) [Vo)| -+ [Vpm)
= Y sen(m)ay p(r(1))92,p(x(2)) - - O p((n))

TES,
= Z Sgn(p) Sgn(p’fr)al,pw(l)aﬂ,pﬂ@) -+ Ay pre(n)
7\'€Sn
=sgn(p) Y 5e0(pT)a1,m(1)d2,pm(2) - - - npr(n)
TESy
= sgn(p) Z SgN(0)a1,0(1)02,6(2) - - - An,o(n)
TES, ,o=pT

= Sgn(p) Z Sgn(a)al,a(l)alo@) -2 Qn.o(n)
oES,
= sgn(p) det (vi|val]...|vn)
V predposledni tupravé jsme zacali s¢itat pfes permutace o = mp misto
m, coZ vysledek nezméni, protoze soubor (pm : w € S,,) obsahuje vSechny
permutace v .S,, pravé jednou (viz tvrzeni 6.13).

(4) Nejprve dokdzeme pomocné tvrzeni: Determinant matice B = (by;) fadu n,

kterd ma dva sloupce 4, j (i # j) stejné, je nula.
Pro vétsinu téles bychom mohli pouzit pfedchozi bod: Protoze (i,7)
je licha permutace a prohozenim sloupct 7 a j se matice nezméni, plati
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det (B) = —det (B). Bohuzel z toho plyne det (B) = 0 pouze pro télesa
charakteristiky rtizné od 2. Proto obecné musime postupovat jinak. V sumé

det (B) = Z bl_’ﬂ-(l)bgyﬂ-@) ce bn,ﬂ(n)
TES,
k sobé seskupime pro kazdou sudou permutaci 7 s¢itanec odpovidajici w a
séitanec odpovidajici permutaci (i j)w. Toto seskupeni mizeme provést a
vyCerpame jim vSechny s¢itance, protoZe soubor ((i j)m : 7 € S, sgn(w) =
1) obsahuje v8echny liché permutace v S,, pravé jednou (viz tvrzeni 6.13).
Dostaneme

det (B) = > (sen(mbyr@ben) - - boe(m)+
TESy,sgn(m)=1
+sgn((0 ))mb1 n()b2,6 jyn(@) - - On Hmin))
= Z (sgn(m)by x(1)b2,7(2) - - - brw(n)—
TESy,sgn(m)=1
- Sgn(ﬂ—)bl,ﬂ'(l)bQJT(Q) ce bn,ﬂ(n))
=0 ,
kde jsme pouzili sgn((i j)m) = —sgn(w) a fakt, Ze B méa shodny i-ty a j-ty
sloupec.

Tim jsem dokazali pomocné tvrzeni a ditkaz ¢tvrtého bodu snadno do-
kon¢ime uzitim predchozich.

det (vi|vel|...|vic1|vi +tvj|Viga] ... |Vn)

=det (vi|va|...|vy) +det (vi|va|... |Vici| tVj [Viga] ... |Vn)
=det (vi|va|...|vy) +tdet (vi|va|...|Vic1] vj [Vig1] ... |Vn)
=det (vi|va]...|vn)

O

Protoze determinant matice se shoduje s determinantem transponované matice
(tvrzeni 6.18), podobné tvrzeni mizeme formulovat pro Fadky. Bod (2) fikd, zZe
vynasobime-li néktery sloupec (nebo fadek) prvkem ¢ € T, determinant se zvétsi ¢-
krat. Dalsi bod ukazuje, Ze prohodime-li sloupce (fadky) podle néjaké permutace ,
pak determinant nanejvys zméni znaménko, a to v pripadé, ze 7 je licha. Specialné,
pokud prohodime dva sloupce (fadky), determinant zméni znaménko. Posledni bod
mizeme formulovat tak, Ze pfi¢teme-li t-ndsobek nékterého sloupce (resp. fadku) k
jinému sloupci (resp. fadku), determinant se nezméni.

Protoze vime, jak spocitat determinant horni (dolni) trojihelnikové matice (tvr-
zeni 6.17), miizeme k vypocétu determinantu obecné matice pouzit Gaussovu elimi-
naci. Pfitom si mizeme pomoci také sloupcovymi upravami.

Geometricky jsme si jiz zdtvodnili vlastnosti (1) a (2) v piipadé T =R an =
2, 3. Prohozeni dvou sloupcti odpovida zrcadleni podle pfimky nebo roviny, takze
determinant zméni znaménko. To odtvodiiuje (3). Nésledujici obrazek vysvétluje
¢tvrtou vlastnost pro n = 2. Pfi¢teme-li k jednomu z vektorti nasobek druhého,
prislusny rovnobézniky budou mit stejnou jednu ze stran a stejnou vysku na tuto
stranu jako ptivodni rovnobéznik.

OBRAZEK
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Piiklad 6.20. Spocitdme determinant redlné matice

2 4 2
A= 7 -1 4
5 0 -6

V prvnich dvou tpravach vynéasobime pro pohodli posledni sloupec ¢islem 1/2 a
prohodime prvni a tfeti sloupec, abychom dostali na pozici (1,1) prvek 1. Déle
budeme pouzivat uz jen fadkové upravy. V jedné z nich vynasobime druhy fadek
¢islem 1/3. Musime dat pozor na to, Ze prohazovéni a nésobeni determinant méni.
Na nésobeni se miizeme v tomto kontextu divat jako na vytykani inverzniho skalaru
pred determinant.

2 4 2 2 4 1 1 4 2

7T -1 4 | =27 -1 2 |=-2 2 -1 7

5 0 -6 5 0 -3 -3 0 5
1 4 2 1 4 2 1 4 2
=-2-/0 -9 3 |=-2-3-/0 -3 1 |=—-6-1/0 -3 1
0 12 11 0 12 11 0 0 15

=—6-1-(=3)-15 =270

Vypocet budeme umeét provést Sikovnéji pomoci elementarnich tprav kombinova-
nych s rozvojem.

Priklad 6.21. Prohozenim sloupci spocitdme determinant redlné matice.

2 13 5 3 5 1 2
38 0 — 0 -2 8 -3
7 5 0 o |—ee@423)-1 4 4 5 4
4 00 0 0 0 0 4

=sgn((1423))-3-(=2)-5-4=120

Provedli jsme prohozeni sloupct odpovidajici permutaci p = (1 4 2 3) — sloupec
1 jsme presunuli na misto 4, sloupec 4 na misto 2, atd. Tato permutace je liché.
Alternativné bychom postupné mohli prohazovat sloupce po dvou.

6.3.3. Dalst kriterium reqularity. Z tvrzeni 6.19 miizeme odvodit dalsi kriterium pro
regularnost matice: matice je regularni pravé tehdy, kdyz ma nenulovy determinant.
Geometricky to pro realné matice fadu 3 mizeme odtvodnit tak, ze fa nuluje
objemy pravé tehdy, kdyZ obraz fa(R®) je obsazen v né&jaké roviné (tj. zobrazeni
zkolabuje prostor do roviny nebo dokonce pfimky ¢i bodu).

Tvrzeni 6.22. Ctvercovd matice je reguldrni pravé tehdy, kdyz det (A) # 0.

Diikaz. Elementarni radkové tpravy sice determinant méni, ale neméni ,nulovost®
determinantu: prohozenim fadkt determinant zméni znaménko, vynasobenim ne-
nulovym cislem ¢ se determinant zvétsi ¢-krat a pricteni nasobku néjakého radku
k jinému determinant nezméni. Takze oznacime-li B odstupniovany tvar matice A,
pak det (A) = 0 pravé tehdy, kdyz det (B) = 0. Matice B je v hornim trojthelni-
kovém tvaru, takze det (B) je soufinem prvka na diagonéle (tvrzeni 6.17). Tento
soucin je nulovy pravé tehdy, kdyz ma B nulovy fadek, coz se stane pravé tehdy,
kdyz A je singularni podle bodu (5) véty 4.30 charakterizujici reguldrni matice. O
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Implikace zprava doleva zobecriuje fakt dokdzany v dikazu bodu (4), Ze deter-
minant matice, kterd ma dva sloupce stejné, je nulovy.

Obecnéji lze hodnost libovolné matice uréit podle determinanti ¢tvercovych pod-
matic.

Definice 6.23. Minorem faddu k matice A rozumime determinant matice vzniklé
z A vybérem k Ffadku a k sloupcu.

Priklad 6.24. Jednim ze minort fadu 2 matice

1 2 3 4
A= 5 6 7 8
9 10 11 12

je

6 8
det (B) = det ( 10 12 )
Matice B vznikne z A vybérem fadki 2 a 3 a vybérem sloupcii 2 a 4.

Tvrzeni 6.25. Hodnost libovolné matice A je rovna nejvétsimu cislu r takovému,
Ze existuje nenulovy minor matice A vadu r.

Diikaz. Pro odstupnovany tvar se tvrzeni nahlédne snadno a ¢islo r se fadkovymi
dpravami neméni. Detaily si rozmyslete jako cviceni. O

Napriklad hodnost matice A je rovna 2 pravé tehdy, kdyz kazdy subdeterminant
fadu 3 je nulovy a existuje nenulovy subdeterminant fadu 2.

6.3.4. Determinant soucinu. Dalsi aplikaci tvrzeni 6.19 je véta o determinantu sou-
¢inu matic. K tomu si nejprve vS§imneme, jaké jsou determinanty elementarnich
matic:

e Matice odpovidajici prohozeni dvou fadkt ma determinant —1, protoze
vznikne z jednotkové matice prohozenim téchto fadkt (mtZzeme pouzit na-
piiklad bod (3) z tvrzeni na jednotkovou matici, nebo pfimo definici).

e Matice odpovidajici vynasobeni néjakého fadku prvkem ¢ € T' ma determi-
nant t, naptiklad podle véty o determinantu horni trojihelnikové matice,
nebo podle bodu (2).

e Matice odpovidajici pficteni t-nédsobku néjakého fadku k jinému ma de-
terminant 1, napiiklad opét podle véty o determinantu horni nebo dolni
trojuhelnikové matice, nebo podle bodu (4).

Z bodt (2),(3),(4) nyni vyplyva, Ze pro libovolnou elementarni matici E a libovol-
nou ¢tvercovou matici B stejného Fadu plati det (EB) = det (E) det (B). Kazda
regularni matice R je soudinem elementarnich matic R = E1F5 ... E; (podle tvr-
zeni 4.39), takze dostavame
det (RB) =det (E1Es2... ExB) =det (Ey)det (Ey... ExB) = ...
= det (Ey)det (Ez)...det (Ey)det (B) =--- = det (R) det (B)

Tento vztah plati i pro singularni matice R, tedy obecné plati, Ze determinant
soucinu je soucin determinanti.

Véta 6.26 (véta o determinantu soucinu). Pro libovolné matice A, B Fddu n nad
stejnym télesem plati det (AB) = det (A) det (B).
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Diikaz. Pro regularni matici A jsme vétu dokazali. Pokud A je singularni, pak AB
je rovnéz singularni. To lze zdtvodnit napfiklad pomoci tvrzeni 5.77 o hodnosti
souinu: rank(AB) < rank(A) < n. Obé strany rovnosti jsou proto rovny nule. [

Véta ma opét ndzorny geometricky vyznam. Pro realné matice fadu tii uda-
vaji determinanty matic A, B koeficienty zmény objemu a orientace pro zobrazeni
fa, fB. Matice AB odpovida sloZzenému zobrazeni f4 o fgp, jeho koeficient zmény
objemu a orientace je ziejmé souc¢inem téchto koeficientt pro matice A, B. Napfi-
klad, je-li det (A) = 2 a det (B) = 3, zobrazeni fp jakykoliv Gtvar zvétsi tiikrét a
fa pak jesté dvakrat, takZze dohromady se tvar zvétsi Sestkrat.

Pro soucdet podobna véta neplati, napiiklad proto, Ze soucéet dvou singulér-
nich matic mtze byt regularni. Pro determinant inverzni matice dostaneme vzorec
z véty o determinantu soucinu.

Dusledek 6.27. Je-li A reguldrni matice, pak det (A™') = det (A"
Dikaz. Podle véty o determinantu soudinu je
1 =det(I) = det (AA™") = det (A)det (A7) ,

z Gehoz dostaneme vzorec vydélenim det (A). (Determinant matice A je nenulovy
podle tvrzeni 6.22. ) O

6.3.5. Cramerovo pravidlo. Jako posledni aplikaci zakladnich vlastnosti determi-
nantu dokdzeme Cramerovo pravidlo pro feseni soustav linearnich rovnic s regularni
matici.

Véta 6.28 (Cramerovo pravidlo). Necht A je reguldrni matice fddu n a j €

{1,2,...,n}. Pak j-ta slozka vektoru Teseni x = (x1,x2,...,T,) soustavy Ax = b
je
det (AJ)
Tj=
det (A)

kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b, tj.
Ay = (Aut|Asa| - Ay IBlAG+1) |- [Asn) -
Diikaz. Vztah Ax = b mizeme zapsat jako
1A + 22400+ -+ 2,A0 =Db .
Dostavame

det (AJ) = det (A*l‘A*2| . ‘A*(j,1)|b|14*(j+1)| . |A*n)

= det <A*1|A*2 Aoy mk Akl Al - |A*n>
k=1

= det (A*l‘A*2| . ‘A*(j_1)|£L’jA*j‘A*(j+1)| . ‘A*n)
=T det (A*l‘A*2| . |A*(j_1)|A*j‘A*(j+1)‘ . |A*n) =T det (A) N

kde ve treti pravé jsme vyuzili toho, Ze pri¢tenim linedrnim kombinace sloupci
rtiznych od j k sloupci j se determinant nezméni (to plyne z bodu (4) v tvrzeni 6.19)
a ve ¢tvrté upravé jsme pouzili (2).

Z toho ihned vidime dokazovany vztah. [
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Cramerovo pravidlo mizeme pouzit pouze pro regularni matice, tj. pro ¢tver-
cové matice s nenulovym determinantem (viz tvrzeni 6.22). SpiSe neZ pro praktické
pocitani se vyuziva ve vypoctech a tivahach, kdy se miize hodit explicitni vzorec
pro néjakou slozku feseni.

Piiklad 6.29. Vypocitame tfeti slozku Feseni soustavy Ax = b nad Zs.

1 3 2|0
2 4 1|2
0 2 2|4
Spocitame determinant matice A.
1 3 2 1 3 2 1 3 2
2 4 1|=10 3 2|=|03 2|=2
0 2 2 0 2 2 0 0 4

Matice A je tedy reguldrni a muzeme pouzit Cramerovo pravidlo. Spocitame jesté
determinant matice As.

Treti slozka feseni je

6.4. Rozvoj, adjungovana matice.

Vezmeme-li v definici vSechny ¢leny obsahujici vybrany prvek a;; a vytkneme jej,
v zévorce dostaneme tzv. algebraicky doplnék prvku a;;. Az na znaménko je roven
determinantu matice, kterd vznikne vynechanim fddku a sloupce obsahujici a;;. To
dokazeme ve vété o rozvoji podle sloupce. Nejprve potiebny pojem.

Definice 6.30. Necht A = (a;;) je ¢tvercova matice fadu n a i,j € {1,2,...,n}.
Algebraickym dopliikem (téz kofaktorem) prvku a;; matice A rozumime skalar

Ayj = (=1)""7 det (M;;)

kde M;; je matice fadu n — 1, kterd vznikne z A vynechdnim i-tého fadku a j-tého
sloupce.

Definice mé smysl pro matice fadu n > 1. Pro matici fadu 1 definujeme A1, = 1.
Tento pripad je potfeba v nékterych tvrzenich této kapitoly rozebrat zvlast, ale
explicitné na to upozornovat nebudeme.

Priklad 6.31. Algebraickym doplitkem prvku a;s v redlné matici

2 4 7
A= (aij) = 3 -2 —4
5 1 =3

je

Aiz = (~1)™+? — (~1)(=9 - (~20)) = ~11 .

3 —4
5 =3
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Véta 6.32 (o rozvoji podle sloupce). Je-li A c¢tvercovd matice fddu n a j €
{1,2,...,n}, pak

n
det (A) = Zaiinj = alelj + anggj + -4 anjAnj .
i=1
Diikaz. Potiebujeme dokézat, ze koeficient u a;;, vytkneme-li tento prvek ze vSech
Clenti, které jej obsahuji, je rovny A;;. Pro pohodlnost zvolime trochu jiny postup
dikazu.
1. krok. Pokud a,, = 1 a vSechny ostatni prvky v n-tém sloupci jsou nulové,

pak det (4) = A4,,,,.

Plati
det (A) = Z Sgn(”)aw(l),lapi(z),z -+ Qr(n),n

TESy

= Z Sgn(”)aw(l),lamu),z <+ Qr(n)n
TESy,m(n)=n

= Z Sgn(ﬂ)awu),lam@),z - Or(n—1),n—1 =
TESy,m(n)=n

= (*1)n+n Z Sgn(”)aw(l),l%im)g < Qr(n—1),;n—1 = Apn -

TESn_1
V druhé upravé jsme vynechali nulové séitance, ve tfeti jsme pouzili ap, = 1,

ve ¢tvrté jsme pouzili (—1)("_1)+(”_1) = 1 a skutecnost, Zze znaménko permutace
m € Sp, pro kterou m(n) = n, je stejné jako znaménko permutace 7 ziZené na
mnozinu {1,2,...,n — 1} (to plati, protoze tyto dvé permutace maji stejny redu-
kovany cyklicky zapis).

2. krok. Pro libovolné 4, j € {1,2,...,n}, pokud a;; = 1 a v8echny ostatni prvky
v j-tém sloupci jsou nulové, pak det (4) = A;;.

Posuneme-li v matici B fadek ¢ na posledni misto a potom sloupec j na posledni
misto, dostaneme matici B, jejiz determinant je B,,,, podle 1. kroku. Posunuti i-tého
fadku na n-té misto odpovida permutaci fadkd o = (n (n—1) ... i) a posunuti j-
tého sloupce na n-té misto odpovida permutaci sloupci p = (n (n—1) ... j). Podle
bodu (3) tvrzeni 6.19 o zméné determinantu pfi permutaci sloupct a analogického
tvrzeni pro radky mame

det (A) = sgn(o) sgn(p) det (B) = sgn(o) sgn(p)Bun = (=1) B, = Ay

kde sgn(o)sgn(p) = (—1)"*7 je vidét z toho, ze parita délek cykli o,p je stejna
pravé tehdy, kdyz parita ¢ a j je stejna.
3. krok. Pomoci 2.kroku a bodi (1) a (2) z tvrzeni 6.19 nyni vypocet dokonéime.

det (A) = det (A |Asa| ... [Aun)

= det <A*1|A*2|...|A*(J»1) > aije; |A*(j+1)|...|Am>

i=1

= Zaij det (A*1|A*2| . |A*(j,1)| €; |A*(j+1)‘ e |A*n)
i=1

= Z aiinj .

i=1
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(Rovnéz jsme vyuzili trividlni skuteénosti, ze algebraicky doplnék prvku a;; se ne-
zméni, zménime-li j-ty sloupec.) O

Diky tvrzeni 6.18 o transponovani muzeme provadét rozvoj podle fadku:

n
det (A) = Z aijAij = aitAin + aigAip + -+ + ainAin

j=1
Priklad 6.33. Provedeme rozvoj podle druhého fadku.
2 4 7
3 -2 —4 [=3.(-1)'2 T 4+ (=2) - (=1)**2 270y
1 -3 5 =3
5 1 =3
2 4
AL (_1)3+2
() (1P| 2]

Vsimnéte si, ze se znaménka v algebraickém dopliku stiidaji, staci tedy urcit prvni.

Rozvoj podle sloupce (fddku) vznikne pouhym pfeskupenim vyrazu z definice
determinantu. Kdybychom provedli rozvoj pro matici fadu n, na vzniklé matice
provedli rozvoj, atd., po n — 1 krocich bychom dostali znovu vyraz z definice de-
terminantu. Pro praktické pocitani se rozvoj hodi v situaci, ze néktery radek nebo
sloupec je skoro cely nulovy, nejlépe, kdyz obsahuje jen jeden nenulovy prvek. Pak
je totiz vétsina séitancd v rozvoji nulova a nemusime pocitat mensi determinanty.
Efektivni postup je vyeliminovat jeden fadek nebo sloupec, provést rozvoj a pokra-
Covat s jednim mensim determinantem.

Piiklad 6.34. Spocitdme znovu determinant v pfikladu 6.20.

2 4 2 30 0 18
7T -1 4 |=|T7 -1 4 |[=(-1)>2* 350 i%‘
5 0 —6 5 0 —6

= —180 - 90 = —270
V prvni tpravé jsme 4-nasobek druhého radku pficetli k prvnimu, pak jsme provedli
rozvoj podle 2. sloupce a zbyly determinant jsme spocitali z definice.

Priklad 6.35. Vypodcitame determinant vétsi matice.

-3 -1 -3 4 -3 2 0 7 0 2
7 -1 —-10 5 -2 =20 0 1 3
4 0 6 -4 —1|=| 40 6 -4 -1
5 1 10 -4 5 51 10 -4 5
5 3 4 -4 3 ~10 0 -26 8 -—12
2 7 0 2 2 7 0 2
| =2 o 1 3| | 0o 0o 1 0
4 6 -4 —1| | -4 6 —4 11
10 —26 8 —12 6 —26 8 —36
2 7 2 2 7 2
=—| -4 6 1|=-|0 20 15
6 —26 —36 0 —47 —42
20 15 4 3
2-‘_47 _42’10.‘47 42‘10(168141)270.
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Nejprve jsme témér vynulovali 2. sloupec eliminaci, uzitim 4. fadku. Potom jsme
determinant rozvinuli podle 2. sloupce, mame jediny nenulovy ¢len se znaménkem
(=1)2t* = 1. Déle jsme vyeliminovali 2. fddek (pomoci 3. sloupce). Nasledoval
rozvoj podle 2. fadku, nenulovy ¢len ma znaménko (—1)3+2? = —1, atd.

6.4.1. Adjungovand matice. Rozvoj podle j-tého sloupce probiha tak, Ze vezmeme
prvni prvek v j-tém sloupci, vynasobime znaménkem (—1)’*! a determinantem
matice, kterd vznikne vynechanim prvniho fadku a j-tého sloupce. Pak postupujeme
obdobné s dalsimi prvky v j-tém sloupci a vSechny takové vyrazy secteme. Pokud
yomylem® vZdy vynechéavame jiny sloupec k, dostaneme nulovy prvek télesa.

Véta 6.36 (o falesném rozvoji). Je-li A étvercovd matice fadun a j,k € {1,2,...,n},
J #k, pak

n
0= Zaiink =a1jAk + agjAok + -+ anjAnk -

i=1
Diikaz. Ozna¢me B matici, kterd vznikne nahrazenim k-tého sloupce matice A
sloupcem A, ;. Protoze B mé dva sloupce stejné, je B singularni (ma linedrné zavislé
sloupce, takZe mizeme pouzit bod (3) pozorovani 5.79), a proto det (B) = 0 podle
kritéria v tvrzeni 6.22. Na B pouzijeme rozvoj podle k-tého sloupce a vyuzijeme
toho, Ze B;, = A;i, protoze algebraicky doplnék prvku b;; na k-tém sloupci nezévisi.
0 = det (B) = bigBix + barBog + -+ - + buk Buk = a1j A1k + a2 Asg + - -+ + anjAng
|

Z algebraickych dopliikt matice A = (a;;) vytvofime tzv. adjungovanou matici
tak, Ze prvek na misté (4, j) bude algebraicky doplnék prvku aj;. Pozor na zménu
poradi indexu.

Definice 6.37. Adjungovanou matici ke étvercové matici A rozumime matici adj (A)
stejného Fadu, kterd ma na misté (4, j) prvek Aj;.

Radkovou i sloupcovou verzi vét o rozvoji a falesném rozvoji jde formulovat
maticovym vztahem.

Véta 6.38. Pro libovolnou étvercovou matici A plati
adj(A) A=A adj(A) =det (A) I, .

Specidlné, pokud A je requldrni, pak

-1 _ adj (A)

det (A)

Diikaz. Prvek na misté (i,7) v soucinu adj (A) A je Aa1; + Agiag; + ... Anianj.
Pokud i = j je vysledkem det A, protoze vyraz je roven rozvoji podle i-tého sloupce.
Pokud i # j je vysledkem 0 podle véty o falesném rozvoji. Dohromady dostédvame

adj (A) A = det (A) I,. Rovnost A adj(A) = det (A) I,, dostaneme obdobné podle
vét o rozvoji a falesném rozvoji podle radku. [

Véta nam také dava explicitni vyjadreni inverzni matice. Inverzni matici pro
tady 2 a 3 lze jeji pomoci pocitat rychle bez eliminace.

Priklad 6.39. Pro regularni matici A fddu 2 dostavame

—1 1
ailr a2 o @22 —ai12
a1 a22 110922 — A120921 —asz; a11
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Piiklad 6.40. Spocitdme inverzni matici k redlné matici

-2 1 =3
A= 3 4 -2
0 2 5
Nejdiiv spocitdme adjungovanou matici.
4 -2 |1 =3 1 -3
2 5 2 5 4 -2
. 3 -2 -2 =3 -2 =3
adj (4) = _‘0 5”0 5‘_3—2‘
3 4 -2 1 -2 1
0 2 0 2 3 4
24 —-11 10
= -15 —-10 -13
6 4 11

Determinant matice A by ted bylo neefektivni poéitat zvI4st. Stali spoéitat napfi-
klad prvek na misté (3,3) v sou¢inu A adj (A).

det (A)=0-1042-(=13) +5- (—11) = —81.

Vidime, Ze A je regularni a plati

. 24 —11 10 L 72411 -0
Al = —3 —-15 —-10 -13 | = 1 15 10 13
6 4 —11 -6 -4 11

6.5. Vandermonduv determinant.

Tzv. Vandermondova matice vznika pfi interpolaci polynomem. Budeme hledat
polynom f nad télesem T stupné nejvyse n — 1, tj.

f:k0+k1x+"'+kn—lxn—1; k07k13-~-k7n—1 eT 3
ktery spliuje podminky
f(al) :bla f(a2) :b27 7f(an) =an ,

kde a1, as9,...,an,b1,bo,...,b, jsou dané prvky télesa T, pficemz a1, as,...,a, jsou
navzajem ruzné. Pro koeficienty dostdvame soustavu rovnic

1 ay a% e a?_l ko bl
1 as a% . ag_l kl b2
1 a, a® ... a?! kn_1 by,

Matice této soustavy se nazyva Vandermondova matice a jeji determinant Vander-
monduv determinant. Indukci podle n dokdzeme, Ze je roven

1 a a@ ... af !
1 az a3 ... ag_l
V(alaa2a"'aan): . . . . . - H a'j_ai .
o : . 1<i<j<n
1 ap, a? an—1!

Z toho mimo jiné vyplyvé, Ze Vandermondova matice je regularni (za pfedpokladu,
Ze ai,as,...,a, jsou po dvou rizné) a tedy hledany polynom f existuje a je jedno-
zna¢né urceny; nazyva se Lagrangetv interpola¢ni polynom.
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Vzorec snadno ovéfime pro n = 2 (pro n = 1 by vzorec platil, pokud bychom
definovali prazdny soucin jako 1). Pfedpokladejme n > 2 a Ze vzorec plati pro mensi
hodnoty n. Za¢neme tim, Ze vyeliminujeme prvni sloupec, tj. (—1)-ndsobek prvniho
radku pricteme ke vSsem ostatnim, a pak provedeme rozvoj podle prvniho sloupce.

2 n—1 2 n—1
1 a1 af ay . 1 ai aj (111 )
2 n— 2 n— n—
1 ay a3 Qg 0 ax—ar aj;—ay ay~ —aj
2 n—1 2 2 n—1 n—1
1 ap aj ay, 0 a,—a1 a;—aj ap” " —ay
2 2 n—1_ n-1
ax —ay as — af s 1—a1 .
az—a; aj—ad ... ay ' —a]”
an—a; a2 —a} ... a? ' —af?

Vytkneme z prvniho fadku vyraz as — a1, z druhého vyraz ag —as, atd., a vyuzijeme
vzorce
& —d¥ = (c—d)( T+ F2d L FTER 4 ed 2 AR

ag—a; a3—a? ... ay'—a}t
az—ay a}—a? ... ay'—a}!
. = (az —a1)(az —ay1) ... (an —ay)-
an—a; a2 —a? ... a? ' —at?
—2 -3 —2
1 as+a; a3+aza;+ad ... al?+ay Cay+---+a}
-2 -3 -2
1 as+a; ad+asa;+ai ... af °+ay ar+-+af
— - —2
1 ap+ar a2+aga;+a? ... a?2+a"3a;+- +af
Dale pricteme (—aq)-nasobek predposledniho sloupce k poslednimu, ..., (—aq)-
9 b

nésobek druhého sloupce ke tfetimu, a nakonec (—aq)-ndsobek prvniho sloupce ke

druhému.

—2 -3 -2
1 as+a; a3+aga;+a? ... ay > +ay Ca;+--+a}
1 as+a a3+asa; +ad? a2+ atBa a2
3 1 3 341 1 3 3 1 1
- - —2
1 ap+a a2 +apar+a? ... a’?+a"Ba;+--+al
—2
1 as+a; a3+asa;+a ... al 1 ay+a; a3 ... d}
1 az+a; a3+aza;+a? ... ag_Q 1 az+a; a3 ... ag_Q
1 an+a da+apa+a? ... a? 1 ap+a a2 ... ao
1 ay a3 ... ay™?
1 a3 a3 ... ag_2
= . . —V(QQ, 7an)
1 an, a? an—2
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Vznikne Vandermondiv determinant pro as,as, . .., a,, takze vypocet mizeme do-
kon¢it uzitim indukéniho predpokladu.
Viay,...,an) = (az —a1)(ag —a1)...(an —a1)V(as,...,an)
= (ag —a1)(as —a1)...(an —aq) H a; — a; = H a; —a;
2<i<j<n 1<i<j<n

Odvozeny vzorec plati i v pfipadé, ze aq,...,a, nejsou navzajem ruzné, protoze
pak mé Vandermondova matice dva stejné fadky, takze jeji determinant je nulovy,
stejné jako vyraz [[,; <, aj — a;.

Cviceni
1. Vypoctéte obsah rovnobézniku uréeného vektory u, v podle obrazku 77.

2. Promyslete si detailné dtkaz tvrzeni 6.3.

3. Najdéte vSechna feSeni rovnic ar = 3, ra = 8 a any = 3, kde a, 8,7 € Sio.
a=(15327)(46), 8=(239104)(78), y=(17)(26)(45)

4. Dokazte, ze pro libovolné k € N permutace na koneéné mnoziné X ma permutace

mpr ! v zapisu pomoci nezavislych cykli stejny pocet cyklt délky k jako permutace p.

Odvodte z toho, Ze stejné tvrzeni plati pro permutace 7p a pm.

5. Oznaéme k pocet cykla v cyklickém zapisu permutace m € S,, (poéitame i cykly délky

1). Dokazte, 7e sgn(w) = (—1)"*F.

6. Vypiste z definice vyraz pro determinant matice fadu 4.

7. Najdéte vzorec pro determinant ¢tvercovych matic A = (as;) Fadu n takovych, zZe

ai; = 0 kdykolivi >n+1—j.

8. Necht A je blokové horni trojuhelnikové matice, tj. matice tvaru

A | Az | .| Aar
0 | Ao | ... | Aor
A= ,
0 0 | Arr
kde Ai1, Asa, ..., Arr jsou Etvercové matice (ne nutné stejného radu). Dokazte, ze det (A) =

det (Au) det (A22) ...det (A,-,-).

9. Z predchoziho cviceni by se mohlo zdat, ze determinanty miizeme pocitat blokové. Neni

tomu tak. Naleznéte matici
A= A1 | Are
Ao1 | Aao

se ¢tvercovymi bloky takovou, ze det (A) # det (A11) det (A22) — det (A12) det (Az1).
10. Dokaite, Ze pro regularni matici A fadu n plati det (adj (A)) = det (4)" .
11. Dokazte tvrzeni 6.25
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7. LINEARNI ZOBRAZEN{
Cil.

7.1. Definice a pfiklady.
Pfipomenme, Ze matice A nad télesem T typu m x n urcuje zobrazeni f4 : T" —
T™ predpisem f4(x) = Ax. Tento pohled motivoval fadu zavedenych pojmui:

e Nasobeni matic: Je-li B matice nad T typu p x m, pak sloZené zobrazeni
fBofa:T™ — TP je rovno zobrazeni fpa.

e Inverzni matice: Je-li m = n a fu je bijekce, pak inverzni zobrazeni
(fa)~! jerovno fu-1.

e Jadro matice: Ker A je rovno mnoziné vSech vektorti x € T", které fu
zobrazi na nulovy vektor.

KerA={z: fa(x) =0} <T"

e Sloupcovy prostor matice a hodnost: Im A je roven obrazu zobrazeni
fa. Hodnost A je rovna dimenzi Im A.

ImA={fa(x):x€T"} = fa(T") <T™, rank(A)= dim(Im A)

e Determinant: Je-li T =R am =n =2 (resp. m = n = 3), pak det (4)
udéva zménu obsahu (resp. objemu) a orientace p¥i zobrazeni f4.
Rovnéz nam tento pohled poskytl geometrickou interpretaci fady tvrzeni.

Ne kazdé zobrazeni T™ — T™ je tvaru fa pro néjakou matici A. Zobrazeni tvaru
fa maji tu vlastnost, ze ,zachovéavaji“ séitani a nasobeni. Takovym zobrazenim
fikdme linedrni a za okamzik nahlédneme, Ze linearita tato zobrazeni charakteri-
zuje. Linedrni zobrazeni definujeme mezi obecnymi vektorovymi prostory (nejen
aritmetickymi).

Definice 7.1. Necht V, W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem T. Zob-
razeni f : V — W nazyvame linedrni zobrazeni (nebo homomorfismus) z V. do W,
pokud

(1) f(u+v)= f(u)+ f(v) pro libovolné u,v € V a

(2) f(tu) =tf(u) pro libovolné ueVateT.

Skutecnost, ze f je linearni zobrazeni z V do W zapisujeme f: V — W.

Vlevo v rovnostech vystupuji operace v prostoru V a vpravo operace v prostoru
W. Zdiraznéme, Ze prostory V a W musi byt nad stejnym télesem. VSimnéte si
rovnéz, ze kazdé linearni zobrazeni zobrazuje nulovy vektor ve V na nulovy vektor
v W.

Pro libovolnou matici A nad T typu m X n je zobrazeni f4 : T™ — T lineérni,
protoze

Fa(u+v) = A(u+v) = Aut Av = fa(u) + fa(v)

fa(tu) = A(tu) = t(Au) =tfa(u) .
To ndm dava fadu ptikladh linedrnich zobrazeni mezi aritmetickymi vektorovymi
prostory (a jak jsme zminili, jin4 linedrni zobrazeni mezi aritmetickymi prostory
neexistuji, viz nize).

Piiklad 7.2. Piiklady linearnich zobrazeni z R? do R?:
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e Otoceni (rotace) o dany thel.
e Zkoseni

FA7

€1 (52
Otocdeni Zkoseni

OBRAZEK 10. Zobrazeni v roviné: otodeni a zkoseni

e Projekce na pfimku prochazejici pocatkem.
e Osova soumeérnost podle primky prochazejici pocatkem.
e ZvétSeni (zmenseni)

€2
€2
 F
e e 1
Projekce ZveétSeni Osova soumérnost

OBRAZEK 11. Zobrazeni v roviné: projekce, zvétseni a osovd soumérnost

Linearni zobrazeni z R do R? jsou napiiklad rotace, zrcadleni podle roviny proché-
zejici pocatkem, osova soumérnost podle pfimky prochézejici poc¢atkem, projekce
na rovinu nebo pfimku prochéazejici pocatkem.

Ptikladem lineérniho zobrazeni z R? do R3 je zobrazeni f4 pro matici

1 2
A=11 0
1 3

OBRAZEK

Linearni zobrazeni z R? do R? pouzivame pii kresleni trojrozmérngch ttvart na
tabuli (papir):

OBRAZEK

Ptikladem linedrniho zobrazeni z R? do R je zobrazeni d udévajici orientovanou
vzdélenost od zvolené roviny prochézejici pocatkem.

Jesté nez popiseme, jak vypadaji linedrni zobrazeni obecné, podivame se na dalsi
priklady.
Piiklad 7.3.

e Identické zobrazeni idy na libovolném vektorovém prostoru V je linearni
zobrazeni V. — V.
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OBRAZEK 12. Linearni zobrazeni z R® do R: orientované vzdale-
nost od plochy

o Tzv. nulové zobrazeni 0 z V do W pfifazujici vS§em vektorim ve V nulovy
vektor ve W je linearni.

e Necht B = (vi1,va,...,v,) je baze vektorového prostoru V. Zobrazeni f
z V do T™ definované f(v) = [v]p je linedrni zobrazeni V. — T" podle
tvrzeni 5.64 o soutfadnicich a operacich.

e Zobrazeni prifazujici matici nad T typu n x n soucet prvkd na diagonale
(tzn. stopu) je linedrnim zobrazenim T"*™ — T.

e Determinant mtizeme chapat jako zobrazeni prifazujici n-tici vektora z T
prvek T, tedy jako zobrazeni

Det :T"xT"x---xT" =T .

nx

Toto zobrazeni je tzv. multilinedrni, tj. zvolime-li pevné n — 1 z celkovych n
argumentli, vznikne lineadrni zobrazeni T™ — T. Napiiklad jsou-li vi,v3 €
T3 libovolné vektory, je zobrazeni f(x) = det (v1|x|v3) linedrni zobrazeni z
T? do T. Linearita byla pouzita pii odvozovani vzorcl na zaéatku kapitoly
o determinantech a formulovana jako body (1) a (2) v tvrzeni 6.19.

e Derivace je linedrnim zobrazenim (napf.) z prostoru redlnych diferencova-
telnych funkci do prostoru vSech realnych funkci.

e Zobrazeni prifazujici funkci jeji urcity integral od 1 do 10 je linearnim
zobrazenim z prostoru vSech redlnych spojitych funkei na [1,10] do R.

7.2. Matice linearniho zobrazeni.

7 definice linedrniho zobrazeni se snadno indukci dokdZe, Ze obrazem linearni
kombinace je linedrni kombinace obrazt, tj. pro libovolné linedrni zobrazeni f :
V — W, vektory vi,va,...,v, € V askalary t1,to,...,t; € T plati

Jtivi +tovo + -+ 1pvy) =t f(vi) Ftaf(ve) + -+ 1 f(Vn).

Toto jednoduché pozorovani ma dulezity dtsledek, ze linedrni zobrazeni je jed-
nozna¢né uréené obrazy prvku libovolné béaze. Tvrzeni formulujeme pro konecné
generované prostory, zobecnéni nechdme do cviceni.

Tvrzeni 7.4. Necht V. a W jsou vektorové prostory nad télesem T, B = (vy,
Va, ..., Vp) je bdze V a wi,Wa,..., W, € W jsou libovolné vektory. Pak existuje
pravé jedno linedrni zobrazeni f : V. — W spliugici f(v;) = w; pro kazdé i €
{1,2,...,n}.
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Dikaz. Predpoklddejme, Ze f je linedrni zobrazeni spliiujici f(v;) = w;. Kazdy
vektor x € V lze zapsat jedinym zptsobem jako linearni kombinaci x = t;v; +
tovg + - + tp vy, (jinymi slovy, [x]p = (1,12, ...,t,)) a pak podle vySe uvedeného
vztahu plati
f(x) =tiwy +tawg + - + 1, Wy,

To dokazuje jednoznacnost.

Na druhou stranu je potfeba ovéfit, Ze zobrazeni f definované timto predpisem
je linedrni a spliiuje f(v;) = w;, a tim bude dokdzéna existence. Vztah f(v;) = w;
nechame k ovéfeni ¢tenafi. K diikazu linearity uvazujme vektory x,y € V, jejichz
vyjadieni vzhledem k B jsou

[X]B:(tl,tg,...,tn)T, [y]B:(515827"'757L)T .

Pak [x + y]p = (t1 + s1,t2 + S2,...,tn + 5,)T (viz tvrzeni 5.64 o soufadnicich a
operacich) a tedy

fx+y)=(t1 +s1)wi+ (ta + s2)Wo + - + (tn + Sn) Wy
=t1wy +towg + - +t, Wy, + S1W1 + SoWg + - - - + 5, W),
=fx)+ f(y) .

Podobné se ukaze zachovavani nasobeni skalarem. O

Tvrzeni nam dava geometrickou predstavu linedrnich zobrazeni: podivame se
na obrazy prvku néjaké baze, obrazy zbylych vektor jsou urceny linearitou. Na
obrézku je zndzornéné linedrni zobrazeni z prostoru dimenze 2 s bézi (u, v), obraz
vektoru —u + 2v a obraz komplikovanéjsiho atvaru.

OBRAZEK

Algebraickym disledkem je, Ze kazdé linearni zobrazeni je ,uréené“ matici. Nez
zformulujeme prislusné definice a tvrzeni obecnéji, ukdzeme, Ze kazdé linearni zob-
razeni f z T™ do T™ je rovno fa pro jistou (jednozna¢né urcenou) matici A nad
T typu m x n. Skuteéné, pro libovolny vektor x = (z1, z2,...,z,) plati

f(X) = f(xlel + xo€2 + - - + fnen) = xlf(el) + x?f(e2) + xnf(en) »

coz lze maticové zapsat jako

fx) = (fle)|f(e)]. .. [f(en))x ,

takzZe staci polozit A = (f(e1)|f(e2)]...|f(e,)) amame f = f4. Matice A je uréena
jednoznacné, protoze i-ty sloupec musi byt f-obrazem i-tého vektoru kanonické
béze.

Linearni zobrazeni f : V — W, kde V, W jsou kone¢né generované, muzeme
obdobné popsat maticové, poc¢itame-li v prostorech V a W vzhledem ke zvolenym
bazim B a C. Konkrétné, existuje (jednoznac¢né uréend) matice A typu dim(W) x
dim(V) takové, ze

[f(x)]e = Alx]s
pro libovolny vektor x € V. Této matici fikAme matice f vzhledem k B a C.
Odvozeni, jak tato matice vypada, se udéla podobné jako vyse.

Definice 7.5. Necht V, W jsou kone¢né generované vektorové prostory nad télesem
T, f:V—>W, B=(vq,vs,...,v,) je bdze V a C je baze W. Matict linedrniho
zobrazent [ vzhledem k bdzim B a C rozumime matici

1716 = (Fvlellf (va)lel - 1[f (va)le)
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V matici f vzhledem k B a C je tedy i-ty sloupec roven soufadnicim obrazu
i-tého vektoru baze B v bazi C. Matice je typu dim(W) x dim(V).

Tvrzeni 7.6. Jsou-li V, W konecné generované vektorové prostory nad télesem T,
B bize V, C baze W a f:V — W, pak pro libovolny vektor x € V' plati

[f®)lc = [flcxs -

Diikaz. Pro libovolny vektor x € V' s vyjadienim [x]5 = (21,22, ...,7,)T vzhledem
k bazi B = (v1,va,...,Vv,) plati

f(x) = flzivi +xava + -+ 2 ve) = 21 f(vi) + 22 f(v2) + -+ anf(Va)
pro vyjadfeni vzhledem k bazi C' pak podle tvrzeni 5.64 o soufadnicich a operacich
plati

[f®)]e = z1[f(vi)le + z2[f(va)le + -+ 4+ anl[f(va)lc
coz se maticové piepise
[f)]e = (fvolellf(va)lel - If (va)le) @, w2, an)t = [fIEX]B -
O

Sami si rozmyslete, ze [f]Z je jedina matice splitujici rovnost [f(x)]c = [f]E[x]5-

Matice linearniho zobrazeni f4 : T™ — T™ vzhledem ke kanonickym bazim je
puvodni matice A, tj.

[falics, = 4,

kde K; znac¢i kanonickou bazi T".

P¥iklad 7.7. Uvazujme zobrazeni f : Z3 — Z2 dané ptedpisem

f il [ 2my +3x2 + 73
2 o 41 + 223
T3
Vztah lze maticové zapsat
f TN 2031 o
2074 0 2 2

2 3 1
A= ( 40 2 ) ’
takze f je linearni zobrazeni a podle pfedchozi poznamky [ f}ﬁi’ = A

Uréime matici f vzhledem k bazim B a C, kde

1 2 3
B = 1 2

ez )e)) e e (G)(3))

bl

K tomu dosazenim spocitame obrazy vektort v bazi B:
fL2)=02-1+3-1+1-2,4-1+2-2)7 =(2,3)7
f(2,2,00F =(2-24+43-24+1-0,4-24+2-0)7 =(0,3)T
3,447 =(2-3+3-4+1-4,4-3+2-4)7 =(2,0)"
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a obrazy vyjadiime v bazi C' tim, Ze vyfesime tfi soustavy rovnic se stejnou matici

zarovell.
1 3]2 0 2 1 3 0 2
2 3|3 3 0 0 2 3 1
Zpétnou substituci dostavame [(2,3)7 )¢ = (1,2)7, [( ,S)T] =(3,4)7T,[(2,0)1]¢c =

(3,3)T (toto je dobré ovéfit zkouskou, napt. (2,3)7 =1-(1,2)T +2-(3,3)7, takze
soutadnice vektoru (2, 3)7 vzhledem k C' jsou spocteny spravné). Matice f vzhledem

k BaC je
ng=(5 5 %)

Ovéifme vztah [f(x)]c = [f]E[x]s pro vektor [x]5 = (1,2,3)7, tj.
x=1-(1,1,2)" +2-(2,2,007 +3-(3,4,4)" = (4,2,4)
Obraz tohoto vektoru je podle definice
[ 24432414\ (3
f(x)< 4:-4+42-4 ) < 4 >

Podle [f(x)]c = [f]2[x]s musi také platit

O =N

1 1
mmb—(Q 2
3
coz odpovida, protoze 1 - (1,2)7 +4 = (3,4)7, takze skuteéné [(3,4)T]c =

(1,4)7.

Priklad 7.8. S nabytymi znalostmi miZzeme nyni rychleji uréovat matice nékterych
linearnich zobrazeni. Budeme hledat matici A, aby pfislusné zobrazeni f4 byla
rotace o .. V nové&jsi terminologii, hleddme matici rotace f v R? o thel o vzhledem
ke kanonickym bazim. K tomu stac¢i urcit obrazy prvkt kanonické baze a napsat je
do sloupci. Mame

1 Cos «v 0 —sina
f(()):(sina)’ f<1>:( Cos & ) ’

A= [f]% _ ( CF)SO( —sin«a >

S &« COs &

tedy

Srovnejte tento vypocet s odvozenim v ¢asti 4.2.1.

Piiklad 7.9. Uvazujme zrcadleni f : R? — R2 podle piimky p prochézejici
pocatkem se smérem (2,5)7. K nalezeni matice f vzhledem ke kanonickym bézim,
bychom potfebovali nalézt obrazy vektort kanonické baze, coz vyzaduje netrivi-
alni vypocet. Je ale snadné urcit obrazy vektorti vhodné zvolené baze, naptiklad
B =((2,5)7T,(-5,2)T). Mame totiz f(2,5)” = (2,5)T, protoze tento vektor (2,5)7
lezi na pifmce p, a f(—5,2)T = (5,—2)T, protoze vektor (—5,2)7 je kolmy na p.
Matice f vzhledem k B a K> je tedy

=2 %)

Zanedlouho si ukazeme, jak z nalezené matice urcit matici f vzhledem k jakymkoliv
jinym béazim, naptiklad kanonickym.
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Piiklad 7.10. Urc¢ime matici derivace chapané jako linedrni zobrazeni f z pro-
storu polynomi stupné nejvyse 3 do stejného prostoru vzhledem k bazim B =
(1,7, 2%, 2°) a stejné bazi B. K tomu staci vypoéitat vyjadieni f-obrazti prvki B
vzhledem k bazi B:

(1] = [0]5 = (0,0,0,0)"
(2] = [1]B = (1,0,0,0)”
[(*)]5 = [22] = (0,2,0,0)"
[(*)]5 = [32°]5 = (0,0,3,0)"

Hledana matice je

=

[sslsy}

I
cooo
co o~
co o
o wo o

Matici identity vzhledem k bazim B a C' nazyvame matici pfechodu od B k C,
protoze nam umoznuje rychle pocitat soufadnice vektoru vzhledem k C' ze soufadnic
vzhledem k B.

Definice 7.11. Necht V je koneéné generovany prostor a B, C jsou jeho béze.
Matict prechodu od B k C rozumime matici idy vzhledem k bazim B a C, tj.
matici [idy]8.

V matici pfechodu od B k C je tedy ¢tvercova matice fadu dim(V), ktery ma v
i-tém sloupci vyjadreni i-tého vektoru baze B vzhledem k bazi C.

Tvrzeni 7.12. Je-li V konecné generovany prostor a B, C jeho bdze, pak pro
libovolny vektor x € V' plati

Xl = [idv]é[x]s -

Diikaz. Tvrzeni je okamzitym dtsledkem tvrzeni 7.6. (]

Index V' budeme vétsinou vynechavat, tedy piSeme pouze [id]5.

V aritmetickych prostorech je snadné urcit matici pfechodu od dané k baze ke
kanonické. To odpovida skutecnosti, ze soufadnice vzhledem ke kanonické bazi se
ur¢i snadno ze soufadnic vzhledem k dané bazi (ale ne naopak).

P¥iklad 7.13. Matice piechodu od baze B = ((1,2,3)%,(6,7,8)T, (r,m, 10)T) ke
kanonické bazi prostoru R? je

1
idl7, = | 2
3

oo~ o
=23 3

protoze vyjadfeni i-tého vektoru baze B v kanonické bazi je ten samy vektor.

Priklad 7.14. Matice pfechodu od B k B je vzdy identickd matice, protoZe vyja-
dfeni i-tého vektoru baze B vzhledem k bazi B je e;.
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7.3. Operace s linearnimi zobrazenimi. Linearni zobrazeni a matice spolu tzce
souvisi, proto neni prekvapivé, zZe s linedrnimi zobrazenimi muzeme provadét po-
dobné operace jako s maticemi: miZeme je ndsobit skaldrem, s¢itat, ndsobit (pro
zobrazeni tim myslime sklddat) a invertovat, samozfejmé jen za urditych podmi-
nek. PriGemz operace s linedrnimi zobrazenimi odpovidaji pfi maticovém popisu
prislusnym operacim pro matice.

Tvrzeni 7.15. Necht V, W, Z jsou vektorové prostory nad T, B,C, D bdze V,W,Z,
fL,9g:V>W, h: W —ZateT. Pak plati:

(1) Zobrazenitf definované vztahem

(L)) =t f(x), xeV

je linedrni zobrazeni V.— W a plati

[t11E = t[f1¢
(2) Zobrazeni f + g definované vztahem

(f+9)(x) =fx)+g(x), xeV

je linedrni zobrazeni V.— W a plati

[f + 918 = [f1& + [91&

(3) SloZené zobrazeni hg je linedrni zobrazeni V.— Z a plati

[hg]p = [RI5191E -
(4) Je-li f bijekce, pak zobrazeni f~ je linedrni zobrazeni W — V a plati
G = (127
Diikaz. Pro ovéfeni linearity vezmeme libovolné vektory u,v € V' a skalar s € T'.
(1) Je tieba ovérit, ze (tf)(u+v) = (tf)(a) + (£f)(v) a (tf)(su) = s(tf)(u).
Oboji je snadny vypocet.
(2) Je tieba ovéfit, ze (f+g)(u+v) = (f+g)(u)+ (f+9)(v) a (f+g)(su)
s(f 4+ g)(u). Oboji je snadny vypocet.
(3) Zde musime ovérit, ze (hg)(u + v) = (hg)(u) + (hg)(v) a (hg)(su)
s(hg)(u). Opét snadné.
(4) V tomto piipadé ovétujeme f~l(u+v) = f~l(u) + f~1(v) a f~l(su) =
sf~1(u). Toto vyzaduje drobny trik, podivdme se na prvni rovnost. Protoze
f je bijekce, rovnost plati pravé tehdy, kdyz plati rovnost f(f~1(u+v)) =
f(f~1(u) + f~1(v)), tuto novou rovnost jiz ovéiime snadno z linearity f.

Dukaz, Zze matice zobrazeni jsou uvedeny spravné miizeme provést v bodech (1),(2)
a (3) tak, Ze zkontrolujeme rovnost v tvrzeni 7.6. Opét pouze vypiSeme ovéfované
rovnosti a jednoduchy vypocet pfenechame ¢tenari.

1) [N =) = (tfle)xls

(2) [(f +9)x)]e = ([fIE + [918)[x] 5

(3) [(hg)(x)]p = ([R5 [918) x5
U bodu (4) mizeme vyuzit pfedchozi bod: podle (3) plati [f~YG[f1E = [ff1]5
[id]B = I,,, takze skutecné [f~1G = ([f]18) L.

ol

Ukézeme si pouziti pravidel (3) a (4) na pocetnich prikladech.
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Piiklad 7.16. Uréime matici piechodu od kanonické baze prostoru R? k bazi
B =((2,5)T,(-5,2)T). Matici pfechodu od B ke kanonické bazi uréime snadno.

. 1B 2 =5
[ld]Kg = ( 5 2 >
Vyuzijeme id ™! = id a (4):

id]5? = [ld~']5* = (id]g,) " = ( ? _25 >_1 = % ( —25 g )

Inverzni matici jsme spocitali pomoci adjungované matice (viz ptiklad 6.39).
Nalezenou matici pfechodu mtizeme pouzit k vypoétu matice zrcadleni f : R? —

R? podle piimky p prochazejici pocatkem se smérem (2,5)7 vzhledem ke kanonic-

kym bazim. V piikladu 7.9 jsme nahlédli, Ze matice f vzhledem k B a kanonické

bazi je
2 5
=5 %)

Pomoci (4) nyni mtizeme spoéitat matici f vzhledem ke kanonickym béazim:

2 5 1 2 5 1 —21 20
K2 _ B 3 K2 — — = —_—
[f]Kz = [flk, lid]5* = ( 5 —2 ) 29 ( -5 2 ) 29 ( 20 21 >
P¥iklad 7.17. V prostoru Z2 jsou ddny baze B = ((2,4)7,(3,3)T) a C = ((1,3)T,
(2,4)T). Vektor v € Z2 m4 vzhledem k bazi B soutadnice [v]p = (x1,22)T. Na-

jdeme soutadnice vektoru v vzhledem k bazi C.
3
3

K tomu uréime matici pfechodu od B k C uzitim (3) a (4):

(412 = B G, = () i, — (
1
4

i)_l
=5 (2 1) (0 5)=2(5

1 2
3 4
Souradnice v vzhledem k C jsou

Mczm%MB=<?§>(i;>=<mfa2>

Vysledek jesté miizeme ovéfit napiiklad volbou (x1,22)T = (1,0)T. Je [v]p =
(1,0)T, takze v = (2,4)T. Podle odvozeného vzorce by mélo platit [v]c = (0,1)T
a skutecné (2,4)7 = 0-(1,3)7 +1-(2,4)7. K nabyti tiplné jistoty bychom mohli
jesté oveiit pro (z1,22)T = (0,1)7.

oo N

Priklad 7.18. V piikladu 7.7 jsme ur¢ili matici linedrniho zobrazeni f : Z3 — Z2
daného predpisem

5 TN 2w 43z +as ) (2 3 1 o
;"3 - 4z + 225 “\4 0 2 2

vzhledem k bazim B a C, kde
1 2 3

Bl )2l a O:<<§>(§)>
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Spocitame tuto matici jingm postupem. Ze zadédni mizeme pfimo uréit | f]ﬁz, [id] ﬁg
a [id]%,, pomoci téchto matic lze spocitat [f]Z uzitim (3) a (4):

(116 = iAo [f1Re IR, = ((d)%,) [l dE,
ba) () (e

2 0 4
TR R

7.4. Jadro, obraz. Nésledujici definice zavadi terminologii pro razné typy lineér-
nich zobrazeni.

o

I
=

Definice 7.19. Necht V, W jsou vektorové prostory nad télesem T a f: V - W
je linearni zobrazeni.
e Pokud f je prosté, fikdme, ze f je monomorfismus.
Pokud f je na, fikdme, ze f je epimorfismus.
Pokud f je bijekce, fikame, ze f je izomorfismus.
Pokud V = W, fikdme, Ze f je endomorfismus prostoru V (téz linedrni
operdtor na V).
Pokud W = T, fikdme, Ze f je linedrni forma na V.
e Pokud f je izomorfismus a endomorfismus, fikdme, ze f je automorfismus.

Piiklad 7.20. Rotace a osové soumérnosti jsou automorfismy R? — R2.

Zobrazeni pfitazujici vektoru z V soufadnice ve zvolené bazi B = (v1,...,vy)
je izomorfismus z V do T™.

Zobrazeni pfifazujici vektoru z R3 jeho orientovanou vzdélenost od zvolené ro-
viny prochézejici po¢atkem je linedrni forma na R3, je to epimorfismus, ktery neni
monomorfismus.

Projekce na rovinu prochézejici pocatkem (chapana jako zobrazeni R® — R3) je
endomorfismus, ktery neni ani epimorfismus ani monomorfismus.

Zobrazeni f : R? — R? definované vztahem f(z1,79)7 = (z1,72,0)T (vlozeni
roviny do R?) je monomorfismus a neni to epimorfismus.

Jako defekt prostoty zavedeme jadro linearniho zobrazeni.

Definice 7.21. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni. Jddrem f rozumime
mnozinu

Kerf={xeV:f(x)=o0}.

Snadno se dokéaze, ze Ker f je podprostorem V (viz nasledujici tvrzeni). Tento
podprostor diky linearité pfesné urcuje, které dvojice vektori se zobrazi na stejny
vektor: f(u) = f(v) plati pravé tehdy, kdyz u — v € Ker f (viz cvifeni). To je
ilustrovano na obrazku nize, kde f : R? — R3 je projekce na piimku p podél roviny
U.

OBRAZEK

Z ekvivalence f(u) = f(v) & u—v € Ker f je také vidét, Ze f je monomorfismus
pravé tehdy, kdyz Ker f = {o}.

Obraz i jadro linedrniho zobrazeni uré¢ime snadno z jeho libovolné matice — v
prislusnych bazich je to sloupcovy prostor resp. jadro této matice. Toho jsme si jiz
dfive vsimli pro zobrazeni mezi aritmetickymi prostory a jejich matici vzhledem ke
kanonickym bazim.
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Tvrzeni 7.22. Necht V, W jsou konecné generované vektorové prostory, B je bdze
V, C je bize W a f:V — W je linedrni zobrazeni. Pak plati:

e Obraz f je podprostorem W a plati

[f(V)le = Im[f]¢.

Specidlné, f je epimorfismus prdvé tehdy, kdyz rank([f]Z) = dim(W)
e Jddro f je podprostorem V a plati

[Ker f]p = Ker [f]g

Specidlné, f je monomorfismus prdvé tehdy, kdy? dim Ker [f]8 = 0.
e (véta o dimenzi jadra a obrazu)

dim(Ker f) 4+ dim(f(V)) = dim(V) .

Dikaz.

e Obraz je zfejmé neprazdny. Ovéfime uzavienost na s¢itani, uzavienost na
nasobeni skalarem se dokéze podobné. Jsou-li wi,wo € W v obrazu f,
pak existuji vi,vy € V takové, ze f(vi) = wy a f(va) = wo. Z linearity
fvi+ve) = f(v1)+ f(va) = w1 +waq, takZe v obrazu lezi i soudet wi +wa.

7 tvrzeni 7.6 o matici homomorfismu dostavame

FWle={f):veVle={lf(c:veV}={[flENMp:veV}
= {[flox: x e T} =Im[f]2 .
e Jadro je neprazdné, protoze obsahuje nulovy vektor. Je uzaviené na séitani,
protoze z u,v € Ker f plyne f(u+v) = f(u)+ f(v) = o, ¢iliu+v € Ker f,

a podobné se ukaze uzavienost na nasobeni skalarem.
PouZijeme opét vzorec pro matici homomorfismu:

[Ker flg = [{v: f(v) = o}p = {[v]z : f(v) = 0o} = {[v]p : [f(V)]c = o}
= {Vlz : [/IEV]s = o} = {x € T : [f]¢x = 0} = Ker [f]¢

e 7 predchozich bodu vyplyvé, Ze dimenze obrazu f je rovnd dimenzi sloup-
cového prostoru matice [f]2 a dimenze jadra f je rovna dimenzi jadra [f]2.
Matice [f]8 ma dim(V') sloupcti, takze tvrzeni vyplyva z véty 5.83 o dimenzi
jadra a obrazu pro matice.

O

Piiklad 7.23. Linearni zobrazeni f : R® — R? mame déno matici vzhledem k
bazim B a C:

1 2 3
() ()
3 1 0

Uréime Ker f a f(R3).
Nejprve spoéitdme Ker A (tj. uréime néjakou bazi Ker A), tedy vytesime homo-
genni soustavu rovnic s matici A.

2 1 =3 2 1 =3
-4 -2 6 0 0 O
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Béze Ker A je napiiklad (—1,2,0)7,(3,0,2)" (za parametry jsme volili (2,0)7 a
(0,2)T, aby vychéazela hezéi ¢isla). Takze

-1 3
[Kerf]B:KerA:< 2 ,1 0 > ,
0 2

z ¢ehoz dopocteme

1 2 1 3
Kerf:<—1 2 1+21 0 },31 2 | +2| 3 >
3 1 3 0
3
4
3

3 9 3
-1 9 -1

Nyni fadkovymi Gpravami uréime bazi Im A:

2 4 1 -2
1 =2 |~[0 o
-3 6 0 0
Takze
e =tma={( 1, ))
a

s =((1)-2(7))=((2))

Dimenze jadra f je 2 a dimenze obrazu f je 1, coz je v souladu s vétou o dimenzi

jadra a obrazu. Zobrazeni f je zndzornéné na obrazku
OBRAZEK

7.4.1. Izomorfismus. Krétce se jesté zastavime u pojmu izomorfismu.

Predpokladejme, Ze V a W jsou kone¢né generované prostory a f : V - W
je izomorfismus (pfedpoklad o konefné generovanosti lze vynechat, ale my jsme
tvrzeni v této kapitole formulovali jen pro takové prostory). Pak dim(f(V)) =
dim(W) a dim(Ker f) = 0. Z véty o dimenzi jidra a obrazu dostavame dim(W) =
dim(V). Naopak, mezi prostory stejné dimenze vZdy existuje izomorfismus, staci
bazi jednoho prostoru zobrazit na bazi druhého prostoru:

Véta 7.24. Necht V a W jsou dva konecné generované prostory. Pak ndsledujict
turzent jsou ekvivalentni:

(1) Emistuje izomorfismus f: V — W.

(2) dim(V) = dim(W).

Dikaz. Implikace (1) = (2) byla dokézana pted vétou. Jiny dikaz je ve cvicenich.

Rozvedeme myslenku ditkazu druhé implikace. Zvolime bazi B = (vi,va,...,Vvy,)
prostoru V a bazi C' = (w1, ws,...,w,) prostoru W a vezeme linedrni zobrazeni
f V. = W splijici f(v;) = w; pro kazdé i € {1,2,...,n} (takové linedrni
zobrazeni existuje podle tvrzeni 7.4 o rozsifovani zobrazeni definovaného na béazi
na linedrni zobrazeni). Toto linedrni zobrazeni je izomorfismem nap¥iklad proto, Ze
[f]8 = I,,, takze f je prosté i na podle tvrzeni 7.22 o jadre a obrazu. O
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Izomorfismus je bijektivni zobrazeni, které zachovava obé operace ve vektorovém
prostoru. Izomorfni prostory (tedy prostory, mezi kterymi existuje izomorfismus)
jsou tedy ,,v podstaté“ stejné, lisi se jenom piejmenovanim vektord. Jesté trochu
jinak Feceno, vektory v izomorfnich prostorech mohou ,vypadat® jinak, ale ,chovaji
se“ naprosto stejné. Predchozi tvrzeni vlastné znova formuluje skutecnost, ze vek-
torovy prostor nad danym télesem dané dimenze je ,v podstaté“ jen jeden (napft.
T").

Jak pozname, Ze linedrni zobrazeni f : V. — W je izomorfismus podle jeho
matice vzhledem k néjakym béazim? Protoze musi platit dim (V') = dim (W), musi
byt ¢tvercova. Navic (napiiklad z Ker f = {o}) musi byt tato matice regularni.
A naopak, reguldrni matice je viZdy matici izomorfismu. Dikaz pfenechdme jako
cviceni, rovnéz srovnejte s body (1)—(4) z charakteriza¢ni véty 4.30 reguldrnich
matic.

Tvrzeni 7.25. Necht V, W jsou vektorové prostory nad télesem T stejné, koneéné
dimenze, B je baze V, C je baze W a f : V — W je linedrni zobrazeni. Pak je
ekvivalentni

(1) f je izomorfismus.
(2) f je monomorfismus.
(3) f je epimorfismus.
(4) [f18 je reguldrni matice.

Cviceni

1. Zobecnéte tvrzeni 7.4 na ptipad nekonec¢né dimenze.

2. Dokazte, 7e matice [f]2 v tvrzeni 7.6 je jedinad matice spliiujici rovnost [f(x)]c =
[11éx] 5.

3. Necht f : V — W je linearni zobrazeni. Dokazte, ze f(u) = f(v) pravé tehdy, kdyz
u—v e Kerf.

4. Necht f : V — W je linedrni zobrazeni a B je baze V. Dokazte, Ze f je monomorfismus
pravé tehdy, kdyz obraz B je linedrné nezavisla posloupnost.

5. Necht f: V — W je linearni zobrazeni a B je baze V. DokazZte, Ze f je epimorfismus
pravé tehdy, kdyz obraz B generuje W.

6. Necht f: V — W je linedrni zobrazeni a B je baze V. Dokazte, ze f je izomorfismus
pravé tehdy, kdyz obraz B je baze W. To podavé jiny dukaz implikace (1) = (2) ve
vété 7.24.

7. Necht V, W jsou konecné generované prostory nad télesem T. UkaZte, Ze mnoZina
viech linearnich zobrazeni z V do W tvoi{ vektorovy prostor izomorfni Tdim(W)xdim(V)
8. Dokazte 7.25.
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8. SKALARNI SOUCIN

Cil.

V abstraktnim vektorovém prostoru nemame metrické pojmy jako délka vektoru
nebo tihel dvou vektort. Tyto pojmy zavedeme pridanim skalarniho soucinu.

8.1. Standardni skalarni souéin v R" a C".

8.1.1. R™. Podivame se nejprve na standardni skalarni soucin - v aritmetickém vek-
torovém prostoru R"™. Pro dva vektory u = (z1,22,...,2,)% , v.= (y1,¥2, .-+, Yn)
v R™ je definovan vztahem

u-v=ulv=a1y + 2oy + o+ TpYn -

Pomoci standardniho skaldrniho soud¢inu mtzeme vyjadtit eukleidovskou délku (téz
zvanou normu) vektoru u € R™.

lu| = vu-u .

Délka vektoru u = (71,2, ...,2,)T je podle vzorce

lull = y/a3 + a3+ +a2 |

coz pro n = 2 a n = 3 vidime z Pythagorovy véty (a pro n = 1 mame ||u|| = |21/,
coZ rovnéz souhlasi).

OBRAZEK 13. Eukleidovska norma v R3

Ze standardniho skalarniho souc¢inu mizeme rovnéz urcit tthel o mezi vektory u
a v. Plati totiz
u-v=]|ul|v|cosa .
Presvédéime se o platnosti tohoto vztahu tak, Ze zapomeneme na chvili na ptvodni
definici standardniho skaldrniho sou¢inu, misto toho budeme za definici povazovat
tento vztah a ptvodni vzorec odvodime. Pfi odvozovani budeme pouzivat geomet-
rickou intuici, takze si budeme piedstavovat situaci n = 2 nebo n = 3.
Nejprve si vSimneme, Ze vyraz je symetricky, tedy
u-v=v-u

)

a ze délka vektoru u je rovna

Ju = vau.
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\-eo®

W
OBRAZEK 14. Geometricky vyznam standardniho skaldrniho soucinu

Vyraz ||ul| - ||v| - cosa mizeme chapat jako souéin délky vektoru u a délky
ortogonalni (kolmé) projekce vy, vektoru v na piimku (u):

(Symetricky se na vyraz mizeme divat jako na soudin délky v a délky ortogonalni
projekce uy.)

7 toho muzeme nahlédnout, Ze skalarni soucin je linedrni v prvni proménné, tj.
pro libovolné u, v, w € R™ a t € R plati

(tu)-v=t(u-v), (u+v) - w=u-w+v-w.

OBRAZEK
Ze symetrie nebo podobnym odvozenim ziskdme linearitu v druhé proménné

u-(tv)=t(u-v), u-(v+w)=u-v+u-w.
Vektory kanonické baze jsou na sebe kolmé a maji délku 1, takze
eiej:() (Z?é]), ei-eizl.

7 odvozenych vztahti dostaneme ptivodni vzorec pro skaldrni sou¢in soudin u =
(r1,22,...,2,)T av = (y1,y2,--.,yn)T . Pro prehlednost uvedeme nejprve odvozeni
v pfipadé n = 2.

u-v=(re; +r2e2) - (y1€e1 + yae2)
= (z1€1) - (y1€1 + y2€2) + (22€2) - (y1€1 + Y2€2)
(z1€1) - (y1€1) + (w1€1) - (y2€2) + (22€2) - (y1€1) + (22€2) - (Y2€2)
1wi(er - e1) +xiyz(er - ex) + woyi(ez - e1) + xaya(e2 - €2)

1Y1 + T2y

Obdobné v obecném pfipadé:

u-v= (Z l'iei> . (Z yiei> = Z Z(l'zel) ) (yjej)
i=1 i=1

i=1j=1
n n n
5 E fEiyj(ez' ep) = E TiYi
i=1j=1 =1

Vsimnéte si, Ze odvozeni probihalo podobné jako odvozeni vzorce pro determinant:
Ukézali jsme linearitu ve vsech proménnych a vSimli jsme si, jak skalarni soucin
(determinant) vypada na kanonické bézi.
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8.1.2. C™. Nad komplexnimi ¢isly je standardni skaldrni soucin vektord u = (z1,
Toy ooy )T av = (y1,%2,...,yn)’ definovan trochu jinym vzorcem:

u-v==r1y +Tay2+- - +TplYn ,

kde T znaci ¢islo komplexné sdruzené k x, tj. a + bt = a — bi. Pro realné vektory
tato definice souhlasi s predchozi, protoze komplexni sdruzovani s redlnymi Cisly
nic nedéla.

Vyhodou takové definice je tfeba to, ze skalarni soucin u - u je vzdy kladné
realné cislo (je sou¢tem druhych mocnin absolutnich hodnot slozek), takze délka
definované vztahem u = y/u- u je redlné cislo, které je nulové pravé tehdy, kdyz
u = o. (Pokud bychom definovali skalarni sou¢in bez komplexniho sdruzovéni, vyraz
u - u by nebyl vZdy redlny a byl by roven nule i pro nékteré nenulové vektory.)

V realném pripadé muzeme standardni skalarni soucin definovat maticovym sou-
¢inem u?v. Abychom mohli maticové zapsat standardni skalarni sou¢in nad kom-
plexnimi ¢isly, zavedeme pojem hermitovsky sdruzené matice.

Definice 8.1. Hermitovsky sdruZend matice k matici A = (@i;)mxn je matice A* =
(bji)nxm, kde bj; = @;; pro libovolné indexy ¢ € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n}.

Hermitovsky sdruzenou matici k A tedy dostaneme transponovanim a nahraze-
nim vsech prvki prvky komplexné sdruzenymi. Hermitovské sdruzovani se chova k
ostatnim operacim podobné jako transponovani, viz cviceni.

Priklad 8.2.

1—-2¢ 0

1+2 3 i\ _ :
< 0 3-2 42') U
—1 —44

S timto znacenim muZeme psat
u-v=u'v

Standardni skalarni sou¢in nad komplexnimi ¢isly je stéle linedrni v druhé proménné
aplati (u+v)-w = u-w+v-w, ale neni linedrn{ v prvni proménné a neni symetricky.
Misto toho méme pro u, v, w € C" a t € C vztahy

(tu)-v=tu-v), v-u=u-v .

8.2. Obecny skalarni souc¢in. Obecné definujeme skaldrni soucin jako zobrazeni
prirazujici dvojici vektori skalar, které ma podobné vlastnosti jako standardni ska-
larni soucin. Skalarni souéin vektortt u a v budeme znacit (u|v), znaceni u - v
budeme pouZivat pouze pro standardniho skalarni soucin v R™ nebo C". Skalarni
soucin se definuje pouze pro vektorové prostory nad télesem R nebo C.

Definice 8.3. Necht V je vektorovy prostor nad R (resp. nad C). Zobrazeni (|) z
V xV do R (resp do C), které dvojici u, v pfitadi vektor (u|v), se nazyva skaldrni
soucin, pokud pro libovolné u,v,w € V a t € R (resp. t € C) plati

(SL1) (tul|v) =t(ulv), (ultv) =t (ul|v),
(SL2) (u+vw) = (ujw) +(v|w), (ulv+w) = (u|v) + (uw),
(SCS) 2 ju) = (ulv) a

v
(SP) (u|u) je nezdporné realné éislo, které je nulové pravé tehdy, kdyz u = o.
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Axiomy nejsou nezavislé, napiiklad druhé ¢asti axiomu linearity (SL1) a (SL2)
vyplyvaji ze zbylych axiomt. Z axiomu (SL1) plyne, Zze (ulo) = (o|u) = 0. V

pripadé

realnych vektorovych prostortt miizeme v axiomech (SL1) a (SCS) vynechat

komplexni sdruzeni.

8.2.1. Priklady.

Standardni skalarni sou¢in v R™ (resp. C") je skaldrnim sou¢inem v R™
(resp. C™). VSechny vlastnosti se ovéfi snadno z definice.

Je-li A étvercovd matice nad R (resp. C), pak zobrazeni z R" x R® — R
(resp. C™" x C™ — C) definované vztahem

(ulv) =u*Av

vzdy spliiuje (SL1) a (SL2) (cvifeni). Vlastnost (SCS) je splnéna pravé
tehdy, kdyz A* = A (cvifeni). V redlném piipadé to znamend, Ze A je syme-
trickd, v komplexnim pfipadé se maticim splitujicim A* = A fika hermitov-
ské. Hermitovskym maticim, pro které takto definované zobrazeni spliuje i
(SP) se tika pozitivné definitni.

Definice 8.4. Hermitovskd matice A fadu n se nazyva pozitivné definitni,
pokud u*Au je pro libovolné u € C™ nezdporné redlné ¢islo, které je nulové
préavé kdyz u = o.

Piikladem pozitivné definitnich matic (viz cvi¢eni) jsou matice typu
A = B*B, kde B je regularni matice fddu n nad R (resp. nad C). Pozdé&ji
ukdzeme, ze plati i opak, tj. kazda pozitivné definitni matice A je tvaru
A = B*B, pro regularni matici B. Dokonce kazdy skalérni sou¢in na R™ (a
na C") je tohoto tvaru.

Shrnuti: Je-li A = B*B, pak zobrazeni definované (u|v) = u*Av je
skalarni souéin. Pro A = I,, dostavame standardni skalarni soucin. Jako
ukézku jiného konkrétniho prikladu vezmeme

1 0
o=(25)
tedy

o T [ 12 1 0 _ 5 -2
A-BB-BB-(O _1>(2 _1>_<_2 1).

Pfislusny skalarni souéin v C™ je dan vztahem

_ 5 =2 _ _ _ _
v) = (71,72) ( 9 1 > ( Z; ) = dT1Y1 — 2T1Y2 — 2Tay1 + Tayo

kde u = (z1,22)7 a v = (y1,92). Stejny vztah (kde nemusime komplexnd
sdruzovat) definuje skaldrni soucin v R".
Na prostoru spojitych redlnych (nebo komplexnich) funkei na intervalu

(1,10) je
10
<u|V>:/1 av

skalarni souéin. Obecnéji naptiklad

10
<u|v>:/ avw ,
1
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kde w je néjaka kladna vahova funkce.

8.2.2. Norma. Normu vektoru v prostoru se skalarnim soucinem zavedeme stejnym
vztahem jakym jsme vyjadfili eukleidovskou normu (délku) pomoci standardniho
skalarniho soucinu.

Definice 8.5. Necht V' je vektorovy prostor se skalarnim soucinem (|). Normou
vektoru v € V' rozumime redlné cislo

[uf = v{alu) .
Vektor u se nazyva jednotkovy, pokud |ul| = 1.

Definice déva smysl, protoze vyraz pod odmocninou je podle (SP) vZdy nezé-
porné realné ¢islo. Norma zavisi na skaldrnim soucinu, takze kdyz pouzivame sym-
bol normy, musi byt z kontextu jasné, se kterym skalarnim soucinem pracujeme.
Podobné i pro dalsi pojmy jako tthel nebo kolmost, které budou zavedeny pozdéji.

Piiklad 8.6. Norma vektoru (1 + i,2,3 — 2i)7 v prostoru C* se standardnim
skalarnim soucinem je

1+ 1—i 141
2 = 2 : 2 = VT2 + 212+ |3 + 202 = V17 .
3—2 3+ 2i 3—2i

Norma urcend skaldrnim sou¢inem ma nasledujici vlastnosti.

Tvrzeni 8.7. NechtV je vektorovy prostor nad R (resp. C) se skaldrnim soucdinem
(1), u,veV ateR (resp. t € C). Pak plati
1) |Ju]| > 0, pricemz ||u|| = 0 prdvé tehdy, kdyZ u = o.
2) [tall = [t ][u].
3) (Rovnobéznikové pravidlo.) |u+ v||* + [u—v|* = 2|ju|* + 2| v|.
4) (Polarizacni identita.) Re ((u|v)) = 1(|u+v|*—|lul|* —|v|?), kde Re (z)
znaci redlnou éast .
Drikaz.
(1) Snadny disledek (SP).
(2) Pouzitim (SL1) dostavdme

ltu]] = V/(tuftu) =/t (ufu) = V]t (ufu) = [t/ (ufu) = |t [[u] .

(3) Ve vypoctu staci pouzit (SL2).
2
I

—~ A~~~

lu+v)?+lu—v]’=@u+vu+v)+u—vju-v)
= (ulu) +(ulv)+ (viu) + (v|v)
+ (uu) = (ulv) = (viju) +({v|v)
=2(ulu) +2(v|v) =2 |ul* +2|v|
(4) Ze (SL2) a (SCS) vypocteme
[u+vI* = (ula) + (u|v) + (vu) + (vIv) = [ul® + [v]* + (alv) + {a]v) .
Protoze = + T = 2Re (), dostavame

2Re ((u|v)) = u+v|* = [[ul* = |[v|* .
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Diusledkem (1) a (2) je, ze pro nenulovy vektor u je jeho nasobek
u
([all
jednotkovy vektor. Rikame, Ze ﬁ vznikl z u znormovdnim.
Rovnobéznikové pravidlo je ilustrovano na obrazku.

vl

OBRAZEK 15. Rovnobé&Znikové pravidlo

Polarizacni identita vyjadiuje redlnou ¢ast skalarniho soucinu pouze pomoci
normy. Podobny vztah jde napsat i pro imagindrni ¢ast (pokud pracujeme v pro-
storu nad C), viz cvifeni. Skalarni souéin je tedy uréen normou. Rizné dalsi varianty
polariza¢ni identity jsou ve cvicenich.

8.2.3. Cauchy-Schwarzova nerovnost, thel. Pro vektory u,v € R? jsme nahlédli, ze
u-v = ||ul| ||v|| cos . Z toho také vyplyva, Ze absolutni hodnota |u-v| nemtze byt
vétsi nez souin norem |lul| ||v||, protoze kosinus thlu je vzdy v intervalu (—1,1).
Vztah (u|v) = |Jul| |v|| cos & jde naopak pouzit pro zavedeni thlu mezi dvéma
vektory v libovolném prostoru se skaldrnim soucinem. Aby byl thel dobfe defi-
novan, musime dokézat, ze obecné plati | (u|v)| < |[u]||v]|. Tato nerovnost se
nazyvéa Cauchy-Schwarzova nerovnost (téz Bunjakovského nerovnost, nebo Cauchy-

vvvvv

rovnosti v matematice.

Véta 8.8 (Cauchy-Schwarzova nerovnost). Necht V' je vektorovy prostor se skaldr-
nim soucinem (|) au,v € V. Pak plati

[(afv) [ < [[allv],
pridemZ rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz (u,v) je linedrné zdvisld posloupnost.
Dikaz. Pokud je posloupnost (u,v) linedrné zavisla, pak u = tv nebo v = tu pro
néjaké t € C. V prvnim piipadé je
n 2
[(ulv) | =[{tvIv)|=[t{v|v)] =t [v]

[l vl = vl VIl =l v
V pripadé v = tu se rovnost odvodi podobné.
Predpokladejme, ze (u,v) je linedrné nezavisld posloupnost a odvodme ostrou
nerovnost. Diky linedrni nezavislosti pro libovolné ¢ € C plati

0<flu—tv|]® .
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Zvolime t € C tak, aby platilo (v|u—t¢v) = 0. Geometricky vyznam v pfipadé
standardniho skalarniho sou¢inu v R™ je vyznacen na obrazku: vektor v je orto-
gondlni projekci vektoru u na (v). Pozdé&ji dame této intuici pfesny vyznam pro
obecny skalarni soucin.

OBRAZEK 16. K dukazu Cauchy-Schwarzovy nerovnosti

Vztah (v |u—tv) =0 je ekvivalentni (v ju) — ¢ (v|v) =0, coz je ekvivalentni
ALY
= 2
(vl
(Nulou nedélime, protoze vektor je v je nenulovy podle pfedpokladu o linedrni
nezavislosti (u,v).)
Pri této volbé t dostavame

O<|u—tv]’=(u—tvju—tv)=(uju—tv) —i(viu—tv) = (uju—tv)
VvV (u u|v u|v ul|v 2
— fula) —t (ulv) = ulf? - <v|||2> (ulv) = ul?® - <'”>V<'> — ) - <”V>'

. . 2 (. . < , Ca "y
Po vynésobeni ||v||“, drobné Gpravé a odmocnéni (oba vyrazy, z nichz se pocita
druha mocnina jsou kladné) vyjde dokazovana nerovnost:

2 |(ulv)|?
0 < lul” - W
0 < [fulf’v]* = | (ulv)|?
| ulv) * < [u?[lv]?
| (ulv) | <[l lv]
O

Piiklad 8.9. Pro standardni skaldrni soucin v C" ¥ikd Cauchy-Schwarzova nerov-
nost

|ZTy1+Tzya+ - A Tnyn] < V)12 + 2224+ F |z PV 2+ 2+ F |yal? .

V piipadé skalarniho sou¢inu na C? daného vzorcem

((x1,22)" ’(yh y2)" ) = B5Tiy1 — 2T1y — 2T3y1 + Tayo
dostavame
5T1y1 — 2T1ys — 2T2y1 + T2y
< V/5la1[? — 4Re (T1ws) + [22[2v/5ly1 2 — 4Re (rya) + |y -
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Pro prostor spojitych komplexnich funkei na intervalu (1, 10) se skaldrnim souc¢inem
(flg) = fllo fg je nerovnost

’/110fg‘ < Wm\// ol?

Dulezitym dusledkem Cauchy-Schwarzovy nerovnosti je trojuhelnikovd nerov-
nost.

Dusledek 8.10 (Trojthelnikova nerovnost). Necht V' je prostor se skaldrnim sou-
éinem (|) aw,v € V. Pak plati

la+ v <l + v -

Dikaz.

la+v|* = (utvutv) = (uju) + (ulv) + {uv)
2 2 2
= [lul” + 2Re ((u[v)) + IV]" < [[ul]” + 2[{
2 2
< [lull® + 2 ul vl + [IvI" = (lul +[IvI)?

+(vlv)

2
ulv) | +|[vl

Cauchy-Schwarzovu nerovnost jsme pouzili v pfedposledni ipravé. Vyrazy pod dru-
hymi mocninami jsou kladné, takze nerovnost plyne odmocnénim. (I

Geometricky vyznam je patrny z obrazku.

OBRAZEK 17. Trojihelnikovi nerovnost

Zobrazeni, které vektoru pfifadi skalar, které splituje podminky (1) a (2) z tvr-
zeni 8.7 a trojuhelnikovou nerovnost, se nazyva norma. Existuje mnoho norem, které
nepochézi ze skalarniho souéinu, napfiklad v R™ mame normu ||(x1,x2,...,z,)|| =
|z1|+ |z2|+ - - - +|2zn|, kterd méii vzdalenost, kdyz se mizeme pohybovat pouze pra-
vouhlym smérem (proto se ji nékdy ¥ikd manhattanskd norma). Norma pochézi ze
skalarniho soucinu pravé tehdy, kdyz spliuje rovnobéznikové pravidlo, viz cviceni.

Cauchy-Schwarzova nerovnost nam umoziiuje definovat tthel mezi vektory. Uhel
definujeme v pripadé realnych vektorovych prostori.

Definice 8.11. Necht V' je prostor nad R se skalarnim sou¢inem (|)ao # u,v € V.
Uhlem mezi vektory u a v rozumime realné &islo o € (0, 7) spliiujici
(ulv)

cos = ————
[l vl
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Uhel mezi vektory existuje a je uréen jednoznaéné, protoze zlomek je v intervalu
(=1, 1) podle Cauchy-Schwarzovo nerovnosti a funkce cos je bijekci (0, 7) na interval
(—1,1).

Pro libovolny skaldrni souc¢in nad realnymi ¢isly tedy méame vztah

(ufv) = [[uf/ [[v|lcosa .
7 tohoto vztahu snadno odvodime kosinovou vétu.

Tvrzeni 8.12 (Kosinova véta). Necht V je prostor nad R se skaldrnim soucinem
(]) a0 #u,veV. Pak plati

2 2 2
la =" = [[a]” + [[v[]" = 2lul{[v] cosa ,
kde o je uhel mezi vektory u a v.
Drikaz.
2
lu—v["=(u-vju-v)=(ufu)-2(ulv)+(v|v)

2 2
= [[ull” + [[vII" = 2| [lv]}cos &

O
Nad komplexnimi éisly se tihel definuje jako ¢islo z intervalu (0, 7/2) splitujici
cos = %, ale tento pojem nebudeme pouzivat.

8.3. Kolmost.

Ze vztahu (u|v) = ||u| ||v| cos a vidime, Ze (nenulové) vektory sviraji tthel 7 /2
pravé tehdy, kdyz je jejich skalarni soucin nula. To vede k pfirozené definici kolmosti
vektord.

Definice 8.13. Nechf V je prostor se skaldrnim soucinem (|). Vektory u,v € V
nazyvame kolmé (nebo ortogondlni) a piSeme u L v, pokud (u|v) =0.

Mnozina, nebo posloupnost, M vektorti z V' se nazyva ortogondlni, pokud u L v
pro libovolné dva rizné prvky mnoziny (nebo posloupnosti) M.

Mnozina (posloupnost) M se nazyva ortonormdlni, pokud je ortogonalni a kazdy
vektor v M je jednotkovy.

Z vlastnosti (SCS) plyne, Ze ortogonalita nezavisi na poradi vektort. Z vlastnosti
(SL1) vidime, Ze jsou-li dva vektory kolmé, pak jsou kolmé i jejich libovolné nasobky.
Méme-li ortogondlni mnozinu nenulovych vektortt {vi,va,..., vy}, miZeme z ni
vytvorit ortonormalni mnozinu znormovanim, tj.

{ Vi V2 Vi }
vall” lvall” " vl
je ortonormalni.

Z geometrického nahledu v R? vidime, Ze ortogonalni posloupnost nenulovych
vektori je linedrné nezévisla. Obecné:

Tvrzeni 8.14. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem (|). Ortogondlni po-
sloupnost nenulovych vektori z V' je linedrné nezdvisld.

Diikaz. Je-li (vy,va,...,Vy) ortogonalni posloupnost vektorti z V' a plati

a1vy +asgveg + -+ apvp = 0
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pak skaldrnim vyndsobenim obou stran zleva vektorem v; (i € {1,2,...,k}) a

vyuzitim (SL1), (SL2) a kolmosti dostdvame
(vilaivi +agve + -+ axvy) = (o|v)

ap (vi|vi) +az (vilva) + - +ap(vi|ve) =0
0

a; <Vi |Vi>

Protoze vektor v; je nenulovy, plati podle (SP) vatah (v;|v;) = [[vi[|* > 0, takze
z odvozeného vztahu vyplyva a; = 0. Ukazali jsme, Ze jedina linearni kombinace,
kterd déva nulovy vektor, je trividlni, takze posloupnost je linedrné nezavisla (viz

bod (2) tvrzeni 5.26). O

Z tvrzeni vyplyva, ze ortogonalni posloupnost n nenulovych vektoriti v prostoru
dimenze n je ortogonalni baze, protoze je linedrné nezavisla a lineadrné nezavisla
posloupnost n vektort je baze podle bodu (4) v pozorovéani 5.57

Priklad 8.15. V prostoru R™ (nebo C") se standardnim skaldrnim sou¢inem je
kanonicka baze ortonormalni.

Posloupnost vektort ((1,2,2)7, (=2, —1,2)T) v R?® (nebo C?) je ortogonalni, ale
neni ortonormélni. Znormovanim dostaneme ortonormaéalni posloupnost

Ya2,2m Lia, 1oy
(3 3 )

Tuto posloupnost 1ze doplnit na ortonormalni béazi: posloupnost
1 1 1
-(1,2,2)", = (-2,-1,2)%, =(2,-2,1

(30227 (-2 -127 5. -20)

je ortonormalni, takze je to podle poznamky za tvrzenim ortonormalni baze. Pozdéji
budeme pomoci Gram-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu umét kazdou ortogo-
nalni (resp. ortonormélni) posloupnost nenulovych vektort v koneéné generovaném
prostoru doplnit do ortogonalni (resp. ortonormalni) baze.

Piiklad 8.16. V prostoru R? se skalarnim sou¢inem danym

2 1
<($17$2)T |(y1,y2)> = (w1, 22) ( 11 ) ( z; ) = 221y1 + Z1Y2 + T2y1 + T2y

(ovéite, Ze je to skutedné skaldrni souéin) je posloupnost

1 -1
0 )’ 2
ortogonalni, protoze

<(1,0)T|(—1,2)T>:(1,0)( ? 1 ) ( ;1 ) :(2,1)( ;1 ) =0,

tedy tvoii ortogonalni bazi. Spocitdme normy vektori a vytvorime ortonormalni

G D) ()
H(?NF¢<”Wfi)(§)—¢@n(j)—ﬁ
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(o) (%))

je tedy ortonormaélni baze.

Pokud si nakreslime tyto dva vektory jako kolmé vektory jednotkové velikosti a
ostatni vektory kreslime v tomto souradném systému, pak délky a thly pfi daném
skalarnim soucinu jsou bézné, eukleidovské délky a thly na obrazku. Tento fakt
dokézeme v tvrzeni 8.21.

Posloupnost

Yy

2 Y
. %
i 1 FEEEE V2
| - 1
|
|

1 =X 19 v 1 -1 1 1 r

V2 V2 - V2 V2

Priklad 8.17. V prostoru spojitych funkei na intervalu (—m, 7) se skaldrnim sou-
¢inem

(o= [ 59

je mnozina {1, sin z, cos x, sin(2x), cos(2z), . . . } ortogondlni. Toto je zdkladni fakt v
oboru Fourierovych fad.

Jednoduchym dusledkem definice kolmosti je zobecnéni Pythagorovy véty pro
libovolny skalarni soudin:

Tvrzeni 8.18 (Pythagorova véta). Necht V' je prostor se skaldrnim soucinem (|).
Jsou-li vektory u,v € V kolmé, pak

2 2 2
[u+v[" = flul]” + [Iv]” -
Dikaz.
[u+v]?=(u+vu+v)=(ufu)+ )+ vu)+(vv)

Diky kolmosti jsou prostiedni dva &leny nulové, takze viraz je roven |[ul|® + ||v]*.

Indukci 1ze Pythagorovu vétu zobecnit na libovolny kone¢ny pocet vektoru: Je-li
{Vv1,Va,...,vi} ortogonalni mnozina, pak

i ve - Vil = (vl vall® o el

Zobecnéni této rovnosti na nekonecné mnoziny vektort se nékdy fika Parsevalova
identita.
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2
V2 L
u
; v
Ju]
A%

8.3.1. Souradnice vektoru vzhledem k ortonormdlnt bdzi. Vzhledem k ortonormaélni
bazi se soutfadnice vektoru pocitaji velmi snadno:

Tvrzeni 8.19. Necht V je prostor se skaldrnim soudinem {|), B = (v1,...,Vp)
jeho ortonormdlnt bdze a u € V. Pak

u=(viju)vi+{(valu)va+ -+ (vpju)v, ,
jJingmi slovy,
[u]p = ((vifu), (valu),... (v u))" .
Diikaz. Ozna¢me [u]p = (a1, as,...,a,)T, neboli
u=a1vy +asvo+---+a,v, .

Podobné jako v ditkazu linearni nezavislosti ortogonalni mnoziny nenulovych vek-
tordl skaldrné vynasobime obé€ strany zleva vektorem v; a dostaneme

(vilu) = (vila1vi +agva + - - + apvy)

(vilu) =a1 (vi|vi) +az (vi|va) + -+ ag (vi|vk)
(vilu) =a;(vilvi) =a; ,
takze a; = (v; [u). O

Soufadnicim vzhledem k ortonormalni bazi se nékdy rika Fourierovy koeficienty
vzhledem k této bazi. Obecnéji z dikazu vidime, Ze pro ortogonalni B plati

MB(wmn<wu> wuw)

vl " vel® T val®
P¥iklad 8.20. Uréime souiadnice vektoru u = (3 + 4,2,i)7 € C?® vzhledem k

ortonormalni bazi

1 1 -2 2
B = (Vl,Vg,Vg) = g 21 = -1 = —2
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prostoru C? se standardnim skalarnim skaldrnim soué¢inem.

[u]B = (VT -, V; ' u,V; ’ u)T
1 3+ 3+t
2 2
T

) 3+
3(2-21) 2

1

_ (;(3 —7i), —g, %(2 + 3@))T .

Skutec¢né
3+1 7 -2 2
1 8 1 1 1
2 =-B3-7)-=| 2« | —=-=| -1 -2+3)-=| -2
. 3BT | 2 33 T3+ 3
) 21 2 1

Vzhledem k ortonormalni bazi prechazi skalarni sou¢in na standardni. Presnéji,
skalarni souc¢in dvou vektoru je roven standardnimu skalarnimu sou¢inu soufadnic
téchto vektort vzhledem k ortonormalni bazi.

Tvrzeni 8.21. Necht'V je prostor se skaldrnim soucinem (|), B = (v1,Va,...,Vy)
jeho ortonormdlnt bdze a u,w € V. Pak

*

(uw) = [u]p[w]p .
Diikaz. Oznaéme [u]p = (a1, as,...,a,)", [W]p = (b1,b2,...,b,)7, tedy
u:a1v1+a2v2+~~+anvn, W:b1V1+b2V2+"'+ann .

Pomoci (SL2), (SL1) a ortonormality postupné dostavame

(ulw) = <Zam— me> =3 Aaivilbyvy)
i—1 j=1

i=1 j=1
=3 arbi(vilvy) =Y _arb; = [ulp[wls
i=1 j—1 i=1

(]

Tvrzeni ospravedlituje poznamku z piikladu 8.16: Pokud si nakreslime vektory
ortonormélni baze jako jednotkové navzajem kolmé vektory a ostatni vektory kres-
lime v tomto soufadném systému, pak délky a uhly pfi daném skaldrnim soucinu
jsou bézné, eukleidovské délky a uhly na obrazku.

Piiklad 8.22. V prostoru R? se skalarnim souéinem

T 2 1
<($1,$2)T|(?417y2)> = (21, 2) < 11 ) ( z; ) = 22191 + 21Y2 + T2y1 + T2y

(5 (0) (%))

je posloupnost
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ortonormalni baze (viz priklad 8.16. Uvazujme vektory u = (2,3)T a v = (1,1)T.
Z tvrzeni 8.19 spocteme jejich soufadnice vzhledem k B a pak vypocitame skalarni
soucin podle tvrzeni 8.21.

(o)) () - (D)
(GR35 ()

(ulv) = [uls - V] f<73>\f( ) 12

To muzeme ovérit z definice skaldrniho soudinu.

8.3.2. Ortogondlni doplnék. Definici kolmosti rozsifime na mnoziny vektoru.

Definice 8.23. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem (|)av eV, M, N C V.
Rikéme, Ze v je kolmy na M, zapisujeme v L M, pokud v je kolmy na kazdy vektor
z mnoziny M.

Rikame, ze M je kolma na N, zapisujeme M 1 N, pokud kazdy vektor mnoziny
M je kolmy na kazdy vektor mnoziny N.

Pokud M je kolmé na N, pak v jejich priniku mize byt pouze nulovy vektor
(rozmyslete si jako cviceni). Naptiklad tabule neni kolm4 na podlahu, i kdyZ sviraji
thel 7/2 (thel mezi podprostory definujeme pozdéji jako nejvétsi dhel, ktery sviraji
vektory jednotlivych podprostorit). Kolmost se pfenasi na linedrni obal:

Pozorovani 8.24. Necht V' je prostor se skaldrnim soucinem (|) a M,N C V.
Pokud M L N, pak (M) L (N).

Drikaz. Pokud u = Zle a;u;, kde a; jsou skalary au; € M, av = 2221 b;jv;, kde
b; jsou skalary a v; € N, pak z linearity, tj. z vlastnosti (SL1) a (SL2), mame

(ulv) = <Zaluzzbvj>22az (vilv;) =0

=1 j=1

O

Nejvétsi mnozina vektorti kolmé na danou mnozinu M se nazyvéa ortogondlni
doplnék.

Definice 8.25. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem (|) a M C V. Ortogo-
ndlni doplnkem mnoziny M rozumime mnozinu vSech vektori kolmych na kazdy
vektor z M, znaéime ML:

L={veV:vliM}.

Podle definice M je kolma na M+ a M= je nejvétsi takova mnozina. Dalsi
jednoduché vlastnosti:

Pozorovani 8.26. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem (|) a M,N C V.
Pak platt

(1) M+ je podprostor V,

(2) Je-li M C N, pak N* C M+,

(3) M+ = (M),
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Diikaz. Dukaz se provede snadno z definic a pfedchoziho pozorovani. Pfenechame
jej do cviceni. ([
V R? se standardnim skalarnim soucinem je ortogonalni doplnék mnoziny M =

{u, v} dvou linedrné nezavislych vektoru pfimka kolmé na rovinu (u,v). Ortogo-
nalnim doplitkem nenulového vektoru (nebo jeho linedrniho obalu) je rovina.

Priklad 8.27. Uréime ortogonélni doplnék roviny U = ((1,2,5)7,(0,1,1)7)) v
prostoru R? se standardnim skaldrnim sou¢inem. Podle (3) je U+ rovna mnoziné
v8ech vektorti x kolmych na oba generatory, tj. mnoziné vektori, pro které (1,2,5)x =
0a (0,1,1)x = 0. Maticové

(11 )= (2)

Hledame tedy feseni homogenni soustavy s matici, jejiz fadkové vektory jsou gene-

ratory U:
-3
1 1 2 5\ B
U—Ker(011>—< 11 >

V ptikladu jsme vidéli, ze k urceni ortogonalniho doplinku mnoziny vektord M =
{v1,va,...,vi} (nebo podprostoru (M)) v aritmetickém vektorovém prostoru R"
se standardnim skaldrnim soucinem stac¢i napsat vektory vi,vo,..., vy do fadku
matice a vytesit prislusnou homogenni soustavu. Pti standardnim skalarnim sou¢inu
tedy plati

(Im A7)t =Ker A .
To ndm dava nad R dalsi interpretaci feSeni homogenni soustavy rovnic Ax = o
— urc¢ujeme ortogonalni doplnék fadkia matice A. V C" se standardnim skaldrnim
soucCinem je jesté tieba pridat komplexni sdruzovani:

(Im A*)* =Ker A .
Obecnéji, poc¢itame-li vzhledem k ortonormalni bazi, pak skaldrni soucin se chova

jako standardni (viz tvrzeni 8.21), takZze ortogonalni doplnék mnoziny vektort
miizeme spocitat podobné:

Pozorovani 8.28. Necht V je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem
(]), B jeho ortonormdlni bdze, M = {v1,va,...,vi}. Oznacme A matici s fadky
Vil [Vl - -, (V|- Pak

[Mt]p =Ker A .
Drikaz.
(Mg ={[u]p:ul M} ={[up: {vi[u) = (va|u) = = (vi [u) = 0}
={luz: Vilplulp = [val[ulp = - = [Vi]p[u] 5 = 0}

={x:Ax=o0}=Ker A
O

Dulezité netrivialni vlastnosti ortogonalniho doplitku jsou shrnuty v néasledujici
vété o ortogonanim doplinku.

Véta 8.29. Necht V' je konecné generovany prostor dimenze n se skaldrnim sou-
cinem (|) a W je podprostor V. Pak plati
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(1) dim(W+) =n — dim(W),
2 V=waewi
(3) WHt=w.

Diikaz. V dikazu pouzijeme skutecnost, kterd bude dokazana teprve pozdéji ve
véte 8.44, a to, ze kazdy prostor konecné dimenze ma néjakou ortonormalni bazi B.
Zvolme né&jakou bazi (wy, wa, ..., wy) prostoru W, tj. dim(W) = k.

(1) Ozna¢me A matici s fadky [wi]g, [Wa]B, ..., [Wk]ps. Ortogonalni doplnék
prostoru W vyjadfeny v bazi B je podle pozorovani 8.28 jadrem matice
A. Matice m4 k linedrné nezavislych fadki, takze rank(A) = rank(A) = k.
Podle véty 5.83 o dimenzi jadra a obrazu mame dim(Ker A) =n — k.

(2) Protoze podprostor W je kolmy na W+, jejich prinikem je trivialni pod-
prostor {o}. Podle véty 5.87 o dimenzi sou¢tu a priniku mame

dim(W + W) = dim(W) + dim(W*) —dim(WNW+) =k+n—k—-0=n .

Podprostor dimenze n v prostoru dimenze n je cely prostor (tvrzeni 5.59),
takze W + W+ =V.
(3) Podprostor W je kolmy na W=, takze W je podprostorem (W=)-. Podle
(1) médme dim(W+) = n — k a dim((WH)*) = n — (n — k) = k. Takze
W = (W+)+ opét podle tvrzeni 5.59.
O

Kazdy vektor ve V lze podle (2) vyjadiit jednozna¢né jako soucet vektoru vy
ve W a vektoru vy,. kolmého na W:

V=V +VyL

Definice 8.30. Vektoru vy, fikdme ortogondlni projekce vektoru v na W. Vektor
vy se nazyva kolmice vektoru v na W. (Kolmice je tedy ortogonélni projekce v
na W+.)

/

Dtisledkem Pythagorovy véty je, ze vektor vy je nejlepsi aproximaci vektoru v
v prostoru W:

Tvrzeni 8.31. NechtV je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem (|),
W je podprostor V., v € V. Vektor v — vy (=vy1) md nejmensi mozZnou normu
ze véech vektoru v —w, w € W.
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A4%%

Dikaz. Uvazujme libovolny vektor w € W, w # vy,. NapiSeme si vektor v — w ve
tvaru
v—w=(v-vpy)+Vw —w)=vpL +(viyx —w) .
Vektor vy 1 je kolmy na vy — w protoze je kolmy na oba dva vektory vy a w.
Podle Pythagorovy véty 8.18 je

2 2 2 2
v =wl" = lvw[l" + v = w[" > v |"
O

Predpoklad kone¢né generovanosti V' v bodech (2), (3) véty 8.29 a v predchozim
tvrzeni lze nahradit slabsim pfedpokladem, ze W je kone¢né generovany. To ziskdme
jako disledek Gram-Schmidtovy ortogonalizace, viz cviceni.

8.3.3. Prostory urcen€e matict a kolmost. Metody a aplikace hledani nejlepsi apro-
ximace budeme studovat v dalsi éasti. Ted se jesté kritce podivame na vztahy
prostorti urc¢enych matici z hlediska kolmosti a geometricky interpretujeme izomor-
fismus Im AT a Im A.

Uvazujme standardni skalarni sou¢in nad realnymi ¢isly a redlnou matici A typu
m X n.

Vsimli jsme si, 7ze pro standardni skalarni sou¢in nad R mame (Im A7)+ = Ker A.
Podle bodt (3) a (2) z véty 8.29 také plati

(Ker A)t =Im AT | KerA@ImAT =T" |

kde n je pocet sloupcit matice A.

Jadrem linedrniho zobrazeni f4 : R” — R™ je Ker f4 = Ker A. Jeho ztzeni na
libovolny doplnék Ker A, tj. libovolny podprostor U < R™ takovy, ze Ker AU = R™
je izomorfismus U — Im A, viz cvi¢eni. Pro ortogonalni doplnék Ker A, coz je Im AT,
mame izomorfismus Im A” — Im A. Z toho napiiklad vidime, Ze prostory Im AT
a Im A maji stejnou dimenzi, takze ziskdvame v redlném pripadé dalsi dakaz, ze
dimenze sloupcového a fadkového prostoru matice se shoduji (véta 5.73).

Priklad 8.32. Pro matici

1 2 =3
A= 1 -1 2
2 1 -1

mame

Ker fa =KerA={((-1,5,3)"), ImA" =((1,2,-3)",(1,-1,2)T)
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Skutecné Ker A 1 Im AT a Ker A @ Im AT = R3.
Ztzeni f naIm A7 je izomorfismem rovin Im AT alm A = <(1, 1L,2)T, (2,1, 1)T>.
OBRAZEK

Obdobné pro prostory Im A a Ker AT mame vztahy.
(ImA)* =Ker AT, (Ker A7)t =ImA, KerAT @ImA=T" ,

kde m je pocet Tadki matice A.
Nad komplexnimi ¢isly vychazi stejné vztahy, jen je potfeba transponovani na-
hradit komplexnim sdruzovanim.

8.4. Ortogonalni projekce. V této ¢asti se nau¢ime hledat ortogonalni projekci
vektorii na podprostor. Ortogonalni projekce je nejlepsi aproximace vektoru v pod-
prostoru, coz také vyuzijeme na hledani nejlepsich ptibliznych feSeni soustav line-
arnich rovnic.

8.4.1. Ortogondlni projekce na primku. Jednoduchym pfipadem ortogonalni pro-
jekce je projekce na piimku W = (w), w # {o}. Projekce vektoru v je vektor
v = aw, pro ktery je vektor viyy. = v — vy kolmy na w. Z toho dostavame
(Wlv—aw) =0
(Wlv) —a({wl|w) =0

_ wiv)

)

= 2
[[wll
takze ortogonalni projekce vektoru v na W je
_(wlv)

- 2
[[wll

V pripadé, ze je vektor w jednotkovy, se vzorec zjednodusi na

vy = (Wv)w .

OBRAZEK
Vzorec také miizeme v R3 nahlédnout z geometrické interpretace skalarniho sou-
¢inu jako soufinu norem vynéasobeného kosinem tuhlu jimi sevieného. Norma pro-
jekce je kosinus thlu mezi v a w krat norma v, tj.
(wlv)

vl =
[[wll

a projekce je rovna této normé vynasobené znormovanym vektorem w, tj.

(wlv)

v f[wl]

(wilv) w _ (wlv)

Iwl lwll — jjw|?

OBRAZEK
Rovnéz si vS§imnéme souvislosti s vyjadienim vektoru v vzhledem k ortonormalni
bazi (w1, wa, ..., w,) z tvrzeni 8.19:

v=(wi|v)w;+(Wa|V)wa+ -+ (W, |[v)w, .

Séitanec (w; |[v) w; je ortogonalni projekci vektoru v na p¥imku (w;).
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Ortogonalni projekci mtizeme chapat jako endomorfismus prostoru V', ktery vek-
toru v pfifazuje vektor vyy. V pfipadé aritmetického vektorového prostoru V = C"
nebo V = R" a standardniho skalarniho sou¢inu mame

*

Vi = ——5W
[[wll

.. . 2 _— -
Soudin skalaru w*v/||w||” a vektoru w lze zapsat maticovym soucinem

w*v ww*

Vg =W——b5 = ——=V

[wil™  [wl]
Z toho vidime, ze matice Py, projekce p(yy na piimku (w) vzhledem ke kanonickym
bazim je
ww*

— .
[[wll

Piiklad 8.33. V R? se standardnim skalarnim souc¢inem je projekce vektoru v =
(71,22, 23)7 na piimku W = (w), kde w = (1,2, 3)7, vektor

Prwy = [Piw) ]k =

T

1,2,3) | oo
(w|v) 9 o3 L 1 !
vw = 5 W = 2 | = —(x1+ 222+ 3x3) | 2
HWH 14 3 14 3

T + 229 + 323
= ﬂ 2x1 + 4x5 + 623
3r1 4+ 622 + 923

Matice projekce na W vzhledem ke kanonickym bazim je

1
2 (1,2,3)
wwl 3 1 123
PW = 3 = = — 2 4 6 P
||W|| 14 14 36 9

coz dava stejny vzorec.

Obecnéji, pro konecné generovany prostor V' s ortonormaélni bazi B mame podle
tvrzeni 8.21 o skalarnim soucinu vzhledem k ortonormalni béazi

*

AT
wle =S ™ Iwll

*

B

takze matice vzhledem k bazim B a B je

8.4.2. Ortogondlni projekce na obecny podprostor. Nyni odvodime vzorec pro or-
togonalni projekei vektoru v na obecny podprostor W = (wy, wa, ..., w) koneéné
generovaného prostoru V se skaldrnim sou¢inem (|). (Pfedpoklad, Ze V' je koneéné
generovany mtizeme vynechat.)

Vektor vy lezi v prostoru W, takze je linearni kombinaci generatort:

Vi = A1W1 + GoWo + - -+ + QWi .
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K tomu, aby vy byl ortogonalni projekci v, je nutné a staci, aby vektor vyy. =
v — vy byl kolmy na W.

W = <W1,W2>

V —Vw

VW

Wi

To nastane pravé tehdy (viz pozorovani 8.24), kdyZz v — vy je kolmy na kazdy
z vektord wy, wo, ..., Wi. Dostavame

0= (w;|[v—vw)=(w;|v—a1w; — asWs — ... — apWg)
= (Wi [v) — a1 (Wi [w1) —ag (W; [wa) — ... — ag (Wi |wp)
Upravou dostaneme pro kazdé i € {1,2,...,k} rovnici

ay (Wi [wi) +az (Wi [wa) + -+ ax (Wi [wi) = (w; [v)

Vektor koeficientt (a1, as,...,a;)T € T™ je tedy fesenim soustavy rovnic
(wifwi) (wi|wz) ... (wi|wg) | (wi]v)
(Walwi) (walwz) ... (walwg) | (w2lv)
(Wi |wi) (welwz) .. (wi|we) | (wi|v)

Dokéazali jsme:

Tvrzeni 8.34. Necht'V je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem (|),
W1, Wa,...,Wg,vEV, W= (wi,wa,...,Wg). Ortogonalni projekce vektoru v na
podprostor W je rovnd vektoru

Vi = a1Wi1 + aG2Wo + - - + ap Wy

kde (a1, as,...,ar)T je (libovolné) Feseni soustavy rovnic s rozsivenou matici
(wilwi) (wilwa) ... (wi|wg) | (wi|v)
(walwi) (walwa) ... (walwg) | (Walv)
(Wi lwi) (wilwa) ... (wifwi) | (wi|v)
Matice soustavy z tvrzeni se nazyva Gramova matice vektori wi, wa, ..., W.
Je-li B = (w1, wa,...,wy) linedrné nezavisla, pak (a1, as,...,ax)? jsou soutadnice

vektoru vy € W vzhledem k bazi B. Ty jsou urceny jednoznacné, takze Gramova
matice je regularni (detailné si promyslete jako cviceni). Naopak, jsou-li vektory w;
linearné zavislé, pak je Gramova matice singularni.

Determinant Gramovy matice vektori wy,ws, ..., w; € R™ vzhledem ke stan-
dardnimu skalarnimu souéinu je roven k-rozmérnému objemu rovnobéznosténu o
stranach wy,ws, ..., wg. Dikaz pro k = n nechame jako cviceni, obecné jej délat
nebudeme.
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Piiklad 8.35. V prostoru redlnych polynomu stupné nejvyse dva se skaldrnim sou-
¢inem (f |g) = fol fg najdeme nejlepsi aproximaci polynomu z? pomoci linearniho
polynomu a + bx a chybu této aproximace.

Chceme tedy nalézt ortogonalni projekci vy = a + bz a kolmici vektoru v = 2
na prostor W = (wi,wy) = (1,z). Koeficienty a,b jsou podle tvrzeni FesSenim
soustavy

1 1 1
( (Wi wi) (wi|wa) | (wi|v) > f011 f9$ f01x2 < I % % )

(walwi) (wa|wz) | (w2|v) oz Joa* ] [y a® 7 3l1
Resenim soustavy dostaneme vektor (a,b)” = (—5,1)”. Nejlepsi aproximaci vek-
toru v = 2?2 je tedy

vy = awy + bwy = —6—|—a:,
chybovy vektor je
VL =V—VW:$2—CE+6

a velikost chyby je

1 2 1
1 4 1 1
||VWL:\//O (xQ—x+6) :\//O x4—2x3+§x2—§x+%
_w a1t o1 1
V5 279 6 36 V30

Yy
/
13 s
// //
71 /
,
3
! /
1
2
1
R 4
1\ 1 1 3 1 r
-2/ 1 3z 1 1 13
,! T

8.4.3. Reseni netesitelné soustavy linedrnich rovnic. Mé&jme soustavu rovnic Ax =
b, kterad nema feSeni. Reknéme, Ze A je matice typu m x n nad R nebo C, typicky
m >> n. Takova soustava muze napiiklad vzniknout sestavenim rovnic z velkého
mnozstvi meéfeni, kterd jsou zatizend chybami. Chceme nalézt ,,co nejlepsi“ pfi-
blizné feSeni x v tom smyslu, aby skuteénd prava strana Ax byla co nejbliZe idealni
pravé strané b, tj. aby norma ||b — Ax|| byla co nejmensi mozna. V praktickych
aplikacich nds bude nejspiSe zajimat eukleidovskd norma na C™ (nebo R™), proto
také fikdme, Ze soustavu Fesime metodou nejmensich ctvercu. ZapiSeme-li Ax jako
linearni kombinaci sloupcti, miZeme se na tento problém podivat tak, ze hledame
x = (x1,...,%y,), aby Axx1 + Asowo+ -+ -+ Asnx, byl co nejbliZe vektoru b. Podle
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tvrzeni 8.31 (kde V =T™, W =Im A, v = b) je Ax ortogonaln{ projekce vektoru
b na Im A, kolmice vektoru b na Im A je chybovy vektor b — Ax.

N
<t
E
b < ImA
A*Z
A
e Ax
A*l

Preformulujeme si tvrzeni 8.34 na tento dilezity specialni pfipad. Matice sou-
stavy z tohoto tvrzeni, tj. Gramova matice vektori A,1, Ao, ..., Asn, M4 na misté
(4,7) ¢islo Ay, - Ayj = A};A;. Je tedy rovna matici A*A. Pravou stranu soustavy
z tvrzeni mizeme maticové zapsat A*b. Dostédvame:

Tvrzeni 8.36. Necht A je matice typu m X n nad R nebo C, b € R™ (resp.
C™). MnoZina véech TeSeni soustavy Ax = b metodou nejmensich ctverci je rovna
mnoziné vsech (presnych) feseni soustavy
A*Ax = A*b
Soustavée A*Ax = A*b fikdme soustava normdlnich rovnic prislusna soustavé
Ax = b. Pokud A mé linearné nezavislé sloupce, pak je vektor x uréen jednoznacné,

takze A* A je regularni a dostavime jednoznacné feseni ptivodni soustavy metodou
nejmensich ¢tverci.

Ptiklad 8.37. Reseni realné soustavy (A|b), kde
2 0] 3
(Alb) = 1 1 5 ,
-2 —11]-=2
metodou nejmensich ¢tvercu je Feseni soustavy

ATAx = ATb
(21_2> 20 X(21_2) 5
01 -1 Sy 01 -1 5y

93\ _ (15
3 2 o 7
Eliminaci dostaneme (x1,22)7 = (1,2)7.
Prava strana ptivodni soustavy vyjde A(1,2)7 = (2,3, —4), je to ortogonalni

projekce vektoru b na prostor Im A. Chybovy vektor je
b(ImA)i = (37 5, 72)T - (2a 3, 74)T = (1, 2, 2)T

ot
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a velikost chyby je
[bmay|| = V12 +22+22=3 .

Jednou ze situaci, ktera vede na ptiblizné feseni soustavy rovnic, je linedrni re-
grese, kdy chceme co nejlépe prolozit pfimku y = ax 4+ b danymi naméfenymi hod-

notami (x1,y1), (®2,92), -+, (Tn,Yn). V tomto pfipadé hleddme nejlepsi ,Feseni®
soustavy

z1 1w

z2 1|y

Tn 1| yn

) e

(@n, Yn

(1,91) @

(m2,y2) @

OBRAZEK 18. Linedrni regrese — minimalizujeme > d?.

Daty mtuzeme prokladat slozitéjsi utvary, jako paraboly, polynomy vyssiho stupné,
elipsy (napf. pfi hledani drahy planety), apod. Takové tlohy vedou na hledéni feseni
soustavy metodou nejmensich ¢tverci.

Priklad 8.38. Metodou nejmensich ¢tverct prolozime body (0,1), (1,1), (2,2),
(3,4), (4,5) v R? pfimku y = ax + b. Koeficienty a, b jsou feSenim soustavy rovnic

0 1|1
1 1)1
2 112
3 14
4 115
metodou nejmensich ¢tverct. Prislusna soustava normélnich rovnic je
0 1 1
(01234) - (a)_(01234> ;
11111 3 1 b 11111 4
4 1 5

30 10\ a) [ 37
10 5 b )\ 13
Resenim vyjde (a,b)T = (11/10,2/5) takze hledan4 piimka je
11

Y=10" "5
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y y
Lk / .
—4 —4
3 -3
—2 —2
g 14
,/ T T
-1 1 2 3 4 5 -1 1 2 3 4 5

Piiklad 8.39. Stejnymi body prolozime co nejlépe parabolu y = ax? + bz + c.
Koeficienty jsou feSenim soustavy

0 0 1|1

1 1 171

4 2 1|2

9 3 1|4

16 4 1|5
metodou nejmensich ¢tvercii. Vyjde (a,b,¢)T = ...

y:

8.4.4. Matice ortogondlni projekce. Uvazujme podprostor W dimenze n aritmetic-
kého prostoru C™ (nebo R™) se standardnim skaldrnim sou¢inem. Urc¢ime matici
Py ortogonalni projekce py na podprostor W vzhledem ke kanonickym bazim.

Napiseme si do sloupcti matice A vektory néjaké baze prostoru W, tj. A je
matice typu m xn s linedrné nezavislymi sloupci. Ortogonalni projekce vektoru b na
Im A = W je podle diskuze vyse vektor Ax, kde x je FeSenim rovnice A*Ax = A*b.
Protoze A ma lineadrné nezévislé sloupce, je Gramova matice A* A regularni, takze
miizeme psat x = (A*A)~!A*b. Projekci tedy miizeme vyjadiit py (b) = Ax =
A(A*A)~1 A*b a matice py vzhledem ke kanonickym bézim je

Py = A(A*A)1A* .

Kazda takova matice je, jak se snadno ovéfi, hermitovska a spliuje Py Py = Py,
coz je téz geometricky vidét z toho, Ze fiy je projekce. Naopak, libovolna matice
splnujici tyto dvé podminky je matici projekce na néjaky podprostor:

Tvrzeni 8.40. Necht P je ¢tvercovd redind nebo komplexni matice fddu m. Ndsle-
dugict tvrzeni jsou ekvivalentni
(1) P je hermitovskd (tj. P* = P) a P> = P
(2) P je matici ortogondlni projekce na néjaky podprostor W aritmetického
vektorového prostoru R™ (resp. C™) se standardnim skaldrnim soucdinem
vzhledem ke kanonickym bdzim.

Diikaz. (2) = (1) jsme jiz dokazali. Necht P je tedy hermitovskd matice, pro kterou
plati P? = P. Polozime W = Im P (jina volba neni, ma-li byt fp projekce na néjaky
podprostor, pak tento podprostor musi nutné byt obrazem fp). Z vlastnosti P? = P
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plyne, ze Pu = u pro libovolny vektor u € W, protoze pro kazdy takovy vektor u
existuje v takové, ze Pv = u, z ¢ehoz dostavame

Pu=P(Pv)=PPv=Pv=u.

Nyni Ker P je podle diskuze o podprostorech ortogonalni doplnék Im P* a tento
prostor je rovny Im P = W, protoze P je hermitovska. Plati tedy W+ = Ker P.
Nyni pro libovolny vektor v je vy. € Ker P, takze

Pv:P(VW+VWL):PVW+PVWL:PVW:VW .

7Z toho vidime, Ze obraz vektoru v pfi zobrazeni fp je skuteéné ortogonalni projekce
vektoru v na W, jak jsme chtéli. (Il

8.5. Gram-Schmidtova ortogonalizace, QR-rozklad.

Vzorec pro ortogonalni projekci vektoru v € V na podprostor W se znacné
zjednodusi, je-li baze (w1, wa, ..., Wy) prostoru W ortogonélni. Gramova matice v
tvrzeni 8.34 je totiz v tomto pfipadé diagonalni. Protoze odvozeni tvaru ortogonalni
projekce je kratké, zopakujeme jej v tomto specidlnim ptripadé. Hledame vektor
Vi = a1W1 + asws + - -+ + apwy tak, aby vektor v — vy byl kolmy na kazdy z
vektori wi, wo, ..., wi. Dostavame

0= (w;|[v—vw)=(w;|v—a1w; — asWs — ... — apWg)
=(w;|[v) —ay (w; |wy) —ag (W; [wWa) — ... — ag (W; |wg)
= (Wi [v) —a; (w; [w;)
wilv)
i = 2
[[wi

Tvrzeni 8.41. Necht V je konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem

(1), {w1,wa,..., Wi} ortogondlni mnoZina nenulovych vektori, v.€ V, W =
(W1, Wa,...,Wg). Ortogondlni projekce vektoru v na podprostor W je rovnd vektoru
_ (wi]v) (wa|v) (Wi |[v)
= 2 2 T T2 Wk
[[wl w2 [[well
Jinymi slovy, soufadnice vy vzhledem k bazi B = (wy,wa, ..., wy) prostoru W
jsou
[ (wi]v) (wav) (Wi [v)
vw]s = 2 3 2
[wil™ [[we| (Wl

V pfipadé, ze B je dokonce ortonormalni, vzorec se dale zjednodusuje na
vy = (W |[VYwy + (Wa [V)wy + -+ (W |[V) Wy .

Vyraz na pravé strané je shodny (aZ na preznacdeni) s vyrazem z tvrzeni 8.19 o sou-
fadnicich vzhledem k ortonormaélni bazi. Skute¢né, tvrzeni 8.41 je jeho zobecnénim.
Pokud v € W, pak v = vy a vzorec dava vyjadieni v vzhledem k ortonormaélni
bazi (w1, ws,...,wy) prostoru W. V piipadé, ze v ve W neleZi, stejnyj vzorec ndm
dava souradnice jeho ortogonalni projekce.

Priklad 8.42. V R? se standardnim skalarnim soucinem je ((1,1,2)7, (2,0, —1)T)
ortogonalni mnozina. Ortogonélni projekce vektoru v = (1,2,3)” na rovinu W =
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<(17 17 2)T3 (2707 _1)T> je tedy

C(1,1,2)(1,2,3)T i N (2,0,-1)(1,2,3)" (2)
T L)L |, | T 2000, T | )
1 2 11
1
= % 1 — 0 = 0 15
2 -1 32
Skuteéné, chybovy vektor vy = v — vy = %0(—1, 5,—2)T je kolmy na oba dva

vektory (1,1,2)7, (2,0, —1)7.

8.5.1. Gram-Schmidtova ortogonalizace. Jiz nékolikrat jsme si v§imli, Ze je vyhodné
mit v prostoru ortogonalni nebo ortonormalni bazi. Vzhledem k ortonorméalni bazi
se snadno pocitaji souradnice (tvrzeni 8.19), skalarni sou¢in pfechazi na standardni
(tvrzeni 8.21), dobfe se pocitaji ortogonalni doplitky (pozorovani 8.28) a méme-li
v podprostoru ortogondlni bazi, mizeme na tento podprostor jednoduse pocitat
ortogonalni projekce (tvrzeni 8.41).

Gram-Schmidtiiv ortogonaliza¢ni proces ,,vyrobi“ z jakékoliv béze (vi,va, ..., v,)
ortogonalni bézi (w1, wa, ..., w,) a to tak, ze se pro kazdé ¢ € {1,2,...,n} zacho-
vaji linedrni obaly prvnich ¢ vektort, tj. (v1) = (w1), (v1, va) = (w1, wa), atd.

Prvni vektor zvolime wy = v;. Vektor wo bude kolmice vo na p¥imku (wq) =
(v1), vektor ws bude kolmice na rovinu (wy, wa) = (vq, va), atd. Obecné, w; uréime

jako kolmici na linearni obal pfedchozich vektort wy, wo, ..., w;_1.
OBRAZEK
V pribéhu procesu se zachovava vlastnost (vi,va,...,v;) = (W1, Wa, ..., W;),

protoze novy vektor w; se voli
W; = (Vi)WL =V; — (Vz)W

kde W = (w1, wa,...,W;_1) = (V1,Va,...,V;_1). Specialné, (w1, wa,...,W,) ge-
neruje V, takze je to baze (dim(V')-prvkova posloupnost generatort je vzdy bz,
viz bod (2) v pozorovani 5.57). Tato baze je ortogonélni, protoze w; se voli tak,
aby byl kolmy k vektorim wiy, wo, ..., W;_1.

Protoze wq, ..., w;_1 je ortogonalni baze linearniho obalu téchto vektori, mame
pro vektor w; explicitni vzorec z tvrzeni 8.41:

(w1 |vi>W N (wo |Vi>w NI <Wi—1|vi>wi_1>

2 2 2
[[w ] [[wall Wil

Wi:Vi_(Vi)W:Vi_<

Pokud chceme najit ortonormalni bézi, mizeme bud vektory znormovat na konci,
nebo je normujeme pribézné, ¢imz ndm také ve vzorci odpadaji jmenovatelé.

Priklad 8.43. V podprostoru
W = {vi,va,vs} ={(1,2,0,1)7,(1,-1,1,0)7,(0,1,1,3)T}

prostoru R* se standardnim skalarnim souc¢inem najdeme ortonormalni bazi w1, wa,
w3. PouZijeme Gram-Schmidtovou ortogonalizaci aplikovanou na vektory vi, va, vs.
Budeme priibéZné normovat, vektory wi, wo, w3 pfed znormovinim oznacime wi,
wh, ws. Uvédomme si, Ze nemusime ovéfovat linedrni nezévislost vektort v; (tj.
Ze tvori bazi W), pokud je totiz vektor v; linedrni kombinaci pfedchozich, pak w;,
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jakozto kolmice v; na linedrni obal (vi,vs,...,v;_1), je nulovy vektor.
1
, 2
Wl = V] = 0
1
1
wi 1 2
Wl = = —
[will - v6 | ©
1
1 1
! _ -1 1 T 1 2
W2*V27<W1 |V2>W1— 1 7%(1723();1)(17713130) % 0
0 1
1 1 7
B RS N IR N - N N
o 1 0] 6 6
0 1 1
7
w, 1 —4
Wo = = ——
P flwal Vo2 | 6
1

wh = v3 — (W |[vy) wy — (Wa|v3) wo

0 1
1 1 1| 2
= - —(1,2,0,1)(0,1,1,3)T —
| geno LT g
3 1
7
1 1 —4
— ——(7,-4,6,1)(0,1,1,3)T —
\/102( ) ) V102 | 6
1
0 1 7 —120 —15
B A T - B O I U R/ B
1 6| 0 102 6 | 102 72 51 9
3 1 1 216 27
—15
wh 1 —6
W3:7/:7
[wsll V1039 | 9
27
Ziskali jsme ortonormalni bazi
1 7 —15

1 2 1 —4 1 —6
V6| 0 |7 v102 6 |’ /1039 9
1 1 27
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7 Gram-Schmidtovy ortogonalizace vidime, Ze kazdy konecné generovany prostor
ma ortonormalni bazi, protoze staci zortogonalizovat a znormovat libovolnou béazi.
Obecnéji, kazdou ortogonélni posloupnost miizeme rozsirit do ortogonalni baze.

Véta 8.44. Necht V je koneéné generovany prostor se skaldrnim soucinem (|).
Kazdd ortogondlni (resp. ortonormdini) posloupnost nenulovych vektorid z V jde
doplnit do ortogondlni (resp. ortonormdlni) bdze.

Specidlne, kazdy konecné generovany prostor se skaldrnim soucinem md orto-
normdlng bdzi.

Dikaz. Necht C' = (w1, wa,...,wy) je ortogonalni posloupnost nenulovych vek-
toril. Tato posloupnost je linedrné nezavisla (viz tvrzeni 8.14), proto jde doplnit vek-
tory Vii1,...,Vy na bazi V (viz disledek 5.54). ,Dokoncenim“ Gram-Schimdtovy
ortogonalizace ziskdme vektory w1, ..., w,, takové, ze (w1, wa,..., w,) je orto-
gonalni bazi. Je-li C' navic ortonormélni, mizeme vektory wg1,... znormovat a
ziskdme ortonormalni bazi.

Poznamka: Mohlo by se zdat, Ze jsme existenci ortonormalni baze dokazali
kruhem. Ve vété 8.29 o ortogonalnim doplitku jsme existenci predpokladali a z této
véty plyne existence ortogonalni projekce a kolmice vektori. Ke Gram-Schmidtové
ortogonalizaci tuto vétu ale nepotfebujeme, prosté definujeme vektory w; odvoze-
nym vzorcem a ziskdme ortogonalni bazi. (]

Gram-Schmidtova ortogonalizace je numericky nestabilni. Na ortogonalizaci se v
nékterych praktickych dlohach proto pouzivaji jiné, numericky stabilni algoritmy,
napiiklad algoritmus vyuzivajici Householderovy transformace, nebo algoritmus vy-
uzivajici Givensovy rotace.

8.5.2. QR-rozklad. Ze vzorce pro Gram-Schmidtovu ortogonalizace je vidét, ze piu-
vodni vektory v; lze vyjadfit jako linedrni kombinaci vektortt wi, wa, ..., w; (ty jsou
navzajem kolmé a mtizeme je volit jednotkové). Pouzijeme-li tento fakt na aritme-
tické vektory a standardni skalarni soucin, ziskdme vyjadfeni matice (v1|va|...|vy)
jako sou¢inu matice (w1|ws|...|w,) a horni trojuhelnikové matice. Tomuto vyja-
dfeni fikame QR-rozklad.

Tvrzeni 8.45 (o QR-rozkladu). Necht A je redind nebo komplexni matice typu
mxn s linedrné nezdvislymi sloupci. Pak existuje matice Q typu m X n nad stejnym
telesem s ortonormdlnimi sloupci (vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu) a
horni trojihelnikovd matice R radun s kladnymi redlnymi prvky na hlavni diagondle
takovd, Ze plati A = QR.

Diikaz. Oznacime vy, ..., Vv, sloupcové vektory matice A. S témito vektory prove-
deme Gram-Schmidtovu ortogonalizaci s prubéZnym normovanim, tj.

w’
w,=v; — (W |[vi)wi — (wa|vi)wa — ... — (W1 |[vi) W1, Ww; = m .
i

Z toho ziskdme vyjadfeni

Vi =w, + (W1 |v;) W1 + (Wa [v; ) Wo + -+ + (W1 |[Vi) W1

= (W1 |V;) W, W2 Vi) Wg 1 - Wi—1|Vi)W;i-1 W || Wi
(W1 [vi) Wi+ (Wa|[vi) wo + -+ (Wit [vi) Wi + [[wi
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Tyto vztahy miizeme maticové zapsat

Iwill (wilva) o (wfva)
0 [woll o (walva)
(vi|vel|...|vn) = (W1]...|Wy) :
0 0 Wyl

Priklad 8.46. Vypodcitame QR-rozklad realné matice

1 1 0
2 -1 1
A= 0 1 1
1 0 3

Je potieba provést Gram-Schmidtovu ortogonalizaci s prubéznym normovani pro
vektory vi = (1,2,0,1)T, vo = (1,-1,-1,0)T, v3 = (0,1,1,3)T. To jsme provedli
v prikladu 8.43. Nalezli jsme vektory

1 7 —15
2 1 —4 4 —6
(W/17W/27Wé) = 0 76 6 75 9

1 1 27
1 7 —15
(Wi, wo,w3) = 112 L L =6

1, W2, W3 \/6 0 ) /7102 6 ) /;1039 9

1 1 27

a z prubéhu ortogonalizace ziskdme vztahy

W/l—Vl Wl_iwl
- ’ _\/> 1
6
/ 1 6 /
Wi =Vy— —/—=W1, W3=—"—=W
V6

Vi 2
5 5 51
— W] — ———W3, W3= ———W
V6t Vi T av1039 °

7Z téchto vztaht vyjadiime vektory v;

vi = V6w,

w's =v3 —

1 V102
Vo % 1+ TWQ
vy = iwl n 5 Wo + 4/ 1039W3
V6 V102 51

a zapiSeme maticové

1 7 15
75 Jios 1 5
1 1 0 ﬁ 7\/@ Vg V6 NG v
2 11 - V6 VA 1039 0 Y102 5
0o 1 1 0 — 6 V102
1 0 3 1 102 190 0 0 4 51? 39
V6 V102 V1039
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QR-rozklad jde pouzit na hledani feseni soustavy metodou nejmensich ¢tverct.
Vsimnéte si, Ze pro matici ) v rozkladu A = QR plati Q*Q = I,, (diky ortonorma-
lité sloupct), takze pfislusnou normélni soustavu rovnic miZeme zapsat

A*Ax = A*b
(QR)"QRx = (QR)"b
R*Q*QRx = R*Q*b

R*Rx=R'Q*b

Rx=Q"b .

Posledni soustava mé horni trojihelnikovou matici, takze feSeni mtzeme spocitat
zpétnou substituci. Postup v této podobé miizeme samoziejmé pouzit jen pro matice
A s linedrné nezavislymi sloupci.

QR-rozklad se také pouziva v jednom z algoritmti na hledani vlastnich cisel, viz
??

8.6. Unitarni a ortogonalni matice.

Poslednim pojmem kterym se budeme strucné zabyvat je unitarni matice. Pro
jednoduchost budeme uvazovat pouze standardni skaldrni souc¢in v R™ nebo C™.
Ctvercova matice U fadu n uréuje endomorfismus fi; tohoto prostoru. Pokud tento
endomorfismus zachovéva skaldrni soudin (tj. také v8echny metrické vlastnosti jako
délky a thly), nazyvame matici U unitdrni, v redlném piipadé téz ortogondlni. Tuto
vlastnost lze vyjadrit mnoha ekvivalentnimi zptisoby, napfiklad:

Tvrzeni 8.47. Necht U je redlnd (resp. komplezni) ¢tvercovd matice fadu n. Nd-
sledugici tvrzend jsou ekvivalentnyi.

(1) fu zachovdvd standardni skaldrni soucin, tj. pro libovolné u,v € R™ (resp.
C") plati Uu-Uv =u-v.

(2) fu zachovdvd eukleidovskou normu, tj. pro libovolnyg vektor v € R™ (resp.
C") plati U] = ||

(3) fu zobrazuje ortonormdlni bdzi na ortonormdini bdzi.

(4) UL = U*, tj. UU* = U*U = I,

(5) Rddky matice U tvori ortonormdlni bdzi.

(6) Sloupce matice U tvori ortonormding bazi.

Diikaz. Skutecnost, ze fadky matice U jsou ortonormélni (tedy tvoii ortonormélni
bazi) muZzeme maticové zapsat UU* = I,,. Podobné, sloupce jsou ortonormalni
pravé tehdy, kdyz U*U = I,,. Trividlné tedy plati (4) = (5),(6). Naopak, pokud
UU* = I, nebo U*U = I,, pak U je regularni podle charakterizace regularnich
matic ve vété 4.30 a plati a U~! = U*. Body (4),(5),(6) jsou proto ekvivalentni.

(4) = (1). Pokud UU* = U*U = I, pak fu zachovavéd standardni skaldrni
soudin:

Uu-Uv=Uu)'Uv=ulUUv=u'v=u-v.

(1) = (2). Pokud fy zachovavéa standardni skaldrni souéin, pak také zachoviva
eukleidovskou normu, protoze ta je uréend skaldrnim sou¢inem. Obsirnéji: |Uv|| =
VUV -Uv =+/v-v=]v]|. (1) = (3) je rovnéz snadné.

(3) = (6). Kvili (3) musi byt Uey, Ues, ..., Ue, ortonormdlni béze, coz dava
podminku (6).
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K dokonéeni dikazu staci zdtvodnit (2) = (1), tedy, Ze zachovavani normy je
postacujici podminkou pro zachovavani skalarniho soucinu. To plyne z polarizac-
nich identit, které fikaji, Ze skalarni soucin je uréen normou. Obsirnéji, protoze U
zachovava normu, dostaneme z bodu (4) tvrzeni 8.7

1
Re (Uu-Uv) = o ([Un+Uv[* — [Uu]* ~ [Uv]?)

1 1
= LU0 [0al ~ [0vI) = 5 VIl ~ v]?)
=Re(u-v)

Rovnost imaginarnich ¢asti dostaneme podobné z polarizacni identity ve cvicenich.
|

Definice 8.48. Reélnou (resp. komplexni) étvercovou matici splitujici ekvivalentni
podminky z pfedchoziho tvrzeni nazyvame ortogondlni (resp. unitdrng).

Standardni pojmenovani ortogonalni matice je ponékud matouci, smysluplnéjsi
by bylo ortonormalni. Hezkou vlastnosti téchto matic je snadné urceni inverzni
matice — sta¢i vzit podle bodu (4) matici hermitovsky sdruzenou. Piiklady ortogo-
nalnich matic jsou matice rotaci a zrcadleni podle podprostort.

Soudinem unitarnich matic stejnych fada je opét unitédrni matice. Bud mtizeme
ovérit algebraicky nebo nahlédnout geometricky z toho, Ze slozenim dvou zobrazeni
zachovavajicich skaldrni sou¢in (nebo jen normu) je zobrazeni, které skalarni soucin
rovnéz zachovava. Detaily si promyslete jako cviceni. Rovnéz jako cviceni dokazte,
ze jakékoliv zobrazeni f : C" — C" zachovavajici skalarni soucin je linearni.

8.6.1. Unitarni zobrazeni. Pro jednoduchost jsme se zabyvali pouze standardnim
skalarnim souc¢inem. Obecnéji se zobrazeni zachovavajici skalarni souéin nazyva
unitarni. Matice takového zobrazeni vzhledem k ortonorméalnim bazim ma orto-
normalni sloupce. Je-li toto zobrazeni navic izomorfismem (k tomu staéi, aby bylo
na, protoze prosté je vzdy), pak je jeho matice vzhledem k ortonorméalnim béazim
unitarni. Tyto vlastnosti pfenechdme ctenari jako cviceni.

Cvicéeni

1. Jsou-li A, B matice nad télesem C typu m x n, C je matice typu n x p nad C a a € C,
pak

(1) (A+B)* =A™+ B~

(2) (aA)" =aA",

(3) (A" = A.

(4) (BC)* =C*B".
Dokazte.

2. Necht A je ¢tvercova matice nad C. Dokazte, ze det (A*) = (det (A4))".

3. Necht A je regularni matice nad C. Dokazte, 7e (A*)™! = (A™1)".

4. Necht A je ¢tvercova matice fadu n nad C. Dokazte, ze zobrazeni C x C — C definované
vztahem (u|v) = u*Av spliiuje podminky (SL1) a (SL2).

5. Necht A je ¢tvercova matice fddu n nad C. Dokazte, Ze zobrazeni C x C — C definované
vztahem (u|v) = u* Av spliluje podminku (SCS) pravé tehdy, kdyz A je hermitovska (tj.
A* = A).

6. Necht B je regularni matice fddu n nad C a A = B* B. Dokazte, ze zobrazeni CxC — C
definované vztahem (u|v) = u* Av je skaldrni souéin.
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7. Dokazte, ze v libovolném vektorovém prostoru se skaldrnim souéinem (|) plati
o Re((u[v)) = 5(|[ul* + HQVH2 —|u —2V||2)
e Re((u|v)) = 3(lu+v|" = flu—v|)

i
o m((u|v)) = S(lu+iv|® = [lu]® = [v*[*)
o m((u|v)) = S(lul® + [[v*[* = u = iv]?)
o Im((u|v)) = j(lu+iv|® — [lu—v[*)

Im(z) znadi imaginarni ¢ast ¢isla z € C.

8. Nad realnymi ¢isly lze Cauchy-Schwarzovu nerovnost dokazat také nasledujicim zpt-
sobem: Vyraz |ju+ 7fv||2 definuje kvadratickou funkci. Protoze musi byt nezapornd, jeji
diskriminant je nekladny a to dava C-S nerovnost. Doplite detaily.

9. Kdy nastava v trojuhelnikové nerovnosti rovnost?

10. Dokazte, ze norma pochazi ze skalarniho soucinu pravé tehdy, kdyz spliiuje rovnobéz-
nikové pravidlo.

11. Dokazte, ze plati-li M L N, pak M NN C {o}.

12. Dokazte pozorovani 8.26.

13. Dokazte, ze prostorech nad R se skalarnim soucinem plati opa¢na implikace v Py-
thagorové vété, tj. pokud |[u + v||* = [lu||® + [|v||%, pak u L v. Plati opa¢na implikace v
prostorech nad C?

14. Necht f: V — W je linearni zobrazeni a U < V je doplnék Ker f, tj. Ker f®U = V.
Dokazte, ze ziuzeni f na U je izomorfismus z U na obraz f.

15. Dokazte, Ze Gramova matice vektori wi,wa, ..., Wy je regularni pravé tehdy, kdyz
je (Wi, wa, ..., wy) linedrné nezavisla posloupnost.
16. Dokazte, ze determinant Gramovy matice vektora w1, wa, ..., w, € R" je rovny druhé

mocniné determinantu matice
(wi|wa]|...|wn) .
Interpretujte geometricky.

17. Pomoci Gram-Schmidtovi ortogonalizace dokazte body (2) a (3) véty 8.29 za predpo-
kladu, ze W je kone¢né generovany (prostor V' koneéné generovany byt nemusi).

18. Vyuzijte QR-rozklad na dikaz nasledujici nerovnosti pro komplexni matici A typu
m X n a standardni skaldrni soucin:

det (A" A) < [[Aa|® Al . | Aual®
Pfipomenme si geometricky vyznam determinantu det (A*A) a interpretujte nerovnost
geoemtricky.
19. Dokazte, Ze soucinem unitarnich matic stejnych radi je unitarni matice.
20. Dokazte, ze kazdé zobrazeni f : C" — C™ zachovavajici skaldrni soucin je linearni.
21. Dokazte, ze matice unitarniho zobrazeni vzhledem k ortonormélnim bazim ma orto-
normalni sloupce.

22. Dokazte, ze unitarni zobrazeni je vzdy prosté.
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9. VLASTNI CISLA A VLASTNI VEKTORY
V této kapitole se budeme zabyvat vyhradné ¢tvercovymi maticemi.
9.1. Nékolik uloh. Pfi feSeni nékterych tloh je tfeba umét spocitat libovolnou

mocninu A*¥ matice A. Setkali jsme se s tim uz v ¢asti 4.5.1. Tam jsme odvodili, ze
pro (k + 2)-hy ¢len Fibonacciho posloupnosti ag1o plati

ak+2)zck<a2 _ Ok 1
Ak+1 aiq 1 ’
1 1
c=(1 )

Ukazeme si jesté dvé dalsi ulohy, které vedou na vypocet mocnin ¢tvercové ma-
tice.

kde

Piiklad 9.1. V néjaké komunité je vysokd nezaméstnanost. Z dlouhodobych dat je
znamo, ze béhem ¢tvrt roku jedna desetina zaméstnanych ptijde o misto, déle Ze z
kratkodobé nezaméstnanych (tj. t&ch, ktefi jsou nezaméstnani méné nez ptl roku)
b&hem ¢tvrt roku 30% zaméstnani najde, 40% jich ztstane kratkodobé nezamést-
nanych, zatimco zbylych 30% jich pfejde mezi dlouhodobé nezaméstnané (tj. déle
nez pul roku bez préace). A z dlouhodobé nezaméstnanych jedna pétina praci najde
a zbylych 80% zlistane nezaméstnanych. V soudasné dobé je mira nezaméstnanosti
20%, z toho t¥i ¢tvrtiny jsou dlouhodobé nezaméstnani a jedna ¢tvrtina prisla o
praci v poslednim pil roce, patii tedy mezi kratkodobé nezaméstnani. Chceme
védét, jak se bude nezaméstnanost dlouhodobé vyvijet.

RozloZeni (ne)zaméstnanosti budeme zapisovat jako vektor b = (b1, bg, b3) € R3,
kde by je podil zaméstnanych v populaci, by je podil kratkodobé nezaméstnanych a
bs je podil dlouhodobé nezaméstnanych. V nasem konkrétnim piipad€ je pocatecni
rozloZen{ nezaméstnanosti b = (0.8, 0.05,0.15)7.

Nezaméstnanost o ¢tvrt roku pozdéji vyjadiime jako soucin vhodné matice A s
vektorem b. Prvni sloupcovy vektor bude vyjadiovat, jak se na nezaméstnanosti o
¢tvrt roku pozdéji bude podilet skupina v soucasné dobé zaméstnanych. Vime, ze
90% z nich bude i nadédle zaméstnano a 10% bé&hem té doby ztrati praci a prejde
do kategorie kratkodobé zaméstnanych. Jejich podil tak vyjadiime jako

0,9
0,8 0,1
0

Kratkodobé nezaméstnani pfispéji do (ne)zaméstnanosti o ¢tvrt roku pozdéji takto:

0,3
0,05 | 0,4
0,3
a dlouhodobé nezaméstnani
0,2
0,15 0
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Rozlozeni (ne)zameéstnanosti po tfech mésicich tak spoc¢teme jako

0,9 0,3 0,2 0,8
0,1 0,4 0 0,05
0 0,3 0,8 0,15

Oznacime-li matici v poslednim vyjadfeni A, mira nezaméstnanosti po piul roce bude
A?b, po tiech ¢tvrtletich A3b, po k étvrtletich to bude A¥b. Matici A nazyvame
prechodovd matice.

Priklad 9.2. Nezaméstnani se obc¢as pokusi vyhrat néjaké penize na skofapkarich.
Jde o kvalifikované skofapkare, ktefi hraji se ¢tyfmi kalisky, pod kterymi pohybuji
jednou kulickou. Na§ nezaméstnany by rad védeél, kde je nejvétsi pravdépodobnost,
ze se kulicka bude nachézet po k tazich. Tahem rozumime jednu zménu polohy
kulicky pod sousedni kalisek.

OBRAZEK

Oznacme si p;(k) pravdépodobnost, Ze po k tazich se kuli¢ka nachazi pod j-tym
kaliskem. Skorapkaii voli své tahy ndhodné a nezavisle na predchozich. Kazdy z
moznych taht provedou se stejnou pravdépodobnosti. Je-li kulicka po k — 1 tazich
pod kaliskem 1 (vlevo), bude po k-tém tahu s pravdépodobnosti 1 pod kaliskem 2,
existuje pouze jeden tah, ktery polohu kulicky zméni. Analogicky, je-1i kulicka pod
kaliskem 4 (vpravo), s pravdépodobnosti 1 se posune pod kalisek 3. Kuli¢ka, ktera
byla pivodné pod kaliskem 2 se pfesune bud pod kalisek 1 nebo pod kalisek 3, vzdy
s pravdépodobnosti 1/2. Podobné pro kulicku pod kaliskem 3. Pro k > 1 plati tedy
rovnosti

pi(k) = gpalk— 1) |
pa(k) = pr(k — 1)+ ps(k— 1) |
polk) = gpalk = 1)+ palk = 1)
palk) = %pg(k—l) .
Dostévame tak
p1(k) 0 1/2 0 0 pi(k—1)
pk) | |1 0 1/2 0 pa(k —1)
p3(k) | [ 0 1/2 0 1 p3(k —1)
pa(k) 0 0 1/2 0 pa(k —1)

Oznac¢ime-li p = (p1(k), p2(k), p3(k), pa(k))T a piechodovou matici v posledni rov-
nosti A, dostaneme p, = App_1, tj. pr = A¥po. Vektor py se rovna jednomu z
vektorti kanonické baze e; € R*, pokud poéateéni polohu kulicky znadme. Pokud ji
nezname, mtizeme polozit po = (1/4,1/4,1/4,1/4)T.

Predchozi tlohy jsou ptikladem migracnich uloh. Nasledujici ptiklad je ukazkou
difuzni dlohy, kterd je spojitou verzi migrac¢nich uloh. Pro jeji feSeni sice nepo-
tfebujeme umét pocitat libovolnou mocninu matice, nicméné metody, které se pro
mocnéni matic nau¢ime pouzivat, vedou také pfimo k feSeni difuznich tloh.

Piiklad 9.3. Pfes bunéénou blanu mezi dvéma butikami prechézi néjaka substance,
napf. vapnik, alkohol, apod. Na poc¢atku v ¢ase t = 0 je do jedné bunky injektovano
jednotkové mnozstvi substance. Vime, ze rychlost sifeni substance pfes bunéénou
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blanu z jedné bunky do druhé je piimo timérnd mnozstvi substance v buice, ze
které se substance §ifi, koeficient rychlosti Sifeni z buiikky 1 do buiiky 2 je r > 0, a
z buiiky 2 do buiiky 1 je koeficient rovny s > 0. Mame uréit mnozstvi substance v
obou bunkach v case t.
OBRAZEK
Oznalme si uq(t), resp. ua(t), mnozstvi substance v buiice 1, resp. 2, v Case t.
Zvolme si néjaky kratky ¢asovy tsek h. Zname-li mnozstvi u;(t) a ua(t), pak plati
priblizné
up(t+ h) = ui(t) + sua(t)h — rus (¢)h
ug(t + h) = ua(t) + rus (t)h — sua(t)h .
Soustavu si prepiSeme do podoby
uy (t + h) — U1 (t)
h
UQ(t + h) - UQ(t)
h
Vezmeme-li v obou rovnicich limitu pro h — 0, dostaneme

uy (t) = —ruq (t) + sus(t)
uh(t) = ruq(t) — sua(t) .
Maticovy zapis této soustavy je
(i )= =) ()

Soucasné vime, ze (u1(0),u2(0))T = (1,0)T.

= sug(t) — ruy(t) ,

= ruy(t) — sua(t) .

Ukézali jsme si dva dilezité typy rovnic.

Definice 9.4. Je-li A matice fadu n nad télesem T aug = (u1,...,u,)T € T, pak
soustavu uy = Aug_1 nazyvame diferencni rovnice. Jejim fesenim je u;, = AFuy.
Jsou-li u;(t), i =1,2,...,n, redlné funkce redlné proménné, pak soustavu

(ull(t)v ul2(t)7 cee 7u/n(t))T =A- (Ul(t), u2(t)7 s 5un(t))T
nazyvame soustava linedrnich diferencidlnich rovnic, podminku (u1(0), uz(0), ..., u,(0))T =
uy nazyvame pocdtecni podminka pro tuto soustavu. Stru¢né budeme soustavu n
line4rnich diferencidlnich rovnic o n nezndmych funkcich zapisovat u’ = Au s poda-
teéni podminkou u(0) = uy.

Soustavy rovnic, ve kterych vystupuji neznamé funkce spolu se svymi derivacemi,
jsou hlavnim matematickym néstrojem pii studiu fyzikalnich procesi. Diferenc¢ni
rovnice se naopak pouzivaji pfi studiu procest ve spolecenskych védach. V obou
ptipadech zkoumame jevy, které se vyvijeji v Case.

9.2. Vlastni ¢isla a vlastni vektory. Za¢neme struénym opakovanim matic li-
nearnich operatoru.

KaZzda ¢tvercova matice A fadu n nad télesem T urcuje linedrni operédtor f4 :
T" — T" piedpisem f4(x) = Ax. Matice [fa]¥ linedrniho zobrazeni f4 vzhledem
ke kanonickym bazim K v T" se rovna A. Podle véty o matici slozeného zobrazeni
plati, Ze matice A2 je matici slozeného zobrazeni f4 o f4 : T® — T™ vzhledem ke
kanonickym bazim. Umoctiovani matice tak odpovida sklddani (iterovani) zobrazeni

fa.
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Kazdy linearni operator f : V. — V na kone¢né generovaném prostoru dimenze
n nad télesem T je uréeny svoji matici [f]% vzhledem k n&jakym bazim C, D ve
V. Pii zkoumdni iteraci operétoru f je vihodné zvolit obé béze stejné. Matici [f]%
budeme nazyvat pohodlnéji matice linedrniho operdtoru f vzhledem k bdzi C. Je-li
A matice f vzhledem k bazi C, pak pro kazdé kladné celé k plati, ze A je matici
mocniny f* operatoru f vzhledem k bazi C, tj. A* = [f¥]S.

Zvolime-li jinou bazi D prostoru V, pak podle véty o matici slozeného zobrazeni
a matici inverzniho zobrazeni plati

(15 = lid)p - [f1e - g = (dlg) " - [f]e - [idle.
kde matice [id]Z je matice pfechodu od baze D k bézi C. A protoze kazd4 regularni
matice fddu n nad T je matici pfechodu od baze D k néjaké jiné bazi C prostoru
V (viz cviceni), kazda matice R~ - [f]S - R, kde R je reguldrni matice, je matici f
vzhledem k néjaké bazi prostoru V.

Definice 9.5. Dvé ¢tvercové matice A, B téhoz fadu nad télesem T se nazyvaji
podobné, pokud existuje regularni matice R takova, ze B = R™1AR.

Relace podobnosti matic je ekvivalence na mnoziné€ vsech ctvercovych matic
téhoz Ffadu n nad télesem T, diikaz ponechdme jako cvieni. Dvé matice A, B jsou
maticemi téhoz linedrniho zobrazeni f : V — V vzhledem k riznym bazim prostoru
V pravé kdyz jsou podobné. Zkoumame-li vlastnosti f, hledame takovou bazi C,
aby matice [f]S byla co nejjednodussi. Ideélni, ale ne vzdy mozné, je najit bazi C,
pro kterou je matice [f]% diagondlni.

Definice 9.6. Linearni operator f : V — V definovany na konec¢né-generovaném

prostoru V nazyvame diagonalizovatelny, pokud méa vzhledem k néjaké bazi diago-
nalni matici.

Diagonalni matice budou v nasledujici ¢asti hrat ddlezitou roli, zavedeme si
pro né specialni oznaceni. Diagondlni matici D = (d;;) fadu n budeme zapisovat
diag(dy1,das, - -+ , dny) nebo jesté strucnéji diag(Ai, Az, ..., An)-

Diagonalni matice umime snadno umocnit.

diag(A1, Aa, ..., A\n)F = diag(A\F, N, AF),

Je-li f:V — V diagonalizovatelny operator a C' je baze ve V, pro kterou je
matice

[f]g = diag()\la )\27 LR} )\n) ’
pak snadno najdeme matici operatoru f* vzhledem k téze bazi C:
(M8 = diag(AF, M5, ..., A8 .
Je-li C = (uy, ug, ..., u,) takova baze V, pro kterou plati, ze [f]% = diag(A1, A, . . .
plati pro kazdy vektor u; rovnost
f(u) = Aju;
Tim se dostdvame k zékladni definici této kapitoly.
Definice 9.7. Je-li f: V — V linearni operator na vektorovém prostoru V nad

télesem T, pak Cislo A € T nazyvame vlastni ¢islo operatoru f, pokud existuje
nenulovy vektor x € V| pro ktery plati

f(x)=Xx .
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Je-li A vlastni ¢islo operdtoru f, pak libovolny vektor x € V|, pro ktery plati f(x) =
AX, nazyvame vlastni vektor operatoru f prislusny vlastnimu ¢islu .

Je dilezité uvédomit si geometricky vyznam definice vlastniho ¢isla operatoru.
Cislo A € T je vlastni ¢islo operatoru A, pokud existuje nenulovy vektor x € V,
ktery operator f zobrazi na A-ndsobek vektoru x, tj. do sméru vektoru x. V pripadé
prostoru nad redlnymi éisly tak operator f vektor x bud ,natahuje“ (pokud A > 1)
nebo ,smrstuje“ (pokud 0 < A < 1), p¥ipadné ,obraci“ (pokud A < 0).

Pro kazdé ¢islo A € T plati, ze f(0) = o = do. To ale neznamen4, Ze A je vlastni
¢islo f. K tomu, aby A bylo vlastni ¢islo f, je nutnd existence nenulového prvku
x, pro ktery plati f(x) = Ax. V takovém piipadé pak i nulovy vektor je vlastnim
vektorem piislusnym . Cislo 0 miiZe b§t vlastnim &islem operatoru f, k tomu je
ale nutnd (a sta¢i) existence vektoru x # o, pro ktery plati f(x) = 0x = o, coz
nastéva pravé kdyz Ker (f) # {o}, neboli kdyz mé operator f nenulové jadro.

Vsimnéte si, ze v definici nepfedpokladame, ze prostor V ma kone¢nou dimenzi.
Také operatory na prostorech, které nejsou koneéné generované, mohou mit vlastni
¢isla a vlastni vektory. Dulezity pfiklad si ukdzeme pozdéji v této kapitole.

Z definice vlastnich ¢éisel a vektort plyne, Ze | f]g je diagonalni matice praveé tehdy
kdyz kazdy vektor baze C' je vlastni vektor operatoru f. Plati proto nasledujici
tvrzeni.

Tvrzeni 9.8. Linearni operdtor f : V. — V na koneéné generovaném prostoru
V je diagonalizovatelny pravé tehdy, kdyZ md prostor V bazi sloZenou z vlastnich
vektoriy operdtoru f.

Pouzijeme-li definici vlastniho ¢isla a vektoru linearniho operatoru na operator
fa i T — T™ uréeny matici A, pak dostaneme, Ze ¢islo A € T je vlastni ¢islo
operatoru f4 a aritmeticky vektor x € T je vlastni vektor f4 pfislusny vlastnimu
¢islu A pravé kdyz fa(x) = Ax = Ax. Rovnost Ax = Ax definuje vlastni ¢isla a
vlastni vektory matice A.

Definice 9.9. Je-li A ¢tvercova matice fadu n nad télesem T, pak skalar A € T
nazyvame vlastni ¢islo matice A, pokud existuje nenulovy vektor x € T" takovy,
ze

Ax = dx .
Je-li A vlastni ¢islo matice A, pak libovolny vektor x, pro ktery plati Ax = \x,
nazyvame vlastni vektor matice A ptislusny vlastnimu éislu A.

Stejné jako v pripadé linearniho operatoru muze byt Cislo 0 vlastnim cislem
matice A. Podle definice je jim pravé kdyz existuje nenulovy vektor x € T™, pro
ktery plati Ax = 0x = o, coZ nastava pravé kdyz matice A je singularni. Dostavame
tak dalsi charakterizaci regularnich matic.

Tvrzeni 9.10. Matice A je reguldrni prdvé tehdy, kdyz 0 neni viastni ¢islo A.

Linearni operator fu : T — T" ureny matici A fadu n nad T je diagonalizova-
telny pravé kdyz existuje baze B prostoru T" slozend z vlastnich vektor® operatoru
fa, tj. z vlastnich vektort matice A. Matice [fa]5 je tedy diagonalni a podobna
matici [fa]X, kde K je kanonicka béze T". Vime, Ze [fa]K = A, operator fa je
tedy diagonalizovatelny pravé kdyz je matice A podobnd néjaké diagonédlni matici.
To néas opraviiuje k nasledujici definici.
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Definice 9.11. Ctvercova matice A fadu n nad télesem T se nazyva diagonalizo-
vatelnd pravé kdyz existuje regularni matice R nad télesem T takovd, ze R™'AR
je diagonalni matice.

Je-li A diagonalizovatelnd matice fadu n a R reguldrni matice takové, ze R™'AR
je diagonalni matice D = diag(\1, ..., A\n), pak plati rovnost AR = RD. Porovname-
li j-té sloupce na obou stranach, dostaneme

AR.; = \;R.;

pro kazdé j = 1,2,...,n. To znamend, Ze j-ty sloupec R,; matice R je vlastnim
vektorem matice A piislusnym vlastnimu vektoru A;. Toto dtlezité pozorovani si
zformulujeme jako tvrzeni.

Tvrzeni 9.12. Je-li A diagonalizovatelnd matice #ddu n nad télesem T a R™'AR =
diag(A1, ..., An) pro reguldrni matici R, pak j-ty sloupec matice R je vlastni vektor
matice A prislusny vlastnimu cislu A; pro kaZde j =1,...,n.

U nékterych linearnich operatort na prostoru R? se standardnim skalarnim sou-
¢inem muzeme vlastni ¢isla a vlastni vektory ,vidét“.

Piiklad 9.13. Osova symetrie f : R? — R? uréend piimkou generovanou nenu-
lovym vektorem (a,b)” ma jedno vlastni ¢islo 1, nebot vSechny vektory na ose
symetrie se zobrazi samy do sebe a jsou to tedy vlastni vektory pfislusné vlast-
nimu ¢islu 1. Vektory na p¥imce kolmé na osu symetrie (generované napf. vektorem
(=b,a)) se zobrazuji do vektorii opaénych, jsou to tedy vlastni vektory pfislusné
vlastnimu ¢islu —1. Baze prostoru R? sloZen4 z vlastnich vektorfi osové symetrie f
se tedy rovnd B = (a,b)T, (=b,a)T. Matice [f]5 operatoru f vzhledem k béazi B
se rovnd diag(1, —1) a matice [f]% téhoZ operatoru vzhledem ke kanonické bazi se

o= (5 2)(33)(; 2)

OBRAZEK

Ortogonélni projekce g na pifmku generovanou (a,b)” m4 také dveé vlastni é&isla.
Jedno je opét 1, protoze vektory primky, na kterou projektujeme, se zobrazuji na
sebe. Druhé vlastni ¢islo je 0, protoze vsechny vektory z piimky kolmé na pfimku
projekce se zobrazuji do nulového vektoru o. Béazi slozenou z vlastnich vektort
projekce g miizeme opét zvolit jako B = (a,b)T, (—b,a)”, matice [g]B = diag(1,0)

a
k_(a —b 1 0 a —b\"
af= (5 7)o o) (5 )

OBRAZEK

Rotace kolem pocatku soutadnic o tthel ¢ nemé zadné redlné vlastni ¢islo, pokud
¢ neni ndsobkem m, nebot v takovém priipadé se Zddny nenulovy vektor nezobrazi
na svij nasobek.

OBRAZEK

Dilatace s koeficientem k, kterd zobrazuje kazdy vektor x do jeho k-nésobku
kx, mé jediné vlastni ¢&islo k, kazdy vektor R? je vlastnim vektorem p¥islusnym
vlastnimu ¢islu k. Mezi dilatace fadime i mezni pfipad k& = 0 (konstantni zobrazeni
do nulového vektoru), k = 1, coz je identické zobrazeni, a také rotace 0 0°, a k = —1
neboli stfedova symetrie (a také rotace o tthel 180°.

OBRAZEK
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Na zéavér této Casti si jesté ujasnime vztah mezi vlastnimi ¢isly a vlastnimi vek-
tory linearniho operatoru f : V — V na kone¢né generovaném prostoru V a vlast-
nimi &isly a vlastnimi vektory matice [f]5 tohoto operdtoru vzhledem k néjaké
bazi B prostoru V. Je-li A vlastni ¢islo f a x vlastni vektor f prislusny A, plati
f(x) = Ax. Podle tvrzeni 7.6 plati

[fx)]5 = [/ -
a podle tvrzeni popisujiciho vztah mezi operacemi ve vektorovém prostoru a sou-
fadnicemi vektort vzhledem k néjaké bazi (tvrzeni 5.64) déle plati

[f(x)]B = [Mx]p = Alx]5 ,

a tedy

15X = A5 -
Posledni rovnost plati specidlné i pro néjaky nenulovy vektor x € V (protoze A je
vlastni &islo f). Odtud plyne, 7e &islo A je vlastni ¢islo matice [f]5 a [x]p je vlastni
vektor matice [x]p pFislusny vlastnimu ¢islu A. Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze plati
také opacna implikace.

Tvrzeni 9.14. Necht 'V je konecné generovany prostor nad télesem T, f: V =V
je linedrni operdtor a B = (uj,us,...,u,) je libovolnd bdze ve V. Potom plati, Ze
cislo A € T je vlastni cislo operdtoru f a x je vlastni vektor f prislusny vlastnimu
¢islu X prdvé kdyz \ je vlastni ¢islo matice [f]5 a [x]p je vlastni vektor matice [f]5

prislusny vlastnimu ¢islu .

Diikaz. Jednu implikaci jsme dokézali uz ptred formulaci tvrzeni. K ditkazu opacéné
implikace je tfeba si uvédomit, ze kazdy vektor a = (a1, ...,a,)?T € T" je vektorem
soufadnic [x]p vzhledem k bazi B pro jednozna¢né urdeny vektor x € V, timto
vektorem je x = ajuy + - -+ + apuy.
Je-li A vlastni ¢islo matice [f]5 a pro x € V plati, Ze [x] 5 je vlastn{ vektor matice
[f]5 pifslusny A, pak plati
15X = Axp -

Po jednoduchych tapravach dostaneme

[f®)]s = [f1EX]s = Mx]s = \x]5-
Protoze soutradnice vektoru vzhledem k néjaké bazi urcuji vektor jednoznacné, plyne
odtud f(x) = Ax. Z predpokladu, Ze A je vlastni ¢islo matice [f]5, plyne existence

nenulového vektoru x € V, pro ktery plati [f]5[x]s = A[x]p. Cislo ) je tedy vlastni
¢islo operatoru f a x je vlastni vektor prislusny . (Il

Vlastni ¢isla a vlastni vektory linearniho operatoru na konecné generovaném
prostoru popisuji geometrické vlastnosti tohoto zobrazeni. V dimenzich vétsich nez
3, kdy geometrickou intuici nemiizeme pouzit, musime vlastni ¢isla néjak spocitat.
Udélame to pomoci matice linedrniho operdtoru vzhledem k néjaké béazi prostoru
V.

9.3. Charakteristicky polynom. Jak najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory ma-
tice A fadu n nad télesem T? M&-li byt A € T vlastni ¢islo matice A, musi existovat
nenulovy vektor x € T™ takovy, ze Ax = Ax. Posledni rovnost si pfepiSeme ve tvaru
(A—A\I,)x = o. To znamen4, Ze matice A— \I,, neni regularni, homogenni soustava
s touto matici ma nenulové feSeni. Matice A — \I,, neni regularni pravé kdyz je sin-
gularni, coZ nastava pravé tehdy, kdyz det(A—AI,,) = 0. A plati-li det(A—AI,,) = 0,
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pak mnozina vSech vlastnich vektort pfislusnych vlastnimu ¢islu A se rovna jadru
Ker (A—\I,) matice A— AI,,. Dokézali jsme tak vétu, pomoci které miizeme vlastni
¢isla a vlastni vektory matice najit.

Véta 9.15. Je-li A ctvercovd matice 7ddu n nad télesem T, pak A € T je vlastni
¢islo matice A pravé kdyz plati det(A — A\I,,) = 0. Mnozina vsech vlastnich vektori
matice A prislusnich vlastnimu ¢islu A se rovnd jadru Ker (A—AI,,) matice A—\I,.

Pouzijeme-li pro vyjadreni det(A—\I,) definici determinantu, vidime, ze det(A—
Al,) je polynom nejvyse n-tého stupné v proménné A. Jeho kofeny jsou vlastni éisla
matice A. Nasledujici tvrzeni ukazuje, jak rychle spocitat aspon néjaké koeficienty
charakteristického polynomu.

Tvrzeni 9.16. Je-li p(\) = det(A—\I,,) charakteristicky polynom matice A = (a;;)
radu n, pak platt
(1) koeficient u \™ se rovnd (—1)",
(2) koeficient u A"~ se rovnd (—1)""Y(ai1+aga+- - -+ann), tj. rovnd se souctu
diagondlnich prvki matice A vyndsobenému koeficientem (—1)""1,
(3) absolutni clen polynomu p(A\) se rovnd det(A).

Diikaz. Prvni dva body dokadZzeme spoleéné. Oznaéme B = A — A\I,,. Ma-li se po
roznasobeni soucinu sgn(7)by(1),10x(2),2 - - - Br(n),n z definice determinantu vyskyt-
nout mocnina A\"~! nebo mocnina A", musime vybrat aspoit n — 1 prvkd z hlavni
diagonaly matice B, protoze mimo hlavni diagonalu se A nevyskytuje. To znamena,
7e permutace m musi byt identickd permutace se znamékem 1. Po roznasobeni

biibaa by = (a11 — A)(agz — A) -+ (@nn — A)
tak dostavame
(_1>n)\n + (_1)n—1)\n—1(a11 +agg + -+ ann) 4+,

kde dalsi ¢leny obsahuji nejvyse mocniny A" 2. Tim jsou dokézény body 1. a 2.
Pokud jde o absolutni ¢len, tj. koeficient u A’ rovna se p(0). Absolutni ¢len
charakteristického polynomu se tak rovna det(B) = det(A — 01,,) = det(A). O

Definice 9.17. Polynom det(A — A\I,,) se nazyva charakteristicky polynom matice
A.

Piiklad 9.18. V ¢asti 8.4 jsme si odvodili, Ze ortogonalni projekce v R? na pfimku
uréenou vektorem (1,2)T ma vzhledem ke kanonické bazi matici

1

1,2

A_(2)<7 ) 11
ot s\ 2 4

Charakteristicky polynom matice A se rovnd det(A — Al3) = A\? — \. Matice A

ma tedy dvé vlastni ¢isla 1 a 0, coz je v souladu s geometrickym néhledem z pfi-

kladu 9.13. Vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu 1 lezi v jadru matice

aen- (Y

ktery tvoii, jak snadno nahlédneme, linearni obal vektoru (1,2)7, tj. vektory tvofici
pfimku, na kterou projektujeme.
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Vlastni vektory prislugné vlastnimu ¢islu 0 tvofi jaddro matice A a to tvoti vSechny
nasobky vektoru (—2,1). I v pfipadé vlastnich vektort jsme dostali stejny vysledek
jaky jsme nahlédli v piikladu 9.13.

Priklad 9.19. Spocitame vlastni ¢isla rotace v R? o tthel /2 v kladném sméru.
Matice této rotace vzhledem ke kanonické bazi se rovna

0 -1
=V a)

jeji charakteristick§ polynom se rovna A2 4+ 1. Vidime, 7e matice A nem4 Zadné
realné vlastni ¢islo a tedy ani zadn§ vlastni vektor v R2. Povazujeme-li matici A za
matici nad komplexnimi ¢isly, ma dvé vlastni ¢isla 7 a —i. Vlastni vektory pfislusné
vlastnimu ¢&slu i jsou vsechny komplexni nasobky vektoru (i,1)7 a vlastni vek-
tory piislugné vlastnimu ¢islu —i jsou vechny komplexni ndsobky vektoru (i, —1)7".
Vektory (i,1)7 a (i,—1)T tvoif bazi C?, matice A je tedy diagonalizovatelna jako
komplexni matice, neni ale diagonalizovatelna jako matice nad R.

Ukazeme si jesté priklad matice fadu 2 nad R, pro kterou neexistuje baze slozena
z vlastnich vektort ani v R? ani v C2.

11
A =
(5 1)
mé charakteristicky polynom det A — Al = (A — 1)? a tedy jediné vlastni ¢islo 1.
K nému pfislusné vlastni vektory tvofi nulovy prostor matice A — I, ktery ma
dimenzi 1. V prostoru R? ani v prostoru C2? neexistuje baze slozend z vlastnich

vektori matice A a matice tedy neni diagonalizovatelna. Pfi¢inou v tomto pfipadé
neni neexistence vlastnich ¢isel, ale nedostatek vlastnich vektoru.

Priklad 9.20. Matice

Piiklad 9.21. Najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory matice C, pomoci které
vyjadfujeme ¢leny Fibonacciho posloupnosti. Plati

1—A 1
coan=(17 L)

a tedy det(C' — A\l3) = (1 — \)(=)\) = A2 — X\ — 1. Tato rovnice mé dva kofeny

1B 15
2 P72
Vsechny vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A; jsou pravé vSechna Feseni ho-
mogenni soustavy s matici
1— X 1
("ol )

coz jsou vsechny vektory tvaru ((1/2 4+ v/5/2,1)T) = ((A1,1)T). Podobné jsou
vSechny vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu Ay = 1 — Ay pravé vektory z
linedrniho obalu Ay, 1)7).

Vektory u; = (A, )T, ug = (A2, 1)T tvoii linedrné nezavislou posloupnost a
tedy béazi prostoru R? tvofenou vlastnimi vektory matice C. Vyjadiime vektor
(a1,a2)” = (1,1)T jako linearni kombinaci au; + buy. Dostaneme

ﬂ b_,l_)‘l
V5 VB

=1-X .
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Odtud dostavame pro kazdé celé ¢islo k > 0
(ak+2,ak+1)T = Ck(l, 1)T = Ck(aul +buy) = aCk(ul) + bCk(ug)
= a/\]ful + b()\Q)kUQ.

Po dosazeni za a,b a ui,uz a porovnani druhych slozek prvniho a posledniho vek-
toru v predchozim vypoctu vyjde

k+1 k
oy = M ()
V5 V5
pro kazdé k > 0, coz jsme bez dikazu uvedli uz v ¢asti 4.5.1.
Vlastni ¢isla linedrniho operatoru hledame jako vlastni ¢isla matice tohoto opera-
toru vzhledem k néjaké bazi a ty hledame jako kofeny charakteristického polynomu

této matice. Matice linearniho operatoru vzhledem ke dvéma rdznym bazim jsou
podobné. Nasledujici véta ukazuje, Ze nezalezi na tom, jakou bazi zvolime.

Tvrzeni 9.22. Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom.

Diikaz. Jsou-li A, B dvé matice téhoz fddu nad télesem T, pak existuje regularni
matice R takova, ze A = R~!BR. Potom plati

det(A —\I,,) = det(R"'BR—\I,) =det(R"'BR— R™'\I,R)
= det(R™Y(B — M,))R) = det(R) "' det(B — \I,,) det(R)
= det(B — A,)

podle véty o néasobeni determinantd a jejim disledku pro determinant inverzni
matice. O

Matice linearniho operatoru f : V. — V na konecné generovaném prostoru V
nad télesem T vzhledem ke dvéma rtuznym bazim V jsou podobné a maji tedy
stejny charakteristicky polynom. To neni piekvapivé, nebot vlastni ¢isla popisuji
vlastnosti operatoru a ty nezavisi na volbé baze. To nas opraviiuje k nasledujici
definici.

Definice 9.23. Charakteristicky polynom linedrniho operdtoru f : V. — V na
konecné generovaném prostoru V nad télesem T definujeme jako charakteristicky
polynom matice [f]S operatoru f vzhledem k libovolné bazi C prostoru V.

Vlastni ¢isla matice nebo linedrniho operatoru na konecné generovaném prostoru
tak najdeme jako koreny charakteristického polynomu operatoru nebo matice.

Definice 9.24. Je-li p(t) = ant™ + - - a1t + ag polynom s koeficienty v télese T,
pak prvek A € T nazyvame kofen polynomu p(t), pokud plati, Ze polynom ¢ — A
déli polynom p(t). Je-li A kofen polynomu p(t), pak maximélni kladné celé ¢islo k
takové, ze polynom (t — \)* déli p(t), nazgvame ndsobnost korene .

Snadno si lze ovéfit, ze uvedena definice kofene polynomu je ekvivalentni s tim,
ze p(A) = 0.

Pouzijeme-li skuteCnost, Ze stupen soucinu polynomu stupné k s polynomem
stupné [ je polynom stupné k+1, vidime Ze polynom stupné n mé nejvyse n raznych
korend. Rovnéz soucet nasobnosti vSech kofent polynomu stupné n je nejvyse n.
Odtud vyplyva nasledujici tvrzeni.
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Tvrzeni 9.25. KaZdy linedrni operator f : V. — V na koneéné generovaném
prostoru dimenze n nad télesem T md nejvyse n riznych vlastnich cisel.
Kazda matice 7ddu n nad télesem T ma nejvyse n ruznych vlastnich cisel.

Pro linearni operatory na prostorech, které nemaji koneénou dimenzi, mize byt
situace velmi odlisna.

Priklad 9.26. Oznacime D linearni operator definovany piedpisem D(f) = f’ na
prostoru vSech realnych funkci redlné proménné, které maji spojité derivace vSech
rada. Pak je kazdé realné cislo A vlastnim ¢islem operatoru D.

Skutec¢né, funkce e je nenulovéa, mé derivace viech fad, je definovana na celém
R, a plati

D(e/\z) —_ (6)\:1:)/ _ )\6)\1 .

Pro kazdé redlné ¢islo A mé tedy diferencidlni rovnice f' = Af feSeni f(x) =
Ce*® kde C je libovolné redlné éislo. Priddme-li pocateéni podminku f(0) = s,
dostaneme feseni f(z) = se*”. UkaZeme si, Ze poc¢ateéni podminkou f(0) = s je
feseni diferencialni rovnice f’ = Af urdené jednoznac¢né.

Necht g(x) je diferencovatelnd redlna funkce, pro kterou plati ¢ = Ag a ¢(0)
Spocitame derivaci funkce g(z)e~**. Plati

(g(x)e™7) = g'(x)e™* + g(a)(=A)e " = Ag(x)e ™" = Ag(x)e " =0,

Funkce g(x)e~** je tedy konstantni, a protoze nabyva v bodé 0 hodnoty g(0)e® = s,
plati g(z)e™* = s, neboli g(z) = se*?.
Diferencialni rovnice f/ = Af s poéateéni podminkou f(0) = s ma tedy jedno-

zna¢né uréené feseni f(r) = se”.

|
®

Stejné jako polynom x2 4 1 nem4 zadny reilny kofen piestoze méa realné koefi-
cienty, také polynomy s koeficienty v néjakém konecném télese nemusi mit v télese
koeficientt zadny kofen.

P¥iklad 9.27. Pokusime se najit vlastni ¢isla operatoru f : Z3 — Z32 urceného

matici
1 1
=1 )

nad Z,. Charakteristicky polynom této matice (a tedy také operatoru f) je A2+\+1.
Ten nema v télese Zo zadny kofen. Operator f tak nemd zadné vlastni ¢islo.

Kazdé téleso T muzeme rozsifit do vétsiho télesa tak, aby dany polynom s koe-
ficienty v télese T mél ve vétsim télese aspon jeden kofen. Lze to udélat podobné,
jako rozsitujeme téleso redlnych Cisel do télesa komplexnich ¢isel, aby mél redlny
polynom 22 4 1 aspoii jeden koFen.

Teéleso komplexnich ¢isel uz kvuli existenci kofenti polynomt s komplexnimi koe-
ficienty rozsifovat nemusime. Je totiz algebraicky uzavrené, nebof v ném plati na-
sledujici véta.

Véta 9.28. Zakladni véta algebry. Kazdy polynom p(t) = a,t™ + a, 11" ' +
-oo 4 ayt + ag s komplexnimi koeficienty stupné n > 1 ma aspon jeden komplexni
koten.

Zakladni vétu algebry dokazovat nebudeme, vezmeme ji jako fakt. Budeme pou-
zivat hlavné dva jeji dusledky.
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Dausledek 9.29. Kazdy polynom p(t) s kompleznimi koeficienty stupné n > 1 lze
jednoznacéné (az na potadi ciniteli) rozlozit do soucinu
p(t) = an(t = M) (= A2) - (E = )"
kde A1,..., Ak jsou vSechny navzdjem rizné koteny polynomu p(t) al; je ndsobnost
kotenu A\; proi=1,2,... k.
7 rovnosti stupni® obou polynomt plyne n = Iy + Iy + --- + I, tj. Ze soucet
nasobnosti vSech kofenti polynomu se rovna stupni polynomu.

Dusledek 9.30. Kazdy polynom lichého stupné s redlnymi koeficienty md aspori
jeden redlny koten.

Diikaz. Dukaz vychazi ze snadno ovéritelného faktu, ze pokud je komplexni ¢islo A
kofenem polynomu p(t) = ant™ + a,_1t" "1 + -+ - + ait + ag s redlnymi koeficienty,
pak také ¢islo A komplexné sdruzené s A je kofenem polynomu p(t). Koeficienty a;
polynomu p(t) jsou redlnd ¢isla, plati proto a; = a;. Pak

0=p\) = pA)=ap A"+ an_1 A"+ +a1A+ag

— N At N e r @A+

= anX” + an_lX”_l 4o aA +ag = p(N).

Cislo \ je tedy skuteéné kofenem polynom p(t).
Kofeny polynomu p(t) tak mtizeme usporddat do dvojic komplexné sdruZenych
kofenii. Protoze ale vSech kofend (spolu s ndsobnostmi) je lichy podcet, existuje

asponl jeden kotfen A, pro ktery plati A = A, tj. aspon jeden redlny koten. [
Dalsim primym dusledkem zakladni véty algebry je nasledujici véta.

Véta 9.31. Kazdy linedrni operdtor f : V — V na konecné generovaném vekto-
rovém prostoru nad C md aspor jedno vlastni c¢islo. Kazdd komplexni matice md
asponi jedno vlastni cislo.

Kazdy linedrni operdtor f : V. — 'V na konecné generovaném vektorovém pro-
storu lich€ dimenze nad R md aspon jedno redlné vlastni cislo. Kazdd redlnd matice
lichého Tddu md aspon jedno redlné vlastni ¢islo.

9.4. Diagonalizovatelné operatory. V této ¢isti najdeme nutné a postacujici
podminky pro to, aby linearni operator f : V — V na koneéné generovaném
prostoru V byl diagonalizovatelny. Tim také zjistime, kdy je ¢tvercova matice dia-
gonalizovatelna. Zékladem je nasledujici véta, kterad plati obecné i bez predpokladu,
ze prostor V mé konecnou dimenzi.

Véta 9.32. Necht f : V — 'V je linedrni operdtor a (uy,ua, ..., uy) je posloupnost
nenulovych vlastnich vektord operdtoru f prislusnijch navzdjem riznym vlastnim
Gislim A1, ..., A\g. Potom je posloupnost (uy,ug,...,u;) linedrné nezdvisld.

Diikaz. Pouzijeme indukci podle k. Je-li k = 1, tvrzeni plati, protoze u; # o. Pfed-
pokladejme, Ze k > 1 a tvrzeni plati pro k— 1. Neboli ze posloupnost (uy,...,ux_1)
je linearné nezavisla. Jsou-li ay,...,a; € T takové, Ze plati

aiuy + agug + - -+ ap_1Ux_1 +axur =0 .

Posledni rovnost upravime dvéma riznymi zptisoby. Vynasobime ji vlastnim ¢islem
A, a dostaneme

Ap@iu + ApaoUsg + -+ - + ApQrp_1Ukp—_1 + Apapup = O .
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Druha tprava spociva v aplikaci operatoru f na obé strany:
flaiwn +aguz + -+ + ag—1up—1 + arug) = f(o) =0,
tj.
flaruy) + faguz) + -+ + flag—1ur—1) + f(arug)

=a1f(w) +azf(ug) + -+ ap_1f(ur_1) + axf(ug)
= a1 AUy + agdaUp + - -+ 4+ A1 Ap_1Ug—1 + AU =0 .

Od posledni rovnosti ode¢teme rovnost
Araiuy + AgaoUg + -+ - + Ap@rp_1Uk—_1 + Apapup = O .
a dostaneme

a1(A1 — Ap)ur +as(Aa — Ap)ug + - + ag—1(Ag—1 — Ap)up—1 =0 .

Posloupnost vektort (uy, ..., ux_1) je linedrné nezavisld podle indukéniho predpo-
kladu. Odtud plyne

ar(A = Ap) =a2(he — M) = = ap—1(Ap—1 — Ap) =0 .
Protoze vlastni ¢isla Aq1,...,Agx—1 jsou navzajem ruzna, vyplyva odtud, ze a; =
ag = -+ = ag_1 = 0. Z rovnosti

ajuy +agug + -+ ag—1Ug—1 + axuy =0

pak plyne rovnéz a, = 0, protoze u; # o. Tim je dokazano, Ze posloupnost
(u1,...,ug—1,ux) je linedrné nezavisla. O

Dusledek 9.33. Mad-li linedrni operdtor f : V. — V na vektorovém prostoru V
dimenze n nad télesem T n navzdjem ruznych vlastnich cisel, pak je diagonalizo-
vatelny.

Ma-li matice A Tddu n nad télesem T celkem n navzdjem ruzngch vlastnich cisel,
pak je diagonalizovatelnd.

Diikaz. Mé-li operator f celkem n navzajem raznych vlastnich ¢isel Aq, ..., \,, exis-
tuje pro kazdé i = 1,...,n nenulovy vlastni vektor u; prislusny \;. Podle pfedchozi
véty je posloupnost vlastnich vektort (uy,...,u,) linedrné nezavisla a tedy je to
baze prostoru V. Ten ma tak bazi slozenou z vlastnich vektorti operatoru f, ktery
je proto diagonalizovatelny.

Ma-li matice A fadu n celkem n navzajem ruznych vlastnich ¢isel, ma také opera-
tor fa : T™ — T™ celkem n navzadjem ruznych vlastnich ¢isel. Je tedy diagonalizo-
vatelny, existuje proto baze B v prostoru T™ sloZzena z vlastnich vektort operatoru
fa. Matice [fa]5 je diagonalni a podobna matici [fa]% operatoru f4 vzhledem ke
kanonické bazi K v T™. Protoze [fa]% = A, je matice A diagonalizovatelna. O

Priklad 9.34. Vyvoj nezaméstnanosti - feSeni. Vratime se nyni k piikladu 9.1.
Spocitame vlastni ¢isla a vektory prechodové matice

0,9 0,3 0,2

A=| 01 04 0
0 0,3 0,8
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Jeji charakteristicky polynom se rovna
p(A) = det(A— \3)
= (0,9—-X)(0,4—X)(0,8—X)+0,2-0,1-0,3—10,3-0,1-(0,8—X)
A3 2,102 —1,37A+0,27 .
Existuji sice vzorecky pro kofeny polynomu tfetiho stupné s redlnymi nebo kom-
plexnimi koeficienty podobné vzorecktim pro feseni kvadratickych rovnic, ty si ale
nikdo nepamatuje, protoZe z nich nejde poznat, ani ktery z kofenu je redlny v pii-
padeé rovnice s redlnymi koeficienty. Nastésti si v tomto pripadé mizeme vsimnout,
ze charakteristicky polynom mé kofen 1, takze si jej miizeme rozlozit na soucin
p(A) = (A —=1)(A\2 = 1,11 40,27) .

Vedle vlastniho ¢isla A\; = 1 mé matice A jesté dalsi dvé vlastni Cisla
_L14V0T3  11-013
B 2 ’ B 2 '
Vsechna t¥i vlastni ¢isla jsou redlna a plati Ay > Ay > A3, matice A je tedy diago-

nalizovatelna. Najdeme prislusné vlastni vektory.
Vlastni vektory prislusné vlastnimu ¢islu A\; = 1 tvori jadro matice

/\2 3

0,9-1 0,3 0,2 0,1 0,3 0,2
A\l = 0,1 0,4—1 0 ~| 01 -06 0 ~
0 0,3 0,8—1 0 0,3 -0,2

-0,1 0,3 0,2 ~0,1 0,3 0,2
0 -03 02 |~ 0 -03 02 |,
0 0,3 -0,2 0 0 0

které se rovna ((4,2/3,1)T). Ozna¢me u; = (4,2/3,1)7.
Vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢éislu A\ lezi v jadru matice

0, 9 - )\2 O, 3 07 2
A— I3 = 0,1 0,4 — X 0
0 0,3 0,8 — Ao
1,1+/0,13
0.9 257 01,13%/0 13 2
N 01 04— 101+\/0 13 ’
0 0,3 0,8 — =—5—=
které se rovnéa linearnimu obalu vektoru
1 1 5 1
=(—=— V13, —= + V13, 1)T .
uz = (=5~ 5 G )

Jeden z vlastnich vektoru pfislusnych tfetimu vlastnimu ¢islu A3 se rovna
1 1 5 1
=(—=+=V13,—= — V13, 1)T .
us = (g F Vs gvVIB Y

Posloupnost (u1,uz,u3) je posloupnost nenulovych vlastnich vektora pfislusnych
navzijem riiznym vlastnim &islim A\ = 1, X2, A3 a tvoii tedy bézi prostoru R3.

Vyjadifme pocatecni rozlozeni nezaméstnanosti b = (0.8,0.05,0.15)7 jako line-
arni kombinaci vlastnich vektor (uy,us,us): b = ajuy + asus + azus. Konkrétni
priblizna hodnota koeficientt je a; = 0,1181,a2 = —0,0891,a3 = —0,0619, pro
dlouhodoby odhad vyvoje nezaméstnanosti ale neni az tak dilezita.
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Spocitame rozlozeni nezaméstnanosti po k ¢tvrtletich
Akb = Ak(alul + asus + CL3113) = Cll)\]flll + a2)\§u2 —+ a3>\§U3 .

Protoze 0 < A3 < Ay < 1, druhy a tfeti ¢len posledniho souctu konverguje k 0 pro
k — oo. Hodnota A*b se proto pro velké hodnoty k blizi k

a My =a1(4,2/3,1)7 |

nebot \; = 1. Koeficient a; neméni pomér mezi soufadnicemi vektoru (4,2/3,1)%,
pomér mezi zaméstanymi, kratkodobé nezaméstnanymi a dlouhodobé nezaméstna-
nymi bude tedy sméfovat k 4:(2/3):1, tj. k 12:2:3. V dlouhodobém horizontu by
se bez vngjsiho zasahu rozlozeni nezaméstnanosti stabilizovalo na pfiblizné 70,6%
zamd&stnanych a 29,4% nezaméstnanych, z nichz dvé pétiny by tvorili kratkodobé
nezameéstnani a t¥i pétiny dlouhodobé nezaméstnani.

Piiklad 9.35. Skorapky - feseni. V tomto pfipadé je matice piechodu
0 1/2 0 0
1 0 1/2 0

0 1/2 0 1
0 0 1/2 0

A:

Opét chceme najit hodnoty A¥pg, kde pg je pocatecni stav.
Charakteristicky polynom matice A se rovna p(A) = det(A — Al4). Po vypoétu
determinantu dostaneme
1

4 52 1_ 2 2
PA) =X = TN+ 2= (P -V =)

Matice A mé tedy Ctyfi riznd vlastni ¢isla, Ay = 1, Ao = =1, A3 =1/2a \y = —1/2,
a je proto diagonalizovatelna.

Najdeme vlastni vektory pfislusné jednotlivym vlastnim ¢islim. Vlastni vektory
prislusné vlastnimu ¢islu Ay = 1 tvori nulovy prostor matice
0—1 1/2 0 0

1 0-1 1/2 0

A== 0 1/2 0-1 1 ’
0 0 1/2 0-1
ktery se rovna linedrnimu obalu vektoru u; = (1,2,2,1)7. Podobné najdeme,
ze vlastni vektory pfislugné vlastnimu ¢&islu Ay = —1 tvofi podprostor (us) =
((1,-2,2,1)T). Vlastni vektory ptislugné vlastnimu ¢islu A3 = 1/2 tvori podprostor
{(uz) = ((1,1, -1, —1)T) a vlastni vektory piislusné vlastnimu éislu Ay = —1/2 tvoii
linedrni obal vektoru uy = (1,—1,—1,1)7. Posloupnost vektort (uj,us,us,uy)

tvoii bazi aritmetického prostoru R*, nebot jde o vlastni vektory matice A piislu-
$né navzajem ruznym vlastnim ¢islim A1, Ao, A3, A4 matice A.

Pocatecni polohu kulicky vyjadiime jako vektor pg = e;, pokud je kulicka na
pocatku pod kaliskem i, nebo jako po = (1/4,1/4,1/4,1/4)T, pokud poéateéni
polohu kulicky nezname. Vektor pg vyjadiime jako linedrni kombinaci vektori baze
uy, uy, uz, uy. Napiiklad pro vyjadieni vektoru e; = (1,0,0,0)7 fesime soustavu s

matici
1 1 1

1

2 -2 1 -1
2 2 -1 -1
1 -1 -1 1
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a vektorem pravych stran e;. Tato soustava m4 feSeni (1/6,1/6,1/3,1/3), dosté-
vame tak vyjadreni
1 1
€] = -Uu; + Uz + suz + juy.

6 6 3 3
Potom pro vektor pravdépodobnosti polohy kuli¢ky po k tazich tak mame vyjadfeni

1 1 1 1
= AFe; = A¥(= = = -
Pk €] (6u1+6u2+3u3+3u4)
1 1 1 1
= 6AkU1 =+ éAkllz + gAku?, + gAku4

1 1 1 1

S SRS PEPIVSNUNE & £0 WIRNE oo & LN
T 6 6 *T3\2) P32 *

1/6 1/6 1/3 1/3
Y “1/3 I Y N Y
= g | OV s [P S | TODRT

1/6 ~1/6 ~1/3 1/3

V predchozich pfipadech byly matice prechodu diagonalizovatelné proto, Ze mély
vzdy n navzajem riznych vlastnich cisel, kde n byl fad matice. Podminka, Ze matice
fadu n ma n ruznych vlastnich ¢isel, je postacujici pro jeji diagonalizovatelnost. Neni
to ale podminka nutné, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 9.36. Realna matice

-1 0 2 0
0 -1 2 0
A= 0 0 1 0
0 0 01

mé charakteristicky polynom rovny
p(A) = (1= X2)*(1 - X%

a tedy vlastni ¢isla Ay = 1 a Ay = —1. Vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu
A1 = 1 najdeme jako jadro matice

-2 0 2 0
0 -2 2 0
A=Li=| 45 o 00|~
0 0O 0 O
které méa bazi napitklad u; = (1,1,1,0)7, ug = (0,0,0,1)7. Vlastni vektory piislu-
$né vlastnimu ¢islu Ay = —1 tvori jadro matice
0 0 2 0
0 0 2 0
A+li=1| 9 9 20|
00 0 2

které méa bazi napiiklad uz = (1,0,0,0)7, uy = (0,1,0,0)”. Posloupnost vlastnich
vektorit (ug, us, usz, uy) matice A je linedrné nezavisla a tvori tedy bazi prostoru
R*. Matice A je proto diagonalizovatelna.
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Predchozi priklad ukazuje, Zze matice sice mize mit ,malo“ vlastnich cisel, ale
dostatecné vlastnich vektort. Kazdé vlastni ¢islo ma ale néjakou nasobnost jako
koten charakteristického polynomu. V nasem pfipadé maji ob€ vlastni ¢isla nésob-

nost 2 a pokud se¢teme jejich nésobnosti, dostavame soucet 4, coz je fad matice
A.

Definice 9.37. Je-li A vlastni ¢islo linearniho operatoru f : V. — V na konecné
generovaném prostoru V (nebo matice A), pak definujeme algebraickou ndsobnost A
jako nasobnost A coby kofene charakteristického polynomu p(A) operatoru f (nebo
matice A).

Geometrickou ndsobnosti vlastniho ¢isla A operatoru f (nebo matice A) rozu-
mime dimenzi podprostoru M) vlastnich vektort operdtoru f (nebo matice A)
prislusnych vlastnimu éislu A.

Poznamenejme pouze, ze jak algebraicka tak geometrickd nasobnost libovolného
vlastniho disla je vzdy kladné celé ¢islo.

Vlastni ¢islo A\; = 1 matice A z predchoziho prikladu méa tedy algebraickou na-
sobnost 2 a geometrickou nasobnost také 2. Totéz plati pro vlastni ¢islo Ay = —1.
Matice A z prikladu 9.20 mé jediné vlastni ¢islo 1, jeho algebraickd nésobnost je 2 a
geometrickd nasobnost je rovna 1. Rozdilnost algebraické a geometrické nasobnosti
néjakého vlastniho ¢isla je nutnou a postacujici podminkou pro nediagonalizovatel-
nost matice, jak si v nasledujicim ukazeme.

Véta 9.38. Pro kazdé vlastni ¢islo )\ linedrniho operdtoru f : V — 'V na konecné
generovaném prostoru V (matice A) nad télesem T plati, Ze geometrickd ndsobnost
A je mensi nebo rovnd algebraické ndsobnosti \.

Diikaz. Bud k geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla A matice A. Zvolme néjakou
béazi (uy, ..., u;) podprostoru vlastnich vektorti ptislusnych A; a dopliime ji vektory
Ug+1,.--,U, na bdzi B = (uy,...,u,) celého prostoru T".
Najdeme matici f vzhledem k bazi B. Pro kazdé j = 1,... k plati f(u;) = Aju,.
Matice [f]5 ma tedy blokovy tvar
M, FE
(0 7)

a charakteristicky polynom operatoru f se tedy rovna determinantu matice

ktery se rovna det((A — t)Iy) det(F — tI, ) = (A — t)* det(F — tI,_). Cislo ) je
tedy aspon k-nasobnym kofenem charakteristického polynomu operatoru f, jeho
algebraicka nasobnost je tedy aspon k. ([

Véta 9.39. Bud f : V — V linedrni operdtor na konecné generovaném vektorovém
prostoru V nad télesem T. Pak jsou ndsledujici t7i tvrzeni ekvivalentni

(1) operdtor f je diagonalizovatelny,

(2) charakteristicky polynom p(X\) operdtoru f se rozklddd na soucin linedr-
nich ¢initeli a algebraickd ndsobnost kazdého vlastniho c¢isla operdtoru f se
rovnd jeho geometrické ndsobnosti,

(8) V=M, &M, &---®&M,,, kde \1, ..., \; jsou vSechna navzdjem riznd
vlastni ¢isla operdtoru f.
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Diikaz. Dokézeme, 7e z 1. plyne 2. Necht je f diagonalizovatelny. Existuje tedy
béze B = (uy,...,u,) prostoru V slozend z vlastnich vektort operatoru f. Potom

[f]g = diag()‘la .. a)‘n) )

a charakteristicky polynom p(\) operatoru f se rovna determinantu matice
diag(A1, ..., An) = A, =diag(A1 — A, ..., A\, — A)

tj. (A1 = A) -+ (A, — A). Charakteristicky polynom se tedy rozklad4 na souéin line-
arnich cinitelt.

Bud ) libovolné vlastni ¢islo operatoru f a l jeho algebraickd ndsobnost. MiZeme
predpokladat, ze Ay = Ay = --- = A; = A. Potom (uy,...,w;) je linedrné nezédvisla
posloupnost vlastnich vektora prislusnych vlastnimu ¢islu A. Geometricka nasobnost
vlastniho ¢isla A je tedy aspon [I. Podle predchozi véty je nejvyse [, rovna se tedy
algebraické nasobnosti ¢isla .

Nyni dokédzeme, Ze z 2. plyne 3. Z predpokladu, ze charakteristicky polynom
se rozklada na soucin linearnich ¢initelti plyne, Ze soucet algebraickych nasobnosti
vsech vlastnich ¢isel se rovna stupni charakteristického polynomu a ten se rovna di-
menzi n prostoru V. Oznacme Ay, ..., A, vSechny navzajem rtzné kofeny polynomu
p(A) a l; jejich algebraické nasobnosti pro ¢ = 1,..., k. Plati tedy I; + -+ + [ = n.
Podle predpokladu je geometrickd nasobnost libovolného vlastniho ¢isla A\; rovna
jeho algebraické nasobnosti, tj. l;. Zvolme bézi B; = (ui,.. .,ufi) podprostoru
vlastnich vektortu prislusnych \;. Ukdzeme, ze B = By, B3, ..., By tvori bazi V.

Pocet prvka posloupnosti B je n = dim(V), staci proto dokézat, ze posloupnost
B je linedrné nezavislad. Zvolme tedy néjaké skalary aé pro kazdé ¢« = 1,...,k a
kazdé j = 1,...,l; a predpokladejme, ze

ajui +ajuy +--+aju) +-+afuf +dfu +- +afuf =0 .
Pro kazdé i = 1,...,k je vektor
\2 aiu’i + aéué + -+ afiui
vlastni vektor operatoru f pfislusny vlastnimu ¢islu \;. Déale plati
Vi +Vyg+---+Vp =o0.
Pokud by néktery z vektorti v; byl nenulovy, plynula by z posledni rovnosti line-
arni zavislost posloupnosti téch nenulovych vektori v;. Protoze predpoklddame,
ze vlastni Cisla Aq,..., A\ jsou navzajem ruzné, je kazda posloupnost nenulovych
vlastnich vektort pfislusnych nékterym z téchto vlastnich ¢isel linedrné nezavisla.
Odtud plyne, ze zadny z vektort v; nemize byt nenulovy. Dostavame tak pro kazdé
i=1,...,k, Ze
o0=vV; :aiui +a§u§+---+a§iufi .
Posloupnost vektorii (uf,...,uj ) je ale linedrné nezévisla, nebot tvofi bazi pod-
prostoru vlastnich vektord prislusnych \;. Dostavame tak, ze

i i I A
al—a2—~-—ali—0

pro kazdé ¢« = 1,2,..., k. VSechny skalary aé = 0 pro vSechna ¢ = 1,2,...,k a
7 = 1,...,l;. Posloupnost B je tedy linedrné nezavisla a proto baze prostoru V
slozend z vlastnich vektorti operatoru f.

Protoze kazdy z vektort baze B patii do jednoho z podprostord Mj,, plyne
odtud V.= My, + -+ + M, . Kazdy vektor w € V tak lze vyjadrit jakou soucet
W =W+ -+ wg, kde w; € My, tj. w; je vlastni vektor piislusny vlastnimu ¢islu
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Aiproi=1,..., k. Jeliw =w]+---+wj, daldi vyjadfeni w, ve kterém w; € M,
plyne odtud

0= (Wi — W)+ (Wo — Wh) + -+ (W — wp) .

Protoze kazdy z vektori w; — w} je vlastni vektor piisludny vlastnimu ¢islu A; a
vlastni ¢isla Aq, ..., Ax jsou navzdjem rizna, plyne odtud stejné jako v predchozim
odstavci, ze w; = w} pro kazdé i = 1,..., k. Vyjadfeni w = wy + - - - + wy, je tedy
urcené jednoznacné a plati tak V.=M,, @ ---® M,, podle tvrzeni 5.91.
Nakonec dokazeme, ze ze 3. plyne 1. Plati-li V. = My, & --- @ M,,, zvolime v
kazdém z podprostortt My, bazi B;. Ta je tvofena vlastnimi vektory operatoru f.
Kazdy vektor podprostoru M), 1ze jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinaci
prvkd baze B;. Jednotlivé baze B; spojime do posloupnosti B = Bj, Bo,..., By
vlastnich vektort operatoru f. Protoze V je direktnim souctem podprostort M,y,,
lze kazdy vektor v € V jednoznac¢né vyjadrit jako soucet v = vy + v + -+ 4 v,
kde v; € My, pro kazdé i = 1,..., k. Protoze kazdy z vektort v; lze jednoznacné
vyjadrit jako linearni kombinaci prvkd baze B;, lze vektor v jednoznacné vyjadrit
jako linedrni kombinaci prvki posloupnosti B. Tedy B je baze prostoru V slozena
z vlastnich vektord a operator f je diagonalizovatelny. O

Piiklad 9.40. Zjistime, je-li linedrni operator f : R? — R3 definovany pfedpisem

T —y+z
fly|= -3z — 2y + 3z
z -2z -2y + 3z

diagonalizovatelny. Matice operatoru f vzhledem ke kanonické bazi se rovna

0o -1 1
A== 3 -2 3
-2 -2 3

Charakteristicky polynom operatoru f se rovna

0— X -1 1
det(A—MI3) =det [ -3 —2-X 3 = VA2 A1 = —(A=1)2(\+1) .
—2 —2 3— A

Charakteristicky polynom se rozklada na soucin linedrnich c¢initeld. Zbyva ovéfit
rovnost algebraické a geometrické nasobnosti obou vlastnich ¢isel Ay = 1a Ay = —1.

Algebraickd nasobnost vlastniho ¢isla A\; = 1 je 2. Jeho geometrickd nasobnost
se rovna dimenzi jadra matice

0-1 -1 1 -1 -1 1
A—Xl3= -3 -2-1 3 = -3 -3 3
-2 -2 3—-1 -2 -2 2

Hodnost této matice se rovna 1, dimenze jadra je proto 2. Geometrickd nasobnost
vlastniho ¢isla A\; = 1 je rovna jeho algebraické nasobnosti.

Pokud jde o vlastni ¢islo Ay = —1, jeho algebraicka nasobnost je rovna 1 a rovna
se tak jeho geometrické nasobnosti, protoze ta je aspon 1 pro jakékoliv vlastni ¢islo.
Operator f je tedy diagonalizovatelny.

Najdeme jesté bazi R, vzhledem ke které je matice f diagonélni.
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Bézi jadra matice A—\;, které ma dimenzi 2, miizeme zvolit napiiklad (1,0,1)7, (0,1,1)7.
Bézi jadra matice

0+1 -1 1 1 -1 1
A—Xlz3=A+13= -3 -2+41 3 =| -3 -1 3
-2 -2 3+1 -2 =2 4
miizeme zvolit napiiklad (1,3,2)7. Posloupnost (1,0,1)7,(0,1,1)%,(1,3,2)T tak

tvoif bazi B prostoru R? tvofenou vlastnimi vektory operatoru f, plati proto | f]g =

diag(1,1,—1). NapiSeme-li si vektory baze B jako sloupce matice R, dostaneme

1 01
R=[0 1 3 |=[d% .
11 2

Potom, pokud jsme pocitali spravné, musi platit
diag(1,1,~1) = [f]5 = [id]S[f]£[id) = R AR .
Po vypoctu inverzni matice
1 -1 1

-3 -1 3
1 1 -1

o]

ovéfime posledni rovnost a provedeme tim zkousku spravnosti vypocti.

9.5. Shrnuti - FeSeni diferen¢ni rovnice v pripadé, Ze matice pfechodu je
diagonalizovatelna. Vypocty Fibonacciho ¢isel, vyvoje nezaméstnanosti a prav-
dépodobnosti polohy kulicky u skorapek ukazuji, jak obecné fesit diferenéni rov-
nici u, = Auy_; v pifpadé, Ze matice A je diagonalizovatelna. ReSeni se rovna
u;, = A*Fuy. Postupujeme v nasledujicich krocich. Oznaéime n fad matice A.

(1) Protoze pfedpokladdme, ze matice A je diagonalizovatelnd, najdeme bazi
B = (vy,...,vy,) prostoru T" sloZenou z vlastnich vektorti matice A, vektor
v; je vlastni vektor prislusny vlastnimu ¢islu ;.

(2) Vlastni vektory napigeme do sloupcti matice R. To je matice prechodu [id] £
od baze B ke kanonické bazi K. Plati pro ni R~'AR = diag(\1,...,\n),
neboli A = Rdiag(A1,..., \,)R7%

(3) Vyjadiime vektor ug jako linedrni kombinaci ug = c¢;vy + -+ + ¢pva
vektorti baze B. Koeficienty této linearni kombinace najdeme jako feSeni
soustavy linedrnich rovnic R(cy,...,c,)T = ug, kterd mé jediné feSeni
(c1,...,cn)T = R71uy.

(4) Pak spocitame

u, = AFuy= Ak(clvl +oidepvy) = cl)\’fvl + czx\gvz + -+ cn)\fLVn
= Rdlag(A]f?)‘IQC7 5A]7€L)R71u0 .

Z posledniho bodu také lze vycist, jak se mohou vyvijet soufadnice vektoru
uy v pripadé, ze téleso T je bud téleso redlnych c¢isel nebo téleso komplexnich
¢isel. Vlastni vektory v; jsou pevné zvolené. Touto volbou jsou jednoznaéné urcené
koeficienty ¢; neboli soufadnice poc¢atecniho stavu ug vzhledem k bézi slozené z
vlastnich vektori matice A. Soutfadnice vektori uy tak zavisi pouze na tom, jaka
je posloupnost mocnin A\¥ pro k — oco. Vyvoj soutadnic vektorti uy je tak iizen
absolutnimi hodnotami |\;| vlastnich éisel A; matice pfechodu A. Mohou nastat tfi
kvalitativné odlisné pripady.
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e Pro vsechna vlastni ¢isla \; plati [\;| < 1. V tom piipadé \¥ — 0 pro
k — oo a vektory uy tak konverguji k nulovému vektoru o.

e Pro nékterd z vlastnich ¢isel plati | ;] = 1 a pro zbyvajici |A;| < 1. V tom
pfipadé bud vektory uj konverguji k né&jakému limitnimu vektoru (jako
v piipadé vyvoje nezaméstnanosti) nebo osciluji kolem nékolika limitnich
vektort (jako v piipadé skofapek).

e Pro nékteré z vlastnich éisel plati |\;| > 1. V tom pfipadé nenulové soutad-
nice vektort uy rostou v absolutni hodnoté do nekoneéna (jako v pfipadé
Fibonacciho posloupnosti).

9.6. ReSeni soustav linearnich diferenciilnich rovnic s diagonalizovatel-
nou matici.

Piiklad 9.41. Zkusime vyfesit soustavu dvou linearnich diferencidlnich rovnic o
dvou neznamych funkcich s diagonalni matici

()=(o %) ()

a pocéatecni podminkou uq(0) = s1,uz(0) = so.

V tomto piipadé se soustava sklddd ze dvou nezavislych rovnic. Prvni je u} =
Au; s pocateéni podminkou ug(0) = s1, kterd ma fefeni u;(t) = sje’’. Druha
rovnice uy = Ayuy s pocateéni podminkou us(0) = s mé Feseni uy(t) = spe?2t.

V pripadé diagonalizovatelné matice mizeme feseni soustavy prevést na pred-
chozi pripad.

Priklad 9.42. Resime soustavu

(4)-(7 %) ()

a stejnou pocatecni podminkou uq (0) = s1,u2(0) = s2. Soustavu si napfed upravime
tak, Ze k prvni rovnici pfi¢teme druhou a dale druhou rovnici vynasobime —2 pak
k ni pri¢teme prvni rovnici. Dostaneme tak soustavu

up +uy = —(ug + up)
uy —uy = —3(up —uz) .
Protoze derivace souctu (rozdilu) dvou funkei je soudet (rozdil) derivaci, dostdvame
tak soustavu ve tvaru
(u1 + UQ)/ = —1(’U,1 + UQ)
(up —uz)" = —=3(u; —ua) ,
ktera mé pro neznamé funkce u; 4+ us a u; — us diagondlni matici. Spolu s pocatec-
nimi podminkami u (0) +u2(0) = s1+ 52 a u1(0) —u2(0) = s; — s ma jednoznacéné

feSeni (uy +u2)(t) = (s1+s2)e M a (ug —uz2)(t) = (s1— s2)e~ 3. Odtud spocitame,
ze puvodni soustava ma feseni
1

ui(t) = 5((81 +s0)e” ! 4 (51 — s9)e” %)

us(t) = %((81 + s9)e”t — (51 — s9)e ) .
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Posledni priklad jsme mohli vyfesit uvedenym zpisobem proto, ze matice sou-

stavy
-2 1
(7))
1 =2

je diagonalizovatelna. Skuteéné, jeji charakteristicky polynom je p(\) = A2 +4X+3,

ktery ma dva rtizné redlné kofeny A\; = —1 a Ay = —3. Vlastni vektory pfislusné
vlastnimu ¢islu A\; = —1 tvoii linearn{ obal ((1,1)7). Vlastni vektory piislusné
vlastnimu &slu Ay = —3 tvoii linerani obal ((1,—1)T). Vektory (1,1)%,(1,—-1)T

tvoii bazi prostoru R?. Napiseme si je do sloupctt matice

(1)

Matice R je regularni a plati pro ni rovnost

iy (A0
wan- (4 0)

7 této rovnosti vypocitame matici A

(A 00N
A_R<O A2>R

a dosadime ji do pivodni soustavy

uyp \ _ 4w
uh U9
Dostaneme tak soustavu

u’1 o )\1 0 -1 Uq
() =n (5 ()

kterou si prepiSeme do tvaru
_ u
()=
2
V2 U2

Obé funkce v; jsou linearni kombinace funkci uq,us s konstantnimi koeficienty v
i-tém Fadku matice R~!. Plati proto

v} 1 uf
()= (i)
2 2
Dvojice funkei uq(t), us(t) tak splituje soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic
'Ull _ )\1 0 V1
Ué o 0 )\2 Vo ’

kterd ma diagondlni matici. Tu uZ umime FeSit. Musi platit v1(t) = cie*t a
vy = c2e?!) kde ¢1, co mohou byt libovolné konstanty. Plati v;(0) = c;. Konkrétni
hodnotu konstant ¢y, co uréime pozdéji z poc¢ateénich podminek wu;(0) = s;. Funkce

U1, Uz Spocitdme z rovnosti
U1 _ Uq
=R! ,
V2 U2

Oznacime

At
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tj. plati

(w0 ) =r( ) =r( oo )=r( L) (o)

Dosadime hodnotu proménné ¢ = 0 a dostaneme

()= )= () ==(2)

Konstanty ¢, co tak vypocitame z poc¢ateénich podminek u1(0) = s1 a uz(0) = s9

jako
<61> 1<Sl>
C2 S9

Po dosazeni za ¢ a co tak dostavame feSeni ve tvaru

(38)-+(% ) (2)x(3 2 (2)

Vsimnéte si, Zze zavérecna formulka pro funkce u; a us neobsahuje pomocné pro-
ménné v; a ve. Ty jsme potfebovali pouze pro odvozeni toho, Ze hledané funkce
jsou néjakou linedrni kombinaci exponencialnich funkci e*? a e*2t.

Cely postup odvozeni bychom mohli zopakovat pfi feSeni obecné soustavy u’ =
Au, u(0) = s s diagonalizovatelnou matici A f4du n. Matici A pfevedeme do di-
agonalntho tvaru R~'AR = diag(\1,...,\,), kde R je matice, jejiz sloupce tvoii
bazi R™ slozenou z vlastnich vektort matice A, a A1,..., A\, jsou prislusna vlastni
¢isla. Potom plati

u(t) = Rdiag(eM?,. .., eM")R™1s.

Oznaé¢ime-li D diagonalni matici diag(\1,...,\,), plati A = RDR™! a AF =
RD*R~! pro kazdé kladné k. Pak plati

I"thAthQ%!z+t3§—:+'~~+tk%f+m
= I, +tRDR™! +t2RD;R_1 +t3RD;R_1 +---+t’“%+
= R(In+tD+ (tg)2 + (t?!)g 4+ + (tf!)k +) R!
= Rdiag(eM?,...,eMHR™T .
Matici R diag(e*?t, ..., e**)R™! proto oznacujeme jako e4t, coz dovoluje napsat

feeni soustavy u’ = Au, u(0) = s ve tvaru
u(t) = e*"u(0),

zcela analogicky k vyjadieni f(t) = se* jako jediného feSeni jedné diferencialni
rovnice f' = Af s pocateéni podminkou f(0) = s.

Ptiklad 9.43. - Reseni ptikladu 9.3. Nyni uz snadno vyiesime tilohu o sifeni
substance pfes bunécnou blanu. Ta vede k soustavé diferencidlnich rovnic

uy(t) = —rui(t) + suz(t)h |
ub(t) = ruqg(t) — sua(t) .
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s pocéateéni podminkou uq(0) = 1, u2(0) = 0. Matice soustavy

=(7 %)

mé charakteristicky polynom p(A\) = A2 + (r + s)\ a tudiz dvé rfiznd vlastni ¢isla
A1 =0a Ay = —(r + s), odtud plyne jeji diagonalizovatelnost.
Vlastni vektory piislusné vlastnimu ¢islu A\; = 0 tvofi jadro matice

AOIQ(_TT _Ss> :

ktery se rovna linedrnimu obalu {((s,7)7).
Vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu Ay = —(r 4 s) tvori jddro matice
s s
A+ (r+s)l = ( .oy > ,

ktery se rovn linedrnimu obalu ((1, —1)7). Vlastni vektory napiseme do sloupcii
matice

s 1
a spocCitame inverzni matici

g L (-1 -1
r+s —-r S
Soustava mé pak fesSeni

uy (t) B s 1 eVt 0 -1 /-1 -1 u1(0)
us(t) o r -1 0 e+t Jorpg\ —r s u2(0)
1 s+ ,ref(r+s)t

r+s \ r—re (rts)t

Vidime, Ze pro t — oo hodnota u;(t) konverguje k

guje k .

S

r+s

a hodnota us(t) konver-

9.7. Invariantni podprostory. Ke zkoumani toho, jak moc lze zjednodusit ma-
tici linedrniho operatoru vhodnou volbou béaze, se dobie hodi pojem invariantniho
podprostoru.

Definice 9.44. Je-li f: V — V linearni operator na vektorovém prostoru V, pak
podprostor M < V nazyvame invariantni podprostor operdtoru f, pokud plati pro
kazdy vektor x € M, zZe také f(x) € M. Invariantni podprostor ¢tvercové matice
A definujeme jako invariantni podprostor operdtoru f4 urcéeného matici A.

Je-li M invariantni podprostor operatoru f, pak zizeni operatoru f na podpro-
stor M je linearni operator na prostoru M.

Pozorovani 9.45. Pro kazdy linedrni operdtor f : V. — V jsou ndsledugjici pod-
prostory 'V invariantni podprostory f:

e {0}, V,
e Ker(f),

e podprostor {(u) generovany libovolngm nenulovgm vlastnim vektorem u ope-
ratoru f,
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e podprostor My vsech vlastnich vektoru prislusnych vlastnimu cislu A ope-
rdtoru f.

Pozorovani 9.46. Je-li M invariantni podprostor operdtoru f : V — 'V, pak kaZdé
vlastnt cislo \ zuZeni operdtoru f na podprostor M je také vlastnim cislem operdtoru
f- Kazdy vlastni vektor x € M prislusny vlastnimu cislu A je také vlastnim vektorem
operdtoru f.

Metodu diikazu nésledujiciho tvrzeni jsme pouzili uz v dikazu véty o tom, ze
geometrickd nasobnost libovolného vlastniho ¢isla operatoru f je nejvyse rovna jeho
algebraické nasobnosti.

Tvrzeni 9.47. Bud f : V — V linedrni operdtor na konecné dimenziondlnim
prostoru 'V nad télesem T a M < V invariantni podprostor operdatoru f. Potom
charakteristicky polynom zuZent operdtoru f ma podprostor M déli charakteristicky
polynom p(\) operatoru f.

Diikaz. Zvolme néjakou bazi uy,...,u; podprostoru M a dopliime ji na bazi B =
Ui, ..., U, Ugt1, ..., Uy prostoru V. Pro kazdy vektor u;, j = 1,..., k plati f(u;) €
M, nebot M je invariantni podprostor operatoru f. Plati tedy

k
Fy) =Y aiu
=1

pro né&jaké skalary a;;. Oznaéme A = (a;;) C¢tvercovou matici fadu k. Je to matice
zuZeni operatoru f na invariantni podprostor M operatoru f vzhledem k bazi C =
uy,...,u;. Matice [f]5 operatoru f vzhledem k bazi B mé4 potom blokovy tvar

A F
B _
[.ﬂB - ( 0 F > )
kde F je n&jakd ¢tvercovd matice fadu n — k a E je matice typu k x (n — k).
Potom
A— A E
B _ k

ap(\) = det([f]B — AI,,) = det(A— \I},) det(F — AI,,_j). Determinant det(A — \Ij)
je charakteristicky polynom zUzZeni operatoru f na podprostor M a déli charakte-
risticky polynom p(A) operatoru f: V. — V. O

9.8. Jordanovo. V této casti se budeme zabyvat strukturou libovolnych linear-
nich operatort na kone¢né generovanych prostorech V nad télesem T. Budeme
vzdy predpokladat, ze charakteristicky polynom operatoru se rozklada na soucin
linearnich ¢initelt. CozZ je to samé jako predpoklad, Ze soucet algebraickych nésob-
nosti vSech vlastnich ¢isel se rovna stupni charakteristického polynomu, ktery se
vzdy rovna dimenzi prostoru V. Kazdy linearni operator tak bude mit aspoi jedno
vlastni ¢islo v télese T.

Je-li dimV = 1, je kazdy linedrni operator f : V — V diagonalizovatelny.
Prostor V je generovan libovolnym nenulovym vektorem x € V, proto f(x) = Ax
pro néjaky skalar A € T, x je tedy vlastni vektor operatoru f a tvori bazi V.

Je-li f:V — V linearni operator na prostoru dimenze 2 nad télesem T, existuje
vlastni ¢islo A operatoru f (protoZe charakteristicky polynom f se rozkladd na
soucin linedrnich ¢initel). Neni-li f diagonalizovatelny, existuje pravé jedno vlastni
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¢islo, které tak ma algebraickou nasobnost 2. Jeho geometrickd nasobnost potom
musi byt 1.

Priklad 9.48. Nediagonalizovatelné operatory na prostorech dimenze 2
- singularni pripad. Napied probereme piipad, kdy jediné vlastni ¢islo operatoru
f se rovna 0. To znamend, ze vlastni vektory f tvoii jaddro Ker (f), a to tak mé
dimenzi 1. Podle véty o dimenzi jidra a obrazu je také dim(Im f) = 1. Zvolime
libovolny nenulovy vektor uy € Im (f). Tento vektor je (vzhledem k dim(Im f) = 1)
vlastnim vektorem z(Zeni f na invariantni podprostor Im (f) p¥islusnym néjakému
vlastnimu ¢islu A, které je také vlastnim ¢islem operdtoru f na celém V. Tedy A = 0
auy € Ker (f). Protoze u; € Im (f), existuje vektor uy € V takovy, ze f(uz) = u;.
Protoze u; # o, plati up ¢ Ker (f). Posloupnost B = (uj,us) je tedy linedrné
nezavisla a tvofi tak bazi prostoru V. Matice f vzhledem k bazi B se rovna

5= (0 o)

Priklad 9.49. Ukéazeme, Ze kazda z nésledujicich redlnych matic
0 2 1 -1 0 0
=(s) (i a) (i)
je podobné matici
0 1
7= (14)

Vsechny tfi matice maji hodnost 1, jejich jadro mé tedy dimenzi 1. Charakte-
risticky polynom kazdé ze t¥i matic se rovna A2, vSechny t¥i matice maji jediné
vlastni ¢islo rovné 0. Zadna z matic neni diagonalizovatelna. Podle ptedchoziho
ptikladu existuje pro operator f : R? — R2 urdeny kteroukoliv z téchto t¥i matic
baze B = (uy,us) v prostoru R? takové, ze matice

(fl=14J -
Kazda z matic A, B, C je tedy podobna matici J.

V pripadé, Zze operator f nemé zadné vlastni ¢islo rovné 0, pouzijeme nasledujici
jednoduché tvrzeni o ,,posunu vlastnich ¢isel“, které plati zcela obecné bez omezeni
na prostory kone¢né dimenze.

Tvrzeni 9.50. Bud f : V — V linedrni operdtor na prostoru V dimenze n nad
télesem T a a € T. Oznaéme g : V — 'V operdtor definovany predpisem g(x) =
f(x) —ax = (f —aidv)(x). Potom plat{
(1) X € T je vlastni éislo operdtoru f pravé kdyz A —a je vlastni éislo operdtoru
9,
(2) wektor x € T je vlastni vektor [ prislusny A prdvé kdyZ je také vlastni vektor
g prislusny \ — a,
(3) algebraickd ndsobnost vlastniho éisla A operdtoru f se rovnd algebraické
ndsobnosti vlastniho ¢isla A — a operdtoru g.

Dikaz. Plati, Ze X je vlastni ¢islo operatoru f pravé kdyz existuje nenulovy vektor
x € V takovy, ze f(x) = Ax. Posledni rovnost plati pravé kdyz f(x) —ax = Ax—ax,
coz plati pravé kdyz g(x) = (A — a)x. Tato rovnost je ekvivalentni tomu, ze A — a
je vlastni ¢islo operatoru g = f — aidy a x je vlastni vektor g pfislusny vlastnimu
¢islu A — a. Tim jsme dokéazali soucasné 1. i 2.
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Pokud je o 3., charakteristicky polynom operdtoru f je p(t) = det([f]5 — tI,,),
kde B je libovolné béze v prostoru V. Pro charakteristicky polynom ¢(t) operatoru
g plati

q(t) = det([f —aidy]§ —tI,) = det([f]} — [aidv]} — tI,,)
= det([f]B — al, — tI,) = det([f]B — (a + t)I,)) = pla+ 1) .

Plati, ze (A —t)* déli p(t) po néjaké kladné k pravé kdyz p(t) = (A — t)*r(t) pro
néjaky polynom r(t) s koeficienty v T. To nastavd pravé kdyz q(t) = p(a +t) =
(A —a—t)Fr(a+1) tj. pravé kdyz (A — a) — t)¥ déli ¢(t). Algebraicka nasobnost
vlastniho ¢isla A\ operdtoru f se tedy rovna algebraické nasobnosti vlastniho ¢isla
A — a operatoru g. |

Posledni tvrzeni ukazuje, ze pfi zkouméni struktury linearnich operatori f :
V — V se mizeme omezit pouze na piipad, kdy operator ma vlastni ¢islo 0. Pokud
je dimenze V konecnd, sta¢i zkoumat pouze operatory, jejichz matice je singularni.
Obecny pripad pak dostaneme stejnym postupem jako v nésledujicim ptikladu.

Priklad 9.51. Nediagonalizovatelné operatory na prostorech dimenze 2
- regularni pripad. Doplnime prvni ptiklad této sekce rozborem piipadu, kdy
nediagonalizovatelny operator f : V — V na prostoru dimenze 2 ma jediné vlastni
¢islo A # 0. Jeho algebraickd nasobnost je 2 a geometricka nasobnost je 1.

Podle ptfedchoziho tvrzeni méa operator g = f — Aidy jediné vlastni ¢islo 0 s
algebraickou nasobnosti 2 a geometrickou nasobnosti 1. Podle prvniho ptikladu v
této sekci existuje baze B = (uy,uz) ve V pro kterou plati g(u;) = o a g(uz) = u;.
Pro operétor f tak plati f(u;) = (g+Aidv)(u1) = Ay a f(u2) = (g+Aidy)(uz2) =
u; + Aug. Pro matici f vzhledem k bazi B tak plati

n5=(5 3)

Dosavadni vysledky z této kapitoly shrneme do nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 9.52. Predpoklddame, Ze charakteristicky polynom operdtoru f: V. — 'V
na prostoru dimenze 2 nad télesem T se rozkladd ma soucin linedrnich ciniteli.
Potom ezistuje bdze B ve V takovd, Ze [f]5 je bud diagondlni matice (v p¥ipadé,
Ze f je diagonalizovatelny operdtor), nebo

5= 5)

pro néjaké X € T (pokud f neni diagonalizovatelny). Ve druhém piipadé je X\ jediné
vlastnt c¢islo operdtoru f.

Pokud se charakteristicky polynom matice A Tddu 2 nad télesem T rozklddd na
soucin linedrnich ciniteli, pak je matice A bud podobnd néjaké diagondini matici
(je-li diagonalizovatelnd) nebo je podobnd matici

Al
0 A ’
kde X je jediné vlastni ¢islo A (pokud A neni diagonalizovatelnd).

V nékolika nasledujicich pfikladech se budeme zabyvat operatory f: V — V na
prostorech dimenze 3 nad télesem T. Pfipomenme si pfedpoklad, ze charakteristicky
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polynom operatoru f se rozklada na soucin linearnich ¢initeld. Nedigonalizovatel-
nost f je pak ekvivalentni tomu, ze existuje vlastni ¢islo f, které ma algebraickou
nasobnost ostife vétsi nez je jeho geometricka nasobnost.

Piiklad 9.53. Jediné vlastni ¢islo s geometrickou nasobnosti 1. Opét zac-
neme pripadem, kdy ma operator f jediné vlastni ¢islo 0. Podprostor Ker f vlastnich
vektori f piislusnych vlastnimu ¢islu 0 ma dimenzi 1, podle véty o dimenzi jadra
a obrazu mé obraz Im (f) dimenzi 2. Z(Zeni operatoru f na podprostor Im (f) méa
také jediné vlastni ¢islo 0 a jeho geometrickd nasobnost je rovnéz 1. Podle prvniho
ptikladu v této ¢asti existuje baze (u1,us) v podprostoru Im (f), pro kterou plati
f(u1) =0 a f(uz) = uy. K vektoru up € Im (f) existuje vektor uz € V takovy, ze
f(u3) = uz. Vzhledem k tomu, Ze f(uy), f(uz) € (uy), plati f(x) € (uy) pro kazdy
vektor x € Im (f). Proto uz ¢ Im (f) a posloupnost B = (uj,uz,u3) je linedrné
nezévisla a tudiz baze ve V. Matice f vzhledem k bazi B se rovna

01 0
flz=10 01
00 0

Je-1i jediné vlastni ¢islo A operatoru f nenulové, pouzijeme stejny trik s posunem
vlastnich ¢isel jako v dimenzi 2 a najdeme pro operator g = f — Aidy béazi B =
(uy,us,u3) takovou, ze g(u;) = o, g(uz) = uy a g(uz) = uz. Matice operatoru f
vzhledem k bazi B se pak rovna

A 1o
[fls=10 x 1
0 0 A

Piiklad 9.54. Jediné vlastni ¢islo s geometrickou nasobnosti 2. Je-li je-
diné vlastni ¢islo operatoru f nulové a jeho geometricka nasobnost je 2, pak plati
dim(Ker f) = 2 a dim(Im f) = 1. ZWeni f na invariantni podprostor Im (f)
ma jediné vlastni ¢islo 0. Zvolime libovolny nenulovy vektor u; € Im(f). Pro-
toze dim(Ker f) = 2, doplnime vektor u; do baze (uj,u3) prostoru Ker (f). Pro-
toze u; € Im (f), najdeme vektor us € V, pro ktery plati f(uz) = u;. Protoze
us & Ker (f), generuje posloupnost B = (uy,ug, us) cely prostor V a je tedy bézi
V. Plati tak f(u;) = o= f(u3), f(uz) =uy, a

010
[flE={0 00
00 0

Pokud je jediné vlastni ¢islo A operatoru f nenulové, najdeme analogicky pro
operator g = f — Aidy bézi B = (uy, uz,u3) ve V, pro kterou plati

01 0
lg)5=10 0 0
00 0

Potom

[f1B = lg+ Midv]3 = [9]5 + Alidv]3 = + A3 =

oo o
oo~
coo
O O >
oS >~
> o O
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V poslednim prikladu je dtlezité uvédomit si omezeni, které mame pro volbu
vektoril uy, ug, které tvofi bazi Ker (f). Maji-li byt soucéasti baze B = (uy, uz, us)
pro kterou je
01 0
flE=10 0 0 |,
0 00
musi byt u; € Im (f). Hustrujeme to na nasledujicim piikladu.

Priklad 9.55. Matice

2 0 1
A= -4 0 -2
-4 0 -2

m4 hodnost 1, proto dim(Ker A) = 2. Charakteristicky polynom se rovna —\?,
jediné vlastni ¢islo je 0. Podle pfedchoziho ptikladu existuje regularni matice R =
(uy|uz|us) takova, ze

0
0

o o

1
0
0 0 O

A(uy|uzlug) = (ufuzus)

Proto musi byt uy, us € Ker (A). Pokud bychom ale hledali matici R naivné a zvolili
za (up,u3) libovolnou bazi Ker (A), naptiklad u; = (0,1,0)T a uz = (1,0,-2)7,
obé rovnice Ax = u; a Ax = ug by byly nefesitelné a zadny vektor us, ktery by
doplnil matici R, by neexistoval.

Konstrukei matice R musime zacit volbou nenulového vektoru u; € Im (A) N
Ker (A), napiiklad u; = (1,—2,—2)7 a doplnit jej libovolnym vektorem uz na
bazi Ker (A). Rovnice Ax = u; je potom Fesitelnd, jednim z FeSeni je t¥eba vektor
uy = (0,0,1)”. Matice

1 0 1
R=| -2 0 0
-2 1 =2
pak splituje rovnost
010
AR=R| 0 0 O
0 0 0

Piiklad 9.56. Dvé ruzna vlastni ¢isla. Zbyva piipad, kdy f: V — V na pro-
storu dimenze 3 ma dvé rizna vlastni ¢isla, a pfesto neni diagonalizovatelny. Nedia-
gonalizovatelnost f znamend, Ze jedno ze dvou vlastnich ¢isel operatoru f ma alge-
braickou nasobnost 2 a geometrickou nasobnost 1. Opét budeme predpokladat, ze
toto vlastni ¢islo se rovnd 0. To znamend, ze dim(Ker f) = 1 a tedy dim(Im f) = 2.
Druhé vlastni ¢islo oznacime s # 0. To mé geometrickou i algebraickou nasobnost
rovnou 1. Charakteristicky polynom f se tedy rovna p(\) = —A2(\ — \p).

Je-li x libovolny vlastni vektor operatoru f pfislusny vlastnimu éislu Ao, plati
f(x) = Xax. A protoze Ay # 0, je x = f(\;'x) € Im (f). To znamena, 7ze A je
vlastnim ¢islem ztzeni operatoru f na Im (f) a tedy kofenem charakteristického
polynomu tohoto ztizeni. Protoze charakteristicky polynom zGzeni f na invariantni
podprostor déli charakteristicky polynom p(\) = —A2(\ — \y) operéatoru f, jedinou
moznosti pro charakteristicky polynom zazeni f na dvoudimenzionélni podprostor

Im (f) je A(X = A2).
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To znamend, Ze zGZeni f na Im (f) je diagonalizovatelny operdtor a existuje
béze (uy,uz) v Im(f) slozend z vlastnich vektorti f. Oznaceni volime tak, aby
f(u1) =0 a f(ug) = Aaus. Protoze uy € Im (f), existuje vektor us € V, pro ktery
plati f(ug) = uy.

Ukézeme, Ze posloupnost (uy,us, us) je baze V. Je-li

aiu; +azus +azuz =0 ,
aplikujeme na obé strany rovnosti operator f. Dostaneme
flaiur + a2uz + azus) = a1 f(ur) + az f(u2) + azf(uz) = azu; + azghuz =o .

Posloupnost (uy,u3) je linedrné nezdvisla (je to baze v Im (f)), plati proto as = 0
a az = 0 (protoze A2 # 0). Pak také nutné a; = 0. Posloupnost B = (uy, us, u3) je
linedrné nezavisla a tedy baze ve V, pro kterou plati

01 0
flE=100 0
0 0 X

Pokud méa f dvé navzajem rtznd nenulova vlastni ¢isla A1, Ao a geometricka
nasobnost A; je mensi nez jeho algebraickd nasobnost, pouzijeme stejny trik jako
v predchozich prikladech. Za pomoci operatoru g = f — A\ idv najdeme bazi B =
(u1,ug,us), pro kterou plati

0 1 0
gg=1_10 0 0
0 0 Xo—X\
Potom
A1 0
[F15 =[9]5 + Ml = 0 A O
0 0 X

Ve vSech dosavadnich pfipadech jsme nasli bazi B v prostoru V, pro kterou
platilo, Ze matice [f]5 méla blokové diagondlni tvar a kazdy z diagonélnich blokt
se rovnal jedné z tzv. Jordanovych bunék.

Definice 9.57. Jordanova burnka nad télesem T fadu k > 1 s vlastnim cislem A je
libovolna ¢tvercova matice fadu k

A1 0 0 0
O X1 ... 00
0 0 X 0 0
Tak = : o ’
0 0 O A1l
0 0 O 0 A

kde A € T.

Libovolnd matice fadu 1 je také Jordanovo bunkou. Jordanova buiika mé na
hlavni diagonale vSechny prvky rovné A a bezprostfedné nad hlavni diagonalou
vSechny prvky rovné 1. Ostatni prvky matice J) j jsou nulové. Charakteristicky
polynom Jordanovy buiiky se rovnd p(t) = (A — t)¥, matice Jy ; ma jediné vlastni
¢islo A, jeho algebraicka nasobnost se rovna k a geometrickd nasobnost je 1.
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Kdy mé operator f : V — V vzhledem k néjaké bézi B = (uy,...,u,) matici
[f]8 = Jxx? Musi platit
fla) = Auy,
fluz) = Auz +u,
f(uz) = Auz+uy,
flug) = dug+up_y .
Libovolnou posloupnost nenulovych vektori (uy, ..., ux) spliujici uvedené rovnosti

budeme nazyvat Jordanuv retizek délky k s pocatkem u; prislusnym k vlastnimu
¢islu \. V pripadé, ze Jordanuv fetizek je bazi B, méa toto vlastni ¢islo A geomet-
rickou dimenzi 1.

OBRAZEK

Vysledky piiklad tykajicich se operatorii na prostorech dimenze 3 mtzeme shr-
nout do nasledujicicho tvrzeni.

Tvrzeni 9.58. Necht V je vektoroy prostor dimenze 3 nad télesem T a f : V =V
je linedrni operdtor takovy, Ze jeho charakteristicky polynom p(\) se rozklddd nad T
na soucin linedrnich ciniteli. Potom existuji jednoznacné uréend cisla A1, Ao, A3 €
T (nikoliv nutné rmiznd) a néjakd baze B = (u1, uz,us) ve V takovd, Ze matice [f]5

operdtoru f vzhledem k bdzi B se rouvnd jedné z ndsledujicich matic

MO0 M 10 M0
0 X O |, 0 x 1 |, 0 x o0
0 0 X 0 0 X\ 0 0 X

Bud A matice Tddu 3 nad télesem T takovd, Ze jeji charakteristicky polynom se
nad T rozklddd na soucin linedrnich ciniteld. Potom je matice A podobna prdvé
jedné z wvedenych matic pro néjakd cisla A1, Ao, Az € T.

Vsimnéme si, ze na hlavni diagonale kazdé ze tfl uvedenych matic jsou vlastni
¢isla operatoru f, kazdé tolikrat, kolik je jeho algebraickd nasobnost. Druha matice
odpovidéa nediagonalizovatelnym operatorim s jedinym vlastnim c¢islem Aq, jehoz
geometricka nasobnost je 1. Ma-li operator jedno vlastni ¢islo s geometrickou nasob-
nosti 2, odpovida mu tieti matice. Je-li jeho algebraicka nasobnost 3, plati \; = Ao,
je-li 2, plati Ay # Xo. Kazdd z téchto matic je tak jednozna¢né (az na pofadi
Jordanovych bunék) uréena vlastnimi ¢isly operdtoru f a jejich algebraickymi a
geometrickymi nasobnostmi.

Kazda z béazi (u, ug, us) je disjunktnim sjednocenim Jordanovych fetizki. Jejich
pocet a délky jsou uréené operdtorem f. Bézi slozenou ze tii disjunktnich Jorda-
novych fetizki délky 1 maji diagonalizovatelné operatory na t¥idimenzionélnich
prostorech. Bazi sestavajici z jednoho fetizku délky 2 a jednoho délky 1 prisluse-
jici riznym vlastnim ¢islim maji nediagonalizovatelné operatory se dvéma rtznymi
vlastnimi ¢isly. Bazi sestavajici z jednoho Jordanova fetizku délky 3 maji operatory
s jednim vlastnim c¢islem s algebraickou nasobnosti 3 a geometrickou nasobnosti 1.
Bézi tvotenou dvéma fetizky prislusnymi témuz vlastnimu ¢islu maji operatory s
jednim vlastnim ¢islem s algebraickou nasobnosti 3 a geometrickou nasobnosti 2.
Pocet Jordanovych fetizkd s pocatkem prislusnym danému vlastnimu ¢islu ope-
ratoru f se tak rovna geometrické nasobnosti tohoto vlastniho ¢isla, soucet jejich
délek je algebraicka nasobnost tohoto ¢isla.
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Pro operatory na prostorech dimenze vétsi nez 3 uz pouze s algebraickymi a
geometrickymi nasobnostmi vlastnich ¢isel nevystacime.

Piiklad 9.59. Nasledujici dvé matice

01 0 0 01 00
0 010 00 00
A= 0 0 0O » B= 00 01
0 0 0O 00 0O

jsou obé singularni, jejich charakteristicky polynom se rovna v obou pfipadech
p(A) = M. Obé& matice maji hodnost 2, geometricka nasobnost vlastniho ¢isla 0 je v
obou ptipadech 2, algebraickd nasobnost je vzdy 4. Pfesto nejsou matice podobné,
co? je napiiklad vidét z toho, Ze B? se rovna nulové matici, zatimco A2 je nenulova
matice.

Nésledujici véta o Jordanové kanonickém tvaru dava uplny popis linearniho
operatoru na koneéné generovaném prostoru, pokud se charakteristicky polynom
operatoru rozklada na soucin linearnich ¢initeld.

Véta 9.60. Je-li f:V — V linedrni operdtor na vektorovém prostoru V dimenze
n nad télesem T, jehoZ charakteristicky polynom se rozkladd na soucin linedrnich
ciniteld nad télesem T, pak existuje bize B = (uy,us, ..., u,) ve V, kterd se skladd
ze Jordanovyjch fetizki, tj. matice [f]5 operdtoru f vzhledem k bdzi B je blokové
diagondlni matice

Ji 0 0
0 Jo 0
0 0 Js
kde kazdy diagondlni blok J1,...,Js se rovnd nejaké Jordanové burice.

Dikaz. Vétu dokdzeme tak, Zze najdeme bazi V, ktera se sklada ze Jordanovych
fetizku. Postupovat budeme indukci podle dimenze n.

Je-li n = 1, matice f vzhledem k jakékoliv bazi B prostoru V ma 1ad 1 a je tedy
Jordanovo buiikou a baze B je tvofena jednim Jordanovym fetizkem délky 1. Ten je
tak jedinym Jordanovym fetizkem v bazi B, ktery za¢ina vlastnim vektorem piislu-
$nym k jedinému vlastnimu éislu operatoru f. Toto vlastni ¢islo ma geometrickou
nésobnost 1 (vétsi mit nemtize).

Predpokladejme, ze n > 1 a pro kazdy operator g : U — U na prostoru dimenze
r < n, jehoz charakteristicky polynom se rozklada na soucin linearnich ¢initeld nad
T, existuje baze C' = (wq,...,w,), kterd se sklad4 ze Jordanovych fetizki, pficemz
pocet Jordanovych fetizktl, jejichz pocatkem je vlastni vektor piislusny néjakému
vlastnimu ¢islu A operatoru g, se rovna geometrické nasobnosti vlastniho ¢isla .

Napred uvazime pripad, kdy 0 patfli mezi vlastni ¢isla operatoru f. Potom
dim(Ker f) > 0 a podle véty o dimenzi jidra a obrazu je dim(Im f) = n —
dim(Ker f) < n. Ozna¢me dim(Im f) = r. Potom dim(Ker f) = n — r. Podprostor
Im (f) < V je invariantnim podprostorem operdtoru f. Zuzeni f na podprostor
Im (f) je linedrni operator na prostoru Im (f), oznacime si jej g. Charakteristicky
polynom operatoru g déli charakteristicky polynom operatoru f, ktery se rozklada
na soucin linearnich ¢initelt nad T. Proto se i charakteristicky polynom operatoru
g rozklada na soucin linearnich ¢initeli nad T.
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Podle indukéniho predpokladu existuje béze C = (wy, ..., w,), kterd se sklada
ze Jordanovych fetizkt, pficemz pocet Jordanovych fetizki, jejichz pocatkem je
vlastni vektor prislusny néjakému vlastnimu ¢islu A operatoru g se rovna geomet-
rické nésobnosti vlastniho ¢isla A operatoru g. Ozna¢me p dimenzi pruniku podpro-
stortt Im (f) NKer (f). Je-li p > 0, znamena to, Ze 0 je také vlastni ¢islo operdtoru g
a jeho geometricka nasobnost v pripadé operatoru g je p. Podle indukéniho pfedpo-
kladu existuje v bazi C' pravé p Jordanovych fetizka prislusnych vlastnimu ¢islu 0.
Kazdy z téchto p Jordanovych fetizkt zacinad néjakym vlastnim vektorem w;, za-
Zeni g na podprostor Im (f) pFislusnym vlastnimu ¢islu 0 a koné¢i néjakym vektorem
wj, € Im(f) pro k =1,...,p. Existuji tedy vektory uj takové, ze f(up) = w;,.

OBRAZEK

Pocatecni vektory (w;,, Wi,, ..., w; ) téchto p fetizki lezi v podprostoru Im (f)N
Ker (f), ktery ma dimenzi p. Protoze jsou linedrné nezavislé coby vektory baze C,
tvofi bazi v podprostoru Im (f) N Ker (f). Pokud je p < dim(Ker f) = n — r,
doplnime tuto bézi pomoci vektori vi,...,v,_,—, do baze jidra Ker (f). Nyni
definujeme posloupnost B tak, ze do posloupnosti C' pfidame vektory uj tak, aby
kazdy z téchto vektorid néasledoval za vektorem w;, prok =1,...,p. Na konec takto
vzniklé posloupnosti pfidéme vektory vi,...,v,_.—p,. PoCet prvki takto vzniklé
posloupnosti se rovnd 7+ p + (n —r — p) = n = dim'V. Pokud dokdZeme, Ze je
linedrné nezavisla, bude tvofit bazi prostoru V.

Je-li

awy 4+ awe +bhug -+ bpyupy+ Vit CprpVa—pp =0
pouZijeme na obé strany rovnosti operator f. Vektor
f(alwl + -+ arwr)

je linedrni kombinaci vektort w;, mezi kterymi se nevyskytuji vektory w;,, nebot
tyto vektory jsou koncovymi vektory Jordanovych fetizkti pro operator g. Déle plati

flbrag + -+ +bpup) = bywj, +bowj, + -+ bywj,
a f(v;)) =oprokazdé l=1,...,n —r — p. Vektor
f(alwl + - F+awy + blul + 4+ bpup +cavy+-+ cn—r—pvn—r—p)

je tedy néjakou linedrni kombinaci vektori posloupnosti C' = (wq,...,w,), kterd
se rovnd f(o) = o. Protoze posloupnost C' je linedrné nezivisla (baze Im (f)),
jsou vsechny koeficienty této linearni kombinace rovné 0. Specialné jsou rovné 0
koeficienty u vektort wj,, tj. by =0 pro k =1,...,p. Z ptvodni rovnosti

awi+ -+ a,wp Fbiug -+ byup, v+ e pVi—r—p = O,
tak dostavame rovnost
aiwi + -+ a,Wp+C1vi+ -+ Cp—r—pVp—r—p =0 .

Posloupnost (w1, ..., w;) generuje Im (f). Patii do nii vektory w;, , wy,,..., w; ,
které spolu s vektory vi,...,vy,_r_p generuji jadro Ker (f). Posloupnost vektori
(W1,.voy Wy, Vi, ..., Vy_p_p) tak generuje soucet podprostortt Im (f) + Ker (f) ne-
bot oba podprostory lezi v jejim linedrnim obalu. Dimenze tohoto souctu se podle
véty o dimenzi souétu a priniku podprostort rovna dim(Im f) + dim(Ker f) —
dim(Im (f) N Ker (f)) = r+ (n —r) — p = n — p, coz pocet prvki posloupnosti
(Wi,..., Wy, V1,...,Vp_p_p). Tato posloupnost je tedy bazi souc¢tu podprostort
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Im (f) + Ker (f) a je proto linedrné nezavisla. Odtud plyne, Ze také vSechny koefi-
cienty a; =0proi=1,...,rac=0prol=0,...,n—7r —p. Tim jsme dokézali,
ze posloupnost B je linedrné nezavisla a tedy baze prostoru V.

7Z kostrukce baze vyplyvéa, ze B je sjednocenim Jordanovych fetizki pro operator
f. VSechny Jordanovy Fetizky pro zZeni operdtoru f na podprostor Im (f) odpovi-
dajici vlastnimu ¢islu 0 tohoto zGzZeni (tj. s po¢ateénim vlastnim vektorem piislus-
nym vlastnimu ¢islu 0, kterych je v bazi C' podle indukéniho pfedpokladu p) jsou v
bazi B prodlouzené o jeden vektor. K nim ptibylo celkem n —r — p jednoprvkovych
Fetizka vy, které také zacinaji ve vlastnim vektoru f prislusném vlastnimu éislu 0.
Pocet Jordanovych fetizkll s pocatkem ve vlastnim vektoru prislusném vlastnimu
¢islu 0 se v bazi B rovnd n —r = dim(Ker f), coZ je geometrickd nésobnost vlast-
niho ¢isla 0 operatoru f. A je-li A nenulové vlastni ¢islo operatoru f, patii libovolny
vlastni vektor f pfislusny vlastnimu éislu A do Im (). Podprostor vlastnich vektort
operatoru g (tj. zazeni f na Im (f)) pfislusnych X se tak rovna prostoru vlastnich
vektoru operatoru f prislusnych A. Oba podprostory tak maji stejnou dimenzi rov-
nou geometrické nasobnosti A. Pocet Jordanovych Fetizki s poc¢ateénim vlastnim
vektorem prislusnym vlastnimu ¢islu A v bazi C' se podle indukéniho predpokladu
rovné geometrické nasobnosti vlastniho ¢isla A a v bazi B zlstava stejny.

Tim je plné dokdzan indukéni krok v pfipadé, zZe 0 je vlastni vektor operatoru f.
Pokud jsou vSechna vlastni ¢isla operatoru f nenulové, pouZijeme pravé dokazany
vysledek na operator g = f — Aidy, kde A je libovolné vlastni ¢islo f. O

O blokové diagonalni matici, jejiz diagonalni bloky se rovnaji Jordanovym bu-
nkam, také fikdme, ze je v Jordanové kanonickém tvaru. Spolu se zakladni vétou
algebry plyne z véty o Jordanové kanonickém tvaru nasledujici disledek, ktery byva
rovnéz casto uvadén pod stejnym nazvem.

Dusledek 9.61. Pro kazdy operdtor f : V. — V na koneéné dimenziondlnim
prostoru 'V nad télesem komplexnich cisel C existuje bdze B ve V takovd, Ze matice
[f18 je v Jordanové kanonickém tvaru.

Kazdd komplexni matice A fddu n je podobnd néjaké matici v Jordanové kano-
nickém tvaru.

Protoze charakteristicky polynom libovolné matice v Jordanové kanonickém tvaru
se rozklad4a na soudin linedrnich ¢initelt (je to determinant horni trojihelnikové ma-
tice a tedy souéin linedrnich polynomt na hlavni diagonéle) plati nasledujici véta.

Véta 9.62. Pro linedrni operdtor f : V. — V na konecné generovaném prostoru
V nad télesem T eristuje bdze B ve V takovd, Ze matice [f]5 je v Jordanové ka-
nonickém tvaru pravé tehdy kdyz se charakteristicky polynom operdtoru f rozkldadd
na soucin linedrnich ciniteli nad T.

Matice A nad télesem T je podobnd néjaké matici v Jordanové kanonickém tvaru
praveé tehdy kdyz se charakteristicky polynom matice A rozklddd na soucin linedrnich
ciniteld nad T.

Jordantv kanonicky tvar rovnéz dovoluje rozlozit prostor V na direktni soucet
invariantnich podprostortu operatoru f: V — V.

Tvrzeni 9.63. Je-li f:V — V linedrni operdtor, B bdze prostoru V sloZend ze
Jordanovych tetizki pro operdtor f a (uy,...,uy) Jordaniv fetizek s pocédtkem ve
vlastnim vektoru wy piislusném vlastnimu ¢islu A, pak linedrni obal (uy, ..., ux) je
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invariantni podprostor operdtoru f a je to nejmensi invariantni podprostor operd-
toru f obsahujici vektor uy.

Je-li A # 0, pak ziZeni f na invariantni podprostor (uy, ..., ux) je izomorfismus
(tj. vzdjemné jednoznacny operdtor).

Diikaz. Kazdy invariantni podprostor f obsahujici vektor uy musi obsahovat vektor
flug) = Aug+ug_; ataké vektor f(ug)—Aur = uk_1. Analogicky, protoze obsahuje
uy_1, musi obsahovat také ug_o, ..., u;. Kazdy invariantni podprostor f obsahujici
uy, tak musi obsahovat (uy, ..., ug).

Ukézeme, ze (uy,...,ux) je invariantni podprostor f. Libovolny vektor x €
(uy,...,ux) vyjadiime jako linedrni kombinaci

X =agug +---+aguz +aju; ,

a spoc¢itame jeho obraz f(x) = axf(ug) + - + azf(u2) + a1 f(u1). Protoze kazdy
z vektori f(u;) € (uy,...,uy), plati také f(x) € (u,...,ug).

Matice zuzeni g operatoru f na invariantni podprostor (us,...,u) vzhledem
k bazi C = (uy,...,uy) tohoto podprostoru se rovnd [g]% = Jy 4. Je-li A # 0, je
matice Jy ; regularni a operator g je tak izomorfismus. O

Vétu o Jordanové kanonickém tvaru tak mizeme formulovat také nasledovné.

Véta 9.64. Predpokladdame, Ze charakteristicky polynom linedrniho operdtoru f :
V — V na prostoru konecné dimenze n nad télesem T se rozkladd na soudcin
linedrnich cinitelid nad T. Potom existuji invariantni podprostory Vi, Vo, ...,V
operdtoru f takové, Ze

V=VieVy6p:---dV,

a v kaZdém z podprostoru V; existuje bdze tvorend jednim Jordanovym retizkem.

Drikaz. V prostoru V existuje baze B slozend ze Jordanovych fetizk. Tuto bazi si
rozlozime na jednotlivé Jordanovy fetizky By, ..., B,. Kazdy z retizkt B; generuje
invariantni podprostor V; operatoru f podle pfedchoziho tvrzeni. ProtoZe baze B
je sjednocenim bazi B; podprostort V,, lze kazdy vektor x € V vyjadfit jako soucet
néjakych vektort x; € V,;. Vzhledem k tomu, ze baze B; jsou navzajem disjunktni,
je toto vyjadreni urcené jednoznacné. Tim je dokézano, z2e V=V G VoD - - BV,

podle tvrzeni 5.91. O
Matici
Ji 0 0
0 Jo 0
J = .
0 0 Js
v blokové diagonalnim tvaru mzeme nasobit po diagonalnich blocich. Plati
Ji0o ... 0\" Jr 0 ... 0
0 Jy ... 0 o Jyr ... 0
Jm = ) . . = . .. .
0 0 ... Js 0 o ... Jr

Pro mocnéni matic v Jordanové kanonickém tvaru tak staci umeét rychle umo-
cnovat Jordanovy buniky. Pouzijeme-li konvenci, ze binomické ¢islo (Z”) = 0 pokud
m < j, plati nasledujici formulka.



210 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

Tvrzeni 9.65. Je-li J = Jy Jordanova bunka, pak pro kaZdée kladné m plati

G P (0 PR A P

0 A (AT L (A
Tw=1 : :

0 0 . Am (p)amt

0 0 0 A

Diikaz. S konvenci (T) = 0 pokud m < j, miZeme prvek na misté (i,;) v mocniné

V. zapsat jako (j"fi) Am=(—1)  K dikazu lze pouzit indukei podle m, piipad m = 1
je zjevny. Pokud formulka plati pro m > 1, spoc¢itame J;”,;H = JxkJ)'- Obé matice,
které nasobime, jsou horni trojihelnikové, soucin je proto také horni trojihelnikovy.
Zbyva spocitat prvky na misté (4,7) v sou¢inu Jy xJ{ pro i < j. Prvek na misté
(i,7) v matici J3*, se podle indukéniho predpokladu rovna (J”fl) A™=(=1) Prvek na

misté (¢, ) v matici Jy xJ7, se pak rovna

A< m )Amui)H( m >Am<y‘i1>
ji j—(i+1)

m A=) 4 m A= (—4)
Jj—1i j—i—1

(m + 1) A’m,—‘,—l—(j—i) ;

j—i
pouili jsme vztah mezi kombina¢nimi &isly (7)) + (,)) = (mfl). O

Priklad 9.66. Mame fesit diferencni rovnici vy = Avyi_1 s redlnou prechodovou
matici

-1 0 1
A= 0 -1 0
-4 0 3

a poCateénim stavem v, kterd ma feseni v, = A¥vy.

Pokusime se pfevést matici A do Jordanova kanonického tvaru J tak, Ze budeme
hledat reguldrni matici R, pro kterou plati R~ AR = J. Charakteristicky polynom
matice A se rovnd —\3 + A2 + A —1 = —(\ — 1)2()\ + 1), rozklad4 se tedy nad R
na soudin linearnich ¢initelt. Vlastni éisla matice A jsou 1 (algebraickd nasobnost
je 2) a —1 (s algebraickou nasobnosti 1). Geometrickd ndsobnost vlastniho ¢isla 1
se rovna dimenzi nulového prostoru matice

2 0 1
A-I,=| 0 -1 0
4 0 2

a je tedy 1. Matice A neni diagonalizovatelna. Vime uz, ze baze R? slozend z Jorda-
novych Fetizkt mé jeden fetizek uj, us pfislusny vlastnimu éislu 1 a jeden fetizek
ug piislusny vlastnimu ¢islu —1. Vektor u; je nenulovy vlastni vektor prislusny
vlastnimu ¢éislu 1 a najdeme jej jako nenulové FeSeni soustavy (A — I3)x = o, na-
pitklad mtizeme zvolit u; = (1,0,2)”. Pro vektor us musi platit (A — I3)uy = u; a
miizeme tedy polozit us = (0,0,1)”. Nakonec najdeme nenulovy vlastni vektor us
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prislusny vlastnimu ¢islu —1 jako nenulové feSeni soustavy (A + I3)us = 0, takZe
sta¢i zvolit uz = (0,1,0)7. Nagli jsme tak matici R = (u;|uz|us), pro kterou plati
1

100\ /-1 0 1 1 0 0 11 0
R'4R=1| 0 0 1 0 -1 0 001]=1010
2 1 0 -4 0 3 210 0 0 -1

Posledni matici, kterd je v Jordanové kanonickém tvaru, oznac¢ime J. SpocCteme
jeste
-1

100 1 00
R'=(00 1 = -2 0 1
2 1 0 0 1 0
Potom plati A¥ = RJ*R!. Protoze
11 0 \" ™S Lo S 1k 0
J=10 1 0 = o 1* 0 =01 o0 ,
00 -1 0 0 (=1 0 0 (-1
dostévame
1 00 1 k£ 0 1 00
Abvy = 0 0 1 01 o0 -2 0 1 |wvo
2 10 0 0 (=1 0 1 0
1-2k 0 k

0 (—l)k 0 Vo .
—4k 0 2k +1

Na zévér této ¢asti ukazeme jednoznacnost Jordanova kanonického tvaru, coz je
totéz jako jednoznacnost poctu a délek Jordanovych fetizkti s pocatkem piislusnym
danému vlastnimu ¢islu A\. Kazda Jordanova buiika v kanonickém tvaru totiz od-
povidé jednomu Jordanovu fetizku. Matice v Jordanové kanonickém tvaru je horni
trojuhelnikova, algebraicka nasobnost vlastniho ¢isla A se tedy rovna poctu vyskyti
A na hlavni diagonale, ktery se rovna souctu délek Jordanovych fetizkl s poc¢atkem
ve vlastni vektoru prislusném A. V dikazu véty o existenci Jordanova kanonického
tvaru jsme dokazali, ze pocet Jordanovych fetizkl s po¢atkem ve vlastnim vektoru
prislusném vlastnimu c¢islu A se rovnd geometrické nasobnosti A. Zbyva dokézat,
ze také délky Fetizku prislusnych vlastnimu ¢islu A jsou urcené jednoznacné. To je
obsahem véty o jednoznac¢nosti Jordanova kanonického tvaru.

Véta 9.67. Predpokliddme, Ze charakteristicky polynom linedrniho operdtoru f :
V — V na prostoru konecné dimenze n na télesem T se rozklddd na soucin li-
nedrnich cinitelt nad T a B je libovolnd bdze V sloZend ze Jordanovych tetizki.
Potom pro kazdé vlastni ¢islo \ operdtoru f a kaZdé m > 1 je pocet tetizku délky
m s pocdtkem ve vlastnim vektoru prislusném vlastnimu c¢islu A urceny jednozna-
cné operdtorem f. Tj. také pocet Jordanovych bunék Jy ,, v libovolném Jordanové
kanonickém tvaru operdtoru f je uréeny jednoznacné.

Diikaz. Opét za¢neme piipadem A\ = 0. Matice J = [f]5 je v Jordanové kano-
nickém tvaru. Pro matici mocniny f™ vzhledem k bazi B plati [f™]5 = J™. A
matice J™ ma blokové diagonalni tvar s diagonalnimi bloky J{". Snadno nahléd-
neme, ze vynechanim nulovych fadkt z matice [f™]5 = J™ dostaneme matici v
rfadkové odstupnovaném tvaru, pocet nulovych fadkd v matici J™ se tedy rovna
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dim(Ker f™). VSechny bloky J}"; pro nenulova vlastni éisla A jsou horni trojtihel-
nikové matice s nenulovymi prvky na hlavni diagonéle a vSechny jejich radky jsou
tedy nenulové. Nulové fddky v matici [f™]5 = J™ tak mohou prochizet pouze
bunkami pfislusnymi vlastnimu ¢islu 0. Kazda takova bunka

01 0 ... 00
0 1 ... 00
00 0 ... 00
Jox = : :
00 0 ... 01
00 0 ... 00

obsahuje pravé jeden nenulovy radek. Plati, Ze pocet nulovych radka v Jg', se rovna
m, pokud m < k a rovna se k, pokud m > k.

Oznacime si s, pocet fetizki v B délky aspon m pfislusnych vlastnimu éislu
0. Rozdil s,, — s;41 se tak rovna poctu fetizkti délky piesné m. Pii prechodu od
[f™E k [f™H1])8 se zvysi pocet nulovych Fadkf v téch buiikéch, které maji fad
asponi m + 1. Plati tedy

Sm+1 = dim(Ker fm+1) — dim(Ker f™)
a tedy
Sm — 8my1 = (dim(Ker f™) — dim(Ker f™ 1)) — (dim(Ker f™!) — dim(Ker f™))
= —dim(Ker f™ ') + 2dim(Ker f™) — dim(Ker f™1) .

Pocet fetizkl délky m piislusnych vlastnimu ¢islu 0, tj. poc¢et bunék Jg ., v Jor-
danové kanonickém tvaru, tak zavisi pouze na operatoru f a nezavisi na konkrétni
volbé baze slozené ze Jordanovych Fetizkt.

V pfipadé nenulového vastniho ¢isla A pouzijeme pravé dokazany vysledek na
operator g = f — Aidy, ktery ma vlastni ¢islo 0. (]

Véta o jednoznacnosti Jordanova kanonického tvaru ukazuje, ze pocet bunék
Ja,x v Jordanové kanonickém tvaru, tj. pocet fetizkt délky £ v bazi slozené ze
Jordanovych fetizkl pro operator f : V — V| je urCeny vlastnimi ¢isly A operatoru,
jejich algebraickou nasobnosti, a dimenzemi podprostort Ker (f — Xidy)*. Témto
Ciselnym charakteristikdm operatoru f rikame algebraické invarianty operdtoru f.

Piiklad 9.68. Jordantv kanonicky tvar umoziuje rovnéz fesit soustavy linearnich
diferencialnich rovnic s nediagonalizovtelnou matici.

OBRAZEK

Cista voda protéka tiemi tanky o objemu V metrii krychlovych, napted do tanku
¢islo 3, pak do tanku ¢islo 2 a nakonec do tanku ¢islo 1. Voda protéka rychlosti r
metri krychlovych za sekundu. V kazdém tanku je néjaké mnozstvi necistot, jeho
objem v i-tém tanku v Case ¢ oznacime w;(t) metrd krychlovych. Podil neéistot v
i-tém tanku v case t je tedy w;(t)/V. Jak se vyviji podil necistot v jednotlivych
tancich?

Objem nedistot v prvnim tanku se méni rychlosti

u (1) = 3 (ua(t) = (1)) -

Podobné
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a
, r
a(t) = ——wus(t) .
h(6) = ~ (0
Vektor koncentraci necistot se také vyviji v ¢ase podle rovnice
uf (t) , (-1 1 0 u(t)
uh(t) | = v 0 -1 1 uz(t)
uh(t) 0 0 -1 us(t)

Tato soustava ma horni trojihelnikovou matici (kvili koeficientu »/V neni v Jor-
danové kanonickém tvaru) a jeji feSeni tak spliluji soustavu rovnic

r

w(t) = 5 (ut) +ua(t)
wh(t) = T (—ualt) +us(t))
uh(t) = —qrus(t) .

Pfiddme-li poc¢ateéni podminky u;(0) = ¢;, dostaneme ze tieti rovnice jednoznaéné
urcené feseni

us(t) = cze” "V
Dosadime do druhé rovnice a dostaneme tak

r r
uy(t) = Ty + VC3€_Tt/V

Tato rovnice mé jednoznacné feSeni

_ rt _
us(t) = coe TV 4 g —e TV
Vv
Metodu, jak toto feseni nalézt, se dozvite pristi rok v kursu matematické analyzy.
Ted jenom miZeme ovéfit, Ze uvedend funkce je skuteéné Fesenim. Po dosazeni
tohoto TeSeni do prvni rovnice dostaneme

T T rt
uy(t) = et V(C2€_”/V + C3V€_M/V)

a tato rovnice mé jednoznac¢né feseni

2
rt 1 rt
wr(t) =cre "V +eg—cge "V 4 Zeg [ =) eV
1(t) 1 27763 5%\ 1
Vidime, Ze znecisténi nejrychleji ubyva ve tfetim tanku, o néco pomaleji ve druhém
a nejpomaleji v prvnim tanku.

Ukéazeme si jesté Cayley-Hamiltonovu vétu. Ta 1ikd, Ze kazda matice je ,kofe-
nem* svého charakteristického polynomu My si ji dokdZeme pouze v pripadeé, ze se
jeji charakteristicky polynom rozklada na soucin linearnich ¢initeld.

Piiklad 9.69. V piikladu 9.66 jsme ukézali, Ze matice

-1 0 1
A

I
o
|
—
o
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mé charakteristicky polynom p(t) = —(t —1)?(t +1) = —¢3 +¢* + ¢t — 1. Nagli jsme
tam regularni matici R takovou, ze R™'AR = J, kde

1 1 0
J=1 01 0
0 0 -1

je matice v Jordanové kanonickém tvaru. Vypoéteme A = RJR™! a dosadime do
charakteristického polynomu

p(A)=-A3+ A2+ A-L=R(-JP+J*+J-L)R".

Protoze
1 3 0 120
J2=101 0 |, 2=l 0 1 0 |,
00 —1 00 1

plati —J3+.J2+.J— I3 = O3y a tedy také p(A) = R(—J3+.J>4+J—I3)R~' = O3y3.

Tento priklad neni v ni¢em nadhodny, pomoci véty o Jordanové kanonickém tvaru
muzeme dokézat, ze kazda matice spliiuje svoji charakteristickou rovnici. Nejdfive
si ujasnime, ze ji spliuje kazda Jordanova burka.

Priklad 9.70. Je-li A = Jy, pak charakteristicky polynom matice A se rovna
p(t) = (—1)t*. Pro matici A plati A* = Opxs.

Podobng, charakteristicky polynom matice B = Jy j se rovné p(t) = (A —t)* a
matice B splituje rovnici (A, — B)* = (=Jox)* = Ok

Véta 9.71. Je-li A matice 7ddu n nad télesem T a jeji charakteristicky polynom
p(t) se rovnd cpt™ + -+ + c1t + co. Pak plati

p(A) = CnAn + -+ ClA +coly, = Onxn .

Diikaz. Dokézeme si vétu pouze v pripadé, zZe se charakteristicky polynom matice
A rozkldda nad T na soucin linearnich ¢initelt. V pfipadé, Ze tomu tak neni, je
nutné napted rozsirit téleso T do vétsiho télesa tak, aby v tom vétsim télese mél
charakteristicky polynom dostatek kofend. To lze udélat vzdy a bude to v kursu
algebry ve druhém roc¢niku.

Protoze predpokladéme, Ze se charakteristicky polynom matice A rozkladad na
soufin linedrnich c¢initeld, existuji kofeny Aq,...,A,, € T s algebraickymi nasob-
nostmi Iy, ..., [, tak, ze plati

p(t) = (A =) (A =)= (A = 1)
podle véty o Jordanové kanonickém tvaru existuje reguldrni matice R takova, ze ma-
tice R"'AR je v Jordanové kanonickém tvaru J s Jordanovymi buiikami Ji, ..., J,

na hlavni diagonale. Dosadime matici A = RJR™! do charakteristického polynomu
a dostaneme

p(A) = (ML, — RJIR"YN (NI, — RIR™YH2... (N, 1, — RIR™1)Im
= R\ I, — N (Oody — N2 (A, — J)"R™ = Rp(J)R™L.
Protoze J je v blokové diagonalnim tvaru, plati
J.0 ... 0 p(Ji) 0 ... 0
0 J, ... 0 0 plh) ... 0
p(J)=p| . . . . ) . )

0 0 ... J, 0 0 ... p(Jy)
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Stac¢i ovétit, ze p(J;) = O pro kazdou Jordanovu buitku J;. Kazd4 Jordanova
bunka J; = Jyx, kde A = A; a k < [; pro n€jaké j = 1,...,m. Podle piedchoziho
pitkladu (A\; I, — J;)* = Ogxy a tedy také (\;I, — J;)' = Ogxy. Odtud vyplyva, ze
p(J;) = Opxi pro kazdou buiiku J; a proto také p(A) = Rp(J)R™! = O, xp- O

9.9. Google. Ukazeme si jednu moderni aplikaci vlastnich ¢isel a vlastnich vektort.
Myslenku usporadani webovych stranek podle dulezitosti si napted predvedeme na
jednoduchém piikladu. Poté odvodime obecnou formulaci problému.

Predstavme si malou sit Sesti webovych stranek, které na sebe odkazuji. Odkazy
si zapiSeme do matice A = (a;;), kde a;; = 1 pravé kdyz stranka j odkazuje na
stranku . Nase sit je zaddna matici

OO O == O
OO OO OO
O = O O = =
_—-_-0 0o OO
_ o = O OO
OO R OO O

Protoze ao; = 1, strdnka 1 odkazuje na stranku 2. Dale as3 = 1, také stranka
3 odkazuje na stranku 2. Zadné jina stranka na stranku 2 neodkazuje. Takto si
muzeme nakreslit graf sité.

[

OBRAZEK 19. Google

Z vrcholu j vede Sipka do i pravé kdyz stranka j odkazuje na stranku i. Matice A
je tak matici incidence grafu sité. Z prvniho semestru vime, ze prvek na misté (i, 7)
v mocniné A* ¥iké, kolik orientovanych cest délky k vede z vrcholu j do vrcholu i.

Zakladni myslenka vyhledavace Google spoc¢iva v tom, Ze méri dulezitost stranky
pravdépodobnosti, s jakou se na stranku dostaneme nahodnym klikdnim. Dulezi-
tosti stranky se dopracujeme tak, Ze na zacatku prifadime vSem strankam stejnou
dulezitost 1/6. Pocatecni aproximaci vektoru dulezitosti stranek tak bude vektor
ro=(1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6)T, i-t4 slozka je dtlezitost i-té stranky.

Nyni musime matici incidence webu upravit tak, aby jeji hodnoty fikali, s jakou
pravdépodobnosti klikneme na link ze stranky j na stranku i. Pokud ze stranky j
vede vice odkazti, feknéme k, pak na kazdy z nich klikneme s pravdépodobnosti 1/k.
Matici A si upravime tak, ze kazdou jednotku v j-tém sloupci nahradime éislem
1/k, kde k je pocéet prvka rovnych 1 v j-tém sloupci matice A. Dostaneme tak
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matici
0 013 0 0 0
/2 0 1/3 0 0 0
g_| V2o 0 0 0 0
N 0 0o 0 0 1/2 1
0 0 1/3 1/2 0 0
0 0 0 1/2 1/2 0

Vsechny prvky matice H jsou nezaporné a soucet kazdého sloupce se rovna bud
1 nebo 0. Druha moznost nastane v pripadé€, ze z prislusné stranky nevede zadny
odkaz. Jako tfeba ze stranky s pdf souborem téchto prednések.

Prvni iteraci vektoru dtlezitosti stranek v nasi siti pak ziskdme jako r; = Hrg.
Slozka i tohoto vektoru fika, s jakou pravdépodobnosti se na stranku i dostaneme
z ndhodné vybrané stranky po jednom kliknuti. Plati

0 0 1/3 0 0 0 1/6 1/18

1/2 0 1/3 0 0 0 1/6 5/36
1120 0 0 0 0 16 | | 1/12
n=Hro=1f g g 0 0 12 1 16 | = | 1/4
0 0 1/3 1/2 0 0 1/6 5/36

0 0 0 1/2 1/2 0 1/6 1/6

Druhou iteraci vektoru dtilezitosti ro dostaneme jako Hri. MizZeme ji slovné po-
psat tak, ze uvadi, s jakou pravdépodobnosti se na i-tou stranku dostaneme jednim
kliknutim z néjaké stranky, pficemz pocatecni stranky volime s pravdépodobnostmi

vvvvvvvvvvvv

ni odkazuji. Vyjde

0 0 1/3 0 0 0 1/18 1/36

/2 0 1/3 0 0 0 5/36 1/18

e | V20 0 0 0 0 112 | | 1/36
==L 0 0 0 0 172 1 14 | = | 17/72
0 0 1/3 1/2 0 0 5/36 11/72

0 0 0 1/2 1/2 0 1/6 14/72

Hledéani vektoru dulezitosti jednotlivych stranek tak vede na diferen¢ni rovnici
r, = Hrj_1, kterd jak vime mé FeSeni r, = H¥ry. Tento vektor miizeme interpre-
tovat tak, ze udava, s jakou pravdépodobnosti se dostaneme na danou stranku po
k ndhodnych kliknutich.

Pro porovnavani dulezitosti vSech webovych stranek bychom museli uvazovat
matici celého webu, tedy matici fadu n, kde n je ¢islo v soucasnosti vétsi nez tricet
miliard. Kazda iterace navic vyzaduje spocitat soucin matice tohoto fadu s jednim
n-slozkovym vektorem, pocet aritmetickych operaci je tak ¥adu n2. To vSechno se
zda byt zhola nemozné. Nicméné matice H je velmi fidka, naprosta vétsina jejich
prvku se rovna 0. Pro ty jsou vypracované efektivni metody ukladani. Dale v kazdém
sloupci matice H je v prameéru 10 odkazl na jiné stranky, asporn tak je jejich pocet
odhadovan. TakZe soucin matice s vektorem vyzaduje pouze 10n operaci. A to uz
je v soucCasnosti vypocetné zvladnutelné.

Popsand diferen¢ni rovnice vyvolava fadu dulezitych otazek:

e Konverguje posloupnost vektortu ri k néjakému vektoru nebo je cely proces
nestabilni?
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e Muze se stat, ze posloupnost vektort osciluje kolem nékolika riaznych limit-
nich vektord?

e Za jakych podminek na matici H proces konverguje k jedinému vektoru?

e Pokud konverguje, dava vysledny limitni vektor dobrou miru dilezitosti
jednotlivych webovych stranek?

e Zavisi konvergence na pocatecni aproximaci ro?

e Pokud proces konverguje, kolik iteraci musime provést, abychom dostali
dobrou aproximaci limitniho vektoru?

Uz pii prvnim hrani si s nasim malych prikladem zjistime jeden problém tohoto
pristupu. Diky tomu, Ze v nasem prikladu ze stranky 2 nevede zadny odkaz, dulezi-
tost této stranky se nijak neprojevi na dulezitosti jinych stranek. Na druhou stranu
pii kazdé iteraci do sebe nasaje néco z dilezitosti jinych stranek a celkova suma
dilezitosti v8ech stranek se postupné snizuje. Strankou 2 tak dulezitost ,,odtéka“.
Mnohem zévaznéjsi je skutecnost, ze klastr stranek 4,5,6 odkazuje pouze na stranky
4,5,6, a zadna z nich neodkazuje na zddnou ze stranek 1,2,3, zatimco stranka 3 od-
kazuje na stranku 5 z tohoto klastru. Klastr stranek 4,5,6 tak bude akumulovat
dilezitost stranek z celé sité. Skutecné, jiz tfinacta iterace ri3 ma prvni tii slozky
zanedbatelné malé a zbylé tii slozky v poméru (2/3) : (1/3) : (1/5).

Problém se strankami, ze kterych nevede zadny odkaz, vyfesime predpokladem,
ze z takové stranky muzeme ndhodné preskocit na jakoukoliv jinou stranku, na
vsechny se stejnou pravdépodobnosti. V nasem malém piikladu je takovou strankou
stranka 2, nulovy sloupec v matici H nahradime sloupcem ze samych hodnot 1/6.
Dostaneme tak matici

0 1/6 1/3 1/2 0
0 1/6 0 1/2 1/2

0 1/6 1/3 0 0 0

1/2 1/6 1/3 0 0 0

g_| vz e 0 0 0 o0
1 0o 1/6 0 0 1/2 1

0

0

V obecném piipadé bychom matici H nahradili matici
1
S=H+ —eal,
n

kde e je sloupcovy vektor se vSemi slozkami rovnymi 1 a a je vektor, jehoz j-ta
slozka je rovna 1, pokud z j-té stranky nevede zadny odkaz, a rovna se 0, pokud z
j-té stranky néjaky odkaz na jinou stranku vede. Matice S je markovovska matice,
to znamend, Ze jeji prvky jsou nezdporné a kazdy sloupec ma soucet rovny 1. O
takovych maticich uz vime, zZe ¢islo 1 je jejich vlastnim éislem.

Problém klastru stranek, které akumuluji dulezitost vSech ostatnich stranek,
touto Gpravou nevytesime. V nasem prikladu bude porad platit, ze mezi klastrem
stranek 1,2,3 a klastrem stranek 4,5,6 vedou odkazy pouze jednosmérné, ze stranek
1,2,3 na stranky 4,5,6. Nase brouzdani po webu upravime jesté jednim zptisobem.
Zvolime si néjaké ¢islo a € (1/2,1). Toto ¢islo je pravdépodobnost, se kterou volime
nasledujici krok pfi prohlizeni webu tak, ze klikneme na néjaky odkaz. Pravdépo-
dobnost 1 — « je pak pravdépodobnost, Ze sko¢ime nédhodné na jakoukoliv jinou
stranku webu. Dostaneme tak dalsi matici

G:a5+l(lfa)eeT .
n
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Tato Google matice je matice, kterou zakladatelé firmy Google Larry Page a Ser-
gey Brin uvedli ve svém prvnim ¢lanku o jejich algoritmu PageRank na porovnavani
dilezitosti webovych stranek. VSimnéme si, Ze vSechny prvky matice G jsou kladné
a soucet prvkl v kazdém sloupci ziistava rovny 1.

N&s maly priklad vede pfi volbé o = 0,9 na matici

1/60 1/6 19/60 1/60 1/60 1/60
7/15 1/6 19/60 1/60 1/60 1/60
7/15 1/6 1/60 1/60 1/60 1/60
1/60 1/6 1/60 1/60 7/15 11/12
1/60 1/6 19/60 7/15 1/60 1/60
1/60 1/6 1/60 7/15 7/15 1/60

1
G:O,Q-S—l-(),l'éeeT:

Diferen¢ni rovnice ry = Gri_1 s po¢ateénim vektorem ry mé pak feseni r, = GFry,
které konverguje k jednoznac¢né uréenému vektoru

0,03721
0,05396
0,04151
0,3751
0,206
0,2862

Tento limitni vektor interpretujeme tak, Ze ndhodny brouzdal po webu fidici se
nasimi pravidly stravi v praméru 3, 721% ¢asu na strance 1, 5,396% ¢asu na strance
2, 37,51% c¢asu na strance 4, atd.

Vlastnosti vlastnich ¢isel matice G plynou z Perronovy véty, kterou dokazal jiz
v roce 1907 némecky matematik Oskar Perron. Uvedeme si bez dikazu jeji dtsledky
pro Google matici G.

Véta 9.72. Pro Google matici G plati

(1) Cislo 1 je vlastnim cislem matice G,

(2) geometrickd i algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla 1 se rovnd jedné,

(3) ezistuje vlastni vektor r prislusnyg vliastnimu ¢&islu 1, ktery md vechny slozky
kladné,

(4) pro jakékoliv jiné vlastni ¢islo A matice G plati |A| < 1.

Pokud kladny vlastni vektor r spliiuje navic podminku ||r| = 1, nazyva se
Perrontv vektor matice G. Prvni vlastnost jsme si uz ukazali diive, protoze ma-
tice G je markovovskéd (tj. nezdpornad a soucet kazdého sloupce se rovna 1) a 1
je proto vlastni ¢islo G. Muzeme si také ovéfit, ze z dalsich uvedenych vlastnosti
matice G plyne konvergence vektorti r, = G*ry. Pokud si matici G pfevedeme
do Jordanova kanonického tvaru J = R~'GR pomoci néjaké regularni matice R,
mizeme piedpoklddat, Ze prvni Jordanova buiika J; = Ji,; odpovidé vlastnimu
¢islu 1 a Perrontv vektor r je prvnim sloupcem matice R, jejiz sloupce tvori bazi
B = (r = uj,ug,...,u,) aritmetického prostoru R™ slozenou ze Jordanovych fe-
tizk. Potom pro matici J = diag(Jy, Jo, ..., Js) plati

ry = RJ*R 'rq = Rdiag(J},J5, ..., J" )R ry .

Protoze |A\| < 1 pro jakékoliv vlastni ¢islo matice G riizné od 1, plati J¥ — O
pro jakoukoliv Jordanovu buiiku riiznou od J;. Matice J* tak konverguje k matici,
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kterd mé na misté (1,1) prvek 1 a vSechny ostatni prvky nulové. Odtud plyne, Ze
posloupnost vektort

ry = RJ*R'ro = Rdiag(JF,J¥, ..., JF)R " rq

konverguje k néjakému skaldrnimu nasobku vektoru r. Protoze za¢iname s vektorem
ro, ktery mé soucet slozek rovny 1, a nasobime jej markovovskou matici, kazdy
vektor r; ma soucet slozek rovny 1 a tedy jej mé rovny 1 i limita posloupnosti
vektori ry. Posloupnost vektort ry tak komverguje k néjakému kladnému nasobku
Perronova vektoru r, ktery ma vsechny slozky kladné.

Tento vypocet ukazuje, Ze vhodny néasobek Perronova vektoru odpovida na
viechny otazky spojené s FeSenim diferenéni rovnice rj, = G*ry_; s v§jimkou rych-
losti konvergence. Rychlost konvergence posloupnosti r; zavisi na tom, jak rychle
konverguji k O mocniny Jordanovy burky pfislusné vlastnim ¢islim A # 1. Nej-
pomaleji z nich konverguji bunky odpovidajici vlastnimu ¢islu A # 1, ktery ma co
nejvétsi absolutni hodnotu |A|. Rychlost konvergence tak zavisi nejvice na |Az|, kde
A2 je druhé nejvétsi (pokud jde o absolutni hodnotu) vlastni éislo matice G.

Pokud jde o volbu parametru «, autofi algoritmu uvadéji o = 0,85. Na volbé
« zavisi rychlost konvergence a numericka stabilita vypocti. Z odhada absolutni
hodnoty druhého nejvétsiho vlastniho ¢isla matice G vyplyva, ze prfi této volbé «
staci k presnosti na tfi desetinna mista zhruba 50 iteraci, tj. staci spocitat vektor
r50. Rychlost konvergence vypocétu také zavisi na volbé pocatec¢niho vektoru ry.
Otézka volby rg je teoreticky podrobné zkoumana, zadné definitivni vysledky zatim
nejsou. Firma Google uvadi, ze kazdy vypocet zaCina vzdy od stejného pocatecniho
vektoru ro = (1/n)e. Zatim se nepodafilo najit zpusob, jak vyuZit pfedchozich
masivnich vypocta pii vypoctu nové aktualizace vektoru dtlezitosti stranek.

Uvedené pouziti Jordanova kanonického tvaru pro dikaz konvergence posloup-
nosti vektorti ry dobie ilustruje vyznam teoretickych vysledkid. Pri vlastnim vy-
poCtu iteraci ry = Gri_1 jej nepotiebujeme, soufin pocitdme piimo. Jordantv
kanonicky tvar nam umoznuje dokazat, ze uvedeny numericky postup vede k oce-
kavanému vysledku.

Posledni poznamka se tyka rychlosti nadsobeni matice s vektorem. Matice G uz
neni fidk4, vSechny jeji prvky jsou nenulové. Jeji tvar je

1 1
G=aS+(1-a)—ee’ = H+aea” + (1 —a)—ee’ .
n n

Matice H je fidkd, s naprostou vétSinou prvkia rovnych 0. Matice G se od ni 1isi
pri¢tenim dvou matic s hodnosti rovnou 1. Nésobime-li matici G libovolny vektor
x, pocitame

1 1
Gx = (aS+ (1 —a)—ee’)x = Hx + aea’x + (1 — a)—ee’x .
n n

T T

Clen aea”x vyzaduje pouze vypoéet standardniho skaldrniho souéinu a”x, coz
je n nasobeni, doplnéného o jedno dalsi nasobeni a(a’'x). Stejny pocet nasobeni
vyzaduje vypocet tfetiho ¢lenu. Cela slozitost vypoctu Gx tak zavisi na slozitosti
vypoctu soutinu velmi ¥idké matice H s vektorem x.

Tento tvar matice G tak stale umoznuje fadu optimalizaci vypocta vytvorenych
pro pocitani s fidkymi maticemi.

Oznacime-li £ = %eeT matici, jejiz vSechny prvky jsou rovné 1/n, muiZeme
rovnici definujici vektor r napsat ve tvaru

(aS+(1—a)E)r=r .
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Jeji jednoduchost a elegance vede nékteré autory k nazoru, ze by méla byt zafazena
do pfistiho vydani knihy It Must Be Beautiful: Great Equations of Modern Science,
jejiz prvni vydani vyslo v roce 2002.

9.10. Unitarni podobnost. V této ¢asti se budeme zabyvatr vyhradné redlnymi
a komplexnimi maticemi. Jejich sloupce jsou vektory z R™ nebo C". V obou pro-
storech je definovany standardni skalarni souc¢in a mizeme se tak ptat, lze-li matici
diagonalizovat pomoci ortogonalni nebo unitarni matice. To znamend, existuje-
li pro danou redlnou nebo komplexni matici ortonormalni baze v R™ nebo v C"
slozend z vlastnich vektord matice. Ukdzeme, Ze pro symetrické a hermitovské ma-
tice takové baze existuji. Nakonec plné charakterizujeme matice, pro které existuje
ortonormalni baze slozené z vlastnich vektort. Takové baze jsou dilezité pro sta-
bilitu numerickych vypocti.

Ne vzdy je nutné najit bazi slozenou ze Jordanovych fetizkt. V fadé piipadt staci
najit bazi, vzhledem ke které ma dana matice A horni trojihelnikovy tvar. Na hlavni
diagonale maji tyto matice vlastni ¢isla. A protoze podobné matice maji stejné
charakteristické polynomy a tedy stejna vlastni ¢isla, staci ke zjisténi vlastnich ¢isel
prevést danou matici pomoci podobnosti na horni trojihelnikovou matici. Ukazuje
se, ze v takovém pripadé vystac¢ime s ortonorméalnimi bazemi.

Priklad 9.73. K matici

najdeme ortogonalni matici U, pro kterou je matice U7 AU horni trojthelnikova.
Spocitdme charakteristicky polynom matice A

1 3
PO = (1= N2 -1 =) = —A+ D= 1) = —(A+ 1P 1) .
K vlastnimu ¢islu A = —1 najdeme néjaky vlastni vektor, ktery méa normu rovnou

1, napi. u; = (0,0,1)7. Doplnime jej libovolné do ortonormalni baze (uy,uy,us),
napi. up = (0,1,0)7 a uz = (1,0,0)7. Vektory zapiseme do sloupcti matice

00 1
Ui=[0 10
100
Plati U; ' = UL = U, a tedy
00 1 -1 -2 0 00 1 -1 2 2
UTAU = 0 1 0 T 01ozoi%
10 0 V2 10 0 0 § A

Posledni matice je ,,blokové horni trojihelnikova®“. Oznacime druhy diagonalni blok

s-(1 )

Tato matice m4 charakteristicky polynom A2 —1 a tedy vlastni &isla 1, —1. Najdeme
néjaky vlastni vektor pfislusny vlastnimu ¢&islu 1, napf. (1, 1). Tento vektor norma-
lizujeme, dostaneme v; = (v/2/2,v/2/2), a doplnime jej do ortonormalni baze R?

IR
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pomoci vektoru vy = (v/2/2, —v/2/2). Vektory v1, vy zapiSeme jako sloupce matice

Matice V je ortogonélni, plati tedy V' = V7. Spoéitdme

v o i3 oo 11
VIBV=\| }h _» (§_1> N :(0_1)
2 2 2 2 2 2

Nyni definujeme matici fadu 3

| oT 1 0 0
o 2 2
=, % )=|0 % ¥
0 2 _ V2
2 2
Matice Us je ortogonélni, plati proto Uy ! = UJ". Nakonec spocitame
1 0 0 1 2 1 0 0
vl wlAv)u, = |0 ¥ L o I 1 0 2 &
0 V2 _\3 o 3 A 0 V2 _\3
2 2 2 2 2 2
-1 0 1
= 0 1 1
0 0 -1
Posledni matice je horni trojihelnikova a polozime-li
00 1 1 0o 0 0 ¥2 2
U=UUz=| 0 1 0 0 2 2 |=|o 2 ¥ |,
100 0 ¥2 2 1 0 0

plati pak, ze UT AU je horni trojihelnikova matice.

Nasledujici Schurova véta fika, ze pomoci unitarnich matic muzeme kazdou
komplexni matici pfevést do horniho trojihelnikového tvaru.

Véta 9.74. Pro kazdou komplexni matici A 7ddu n existuje unitdrni matice U
takova, Ze U* AU je horni trojuhelnikovd matice.

Je-li matice A redlnd a vSechna vlastni c¢isla matice A jsou také redlnd, pak
existuje (redlnd) ortogondini matice Q takovd, Ze QT AQ je horni trojihelnikovd
matice.

Diikaz. Budeme postupovat indukci podle n. Pron = 1 neni co dokazovat, polozime
U=(1).

Predpokldadame, ze n > 1 a pro kazdou komplexni matici B fadu n — 1 existuje
unitarni matice V takova, ze V*BV je horni trojuhelnikova matice. Protoze je A
komplexni matice, méa jeji charakteristicky polynom aspon jeden komplexni kofen
A1. K tomuto vlastnimu ¢islu matice A najdeme vlastni vektor uy. Zvolime jej tak,
aby platilo ||u;|| = 1. Vektor u; doplnime libovolné do ortonormalni baze C =
(ug,ug,...,u,). Vektory béze C napiSeme do sloupcii matice Uy = (u1|ug|- - - |u,).

Protoze Au; = A\juy, plati
. A tT
mAm(J B),
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kde B je néjaka matice fadu n—1, t je néjaky aritmeticky sloupcovy vektor dimenze
n — 1 a o je nulovy sloupcovy vektor dimenze n — 1.

Podle indukéniho pfedpokladu existuje unitarni matice V fadu n — 1 takova, ze
souc¢in V*BV je horni trojuhelnikova matice T'. Z matice V vytvoifime matici

1 o
Uz = ( oV )
Vzhledem k tomu, Ze matice V mé ortonormalni sloupce vzhledem k standard-

nimu skaldrnimu souc¢inu v C*~!, ma i matice Us ortonormalni sloupce vzhledem
k standardnimu skalarnimu soucinu v C”. Plati tedy

_ " 1 o
U21U2<0 V*>

1 o A tT 1 o
KT TR _
U UTAhUz - = (0 V*)( o B)(o V)

_ )\1 tTV o )\1 tTV
- o V*BV ) \ o T

Posledni matice je horni trojihelnikova. A protoze soucin unitarnich matic je

opét unitarni matice, muzeme polozit U = U;Us.
Pokud muzeme na kazdém kroku najit redlné vlastni ¢islo, pak cely postup

muzeme provést pouze s redlnym vlastnim vektorem uj, ortonormélni bazi C' =
(uj,us,...,u,) a vyjde ndm redlnd matice B. O

Potom

Dausledek 9.75. Hermitovskd matice 7ddu n md vSechna vlastni ¢isla redlnd. Navic
ezistuje v C™ ortonormdlni baze sloZend z vlastnich vektori matice A.

Je-li A symetrickd redlnd matice, existuje ortonormdlni bdze R™ sloZend z vlast-
nich vektoru matice A.

Dikaz. Podle Schurovy véty existuje k dané hermitovské matici A unitarni matice
U takova, ze U*AU = T, kde T je horni trojahelnikova matice. Pro ni plati

T = (UAU)" =UA*"U =U"AU =T ,
nebot A* = A. M4-li byt T* = T pro horni trojuhelnikovou matici 7', musi byt T’
diagondlni s redlnymi prvky na hlavni diagonale. Sloupce matice U pak jsou vlastni
vektory matice A.

Je-li A redlna symetrickd matice, je hermitovska a podle pravé dokdzaného tvr-
zeni jsou vSechna vlastni ¢isla matice A redlna. Odtud vyplyva, pro kazdé vlastni
¢islo matice A existuje redlny vlastni vektor pfislusny tomuto vlastnimu ¢islu. Uni-
tarni matice U tvofend vlastnimi vektory matice A je proto redlnd matice a jeji
sloupce tvori ortonormalni bazi R”. O

Poslednimu dusledku se ¢asto fik4 spektralni véta pro symetrické (hermi-
tovské) matice. Pro hermitovskou matici A tak existuje unitdrni matice U =

(ui|ug| - - |Juy,) aredlnd diagonalni matice D = diag(A1, Az, ..., Ay), pro které plati
AU = Udiag()\l, )\27 ey )\n) s
tj. Au; = \ju; pro kazdé i = 1,...,n. Pfipomenme si, ze kazdy vektor x € C™ lze

jednoznacné vyjadrit ve tvaru

X =aiu; + -+ apUy,
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kde a; = ufx a a;u; = (ufx)u; je ortogonalni projekce vektoru x do sméru vektoru
u;. Potom plati
Ax = a1 Aug+- - Ha,Au, = Magug+- - FAanu, = A (uix)ug 4+ A, (u)x)uy,.

Kazdé zobrazeni P;x = (ufx)u; = (u;uf)x je linedrni a je to ortogonalni projekce
prostoru C" do pfimky urcéené vektorem u;. Pro zobrazeni uréené matici A tak plati

AX:)\1P1x+)\2P2x+--~+)\nan.
Spektralni vétu tak muzeme formulovat také nasledovné.

Dusledek 9.76. Operdtor f4 : C* — C™ urceny hermitovskou matici A lze vyjddrit
jako linedrni kombinaci projekci do vzdjemné kolmych smeéri s redlnymi koeficienty.

Piiklad 9.77. Jako ilustraci spektralni véty pro redlné symetrické matice najdeme

pro matici

A:

o = O

10
0 0
0 1

ortogonalni matici @ takovou, ze Q7 AQ je realna diagonalni matice. Matice A m4
charakteristicky polynom p(\) = (1 — A\)(A\? — 1) a tedy vlastni ¢isla \y = Ay =1 a
A3 = —1. Najdeme ortonormalni bazi v podprostoru vlastnich vektord pfislusnych
vlastnimu ¢islu 1, napr.

NG 1 0

u; = — 1 , U2 = 0
2\ o 1
K ni pfidame normalizovany vlastni vektor ug pfislusny vlastnimu ¢islu A3 = —1
NG 1
U3:7 —1
0
a dostaneme matici
V2 g 2
I
0 1 0
Pak plati A= Q diag(/\l, A27 )\3)QT = )\111111,{ + /\211211%—' + )\3U3U§, neboli
0 1 0
A = 1 0 0
0 0 1
% % 0 000 : =3 0
= M| 3 3 0O |4+Xx|l 000 ]+x| -5 35 0
0 0 O 0 0 1 0 0 O
Pro operator f4 urceny matici A pak plati
01 0 1 % % 0 a1
Ax = 1 0 O T :)\1 5 3 0 To +
0 0 1 T3 0 0 O T3
000 ) i -3 0 2}
+ )\2 0 0 O xTo +>\3 —% % 0 Zo
0 0 1 T3 0 0 0 T3
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Schurova véta dokonce umoziiuje charakterizovat komplexni matice A fadu n, pro
které existuje ortonormélni baze prostoru C" sloZené z vlastnich vektori matice A.
Neboli, pro které existuje unitdrni matice U takova, ze U* AU je diagonalni matice
D = diag(A1,- - An). Pokud takova unitarni matice U existuje, plati

AA* = UDU*(UDU*)* =UDU*UD*U* =UDD*U* =UD*DU*
UD*U*UDU* = (UDU*)*UDU* = A*A .
Definice 9.78. Matice A se nazyva normdalni pokud plati AA* = A*A.

Lemma 9.79. Horni trojuhelnikovd matice T tdadu n, kterd je normdlnt, musi byt
diagondlni.

Diikaz. Plati to uré¢ité pro (jakoukoliv) matici faddu 1. Oznacime T = (t;;). Potom
T* = (u;j), kde u;; = t;;. Z predpokladu, ze T je normélni, plyne TT* = T*T.
Protoze T je horni trojuhelnikové, plyne odtud ¢;; = 0 kdykoliv ¢ > j.

Necht tedy n > 1. Indukéni predpoklad je, ze kazda normélni horni trojihelni-
kova matice fadu n — 1 je diagondlni.

Porovname prvky v levém hornim rohu obou matic T7T* a T*T. V matici TT*
se tento prvek rovna

titin +tiotiz + o+ tigkig = [t >+ [P+ 4 [t
V matici T*T se prvek v levém hornim rohu rovna ¢11t11 = [t11 |2. 7 porovnani obou
prvki plyne
[tz + -+ [t > = 0
a tedy t15 = t13 = -+ = t1, = 0. Pro matici T tedy plati

o t11 OT
(%)

kde U je horni trojihelnikova matice fadu n — 1. Plati

« ([t of
r=( )

. tn* oF e [ |t11)*  oF
TT_( o vur ) TT= 0o uvw

Z rovnosti TT* = T*T plyne UU* = U*U a matice U je tedy normélni. Z in-
dukéniho predpokladu plyne, Ze je diagondlni, coz dokazuje i diagonalitu matice
T. O

Mezi normalni matice patii symetrické a hermitovské matice, ortogonalni a uni-
tarni matice, kososymetrické matice (tj. matice, pro které plati AT = —A) a koso-
hermitovské (pro které plati A* = —A).

Véta 9.80. Pro komplexni matici A 7adun existuje ortonormdlni baze v C™ sloZend
z vlastnich vektori matice A pravé kdyZ je matice A normdlnd.

Duikaz. Zbyva dokézat, Ze pro kazdou normaélni matici A fadu n existuje ortonor-
malni baze v C" slozena z vlastnich vektori matice A. Podle Schurovy véty existuje
unitarni matice U, pro kterou plati U* AU = T, kde T je néjaka horni trojuhelnikova
matice. Pro matici T plati

TT* = U*AU(U*AU)* = U*AUU*A*U = U*AA*U
= U*A*AU = U*A*UU*AU = T*T .
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Horni trojuhelnikova matice 1" je proto normalni. Z pfedchézejiciho prikladu plyne,
Ze matice T je diagonélni. Z rovnosti U*AU = T pak plyne AU = UT, sloupce
matice U jsou tedy vlastni vektory matice A. Protoze matice U je unitarni, tvori
sloupcové vektory matice U ortonorméalni bazi prostoru C™ sloZzenou z vlastnich
vektoru matice A. O

Véta 9.81. Komplexni matice A je hermitovskd prave kdyz je normdlni a vsechna
vlastni ¢isla matice A jsou redlnd.

Komplexni matice A je unitdrni prave kdyz je normdalni a pro kazdé vlastni ¢islo
A matice A plati |\ =1 (tj. lezi na jednotkové kruznici).

Diikaz. Spektralni véta pro hermitovské matice ¥ika, Ze vSechna vlastni ¢isla hermi-
tovské matice A jsou redlnd a AA* = A% = A* A, tj. A je normalni. Je-li naopak A
normalni matice s readlnymi vlastnimi ¢isly, existuji unitarni matice U a realna dia-
gonalni matice D = diag(A1, ..., \,), pro které plati U* AU = D. Protoze D* = D
pro realnou diagonélni matici, plati rovnéz A* = A.

Je-li A unitarni matice a A vlastni ¢islo A, plati pro nenulovy vlastni vektor x
matice U pfislusny vlastnimu éislu A, Ze |Ax| = ||x|| (z unitarnosti) a

[Ax|| = [[Ax]| = [A[llx]] -
Proto |A| = 1. Protoze A*A = I, = A*A, je U normélni.

Je-li naopak A normaélni, existuje ortonorméalni{ baze B = (uy,...,u,) v C*
slozena z vlastnich vektort matice A. Prokazdéi = 1,...,nplati || Au,|| = ||\ =
[Ailllu; || = ||uil|, protoze |A;| = 1 pro kazdé vlastni ¢islo A;. Libovolny vektor x € C"

vyjadiime jako linedrni kombinaci x = ajuy + - - - 4+ a,u,. S pouzitim Pythagorovy
véty pak dostaneme
[Ax[I* = [A(aruy + -+ anu,)|?
[Araiug + - - + Apapuy,)||?
= ||)\1a1u1||2 +ooe Tt H)‘nanun)HQ
AP llarar|[* + -+ Pl lanu) |2
= ||a1u1H2 +ot+ Hanun)”2
1% -
Ze zékladni véty o unitarnich maticich plyne, ze A je unitarni (f4 zachovéva normy
vektort). O

Piiklad 9.82. Podivame se na rotace v redlném prostoru R? pohledem vlastnich
¢isel. Vime, Ze rotace kolem pocatku o tthel ¢ v kladném sméru mé vzhledem ke

kanonické bazi matici
A ( cos¢p —sing )
sing cos¢

Charakteristicky polynom této matice se rovna p(\) = A2 —2\ cos ¢+ 1. Jeho koteny
- vlastni ¢isla matice A - jsou cos ¢ + isin ¢ a cos ¢ — isin ¢. Pouzijeme-li Eulerovu
formuli, mfizeme je napsat jako €' = cos ¢ +isin¢ a e~ = cos ¢ — i sin ¢. Vlastni
¢isla jsou realna pravé kdyz ¢ je nasobek 7. V ptripadé ¢ = 0, jsou obé€ vlastni ¢isla
rovné 1 a zobrazeni f, je identické. V pripadé ¢ = 7 jsou obé vlastni ¢isla rovna
—1 a zobrazeni f4 je stfedova symetrie, neboli stejnolehlost s koeficientem —1. Ve
vsech ostatnich pfipadech jsou vlastni ¢isla komplexni a vlastni vektory tak budou
mit komplexni souradnice.
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Vlastni vektory matice rotace prislusné vlastnimu ¢islu cos ¢ + i sin ¢ spocitame
jako jadro matice

. . _( —ising —sing
A—(c05¢+zmn¢)lg—< sng  —ising ) ,
které je generovano napi. vektorem (1,—4)T. Vlastni vektor p¥islusny vlastnimu
¢islu cos ¢ — i sin ¢ je napiiklad (1,7)”. Oba vektory jsou kolmé vzhledem ke stan-
dardnimu skalarnimu soucinu v C". Vydélime je jejich normou a dostaneme orto-
normalni bazi B = (uj, uy), kde

W B w2 ()

Vzhledem k bazi B ma rotace f4 matici

(2]
= S )

Vsimnéme si, Ze §(u; +uz) = (1,0)7 a £(u; —us) = (0,1)7 jsou vektory kanonické
baze v R? i v C%

Piiklad 9.83. Jak vypadaji obecné ortogonalni zobrazeni f : R? — R2? Oznaéme
si A matici f vzhledem ke kanonické bazi. Je to realna matice. Podle charakterizace
unitarnich zobrazeni pro vSechna vlastni ¢isla matice A plati |A\| = 1. Protoze méa
charakteristicky polynom matice A (tj. operdtoru f) redlné koeficienty, jsou obé
vlastni ¢isla bud realna nebo je tvori dvojice komplexné sdruzenych ¢isel cos ¢ +
ising = e'® a cos p—isin ¢ = e *?. Dale podle téze charakterizace unitarnich matic
existuje ortonormalni baze B = (u;,uy) prostoru C? slozené z vlastnich vektorti
matice A.

Nejdfive probereme pfipad, kdy vlastni ¢isla matice A, tj. operdtoru f, jsou
realna. Pak miizeme zvolit oba vlastni vektory uy, us redlné. Zde mame t¥i moznosti.

e Obé vlastni ¢isla se rovnaji 1. Matice [f]5 se pak rovné I> a operator f se

rovnd identickému zobrazeni.

e Obé vlastni ¢isla se rovnaji —1. Matice [f]5 se pak rovnd —I, a operétor
f se rovnéa stfedové symetrii - stejnolehlosti s koeficientem —1.

e Jedno vlastni ¢slo se rovna 1 a druhé —1. Matice [f]5 se pak rovné

(b &)

Zobrazeni f je reflexe (zrcadleni) vzhledem k p¥imce generované vektorem
uj.

Zbyvé pFipad komplexnich vlastnich &isel, kterd nejsou realné. Cisla A = cos ¢ +
ising a A = cos¢ — isin¢ jsou komplexné sdruzena. Oznaéme si u = u; vlastni
vektor piislugny vlastnimu ¢islu A = cos ¢ + i sin ¢. Z rovnosti Au = Au prechodem
ke komplexné sdruzenym ¢islim dostaneme

Au=Au= ) u=)u,
kde u je vektor, ktery dostaneme z u nahrazenim kazdé slozky komplexné sdruze-
nym c¢islem, a A dostaneme z A nahrazenim kazdého prvku komplexné sdruzenym

¢islem. Matice A je ale realna, proto A = A a tedy Au = Au. Vektor @ je tak
(nenulovy) vlastni vektor pislusny vlastnimu ¢islu A = e~?. Protoze geometrick4 i
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algebraicka nasobnost e~ je rovna 1, je vektor u skaldrnim nasobkem us, je tedy
kolmy na vektor u = u;, protoze us je kolmy na u.

Oznacime
" a+ b
T\ c+id

b (0 on (1)

jsou realna a imaginarni ¢ast vektoru u. Z ortogonality vektord u a u plyne
a—1b
c—id
Proto ab+ cd = 0 a redlné vektory Reu a Imu jsou kolmé. Déle maji oba stejnou
normu Va2 + ¢2 = Vb2 + d2 a jsou proto oba nenulové. Protoze jsou kolmé, jsou

navic linedrné nezavislé. Oznacime-li
1 1

ﬁReu7 VQZ_ﬁImL‘h
va® +c Vb2 +d

dostaneme ortonormalni bazi C' = (v1, vo) prostoru R? (a také C2, pokud nasobime
i komplexnimi skaldry). Spo¢itdme matici [f]&. Plati

u*u(aib|cid)< >a2b2+02d22i(ab+cd)0.

V1 =

1 1
fvi) = Wf(Reu):Wf(quﬁ)

1 -
e Mu A

1
2va? + ¢?
1
2va? + ¢?

= cos¢vy+singvy .

((cos ¢+ isinp)(Reu + iImu) + (cos ¢ —ising)(Reu — ilmu))

(2cos ¢ Reu — 2sin ¢ Imu)

Podobné spoéitdme, ze f(va) = —sin ¢ vy +cos ¢ vo. Vidime tak, Ze matice [f]S se

rovna
A— [ cos ¢ —sing
"~ \ sing coso
a zobrazeni f je tedy rotace.

Pokud vezmeme do tvahy, ze stfedova symetrie je rotace o thel 7w a identické
zobrazeni je rotace o thel 0, dokazali jsme nasledujici klasifikaci ortogondlnich zob-
razeni v euklidovském prostoru dimenze 2.

Tvrzeni 9.84. KaZdé ortogondini zobrazeni f v prostoru R? se standardnim ska-
ldrnim soucinem je bud rotace nebo refleze. Rotace je to prdvé kdyz det[f]5 =1 a
refleze je to prave kdyz det[f]B = —1, kde B je libovolnd bdze R2.

Protoze slozeni dvou ortogonalnich zobrazeni je opét ortogonélni zobrazeni, do-
stavame s pouzitim véty o soucinu determinanti tento dtsledek.

Dtisledek 9.85. SloZeni dvou rotaci v R? je opét rotace, sloZeni dvou reflexi je
rotace a sloZend rotace s reflext (v libovolném potadi) je opét néjakd refelexe.

Pomoci klasifikace ortogonalnich zobrazeni ve dvoudimenzionalnim prostoru mtzeme
také klasifikovat ortogonalni zobrazeni v euklidovském prostoru dimenze 3.
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Piiklad 9.86. Necht f : R® — R? je ortogonalni linearni zobrazeni a A = [f]¥
jeho matice vzhledem ke kanonické bazi v R3. Charakteristicky polynom ma4 vSechna
vlastni ¢isla rovna v absolutni hodnoté 1 a existuje baze B = (uj, ug, us) prostoru
C3 sloZena z vlastnich vektori matice A. Protoze m4 navic realné koeficienty, jsou
bud vSechna vlastni ¢isla redlnd (rovna £1) a nebo je jedno realné a zbyla dvé jsou
komplexné sdruzena, &isla e’® a e~*? pro néjaky thel ¢.

Predpokladejme, ze pouze jedno vlastni ¢islo je redlné. K nému prislusny vlastni
vektor u; muizeme proto také zvolit realny. Podprostor (us,us) prostoru C* (orto-
gonalni doplnék vektoru u;) je invariantni podprostor operatoru f. Na tomto pod-
prostoru dimenze 2 je zuZeni f také ortogondlni operator a ma komplexni vlastni
¢isla ' a e, Podle pfedchoziho piikladu je matice ziiZeni operatoru f na podpro-
stor (uz, us) vzhledem k ortonormalni bazi (a Re uz, —a I'm ug) tohoto podprostoru

, kde a = |[Reuz| !, rovna
cos¢p —sing
sing cos¢

Je-li redlné vlastni ¢islo rovné 1, ma potom f vzhledem k bézi C = (uy,a Reus, —a Imuy)
prostoru R? (béze C' je ortonormdlni) matici

1 0 0
0 cos¢ —sing
0 sing coso¢
a jde tedy o rotaci kolem osy generované vektorem u; o thel ¢ proti sméru hodi-

névych rucicek pti pohledu z kladného sméru vektoru u;.
Je-li jediné realné vlastni ¢islo operatoru f rovné —1, plati

-1 0 0 1 0 0 -1 0 0
[f1S = 0 cos¢p —sing | = 0 cos¢p —sing 0 1 0
0 sing cos¢ 0 sing coso¢ 0 0 1

a zobrazeni f je tedy slozenim rotace kolem osy generované u; o thel ¢ spolu s
reflexi (zrcadlenim) uréeném rovinou kolmou na vektor u;.
Jsou-li v8echna vlastni ¢isla operatoru f redlna, muzeme zvolit ortonormalni bazi

C? slozenou z realnych vektorit a matice [f]5 ma (az na pofadi prvkt na hlavni

diagondle) jeden z tvarti
1 0 0 1 0 O 1 0 0 -1 0 0
o100, o1 0o |, o =1 0], 0o =1 o
0 01 0 0 -1 0o 0 -1 0 0 -1

V prvnim piipadé jde o identické zobrazeni (tj. rotaci o tthel 0), ve druhém ptipadé
jde o zrcadleni vzhledem k roviné (uj,us) = {uz}+, ve tfetim ptipadé jde o rotaci
kolem osy generované u; o thel 7 a ve ¢tvrtém pripadé jde o sloZeni této rotace s
reflexi (zrcadlenim) uréenou rovinou (us, us).

Plati proto nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 9.87. KaZdé ortogondini zobrazeni v euklidovském prostoru R? je bud
rotace kolem néjaké osy, ortogondlni reflexe vzhledem k néjaké roviné a nebo slozeni
rotace s ortogonalni reflexi. Rotace je to pravé tehdy, kdyZ determinant matice
tohoto zobrazeni vzhledem k jakékoliv bdzi je rovny 1.

Diisledek 9.88. Slozeni dvou rotaci v R? je zase rotace v R3, sloZeni dvou rizngch
pravouhlych zrcadlent je rotace kolem osy, kterd se rovnd pruniku rovin zrcadlend.
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10. BILINEARNf FORMY

Cil. Bilinedrni formu lze chdpat jako zobecnéni skaldrniho sou-
¢inu. Ponechdme pouze vlastnosti linearity v kazdé sloZce a vzdame
se symetrie a pozitivni definitnosti, a navic nepredpokladdame, Ze
telesem jsou redlnd nebo komplexni ¢isla. Takovd zobecnéni skaldr-
ntho soucinu se pouZivaji naptiklad ve fyzice, konkrétné ve speci-
alni teorii relativity. Nast hlavni motivact pro studium bilinedrnich
forem je porozuméni kvadratickym formam, které urcuji ,kvadra-
ticke utvary“. Ukdzeme, Ze kvadratické formy vzajemné jednozna-
¢né odpovidaji symetrickym bilinedrnim formdm. Hlavni ndplni
bude nalezeni bdaze, vzhledem ke které md symetrickd bilinedrni
forma, a tim i prislusnd kvadratickd forma, jednoduchy tvar. To
ndm umozni analyzovat tvar kvadratickych dtvari.

Pfipomenme, Ze linedrni forma na vektorovém prostoru V nad télesem T je
linearni zobrazeni z V do T, tj. zobrazeni f : V — T, které vektoru pfifazuje prvek
télesa, spliyjici f(u+v) = f(u)+ f(v) a f(tu) = ¢(u) pro libovolné u,v e V,t € T.
Linearni forma na konec¢né generovaném prostoru je jako kazdé linedrni zobrazeni
popséna matici vzhledem k zvolenym bézim. V jednodimenziondlim prostoru T
vzdy volime kanonickou bézi (1). Matice m4 1 fadek. Je-li baze zvolend v prostoru V
oznaCena B, pak této matici (fddkovému vektoru) také fikdme souradnice linedrni
formy f vzhledem k bézi B. Napiiklad, je-li B = (v1,va,...,v,) baze V, pak
soufadnice f vzhledem k B jsou

[f]lB(l = (f(vl)vf(v2)7 .- ,f(Vn)) = (a1’a2’ .- '7an)'

Je-li v vektor z V a [v]p = (x1,...,2,) jeho soufadnice vzhledem k B, pak
flv) = [f]}%l [Vl = a1x1 + agxa + -+ + anzy, .

Linearni forma je az na nasobek urcena svym jadrem: Jidrem nulové formy je cely
prostor, jadrem kazdé nenulové formy je nadrovina. Cela forma je pak uréena svym
jadrem a obrazem néjakého vektoru mimo jadro. Napiiklad v R? jsou linearni formy
zobrazeni tvaru f((z1,22)7) = a1m1 + aszs (kde (ay,as) jsou souradnice vzhledem
ke kanonické bazi). Jadrem je pro nenulovou formu pifmka. V R? jsou linearni
formy tvaru f((z1,72,73)7) = a121 + a2 + a3z a jadrem nenulové formy je
rovina. Pfikladem formy je pak zobrazeni, které udava orientovanou vzdalenost od
jadra nebo né&jaky jeho pevny nasobek (a kazda forma na R? a R? je tohoto tvaru).

Linearni forma R" je tedy linearni funkce bez konstantniho ¢lenu. Vyskytujici
se napiiklad pfi aproximaci funkci. Pro diferencovatelnou funkci h: R x R — R na
obrézku je nejlepsi linedrni aproximaci h v bodé (2,1) (odpovidajici teéné roving)
funkce z = 2z + 3y + 5. Nekonstantni ¢ast f(x,y) = 2x + 3y této funkee je linedrni
forma, tzv. totdlni diferencidl funkce h v bodé (1,2), koeficienty jsou derivace ve
sméru souradnicovych os.

OBRAZEK

Bilinearni forma je zobrazeni, které kazdé dvojici vektortu pfifadi prvek télesa,
které je linearni v obou slozkach.

Definice 10.1. Necht V je vektorovy prostor nad t&lesem T. Bilinedrni forma na
prostoru V je zobrazeni f : V x V — T, které je linearni v obou slozkéch, tj. pro
libovolné u, v, w € V, t € T plati
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(1) flutv,w) = f(u,v)+ f(v,w), f(Ww,u+v) = f(w,u)+ f(w,v) a
(2) f(tV,W) = t(V,W), f(V,tW) = tf(V,W).
Bilinearni formou na R3 je napiiklad zobrazeni

F((z1, 29, 23)T, (y1,y2,93)") = 22191 — 321y + 521y3 + 622y1 + Toys + 10z3y2

2 -3 5 Y1
= (331 X2 LL‘3) 6 0 1 Y2
0 —10 0 3

Uvidime, ze kazda bilinearni forma je podobného tvaru.

Prikladem bilinearni formy je libovolny skalarni soucin na redlném vektoro-
vém prostoru, ten je navic symetricky a pozitivné definitni. Bilinearni formy tedy
muzeme chapat jako zobecnéni skalarniho souc¢inu. Pozor! Skalarni souéin na kom-
plexnim vektorovém prostoru bilinedrni forma neni — vlastnost f(tu,v) = f(u,v)
bychom museli nahradit vlastnosti f(tu,v) = ¢f(u,v). Takovym formam se ¥ika
seskvilinedrni a nebudeme se jimi podrobnéji zabyvat.

Axiomy (1) a (2) byly také zékladnimi vlastnostmi pouZzité pfi odvozeni vzorce
pro determinant matic 2 x 2. Mizeme fict, Ze determinant ¢tvercovych matic fadu
2 je bilinearni forma sloupct matice. Pro matice vyssSich fadd je determinant pii-
kladem tzv. multilinedrni formy, tedy zobrazeni V x V x --- x V' — T linearni v
kazdé slozce.

My vyuzijeme bilinearni formy hlavné pii studiu kvadratickych forem.

Definice 10.2. Je-li f bilinedrni forma na vektorovém prostoru V nad télesem T,
pak zobrazeni f5 : V — T definované predpisem

fa(v) = f(v,v) prokazdéveV
nazyvame kvadratickou formou vytvorenou bilinearni formou f.

Rovnéz fikdme, Ze fy je kvadratickd forma piislusna bilinedrni formé f. Pro
bilinedrni formu na R? vyse je
fg((l'l, T2, xg)T) = 2.%% — 3$1(£2 + 5$11’3 + 6$2$1 + ToX3 -+ 101’3.’E2
= 21‘% + 3170 + 57123 + 1122Y3

Kvadratické forma na aritmetickém prostoru je kvadraticky polynom, jehoZ vSechny
Cleny maji stupen pravé 2. Kvadratické formy umoznuji pfesnéji aproximaci funkce.
Nejlepsi aproximace funkce vyse uvedené funkce h v bodé (1,2)T kvadratickou
funkei je funkce z = 422 — 2xy + 3y + 22 + 3y + 5, jeji kvadraticka ¢ast h((z,y)T) =
4x% — 2zy + 3y? je kvadraticka forma.

OBRAZEK

Tato kvadratickd forma urcuje, zda je funkce v daném bodé konvexni, konkéavni,
nebo ma sedlovy bod.

OBAZEK

Zakladni problém je pro nas stejny jako u linearnich operatort: najit bazi, vzhle-
dem ke které je bilinearni forma ptehledné.

10.1. Matice.

Podobné jako v ivodu do determinanti spocitame, ze kazda bilinedrni forma je
urcena obrazy dvojic prvku libovolné baze. To ndm dava maticovou reprezentaci
bilinedrnich forem a tzv. analytické vyjadreni. Necht f je bilinearni forma na V
a B = (v1,va,...,Vv,) je baze prostoru V. Vezmeme dva vektory x,y € V a
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vyjadiime f(x,y) pomoci soufadnic vektori x,y v bazi B a pomoci hodnot a;; =
f(via Vj):

[X]B = (xlax%"'vmn)Tv [y]B = (ylvaa"'ayn)T .

fy) = f@vi+ -+ Vo, v+ ynve) = f (Zmzym>
i=1 i=1

n n n n
=S wmf (Vi Yy ouvi | =D iy f(vi,vy)
i=1 j=1

i=1 j=1
n n
= E E TiYjQij
i=1 j=1
ail a2 ... Qin Y1
ag1 N e . Y2
= (xl o ... J,‘n)
apl Ap2 ... Qpp Yn

To vede k pojmu matice bilinearni formy vzhledem k bazi.

Definice 10.3. Necht B = (vy,...,V,) je baze vektorového prostoru V nad téle-
sem T a f je bilinearni forma na V. Matici bilinedrni formy f vzhledem k B ro-
zumime étvercovou matici fadu n nad T, ktera mé na pozici (4, j) prvek f(v;,v;).
Tuto matici znac¢ime [f]p.

Tvrzeni 10.4. Je-li B bdze koneéné generovaného prostoru V a x,y € V, pak

fxy) = [xI5lf]slyls -

Jsou-li soutadnice vektort [x|g = (z1,...,2,)7, [ylz = (y1,---,un)T a [flg =
(aij)nxnv pak
n n
f(xy) = Z Zaijwiyj .
i=1 j=1
Tomuto vyjadieni také fikame analyticke vyjddrent bilinedrni formy f.
Vsimnéte si, ze naopak pro libovolnou ¢tvercovou matici A ¥fddu n nad T je
zobrazeni

fxy) = x5Alyls
bilinedrni a prvek na pozici (7,7) je nutné f(v;,v;) (viz cvi¢eni). Pfi pevné zvo-
lené bazi B tedy takto bilinedrni formy na V vzajemné jednoznacné odpovidaji
¢tvercovym maticim nad T fadu n.

Piiklad 10.5. Zobrazeni f : R? x R2 — R definované predpisem

Fl(@1,22)", (y1,42)") = 20191 + daays = (21 22) < i 8 ) ( 232 )

je bilinearni forma na R2. Jeho matice vzhledem ke kanonické bazi je

=30 ):
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Vezmeme jinou bazi R?, napiiklad

o=((5)(0))

Matice f vzhledem k B je podle definice
_ f((L_l)T’(la_l)T) f((lv—l)Ta 270 T) _ -2 -4
s = (Moot n) Heorson )=(7 3

kde naptiklad prvek na misté (1,2) spoc¢teme

ra-vneon=a-n (30 ) (§) a0 (g )=

Matice bilineérni formy f vzhledem k B ndm umoziiuje rychle spoéitat f((z1,22)7, (y1,y2)T)
zname-li vyjadfeni vektort vzhledem k bazi B:

[(w1,22) ] = (27, 25)",  [(y1,92)" ] = (41, 5)",

A (75 (0)

= —2z1y; — 4@\ y; + 4wsyy + 8ahyh

f((fvl»x?)Tv (Y1, yQ)T)

Matici [f]p spocitdme jesté jednim zptlisobem, ktery nam zdrovenn ukaze, jak
se obecné méni matice bilinearni formy pfi prechodu od baze k bazi. Oznacme X
matici pfechodu od B ke kanonické bazi Ko.

x=tag=( 1 5)

Pro libovolny vektor z € V plati [z]k
[z]5XT. Pak

o=t (20) (0 ) e (3 ) (20 ( 4 2) ()
~awa (75 (Y)

Z jednoznacnosti maticového vyjadfeni f nyni plyne, Ze matice f vzhledem k B je
stejnéa jako u predchoziho vypoctu.

, = X|[z]p a transponovanim ziskame [ZE;z =

Zobecnénim vypoctu v predchozim prikladu dostdvame vztah o zméné matice
pri pfechodu od béaze k bézi.

Tvrzeni 10.6. Necht f je bilinedrnt forma na vektorovém prostoru V, B a C jsou
bize V a X = [id]§ je matice prechodu od C k B. Pak [f]c = XT[f]pX.

Diikaz. Pro libovolné vektory x,y € V plati

Fx,y) = X5l = (([d5xe) [s(idsye) = XKEXT[flsX e -
7 jednozna¢nosti matice bilinearni formy vzhledem k bazi nyni plyne [f]c = X7 [f]sX.
O

Ctvercova matice A fadu n mé ted pro nas dva geometrické v§znamy: linedrni
operator f4 na T™ a bilinedrni forma x” Ay na T". Vsimnéte si rozdilu pfi zméné
baze. Je-li R matice prechodu od B ke kanonické bazi, pak matice pfislusného
line4drniho operatoru vzhledem k B je R~ AR zatimco matice piislusné bilinedrni
formy vzhledem k B je RT AR.
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10.2. Symetrické a antisymetrické formy. Kvadratickd forma muze byt vy-
tvofena riznymi bilinedrnimi formami, napriklad bilinearni formy
(@1, 22)", (y1,92)") = 2z +3z1ya+aayr,  g((@1,22)", (y1,92)") = 2101 +4220n

vytvaii stejnou kvadratickou formu
fol(z1,22)T) = g (w1, 22)T) = 222 + 4z 129

V této Casti si, v pripadé téles charakteristiky rtizné od dva, jednoznac¢né rozlozime
kazdou bilinearni formu na soucet symetrické a antisymetrické, a ukazeme, ze vy-
tvorena kvadraticka forma je urcena symetrickou ¢asti.

Definice 10.7. Bilinearni forma f na vektorovém prostoru V se nazyva
e symetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati f(x,y) = f(y,x);
e antisymetrickd, pokud pro libovolné x,y € V plati f(x,y) = —f(y,x).

Prikladem symetrické formy je skalarni soucéin na redlném vektorovém prostoru.
Zda je forma symetrickd (antisymetrickd) pozname snadno z matice vzhledem k
libovolné béazi.

Tvrzeni 10.8. Necht V je konecné generovany vektorovy prostor, B je bdze V a
f je bilinedrni forma na V. Pak

o [ je symetrickd prdvé tehdy, kdyz je [f]p symetrickd matice;
o f je antisymetrickd prdvé tehdy, kdyZ je [f]p antisymetrickd matice.
Dikaz. Dokézeme prvni ekvivalenci, druhd se dokadze podobné. Oznacme B =
(Vla s 7vn)‘
Prvek na misté (¢, j) v matici [f]|p je podle definice rovny f(v;,v;). Je-li tedy f
symetricky pak prvek na misté (4, j) je stejny jako prvek na misté (j, ), takze [f]p
je symetricky matice.
Je-li naopak [f]p symetrickd matice, pak pro libovolné vektory x,y € V plati
Fxy) = XEslyle = KEEY]E = (KEEY]E)" = WEsXE = fly.x) |
kde ve tieti rovnosti jsme vyuzili, ze (t)7 =t pro libovolny skalar t € T. O

Bilinearni formy mtizeme pfirozenym zptsobem sc¢itat a nasobit skalarem. Jsou-li
f, g dvé bilinearni formy na V a t € T pak definujeme

(f+9)xy) = f(xy)+9(xy), @f)xy) =tf(xy)
S témito operacemi tvofi mnozina v8ech bilinedrnich forem na V vektorovy prostor.
Je-li B konec¢né baze V, snadno se ovéfi vztahy

[f +gls=1[fls + 9], [tflz=1tflB -

Zamyslime se nyni, jak rozlozit danou bilinearni formu f na prostoru V nad
télesem T na soucet symetrické formy f, a antisymetrické formy f,. Pro konecné
generované prostory je tento tkol ekvivalentni rozkladu ¢tvercové matice na soucet
symetrické a antisymetrické. Pro libovolné dva vektory x,y € V chceme, aby platilo

f(xy) = fs(x,¥) + fa(x,y)
f(y,x) = fS(Y7X) +fa(yvx) = fS(X’y) _f(l(xay)

Dostali jsme pro fs(x,y) a fo(X,y) soustavu dvou rovnic s feSenim

Fu¥) = 5 (FG6y) + F5%), fal¥)) = 5 (F0y) — Ty ) -
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Je snadné nahlédnout, ze bilinedrni forma f,; definovana timto predpisem je sy-
metrickd a f, je antisymetrickd. Problém je pouze v pripadé, kdy soustava ma
singularni matici, tj. v pfipadé, ze 1 = —1, ekvivalentné, charakteristika télesa T
je 2. V opacném pripadé z postupu vyplyva, ze fs, f, jsou urCeny jednoznacné.
Dokézali jsme

Tvrzeni 10.9. Necht V je vektorovy prostor nad télesem T charakteristiky rizné
od 2. Pak kaZdou bilinedrni formu f na 'V lze psdt jako soucet f = fs+ fq, kde fs
je symetrickd a f, je antisymetrickd. Tento rozklad je jednoznacny a plati

Fo60¥) = S UF60Y) + Fv), faboy) = 5(F60) — f(v. %)
Drikaz. ]

Mnozina symetrickych bilinearnich forem na V i mnozina antisymetrickych bi-
linearnich forem na V tvofi podprostory prostoru vsech bilinedrnich forem na V
(cviceni). Tvrzeni lze formulovat také tak, ze vektorovy prostor vSech bilinedrnich
forem na V je direktnim souc¢tem téchto dvou podprostori.

Piiklad 10.10. Bilinearni forma f na R?
T T 2 2 (1
F((@r,22)™, (y1,92)7) = 201y + dzayy + 22190 = (21 22) {4 "

je souctem

2
Fs((@1,22)7, (y1,92)") = 22191 + 322y1 + 3212 = (71 22) ( 3

fa(<x1’$2)T7 <y17y2>T) =Ty — T2Y1 = (3;‘1 112) ( i)l (1) )

To odpovida maticovému vztahu

(13)-(2)+(%8)

Pro télesa charakteristiky dva, naptiklad T = Zs, je teorie bilinearnich forem
odli$nd, ale timto piipadem se nebudeme zvlast zabyvat. Poznamenejme jen, Ze
pojmy symetrickd a antisymetrickd v tomto piipadé splyvaji (cviceni).

Bilinearni formy vyuzivame mimo jiné ke studiu pfislusnych kvadratickych fo-
rem. Tato kvadratickd forma zavisi pouze na symetrické ¢asti bilinearni formy:

Tvrzeni 10.11. Necht f,g jsou bilinedrni formy na vektorovém prostoru V nad

télesem charakteristiky rizné od 2. Pak fo = go pravé tehdy, kdyz fs = gs. Navic

Fue.¥) = 5 (e ¥) = 209~ faly) -

Diikaz. Je-li g antisymetrickd forma, pak pro libovolny vektor x € V plati g(x,x) =
—g(x,x). Pokud je charakteristika télesa rtizna od dva, vyplyva z tohoto vztahu
g2(x) = g(x,x) = 0. Pro libovolnou bilinedrni formu f pak mame

fQ(X) = f(X7X) = fS(X7X) + fa(X,X) = fS(X’X) :

Vytvofena kvadraticka forma tedy zavisi jen na symetrické ¢asti. Odtud plyne im-
plikace zprava doleva.
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Vzorec z tvrzeni ovéfime piimocarym vipoctem.
SRt y) — h) — faly)) = Sl 4y xy) — (%)~ fily.y)
= S0+ FGey) + £+ F33) — fo06%) = Fly )

1
= S @A 0y) = filxy)
Implikace zleva doprava je nyni zfejma. ([

Vztah v predchozi vété je varianta polarizac¢ni identity z tvrzeni 8.7. Dava ex-
plicitni vzorec na vypocet hodnoty symetrické bilinearni formy pomoci prislusné
formy kvadratické. Tuto jednoznac¢né urcéenou symetrickou bilinearni formu také
nazyvame symetrickd forma prislusnd dané kvadraticke formeé.

Piiklad 10.12. Uvazujme kvadratickou formu
fo((x1,20)T) = 222 + Twyx0 + B2

Pro nalezeni symetrické formy f neni tfeba pouzivat vzorec z predchoziho tvrzeni,
staci si uvédomit z jakych ¢lent bilinearni formy pochéazi ¢leny fo. Je-li

f((;vl,xQ)T, (y17y2)T) = a1121Y1 + a12T1Y2 + A21T2Y1 + A22T2Y2

a fol(z1,22)T) = f((z1,22)7, (z1,22)T), pak koeficient u 22 v kvadratické formé
fo musi pochazet ze ¢lenu aq1x1y1, tedy a11 = 2. Podobné ass = 5. Koeficient u
Z129 vznikne souftem aio + as1 a kvili symetrii je aj2 = ag1 = 7/2. Takze je

F((@1,22)7, (y1,92)") = 223 +3,521y2+3,522y1 +572y2 = (71 22) < 325 3é5 > < z; )
10.3. Ortogonalni baze.

V celém zbytku kapitoly se budeme vénovat pouze symetrickym formam nad
télesy charakteristiky rtizné od 2. Budeme se snazit najit bazi vzhledem k niz ma
dana bilinearni forma co nejjednodussi matici, idealné diagonalni. Narozdil od li-
nearnich operatort to vzdy lze provést. Symetrické bilinearni formy vzajemné jed-
noznacné odpovidaji kvadratickym. Vsechny pojmy a vysledky pro symetrické bi-
linearni pojmy budeme proto pouZzivat i pro prislusné kvadratické formy.

Co pro bilinearni formu f znamen4, Ze matice vzhledem k bdzi B = (vi,va,...,v,)
je diagonalni? Podle definice musi pro dva rtzné vektory v;, v;, ¢ # j platit
f(vi,v;) = 0. To motivuje pojem ortogonality vektord.

Definice 10.13. Necht f je symetricka bilinearni forma na V a x,y € V. Rikdme,
Ze X a 'y jsou f-ortogondlnt, pokud f(x,y) = 0. Zapisujeme x Ly y.
Baze B = (vy,...v,) prostoru V se nazyva f-ortogondlni, pokud je [f]p diago-
nélni, tj. pro libovolné 4,5 € {1,2,...,n}, i # j, jsou vektory v;, v, f-ortogondlni.
(Pokud je f zfejmé z kontextu, fikdme nékdy pouze ortogondlni.)

V pripadé, ze f je skalarni soucin na realném vektorovém prostoru, se pojmy
shoduji s jiz zavedenymi. Na hledani ortogonalni baze mtzeme pouzit naptiklad
Gram-Schmidtuv ortogonaliza¢ni proces.

M4-1i f vzhledem k B diagonélni matici diag(ai,...,a,), pak pro pfislusnou
kvadratickou formu plati

fa(x) = ale +. ..anxi, x| = (z1,...,2n)
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Z takového vyjadreni lépe vidime, jak dand kvadratickd forma vypada. Na obrazku
jsou znazornény grafy nékolika kvadratickych forem na R2.
OBRAZEK

10.3.1. Ortogondalni doplnek. Ortogonalni bazi miuzeme zkusit hledat hladovym al-
goritmem: zvolit vektor vy, pak vektor vy, aby f(vy,va) = 0, pak vektor vs, aby
f(vi,vs) = f(ve,v3) = 0, atd. Pokud se nam takto podaii najit n linedrné neza-
vislych vektort, pak vznikld posloupnost je polarni bazi. Pokud by f byl skalarni
soudin, pak vlastnost f(vi,v3) = f(va,v3) = 0 znamend, Ze v3 je v ortogondl-
nim dopliiku mnoziny {vi,vs}. V pfipadé obecngch forem definujeme tento pojem
analogicky.

Definice 10.14. Necht f je symetrickd bilinearni forma na V. Pro podmnozinu
M C V definujeme f-ortogondlni doplnék mnoziny M vztahem

M1 ={yecV:(¥xe M) f(x,y) =0} .
Nékteré jednoduché vlastnosti ortogonalniho doplitku jsou stejné jako u skalar-

niho soudinu (viz cviéeni):

e M7 je podprostorem V,

e Jeli M C N, pak M+7 D Nts,

o MLr=(M)"/.
Ne vSechny vlastnosti jsou samoziejmé stejné, napriklad ortogonalni doplné€k pod-
prostoru W muize mit netrivialni prinik s ptivodnim prostorem, nemusi to tedy byt
doplnék prostoru v béZném vyznamu (tj. podprostor, ktery tvoii spolu s pivodnim
podprostorem direktni rozklad).
Priklad 10.15. Uréime f-ortogonalni doplngk podprostoru W = ((1,1,0)%, (1,0,1)7)
pro bilinearn{ formu f na Z} danou matici

[f]Ks =

O ==

1 0

2 2

2 1

Vime, ze Wt/ = {(1,1,0)7,(1,0,1)T}+7. Hledame vektory x = (x1,z2,73)T € Z3,
pro které

F((1,1,007, %) = (11 0)[f]x,x = (2,0,2)x = 221 + 223 =0

a
F(1,0, )T, x) = (10 D)[f]lrax = (1,0, )x =21 + 23 =0 .
Vidime, ze W/ je FeSeni homogenni soustavy rovnic

(Gomie )=(3 6 1)~r o)

wts =((2,0,1)",(0,1,0)")

Takze

Predchozi priklad ukazuje, jak hledat ortogonalni doplnék koneéné mnoziny vek-
tortt obecné.

Pozorovani 10.16. Necht B je bdze koneéné generovaného prostoru V, f je sy-
metrickd bilinedrni forma na V. .a M = {wy,...,wy). Pak

[M*1]p = Ker (([wi]s] ... Wil )" [f]B) -
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Diikaz. Budeme postupovat podobné jako ve cviceni. Vektor x lezi v ML/ pravé
tehdy, kdyz f(w;,x) = 0 pro kazdé ¢ € {1,...,k}. Podminka f(w;,x) = 0 je
ekvivalentni [w;]5[f]5[x]? = 0, takZe tato podminka plati pro kazdé i pravé tehdy,

kdyz ([wi]g|-..|[we]8)T[f]a[x]z = 0. Jinymi slovy, x lezi v M*¢ pravé tehdy,
kdyZ [x]p je feSenim homogenni soustavy rovnic s matici ([wx]g)?[f]s. Z toho
plyne dokazované tvrzeni. |

Ortogonalnimu dopliiku celého prostoru V fikdme radikal. Urcuje do jaké miry
je forma degenerovand. Hledanim radikalu bude prvni krok pfi hledani ortogonélni
baze.

Definice 10.17. Necht f je symetrickéd bilinearni forma na prostoru V dimenze n.
Pak

o radikdl f je podprostor Vs prostoru V, znac¢ime rad f, tj.
radf =V ={xeV:(VyeV) f(x,y) =0},

e nulita f je dimenze radikélu ng(f) = dim(rad f),
e hodnost f je r(f) =n—no(f),
e f je requldrni, pokud no(f) = 0, jinak je singuldrni.

Na vypocet radikdlu mizeme pouzit pfedchozi pozorovani.
Piiklad 10.18. Je ddna matice bilinedrni formy f na R? vzhledem k bazi B.
5 -2 1 2
2= ((5)(7)) we=(5 1)

Ortogonalni doplnék R? je roven ortogonalnimu doplitku kanonické baze, takze
podle pozorovani je

rad f]5 = Ker (I,[f]5) = Ker ( - > = << T >>
mar= (=25 )+1(5" ) =(( T ))=((5))

Forma f je singularni, nulita i hodnost jsou 1.

Takze

7 prikladu také vidime, jak pozname hodnost z matice vzhledem k libovolné
bazi.
Pozorovani 10.19. Necht [ je symetrickd bilinedrni forma na konecné gemero-

vaném prostoru V a B je bdze V. Pak [rad flp = Ker ([f]B). Specidlné, r(f) =
r([f]B), a f je requldrni pravé tehdy, kdyZ [f]p je reguldrni. Navic

Diikaz. Je-li B = (vy,...,v,), pak V1 = {vy,...,v,}*/ a podle pozorovani 10.16
mame

(Vs =Ker (([vi]sl - - - [[val8) " [f]B) = Ker (I[f]5) = Ker ([f]5) -
Zbytek je disledkem definic. O

Bilinearni forma je na radikalu nulova. Nasledujici tvrzeni fika, Ze na libovolném
podprostoru W splitujicim W & (rad f) = V je naopak regularni. Takovému pod-
prostoru W fikdme dopinék rad f. Pozor, neplést s ortogondlnim dopliitkem (ktery
obecné doplitkem neni). ,Formou na podprostoru W* rozumime pfesnéji ztzeni
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bilinedrni formy f na W x W. Tuto bilinedrn{ formu budeme znaéit f|y a nazyvat
zuZeni na W.

Tvrzeni 10.20. Necht f je symetrickd bilinedrni forma na V a W je doplnék
radikdlu f, tj. podprostor W prostoru 'V takovy, Ze W @ (rad f) = V. Pak ziZeni
f na W je reqularni bilinedrni forma.

Diikaz. Vezmeme libovolny vektor w € rad f|w a ukdZeme, Ze nutné w € rad f.
Uvazujme libovolny vektor v € V. Protoze W + rad f = V, existuje vektor x € W
ay €rad f tak, Ze v=x+y. Protoze w € rad f|i a x € W, plati f(w,x) = 0.
ProtoZe y € rad f, pak f(w,y) = 0. Dohromady

fw,v) = f(w,x+y) = f(w,x) + f(w,y) =0 .
Ukdzali jsme, ze w € rad f. Pak w € W Nrad f = {o}. O

Predchozi tvrzeni ndm umoznuje pievést hledani f-ortogonalni baze obecné sy-
metrické bilinearni formy f na specidlni pfipad regularnich forem. Pro ty vyuzijeme
zobecnéni véty 8.29 o ortogonalnim dopliku: V pripadé, ze je bilinearni forma f na
podprostoru W regularni, je f-ortogonalni doplnék dopliikem, tj. 1ze kazdy vektor
jednoznacné napsat jako soucet vektoru z W a vektoru z f-ortogonélniho doplinku
prostoru W.

Véta 10.21. Necht f je requldrni symetrickd bilinedrni forma na koneéné gene-
rovaném prostoru V dimenze n a W podprostor V takovy, Ze flw je reguldrni.
Pak

(1) dim(W+5) = n — dim(W),
(2) V=Wa@W=Ls a zideni f na Wi je reguldrni forma.
3) Whn)tr =w.

Diikaz. (1) Necht (wy,...,wy) je n&jakd baze W. Z tvrzeni 10.16 vyplyva, ze
[Wi]p = Ker ([w1]g] ... |[wi]B)T, kde B je libovolna baze V, takze podle
véty o dimenzi jidra a obrazu mame dim(W=/) =n — k.

(2) V priiniku W N W=7 jsou vektory w € W takové, ze f(w,v) = 0 pro libo-
volny vektor v € W, tedy pravé prvky rad f|w. Protoze je f|w regularni,
mus{ byt nutné w = {o}.

Ukazeme dva zptisoby, jak dokazat W+W s = V| které kopiruji postupy
pro skalarni soucin.

1. zpusob. Jedna moznost je srovnani dimenzi. Oznac¢me n = dim(V),
zvolme libovolnou béazi B prostoru V, libovolnou bazi C' = (wq,...,wg)
prostoru W a ozna¢me D = ([w1]g|...|[wx]s). Podle pozorovani 10.16 je
(Wi]g = Ker (DT[f]g). Matice DT ma k fadki, takze jeji hodnost je nej-
vyse k. Sou¢in DT[f]p ma proto také hodnost nejvyse k (podle tvrzeni 5.77
o0 hodnosti sou¢inu). Jadro DT [f]p a tim padem i W1/ ma pak podle véty
o dimenzi jadra a obrazu dimenzi alespon n — k. Nyni sta¢i odhadnout
dimenzi sou¢tu podle véty 5.87 o dimenzi souctu a priniku:

dim(W + Wt7) = dim W + dim W —dim(W n W) > k+ (n—k)—0=n .

Z toho plyne, Ze soucet je cely prostor.

2. zpuasob. Druhou moznosti je primo najit rozklad libovolného vektoru
v € V na soudet v = w4+ u, kde w € W a u € W-=s. Ekvivalentné,
chceme najit vektor w, aby v — w lezel v W7, Zvolime néjakou bézi
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C = (wy,...,wy) prostoru W a ozna¢ime [w]c = (ay,...,a;)T. Vektor
v — w lezi v W17 pravé tehdy, kdyz je v — w f-ortogonalni k vektortim
Wi, ..., Wk. Je tedy nutné a staéi, aby pro kazdé i € {1,2,...,k} platilo

fv—w,w;)=0
f(v—a1wy —agwg — ... — apwg, w;) =0
ay f(wi,w;) + -+ ap f(wi, w;) = f(v,w;)

Ziskali jsem soustavu linedrnich rovnic s matici [f]¢ (u skaldrniho soucinu

jsme tuto matici nazyvali Gramova matice). Protoze f|w je regularni, je

[f]c regulérni (viz pozorovéni 10.19), takZe soustava ma FeSeni. Nalezli jsme

vektor w, pro ktery v —w lezi v W7, éimz je dikaz W 4+ W/ = V hotov.

Zbyvéa dokéazat, ze f|,, 1, je reguldrni, to pfenechdme do cviceni.

(3) Tato ¢ast se dokdze stejné jako ve vété 8.29 uzitim W C (W7)Ls (to plati
pro jakoukoliv bilinedrn{ formu) a srovnanim dimenzi.

|

10.3.2. Hleddni ortogondlni bdaze, metoda ortogondlnich doplnki. Pro regularni formu
f nyni mizeme pro hledani ortogonalniho doplnku pouzit ,témér“ hladovy algo-
ritmus. Zvolime v; tak, aby zGZeni f na (vi) bylo reguldrni, neboli f(vi,vy) =
f2(v1) # 0. Pak spo¢itdme {v;}*/ a hleddme podobnym postupem zbylé vektory
Vg, ... v prostoru {vi}+7. Jak vektor v; nalézt nam napovid4 polariza¢ni identita
z tvrzeni 10.11.

Pozorovani 10.22. Necht B = {wy,...,w,} je bdze vektorového prostoru V nad
telesem charakteristiky ruzné od 2 a f je nenulovd symetrickd bilinedrni forma na
V. Pak fa(w;) # 0 pro néjaké i € {1,...,n} nebo fo(w; +w;) # 0 pro néjakd
i,j€{1,2,...,n}, i #j.

Diikaz. Jsou-li vSechny hodnoty fa(w;), fo(w; + w;) nulové, pak podle identity v
tvrzeni 10.11 pro libovolné i # j plati f(w;, w;) = 0. Matice [f]p je tedy nulova, z
¢ehoz vyplyva, ze forma f je nulova. O

Shrneme postup pro hledani f-ortogonélni baze symetrické bilinedrni formy f
na konec¢né generovaném prostoru V.

Najdeme rad f, najdeme doplnék W prostoru rad f a polozime g = f|w
Zvolime v, tak, aby g2(v1) # 0. Spoéitame {v;}ts.

Zvolime v, € {vi}1s tak, aby go(va) # 0.

Zvolime v3 € {vy,vo}ts tak, aby ga(v3) # 0.

Zvolime 0 # v, € {v1,...,v,_1}19, kde r = r(f).
K nalezenym vektorim vi,..., v, pfipojime néjakou bazi (v,i1,...,vy)
radikalu. Tim ziskame f-ortogonalni bazi prostoru V.

7 dikazu nasledujici véty vyplyva, Ze uvedeny postup funguje.

Véta 10.23. Necht T je téleso charakteristiky rizné od 2. Pro kaZdou symetric-
kou bilinedrni formu f na konecné generovaném prostoru V nad T ezistuje f-
ortogondlni bdze.

Pro kazdou c¢tvercovou matici A Tadu n nad T existuje requldrni matice B Tddu
n takovd, e BT AB je diagondin.
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Dikaz. Vétu nejprve dokdzeme, za predpokladu, ze f je regularni. Dikaz prove-
deme indukci podle n = dim V. Je-li n = 1, pak libovolny nenulovy vektor tvori
f-ortogonalni bazi. Pfedpokladejme, Ze n > 1 a Ze tvrzeni plati pokud dim(V) < n.
Protoze f je regularni, je nenulové, takze podle pozorovani 10.22 najdeme vektor
v, pro ktery fa(vi) # 0. Oznaéme U = <V1>J—f. ProtoZe fa(vi) # 0, je restrikce
f na (vq) reguldrni forma, takze podle véty 10.21 je (v1) & U = V a restrikce
flu je regularni. Podprostor U prostoru V je doplnék prostoru dimenze 1, proto
mé (napf. podle véty 5.87 o dimenzi souc¢tu a priniku) dimenzi n — 1. Podle in-
dukéniho predpokladu existuje (f|y)-ortogondlni baze (va,...,v,) prostoru U.
Protoze (vi) @ U =V, je (v1,...,vy) baze V. Navic f(v;,v;) = 0 kdykoliv
2 < i < j < n, protoze (va,...,Vy) je (f|y)-ortogonalni, a také f(vi,v;) =0
pro libovolné 2 < j < n, protoze vektory va,...,v, lezi v f-ortogonalnim dopliiku
vektoru vy. Ukézali jsme, Ze (v1,...,v,) je f-ortogonalni baze V.

Zbyvé vytesit pripad, kdy f je singularni. Nechf W je n&jaky doplnék rad f v
prostoru V a ozna¢me g = f|w . Podle tvrzeni 10.20 je g regularni forma. Protoze W
je doplnék rad f je napt. podle véty 5.87 o dimenzi sou¢tu a pruniku jeho dimenze
rovnd n — dim(rad f) = r(f) = r. Podle pfechoziho odstavce existuje g-ortogonalni
baze (vi,...,v,) prostoru W. Doplnénim libovolnou bazi (v,41,...,v,) radikdlu
ziskdme f-ortogonalni bazi V.

Tvrzeni o maticich je pouze jinou formulaci prvni ¢asti. Vezmeme symetrickou
bilinedrni formu f na T™, jejiz matice vzhledem ke kanonické bazi je A, tj. f(x,y) =
x" Ay. Oznaéme B néjakou f-ortogondlni bézi T" a X = [id]% . Protoze B je f-
ortogonalni, je [f]p diagonalni. Podle tvrzeni 10.6 je [f]p = XTAX. O

Priklad 10.24. Najdeme f-ortogondlni béazi pro symetrickou bilinearni formu f
na prostoru Z3 zadanou jeji matici vzhledem ke kanonické bazi.

A:[f]K4:

N == O
—_ O
= O N =
O = =N

Nejprve vypocitame radikal. V piikladu 10.18 jsme si vSimli, Ze je rovny jadru
matice A.

0 1 1 2 1 0 2 1

1 0 2 1 0 1 1 2

rad f = Ker A = Ker 1 2 0 1 = Ker 02 1 0

2 1 10 0 1 0 1
011 1021 %

= Ker =Ker [ 0 1 1 2 |=

00 2 2 00 2 2 2
00 2 2 1

Nulita f je 1, hodnost 3.
Doplnime bézi radikalu na bazi Z3, napiiklad vektory

w1 = (0,1,0,0)", wy = (0,0,1,0)7, w3 = (0,0,0,1)7 .
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Ozna¢me B = (w1, wy, W3). Ziejmé W = (B) je doplnék radikélu. Matice z(zené
formy g = f|w vzhledem k B je podle definice

0 21
[g]B:C': 2 01
1 10

Daéle budeme pocitat s vektory v bazi B. Najdeme v; tak, aby g2(vy) # 0. Podle
pozorovani 10.22 mtzeme pouzit jeden z vektorid

[vils € {(1,0,0)",(0,1,0)",(0,0,1)",(1,1,0)", (1,0,1)", (0,1, 1)} .
Prvni t¥i vektory zfejmé nefunguji (hodnoty g2 jsou na diagondle). Pro vektor

[Vl]B = (17 ]-7 O)T

vyjde
0 2 1 1 1
pvi)=(110)[ 2 0 1 1 =221 ]|=1.
1 1 0 0 0
Volba je tedy tispésna. Podle pozorovani 10.16 spoc¢itdme {vi}Ls.
0 2 1 2 2
{vi}olp=Ker [(110)[ 2 0 1 :Ker(222):< ol.]1 >
1 1 0 1 0

Vektor vy volime v tomto prostoru tak, aby go(vse) # 0. Podle pozorovani 10.22
miizeme pouzit jeden z vektort

[vols € {(2,0,1)7,(2,1,0)7,(2,0,1)T +(2,1,0)T = (1,1,1)T} .

Zkusime tieba
[volg = (1,1, 1) .

Vyjde

0 21 1 1
pva)=(111)| 2 0 1 1 |=0021]=2.

1 1 0 1 1

Volba je tispésna. Spocitame {vi,vo}to.

0 2 1
[{v1,v2} /] g = Ker Lo 2 01 = Ker 2 2 2

111 11 0 00 2

()

Zvolime [v3]p = (2,1,0)%. Pro tento vektor musi nutné platit go(v3) # 0, protoze
vime, 7e forma g je na {vy,vy}*9 regularni. Piesto tuto hodnotu spocitame, bude
se nam hodit pro kontrolu a pro ziskani matice f vzhledem k nalezené f-ortogonalni
bazi.
0 2 1 2 2
g2(vz)=(210) 2 0 1 1 1=0210 1 |=2.
1 1 0 0 0
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Prepocitame nalezené vektory do kanonické baze a doplnime bazi radikalu.

0 0 0 1
. 1 . 1 . 2 . 2
Vli 1 Y V27 1 I Vgi 1 Y V4* 2
0 1 0 1
Béze D = (v1, Ve, Vs, Vvy) je ortogondlni. Matice f vzhledem k D je
fa(v1) 0 0 0 1 0 00
lp = 0 fa(va) 0 0 o200
b= 0 0 falvs) 0 10020
0 0 0 fa(va) 0000
Maticové
1 0 0 0
0 2 00 . .
020 D = R )R,
0 00 O
01 10 01 1 2 0 0 01
. 01 1 1 1 0 2 1 11 2 2
o 0 210 1 2 0 1 1 1 1 2
1 2 2 1 21 10 01 01

10.3.3. Hleddni ortogondlni bdze — metoda symetrickych uprav. Predpokladejme,
ze f je bilinearni forma na vektorovém prostoru V dimenze n nad télesem T, C
je bdze V a A = [f]c. Vytvofime matici typu n x 2n tak, ze vedle A napiSeme
jednotkovou matici, tj. vytvorime matici (A|I,). S touto matici provddime tzv.
symetrické upravy. Jedna symetricka tiprava sestava s elementarni fadkové upravy
a nasledné ,stejné* upravy na sloupce. Mame tedy tii typy symetrickych tprav:
e prohozeni i-tého a j-tého radku, nasledné prohozeni i-tého a j-tého sloupce,
e vynasobeni i-tého fadku nenulovym prvkem ¢ € T, nasledné vynasobeni
i-tého sloupce prvkem ¢,
e pricteni t-nasobku i-tého Fadku k j-tému, kde ¢t € T a i # j, nasledné
pricteni ¢t-nasobku ¢-tého sloupce k j-tému.
Radkové tpravy provadime s celymi fadky (vektory z T?"), sloupcové tpravy se
vzdy tykaji jen levého bloku matice.

Odvodime maticovy popis symetrické upravy matice (X|Y) typu n x 2n. Ozna-
¢ime F matici prislusné radkové apravy. Po provedeni fadkové tpravy vznikne ma-
tice E(X|Y) = (EX|EY). Piislusnd sloupcova tprava odpovidd nasobeni matici
ET zprava, takze po provedeni obou tiprav mame matici (EX ET|EY). Za¢neme-li
tedy s matici (A|I,,) a provedeme nékolik symetrickych tiprav, dostaneme posloup-
nost matic

(A|L,), (E1AET|Ey), (By By AET EX\EyEy), ... (B ... BYAET .. EF|Ey ... Ey) .

Oznaéme F = (Ey ... FE1)7T, tj. posledni matice je (FT AF|FT). Matice F je regu-
larni, protoze je transponovanym soucinem elementarnich matic. Oznacme B bézi
V takovou, ze [id]8 = F, tj. vyjadieni vektortt baze G vzhledem k bazi C je ve
sloupcich matice F, neboli v fadcich pravého bloku vysledné matice (FT AF|FT).
Podle tvrzeni 10.6 0 zméné matice bilinearni formy p¥i zméné baze je matice FTAF
v levé bloku matice (FTAF|FT) rovné matici f vzhledem k B.
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Toto pozorovani muzeme vyuzit napriklad pro hledani f-ortogonalni baze v pfi-
padé, ze f je symetricky forma: Symetrickymi Gpravami pfevedeme matici (A|1,)
do tvaru (D|G), kde D je diagonalni. Jako cvifeni si rozmyslete, Ze to vidy lze
provést. Pak v fadcich matice G mame vyjadieni vektoru jisté baze B v puvodni
bazi C' a plati [f]p = D, tj. specidlné B je f-ortogonalni.

P¥iklad 10.25. Najdeme f-ortogonélni bazi pro bilinedrni formu f na Z3.

0 2 1
[flg,=A=| 2 0 1

1 1 0
Upravujeme matici (A|l,) symetrickymi Gpravami do tvaru (D|G), kde D je dia-
gonalni.

02 111 00 2 2 211 10 1 2 1 10
201010 ]|~1201j]010]~|2§20 010
11 0(0 0 1 11 0j]0 0 1 2 1 0 01

2

1

0
1 0 11
2 0 12
11 0 0 2|1

Komentér k tpravam: V prvnim kroku potfebujeme na pivotni pozici (1,1) nenu-
lovy prvek, docilime toho pfi¢tenim druhého faddku k prvnimu (a naslednou symet—
rickou upravou — pFi¢teni druhého sloupce k prvnimu). VSimnéte si, Ze prohozenim
rfadkid v tomto pripadé niceho nedocilime. Kdybychom naptiklad prohodili prvni a
druhy fadek, a nasledné symetricky prvni a druhy sloupec, na pozici (1, 1) by byla
stale nule. Po této Gpravé jsme jiz jen pricetli prvni fadek k druhému a tfetimu, a
symetricky se sloupci.

Z diskuze nad piikladem vyplyvé, ze B = ((1,1,0)7,(1,2,0)7, (1,1, 1)T) je f-
ortogonalni baze a [f]5 = diag(1,2,2).

2

O =
N O
o O

1 2 2|1
~1 0 2 0]1
0 0 2|1

10.3.4. Hledani ortogondlni baze — explicitni vzorec. Nésledujici tvrzeni dava v nék-
terych piipadech explicitni vzorec pro vektory néjaké f-ortogonalni baze. Na vy-
pocet f-ortogonalni baze se prili§ nehodi, ale tvrzeni je uzitecné v pfipadé, Ze nés
zajim4 pouze matice vzhledem k néjaké f-ortogondlni bazi B aniz bychom potte-
bovali tuto bazi znat. Souradnice vektord baze B budou algebraické doplnky prvki
jistych matic. P¥ipometime, Ze X;; zna¢i algebraicky doplnék prvku (4, j) v matici
X, ktery je definovan jako determinant matice vzniklé z X vynechanim i-tého fadku
a j-tého sloupce, vynasobeny znaménkem (—1)**7 (viz definice 6.30). Pro matici X
fadu 1 definujeme X717 = 1.

Tvrzeni 10.26. Necht f je symetrickd bilinedrni forma na prostoru 'V dimenze n,
B je baze V a A = [f]g. Pro 1 < i < n oznacme AW matici tvorenou pronimi i
fadky a i sloupci matice A. Pokud je kazdd z matic AN ... A" = A reguldrni,
pak posloupnost C = (vi,--- ,vy), kde

vils = (AM)11,0,0,...,0)"
[V2]B = ((A(Q))l% (A(z))QQ’ 0,..., O)T

[Vn]B = ((A(n))lru (A(n))an sy (A(n))nn)T )
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je f-ortogondlni bdze a

[flo = diag(|AM], |AD]- AP | | AR |AD)] A= D]jAm)
Diikaz. Predné C je za danych predpokladii baze, protoze ([vi]g]|...|[vs]B) je dolni
trojuhelnikova matice s nenulovymi prvky na diagonéle.

Ozna¢me A = (a;;). Hodnotu f(v;,v;) pro ¢ > j spocitdme vyuzitim véty o
rozvoji determinantu podle sloupce a véty o faleSném rozvoji.

ilslfllv;]B

f(VZ',V]) [
((A( ))117 (A( ))Zla a’O)A((A(j))lj (A(J))]]7 7"'?O)T
= (( )12(111 +--+ (A(i))iiaila'“;(A(i))liali + "‘+(A(i))iiaii7?v~”a?)

(A9, (A<J>)jj,o, 0T
=(0,...,0,|AD 7 N ((AD) .., (AD)45,0,...,0)
(i—1)x

Otazniky zna¢i nezndmé nezajimavé prvky télesa. V posledni rovnosti jsme vyuzili
vétu o fale§ném rozvoji ((i—1)-krét) a vétu o rozvoji podle i-tého sloupce pro matici
A,

Z odvozeného vztahu vidime, ze f(v;,v;) = 0 pro ¢ > j. Ze symetrie bilinedrni
formy f plati také f(vj,vi) =0.Proi=j>1mame f(v;,v;) = |[AD||[(AD);| =
|AD||AC=D| a pro i = j = 1 ziejmé f(v;,v;) = |[AD|. Tim je diikaz hotov. d

Vsimnéte si, ze tvrzeni nemtzeme nikdy pouzit pro singularni formy, protoze pro
ty je vady A" = A singularni. To ale neni jediné omezeni. I pro regularni formy
miize vzhledem k néjaké bazi B pro matici A = [f]p platit napi. |[AV)| = ay; = 0.

Piiklad 10.27. Uvazme symetrickou bilinearni formu f na R3 danou matici A
vzhledem ke kanonické bazi.

1 2 0
A=[flx, =] 2 1 3
0 3 0
Pro tuto matici plati |[A®M)| = 1, |[A®)| = =3, |A®)| = 9, takze tvrzeni mtzeme

pouzit. Ziskdme f-ortogonalni bazi B = (v1,va,Vs)
Vi = (17 07 O)Tv Vo = (_27 ]-7 O)Tv V3 = (67 _37 _3)T

a matici f vzhledem k této bazi

1 0 0
fls=]0 =3 0
0O 0 27

10.3.5. Hledani ortogonalni baze — Gram-Schmidtova ortogonalizace. V pripadé, ze
mame bilinearni formu na realném vektorovém prostoru, ktera je skalarnim souci-
nem, muzeme na hledani ortogonalni baze také pouzit Gram-Schmidtovu ortogo-
nalizaci.

10.4. Ortogonalni baze nad R.
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10.4.1. Setrvacnost. Ortogonalni baze ani matice vzhledem k této bazi neni urcéena
jednoznacné. Uvazme bilinearni formu f na prostoru V nad télesem T a f-ortogonélni
bazi B = (vi,...,v,) prostoru V. Matice [f]p je diagonélni, feknéme [f]p =
diag(ay,...,a,). Vyndsobime i-ty vektor baze B prvkem t; € T. Vznikla béze C =
(t1v1,...,tyVy) je stéle f-ortogonalni (protoze f(A;vi, A\;jv;) = NAjf(vi,v;) =0
pro i # j) a na diagonale matice [f]c jsou prvky f(t;vi,tivi) = t2f(vi,vi) = t2a;,
tj. [flc = diag(ait3, ..., ant?).

V ptipadé, ze T = C z provedené tvahy vyplyva, ze pro kazdou bilinearni formu
na V miizeme najit bazi takovou, ze [f]c = diag(1,1,...,1,0,0,...,0), protoze
ziejmé pro kazdé a; € C miizeme najit t; € C tak, Ze a;t> = 1. Pro T = R mtizeme
volbou t; = y/]a;| docilit toho, Ze [f]c mé na diagonéle pouze ¢isla 1, —1,0, tj. pii
vhodném usporadéni bazovych vektori je [f]c = diag(1,1,...,1,—-1,—-1,...,—1,0,0,...,0).
Pocet jednicek je roven poctu kladnych prvka na diagondle [f] 5, apod.

Na prvni pohled neni jasné, ze pocet jednicek, minus jednicek a nul nezavisi na
volbé baze. Véta 10.30, tzv. zdkon setrvacnosti kvadratickych forem tika, Ze tomu
tak skutecné je. Dokazeme ji tak, ze dame témto pocttim geometricky vyznam, ktery
nezavisi na volbé baze. Pro pocet nul jiz potfebny pojem méame: pocet nul je roven
dimenzi radikalu, protoze radikal je presné podprostor generovany témi vektory
baze C, které odpovidaji nuldm na diagondle (viz dtikaz véty o setrvacnosti). Pro
pocCty jednicek a minus jednicek potfebujeme pojmy pozitivné a negativné definitni
forma:

Definice 10.28. Symetricka bilinedrni forma g na redlném vektorovém prostoru
W je pozitivné definitni, pokud g2(w) > 0 pro libovolny vektor o # w € W.

Symetricka bilinedrni forma ¢ na redlném vektorovém prostoru W je negativné
definitni, pokud go(w) < 0 pro libovolny vektor o # w € W.

Ziejmé g je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz —g je negativné definitni. Také
si vSimnéte, Ze pro redlny vektorovy prostor V je pozitivné definitni symetricka
bilinedrni forma totéz jako skalarni soucin. Vlastnosti (SL1), (SL2) a (SL3) z defi-
nice 8.3 skalarniho soucinu fikaji, ze skalarni soucin je symetricka bilinearni forma,
a vlastnost (SP) je pozitivni definitnost.

Pozorovani 10.29. Necht g je symetrickd bilinedrni forma na rediném vektorovém
prostoru W a D je baze W takovd, Ze [g]p = diag(ay,...,a,). Pak g je pozitivné
definitni pravé tehdy, kdyz aq,...,a, > 0.

Diikaz. Pro libovolny vektor je go(w) = g(w, w) rovno
Go(W) = a12? + -+ + a,2?, kde [W]p = (z1,...,7,) .

Obé¢ implikaci jsou ted vidét: Je-li aq,...,a, > 0, pak je vyraz pro libovolny ne-
nulovy vektor kladny, takze g je pozitivné definitni. Naopak, pokud je vyraz pro
libovolny nenulovy vektor kladny, pak volbou [w]p = e; ziskdme a; > 0 pro kazdé
i€{1,2,...,n} O

Pro negativné definitni samoziejmé plati obdobné pozorovani: g je negativné
definitni pravé tehdy, kdyz aq,...,a, < 0.

Pojmy pozitivné a negativné definitni formy nam umoznuji dat slibeny geome-
tricky vyznam poctu kladnych a zapornych prvka na diagonale matice symetrické
formy vzhledem k ortogonélni bazi a tim dokézat zakon setrvacnosti:
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Véta 10.30 (Zakon setrvacnosti kvadratickych forem). Necht f je symetrickd bili-
nedrni forma na rediném vektorovém prostoru V dimenze n a C,C’ bdze V takové,
ze

[fle = diag(1,1,...,1,-1,—1,...,-1,0,0,...,0)
N— e N — N ——

kX Ix mX
[f]lcr = diag(1,1,...,1,—-1,-1,...,-1,0,0,...,0)
N— e N — e N— —

k' % I'x m’ X

Pak k=K l=1Um=m'.

Dikaz. Oznaéme C = (uy,..., Uk, Vi,..., Vi, Wi,..., Wy).

Nejprve si v§imneme, Ze rad f = (w1, ..., w;). K tomu miZeme pouzit napfiklad
pozorovani 10.19 o vypoctu radikdlu, které iiké, ze [rad flc = Ker ([f]¢). Jadro
matice [f]¢ je pravé mnozina vektort z T™, jejichz prvnich k41 slozek je nulovych,
takze rad f tvori linearni kombinace poslednich ! vektorti, jak jsme chtéli. Z toho
plyne, ze | = dimrad f. Dimenze radikalu nijak nezavisi na zvolené bazi, takze
m=m'.

Nyni ukazeme, ze k je rovno nejvétsi mozné dimenzi s podprostoru W pro-
storu V takového, Ze restrikce f|y je pozitivné definitni. Restrikce f na podprostor
W = (uy,...,ug) je pozitivné definitni naptiklad podle pozorovani 10.29, protoze
matice f|w vzhledem k bazi uy,...,u; je diag(1,1,...,1). Tim jsme ukdzali ne-
rovnost s > k. K dikazu opa¢né nerovnosti uvazujme libovolny podprostor W
prostoru V takovy, ze f|w je pozitivné definitni. Chceme dokéazat, ze dim W < k.
Piedpokladejme pro spor, ze dim'W > k. Oznac¢me U = (vi,..., V|, W1,..., W]).
Pomoci véty 5.87 o dimenzi sou¢tu a praniku dokdzeme, ze W N U # {o}:

dim(WNU) =dim(W) +dim(U) —=dim(W+U) > k+(+m)—n=0

Vezmeme nenulovy vektor x € W N U. ProtoZe o # x € W a f|w je pozitivné
definitni, plati fa(x) > 0. Na druhou stranu x € U, takZe ve vyjiddieni [x]c =
(a1y...,ak,b1,...,b;,¢1,...,¢p) mame a; = ag = -+ = a = 0 a plati

fa(x) =1lal +...1ag + (—1)b] + -+ (=1)b] +0cf + - -+ 0cs, <0,

coz je spor. Tento spor dokazuje, ze k = s. Z toho vidime, ze k nezavisi na volbé
baze C a tedy k = k’.

Protozem =m/, k =k ak+i+m = k' +I'"+m’ = 0, vime automaticky, ze I’ = .
Lepsi je si uvédomit, ze ! 1ze podobné jako k charakterizovat geometricky: je rovno
nejvétsi mozné dimenzi podprostoru, na kterém je forma negativné definitni. O

Definice 10.31. Necht f je symetrickd bilinedrni forma na realném konecéné gene-
rovaném vektorovém prostoru V. Cislo k (resp. I) z predchozi véty nazyvame po-
zitivnd (resp. negativni) index setrvacnosti formy f, znac¢ime ny (f) (resp. n—(f)).
Signaturou formy f rozumime trojici (no(f), n+(f), n—(f)).

10.4.2. Hledani signatury, Sylvestrovo kritérium. Signaturu muizeme samoziejmeé
hledat tak, ze najdeme f-ortogonalni bazi a podivame se na matici f vzhledem
k nalezené bazi. Pokud nas zajima pouze signatura, mizeme také nékdy vyuzit
explicitni tvar z tvrzeni 10.26.
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Piiklad 10.32. V piikladu 10.27 jsme uvaZovali symetrickou bilinedrni formu f
na R? danou néasledujici matici A vzhledem ke kanonické bazi.

1 2 0
A=(fl={2 1 3
0 3 0
Pro tuto matici plati [AM)| =1, |[A®)| = -3, |A®)| = -9, takze tvrzeni 10.26 lze

pouzit. Pokud nas zajima pouze signatura, dilezité jsou pouze znaménka téchto
subdeterminant. Vime, Ze vzhledem k néjaké bazi (konkrétni tvar je v tvrzeni) ma
forma f diagonalni matici s prvky |[A®M| > 0, |[AM[|A®)| < 0 a |[A®||A®)]| > 0,
takze signatura je (0,2,1).

Piiklad 10.33. Pro bilinedrni formu f na R? s matici
0 1
=(V0)

je |A(1)\ = 0, takZe tvrzeni 10.26 pfimo pouZit nelze, prestoze je f reguldrni.
Muzeme si vypomoci symetrickymi dpravami. Vime totiz, ze provedeme-li symet-
rickou tupravu, vyslednd matice je matice stejné formy vzhledem k jiné bazi, takze
signatura se nezmeéni. Pfi¢teme druhy fadek k prvnimu a nasledné druhy sloupec k

prvnimu. Vyjde
2 1
=(74)

Nyni jiz [CD| =2 >0, |C?)| = -1 < 0 a signatura je (0,1, 1).

Piiklad 10.34. Podivame se jesté na bilinearni formu f na R?® s matici

2 11
A= 1 0 1
1 1 0

Protoze se¢tenim druhého a tfeti fadku matice A dostaneme prvni fadek, je forma f
singularni a tvrzeni 10.26 nemzeme pouzit ani po pfipadnych symetrickych tpra-
vach.

Spocitame radikal

= O

2 1 1
radf=KerA=Ker | 1 0 = Ker (
11 1

1
1
0
1 0 1
—Ker<01 < >

Doplnék radikélu je napt. W = (v1,v2) = ((0,1,0)7,(0,0,1)”). Matice f|w vzhle-
dem k béazi (vi,v2) je stejnd jako v predchozun piikladu, takze signatura f|y je
(0,1,1). Z toho vyplyva, ze signatura f je (1,1,1).

O =
N~

Pro pozitivné definitni formy ted nahlédneme, %e determinanty z tvrzeni 10.26
nemohou byt nikdy nulové, takze dostavame charakterizaci pozitivné definitnich
forem pomoci subdeterminantti. Znaceni pro podmatice A®), ..., A pfebirdme
z tohoto tvrzeni.
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Tvrzeni 10.35 (Sylvestrovo kritérium). Necht f je symetrickd bilinedrni forma
na realném vektorovém prostoru dimenze n a A je jeji matice vzhledem k néjaké
bdzi. Pak f je pozitivné definitni (tj. f je skaldrni soucin) pravé tehdy, kdyz vSechny
determinanty |[AM|, ..., |A"™| jsou kladné.

Diikaz. Implikace zprava doleva plyne z tvrzeni 10.26.

Predpokladejme naopak, Zze f je pozitivné definitni. Indukci pro ¢ = 1,2,...,n
ukazeme, ze |A®)| > 0. Vyuzijeme vektory vy, ..., v, z tvrzeni 10.26 a ditkaz tohoto
tvrzeni. Pro ¢ = 1 uvazujme vektor vy. Ten je nenulovy (jeho vyjadfeni v bazi B
je vektor e;). Vypocet v dikazu ukazuje, ze f(vi,vy) = |[AM] takze |AM)| > 0,
protoze f je pozitivné definitni. Pfedpokladejme, ze |A~1| > 0. Pak je vektor v;
nenulovy, protoze i-ta slozka jeho vyjadieni v bazi B je rovna (A%); = |AC~)|,
coz je kladné ¢islo podle indukéniho predpokladu. Podle vypoctu v dikazu méame
f(vi,vi) = |[AD]| A=V, Z indukéniho pFedpokladu a pozitivni definitnosti dosté-
vame |A®| > 0. O

Podobné kritérium lze pfirozené ziskat pro negativné definitni formy, viz cviceni.

10.4.3. Geometrické priklady. Podivame se na dvé aplikace nabytych poznatkl na
urceni tvaru ,kvadratického“ tutvaru. V ptikladech pouzivime nézvy geometric-
kych utvart, které nemusi byt ¢tenari znamé. K predstavé snad postaci obrazek,
podrobnéjsi diskuze o kvadratickych tGtvarech v R? a R? bude pozdéji.

P¥iklad 10.36. Podivame se na mnozinu bodii (z1, 72, 23)7 € R3 spliujicich o3 =

—22 + 2129 — 323. Je to graf kvadratické formy fo((z1,22)7) = —22 + 2129 — 323.
P¥islusnd symetricka bilinearni forma f na R? je

f((ml,IQ)Ta (yhyz)T) = —z1y1 + 1/22192 + 1/220y, — 313%

a jeji matice vzhledem ke kanonické bazi je

== 12 %)

Méame |[AV| = —1 <0, [A®)| = 3—1/4 > 0, takze signatura je (0, 0,2). Analytické
vyjadreni fo vzhledem k jisté bazi B je proto

Fa(w1,22)7) = —(21)? — (25)*, kde [(x1,22)"]p = (2}, 25)".

Grafem x3 = —z% — 22 je rota¢ni paraboloid otevieny smérem dolt (viz obrazek).
Tak vypada graf vzhledem k bazi B. To nam dava pfedstavu, jak vypada puvodni
atvar — jde o ,linearné zdeformovany“ rotacni paraboloid. Ve skute¢nosti je to
elipticky paraboloid, ale neni to zfejmé.



LINEARNI ALGEBRA 249

P¥iklad 10.37. Uvazujme mnozinu bodt (x1, 2, 23)7 € R? spliujicich
1022 + 1323 + 1322 + 4120 + 42123 + 82073 = 9 .

Leva strana je kvadraticka forma f, na R3. P¥islusn4 symetrickd bilinedrni forma
f méa matici

10 2 2
[flks = A= 2 13 4
2 4 13

Signatura f je (0,3, 0) (zjistime napiiklad opé&t vypodtem subdeterminanti a uzitim
tvrzeni 10.26. Vzhledem k jisté bazi B m4 tedy tvar rovnici (x])? + (x5)? + (25)? =
9, takze jde o ,linearné zdeformovanou® sféru. Ve skutecnosti jde o elipsoid, ale opét
to neni to ziejmé.

10.4.4. Ortonormdlni diagonalizace. Jak jsme vidéli na prikladech, signatura kva-
dratické formy fo ndm dava hrubou pfedstavu o tvaru atvart az na ,linedrni de-
formaci“. Vime totiz, Zze vzhledem k néjaké bazi B m& kvadratickd forma tvar
+22 + 22 £ ... (kde pocet jednotlivich znamének a nenulovych ¢lenti je dana sig-
naturou). Kvadratické utvary bez smiSenych ¢lenti se sndze predstavi, tim ziskdme
pfedstavu o podobé puvodniho utvaru. Abychom uréili pfesny tvar, potFebovali
bychom aby B byla ortonormalni baze. Nastésti takovou bazi mizeme vzdy najit
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(ale nemtiZzeme samoziejmé vyzadovat, aby koeficienty koeficienty u kvadratickych
¢lent byly z mnoziny {—1,0,1}).

Tvrzeni 10.38. Necht g je skaldrni soucin na redlném vektorovém prostoru V
dimenze n a f je symetrickd bilinedrni forma na V. Pak existuje baze B prostoru
V, kterd je f-ortogondlni a zdroven g-ortonormdlni.

Pfipomertime, Ze baze B = (v1,...,V,) je g-ortonormdlni, pokud je g-ortogonélni
a navic go(v;) = 1 pro kazdé 1 < i < n. Tento pojem se shoduje s pojmem

ortonormalni baze s kapitoly o skalarnim soucinu.

Drikaz. Pro skalarni soucin g existuje podle véty 8.44 ortonormalni baze C' prostoru
V. Oznaéme A = [f]c. V kapitole o unitarni diagonalizaci jsme se dozvédéli, Ze
existuje ortonormélni baze (ui,...,u,) prostoru R™ (ortonormalita je zde vzhle-
dem ke standardnimu skaldrnimu souéinu!) slozend z vlastnich vektort matice A
(viz disledek ??). Maticové napséno, oznac¢ime-li U = (uq|...|u,), je U ortogo-
nalni matice a U~'AU = UT AU = D je diagonalni. Vezmeme B = (vi,...,v,),
aby [v;]c = uy, tj. bdze B je zvolend tak, Ze U je matice pfechodu od B k C. Podle
tvrzeni 10.6 o zméné baze je matice f vzhledem k B rovnd UT AU = D, takze B
je f-ortogonalni baze. Protoze vyjadieni vektora vi,...,v, v bazi C tvofi orto-
normélni bazi vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu a C' je ortonormalni
baze vzhledem ke g, dostavame, Ze vy, ..., Vv, tvori ortonormalni bazi vzhledem ke
skalarnimu souéinu g (viz tvrzeni 8.21). O

7 tvrzeni vyplyva, ze jsou-li f,g dvé symetrické bilinearni formy na realném
konec¢né generovaném prostoru V, z nichz alespon jedna je pozitivné definitni,
pak existuje baze B, ktera je zaroven f-ortogonalni a g-ortogonalni. To obecné
neplati, vynechame-li zvyraznény pozadavek, Ze alesporii jedna z forem je pozitivné
definitni, viz cviceni.

Piiklad 10.39. Vratime se k pfikladu 10.37.

Metodou z ditkazu pfedchoziho tvrzeni najdeme ortonormélni bazi (vzhledem ke
standardnimu skaldrnimu sou¢inu), kterd je zarovenn f-ortogonalni. Jako ortonor-
malni bazi C zvolime kanonickou, tj.

10 2 2
flc,=A=| 2 13 4
2 4 13

Najdeme ortonormalni bézi slozenou z vlastnich vektorti. Vlastni ¢isla vyjdou A\; =
A2 = 9 (dvojndsobné) a A3 = 18. V pfisludnych podprostorech vybereme ortonor-
malni béazi, v My je to napt. (vi,va) a v Mig (v3).

1 2 1 2 1 1
(V17V27V3): 3 —2 '3 1 '3 2
1 -2 2
Matice f vzhledem k (ortonormalni) bézi B = (vi1,ve,vs) je [f]g = diag(9, 9, 18),
takze vzhledem k B je rovnice naseho utvaru

9(z))? + 9(xh)? + 18(z5)? = 18

() () worer

a po drobné tpraveé
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Vidime, Ze jde o elipsoid s poloosami velikosti v/2, /2, 1, viz obrazek.
OBRAZEK

Nasledujici priklad ilustruje obecnéjsi situaci, kdy skalarni soucin neni stan-
dardni. Na R? si to miZzeme predstavovat tak, Ze se na rovinu divame jinak ne
zpfima, takze vzdalenosti a thly jsou deformované. Muzeme se pak naptiklad ptat,
jak néjaky utvar vypada z tohoto pohledu.

Piiklad 10.40. Na R? mame dény dvé symetrické bilinearni formy f, g:

[f]KzzR:<(1) é) MKZZS:(; 130)

Bilinearni forma je podle Sylvestrova kritéria pozitivné definitni na R2. Metodou
z dtukazu predchoziho tvrzeni najdeme g-ortonormalni bazi, kterad je zaroven f-
ortogonalni.

Nejprve potfebujeme néjakou bazi C, kterd je ortonormalni vzhledem ke ska-
larnimu soucinu g. Tu mizZeme ziskat Gram-Schmidtovou ortogonalizaci kanonické
baze (vi,vs) = ((1,0)T, (0,1)7). Budeme priibéZné normovat. Uvédomte si, Ze ska-
larni soucin vektorii x a y je nyni x7 Sy a ||x||> = x7Sx.

(1 B wi (1
imvelo ) M VwiSw -\ 0
0 1 -3 W -3
womvamtetseaa = (1) (0) = (7). - e = (7)
2 2

Ziskali jsme g-ortonormalni bazi

== ((5)-(7))

(Tedy z naseho pohledu na R? se nam vektory wy, ws jevi jako jednotkové a kolmé.)
Matice f vzhledem k bazi C' je

A== Gagrasg. - (5 V) (V6 ) (o )= (1 0)

Nyni nalezneme ortonormalni bazi (vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucinu)
tvofenou vlastnimi vektory matice A. Vlastni ¢isla jsou 1 a —1 a pfislusné prostory
vlastnich vektorid jsou M; = <(1, 1)T>, M_, = <(1, —1)T>, takze hledana baze je

wr= (2(1)2( 1)

Pro porovnani s dikazem, oznac¢ime-li U = (uj|ug) je U ortogondlni matice a
UT AU = diag(1, —1).

Nyni zvolime vektory vy, va tak, aby [vi]c = u; a [va]c = ug, ¢ili
o V2L V2L V(2 V2 VR V2

1= 5 Wit 5wy = 1 ) V2T Wi o Wa = 1)
Béze B = (v1,vy) je hledanou f-ortogonélni, g-ortonormélni bazi. Navic [f]p =
diag(1, —1) (a samoziejmé [g]p = I2, protoze B je g-ortonormadlni.)
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Optimalizujeme postup v predchozim piikladu. Necht f, g jsou symetrické bili-
nearni formy na aritmetickém prostoru R™ a R = [f]k,,, S = [¢]k, jejich matice
vzhledem ke kanonickym bazim. Necht C' je g-ortonormalni baze. Bazi (v1,...,vy,)
hleddme tak, ze [v;]c = u; je je vlastni vektor matice A = [f]¢. Oznacime-li
Q = [id]%,, méme

[fle=A4=Q"RQ, [gle=T.=Q"SQ, [vilc=[id¢"[Vilx, =Q 'vi

Upravime podminku, ze [v;]¢ je vlastni vektor matice A. Pro pfislusné vlastni ¢islo
A mame

([flo = M)lvile = o
(Q"RQ - XQ"SQ)Q 'vi=0
QT(R—=AS)QQ v, =0
(R—AS)vi=o0

v; € Ker (R — \S)

MiuZeme tedy postupovat tak, Ze vypocteme kofeny det (R — AS), ¢imz zjistime
vlastni ¢isla matice A, a pak nalezneme g-ortonormalni bazi v jednotlivych vlastnich
prostorech Ker (R — A\S). Bézi C' ani matici A nemusime vibec poéitat.

Piiklad 10.41. V pfechozim piikladu je
0 1 1 3 - 1-3A
R_AS_(1 6>_)‘<3 10>_<1—3/\ 6—10/\>

Determinant této matice je A2 — 1, jehoz kofeny jsou 1, —1. Mame

Ker (R — 15) = Ker ( :; :i ) <( _12 )>
Ker (R + 15) = Ker (zlx 146 ) :<< —41 >>

Znormovanim (vzhledem ke g!) ziskdme g-ortonormalni, f-ortogonélni bézi stejnou
jako u predchoziho vypoctu.

10.4.5. Analyjza roviného ttvaru. Budeme analyzovat nasledujici atvar v R2:
U= {(x1,22)" € R?: 327 4 22129 + 325 — 102, — 14x5 +7 = 0}

Vyraz z definice je sou¢tem kvadratické formy fo((x1,22)7) = 32% + 2w129 + 323,
lineérni formy h((z1,22)7) = —10z; — 1425 a konstanty 7.
Najdeme nejprve ortonormalni f-ortogonalni bazi R?, kde f je symetricka bili-

nearni prislusna fo:
3 1

Vlastni ¢isla matice [f]k, jsou 2 a 4 a prislusné znormované vlastni vektory jsou
?(17 -1)a %(17 1). Hledana béze B a je tedy

pe- (2(1)2(1)
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Vyjadiime atvar U v bazi B. Matice f vzhledem k bézi B je diag(2,4), matice
linearni formy h vzhledem k B je

g, = g, = om0 (L 1) =vae i)

takze U mé vzhledem k B vyjadieni
[Ulp = {(z}, 25T € R?: 2(x))? + 4(ah)? + 2v22, — 1222, + 7= 0} .

Doplnénim na ¢tverce a drobnymi pravami ziskame

2 2
2 2
Ul = (x&,xg)TeR2:2<x’1+I> —|—4<x’2—3\f> =12

2 2
2 2
o 4 V2 o 3V2
_ z ,x/ T c R2 1 2 + 2 2 =1
( 1 2) \/‘ \/g
Z toho vidime, Ze vzhledem k B je utvar elipsa se stfedem (fg, %)T a velikostmi

poloos V6 a /3.

h
4
] \

Pfepoc¢teme stfed do ptivodnich soufadnic: —?vl + %VQ = (1,2)T. Vidime,
7ze U je elipsa se stfedem v bodé (1,2)T, hlavni poloosou ve sméru (v;) a velikosti
V6 a vedlejsi poloosou ve sméru (va) a velikosti V3.
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1)
4
3 <
VEY
2 {
W6
1 s
V2 \\
Z1
-1 1 2 3
[ V1 | [ [

Jednodussim zpusobem lze tento ttvar a podobné utvary analyzovat uzitim pro-
jektivnich prostort, to se nauc¢ime v kapitole ?7.

Cviéeni

. Jednoznac¢né korespondence matic a BF

. o char 2

. rozklad na sym a antisym jako direktni soucet

. vlastnosti doplnku

. dokoncit dukaz vety o OG doplnku

. symetrickymi upravami lze prevest na diagonalni

. sylvestr pro negativne definitni

0 N O Ok Wi

. spolecna diagonalizace nejde bez pozitivni definitnosti ?
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11. AFINNf PROSTORY

Cil.

V této kapitole se za¢neme blize zaobirat geometrii. Zkoumanymi objekty jsou
mnoziny bodi, napfiklad mnozina bodd v prostoru, a mnoziny vektoru. Vektory si
predstavujeme jako ,Sipky“ urcené dvéma body, pficemz dva vektory povazujeme
za stejné, pokud se lisi jenom umisténim. S vektory muzeme provadét zndmé ope-
race s¢itani a nasobenim skalarem. Dalsi pfirozenou geometrickou operaci je pric-
teni bodu a vektoru. To provedeme umisténim pocatku vektoru do daného bodu,
vysledkem je koncovy bod.

OBRAZEK (pricteni bodu a vektoru)

Tento pohled je prirozenéjsi lidskému vniméani. Prostor se sklada z bodt a bod je
tedy zakladnim objektem, vektor je pojem odvozeny. Doposud jsme tento nedosta-
tek TeSili tak, Ze jsme si v prostoru zvolili poatek a vektory umistovali do pocéatku.
Bod jsme pak ztotoznovali s jeho polohovym vektorem. Tento pohled mé nékolik
nedostatkd. Jednim z nich je, Ze prostor nemé apriori zadny vyznacény bod, takze
volba néjakého pocatku je nepfirozend. Podstatnéjsi nevyhoda vynikne, kdyz si pii-
pomeneme, Ze linedrni algebru lze chépat jako studium ,rovnych® Gtvart (pfimky,
roviny, atd.) a ,rovnych® zobrazeni mezi nimi. Odpovidajici objekty ve vektoro-
vych prostorech jsou podprostory a linedrni zobrazeni. Podprostory ale nepopisuji
vSechny rovné utvary, pouze rovné utvary prochdzejici pocdtkem, i kdyz jiné rovné
atvary se prirozené objevily, napiiklad jako mnoziny feSeni nehomogenni soustavy
rovnic. Podobné, linearni zobrazeni popisuji jen rovna zobrazeni zachovdvajici poca-
tek, tedy napiiklad zadné posunuti o nenulovy vektor nebylo objektem studia.

Nyni tedy zacneme rozliSovat body a vektory. V dalsi kapitole pak nahlédneme,
ze body a vektory lze vlastné chapat jako rtizné instance stejného geometrického
objektu, a tim se ponékud paradoxné vratime ke studiu rovnych atvard pouze
pomoci vektort. Tento pohled nam pfinese fadu vyhod.

V celé kapitole budeme pracovat vyhradné s prostory koneéné dimenze, které
jsou blizsi geometrickému nahledu. Rada pojmii a tvrzeni se pfirozené pienasi na
prostory, které nejsou konecné generované.

11.1. Definice afinniho prostoru. Jak jsme pfedeslali v avodu, afinni prostor
je tvofen mnozinou bodd a mnozinou vektori. Na mnoziné vektort mame operace
s¢itani a nasobeni skalarem, které maji vSechny doposud pouzivané vlastnosti, tedy
mnozina vektori tvofi spolu s témito operacemi vektorovy prostor. Pf¥ibude operace
s¢itani bodu a vektoru. Pozadované axiomy jsou opét ve shodé s geometrickou
predstavou.

Definice 11.1. Nechf T je téleso. Afinnim prostorem A nad T rozumime mnozinu
A, jejiz prvky nazyvame body, spolu s vektorovym prostorem V nad T a operaci
4+ : AXxV — A, kterd bodu a € A a vektoru v € V pfifadi bod a +v € A, spliujici
axiomy:
(aS2) Pro libovolny bod a € A a libovolné vektory v,w € V plati a + (v + w) =
(a+v)+w.
(aS1) Pro libovolny bod a € A plati a + o = a.
(aM) Ke kazdé dvojici bodti a,b € A existuje pravé jeden vektor v € V| pro ktery
a + v = b. Tento vektor znac¢ime b — a.
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v+ W ea+v+w
ae
ae v o)
v b—a
®
a+v
Axiom (aS2) Axiom (aM)

Séitat mizeme dva vektory a bod s vektorem. Séitani dvou bodt nedava (zatim)
zadny geometricky smysl. Pro body budeme pouzivat stejné jako v definici mala
pismena abecedy. Z axiomu (aS2) vidime, Ze ve vyrazech tvaru a + vy + vy +

-+ v, nemusime psat zavorky. Pfi popisu afinniho prostoru A budeme vétSinou
zdlraznovat jen mnozinu bodi A s tim, ze vektorovy prostor a scitani je ziejmé
z kontextu. Vektorovy prostor V budeme nékdy nazyvat prostor vektord afinniho
prostoru A.

Pokud v afinnim prostoru zvolime néjaky bod a € A, pak kazdému bodu b € A
miizeme podle (aM) pfifadit vektor b — a a naopak, kazdému vektoru v muzeme
pfifadit bod a + v. Jak se snadno ové¥i (cviceni), tato zobrazeni jsou navzdjem
inverzni bijekce bod a vektorti (bijekce nejsou pfirozené, zavisi na volbé bodu
a). V tomto smyslu si body a vektory vzijemné jednoznacéné odpovidaji, proto
napiiklad dava smysl mluvit o dimenzi afinniho prostoru.

Definice 11.2. Dimenzi afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho prostoru vek-
tort.

Afinni prostor dimenze 0 tvoii jeding bod A = {a}. Afinni prostor dimenze 1
nazyvame afinni primka, nebo jen primka, afinni prostor dimenze 2 nazyvame afinni
rovina, nebo jen rovina.

Mechanickym cvi¢enim jsou nasledujici vlastnosti operaci, které plati pro libo-
volné body a,b,c,d € A a vektory u,v € V. Geometricky vyznam je jasny z ob-
razku.

ea—-b=—(b—a)

e (a+u)—(b+v)=(a—b)+u—-v

e (a—b)+(c—d)=(a—d)+(c—0)

e (a—=b)+(b—c)=a—c
Tyto a podobné vlastnosti budou podrobnéji diskutovany v ¢asti o linedrnich kom-
binacich bodd.

(a+u)—(b+v)
b+ve °a+u

fort]:

= ea+u—v
b (a=b)+u—-v

Priklady. Pro libovolny vektorovy prostor V tvofi A =V spolu se séitanim ve
V afinni prostor. Mnoziny boda a vektora jsou tedy stejné, rozdil je jen v pohledu —
na prvky A se divame jako na body, na prvky V jako na vektory. Rozdilny bude také
napfiklad pojem podprostoru, jak jsme diskutovali v tivodu. Specialné pro V = T"
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dostavame aritmeticky afinni prostor. Budeme jej znacit stejné jako aritmeticky
vektorovy prostor, tj. T™, jeho dimenze je n.
Trochu jinym piikladem je

A=(1,2,3)7T +(2,3,4)7,(6,7,8)T), V={(2,3,4)7T,6,7,8)T) .

Vektorovy prostor V je podprostor R? generovany vektory (2,3,4)” a (6,7,8)7 a A
je rovina v R3 se ,smérem“ V prochézejici bodem (1,2, 3)7. (Séitani bodu a vektoru
probih4 po slozkéach.) V tomto ptipadé A neni vektorovym podprostorem R?. Bod v
A miiZzeme secist s vektorem ve V', ale souc¢et dvou bodi, pokud bychom ho pocitali
jako v R3, v A obecné nelezi. Toto je piiklad podprostoru afinniho prostoru R3.
Jeho dimenze je 2, je to afinni rovina.

Obecnéji, pro libovolny afinni prostor A s prostorem sméri V je kazda mnozina
bodu tvaru a+W, kde W < 'V se zdédénymi operacemi afinni prostor, jehoz prostor
sméru je W. Tento prostor je podprostorem A. Takové podprostory aritmetickych
prostoru vznikaji naptiklad pfi feseni soustavy linearnich rovnic. Podrobnéji se
podprostory budeme zabyvat zanedlouho, zatim jsme ani presné nepopsali, co je
podprostor. Vystac¢ime s intuitivni pfedstavou.

Chceme-li jesté pracovat s metrickymi vlastnostmi, jako velikosti vektort, vzda-
lenosti bod1, atd., potfebujeme na V mit jesté dan skalarni soucin. V tomto ptfipadé
musi byt T =R nebo T = C.

Definice 11.3. Afinnim eukleidovskym prostorem (resp. afinnim unitdrnim pro-
storem) rozumime afinni prostor A nad télesem R (resp. C) spolu se skaldrnim
sou¢inem (|) na jeho prostoru vektort.

Nejjednodussim piikladem afinniho eukleidovského prostoru je R™ se standard-
nim skalarnim sou¢inem. Nejjednodussim pfikladem afinniho unitarniho prostoru
je C™ se standardnim skalarnim soucinem. V této kapitole budeme uvazovat pouze
afinni prostory a afinni eukleidovské prostory. Pfimocaré rozsifeni na komplexni
pfipad si ¢tendf mize rozmyslet sam.

Jiz vime, co pro afinnim eukleidovsky prostor znamenda velikost vektoru, tihel
dvou vektort, kolmost, apod. Vzdalenost boda definujeme opét ve shodé s intuici.

Definice 11.4. Vzdalenosti dvou bodt a,b € A v afinnim eukleidovském prostoru
A rozumime ¢islo ||a — b]|.

11.1.1. Soustava souradnic. Na béazi vektorového prostoru lze nazirat jako na jeho
soustavu souradnic — zvolime-li bazi, mizeme vektory vyjadiovat jako n-tice skalart
(prvky T™) a pocitat s nimi jako v T" (viz oddil 5.4.3). Soustava soufadnic v afin-
nim prostoru mé podobnou roli. Sestava z bodu, tzv. po¢atku soustavy souradnic, a
n-tice vektord, které si predstavujeme umisténé do pocatku. Mame-li zadanou sou-
stavu, muzeme prirozenym zpusobem vyjadfovat body i vektory jako n-tice prvka
télesa a pocitani pak probiha jako v aritmetickém afinnim prostoru T".

Definice 11.5. Soustavou soufadnic v afinnim prostoru A dimenze n s prostorem

vektortt V rozumime (n+1)-tici S = (a,uy, ug,...,u,), kde a € A je bod nazyvany
pocdtek soustavy soutadnic a B = (uy,...,u,) je baze V.

Je-1i S soustava soutadnic jako vysSe, b € A je bod a w € V je vektor, pak sou-
fadnice vektoru w v soustavé soutadnic S definujeme jako soufadnice w vzhledem
k bazi B a znaéime [w]g, tj.

[Wls = [w]s
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a soutadnice bodu b v soustavé souradnic S definujeme jako soufadnice vektoru
b — a v bazi B, tj.

[b]s = [b—a]s =[b—a]p .

Soufadnice bodu jsou definovany ve shodé s geometrickou intuici. To je mozna
jesté lépe vidét s nasledujiciho preformulovani definice: Soufadnice bodu b v sou-

stavé S je rovno té jednoznaéné urcené n-tici prvka (t1,...,t,) € T, pro kterou
plati
b=a+tiuy +---+tyu, .
OBRAZEK
Soutadnice poc¢atku a vzhledem k S jsou [a]s = (0,0,...,0)T a [a + w]s = e;.

Piiklad 11.6. V aritmetickém afinnim prostoru R? je

s=@wuw=((3).(1).(7))

soustava soufadnic, protoze (uj, us) je bazi aritmetického vektorového prostoru R2.
Uréime soufadnice vektoru w = (—1,3)T a bodu b = (—1,3)” v S. K tomu potie-
bujeme nalézt vyjadieni vektoru (—1,3)7 a vektoru (—1,3)T — (3,2)T = (-4, )T
v bazi (u1,uz). To vede na Feseni dvou soustav rovnic se stejnou matici. Vyfesime

je soucasné.
1 -2 -1 —4 1 -2 -1 —4
1 -1] 3 1 0 1 4 5

7Z toho dopocteme feseni

wis=( 1), ms=(5)

Pro kontrolu mizeme ovérit, ze skuteéné w = 7u; + 4us a b = a + 6uy + du,.

Priklad 11.7. V aritmetickych afinnich prostorech mame vyzna¢nou soustavu sou-
fadnic, budeme ji nazyvat kanonickd:

S =((0,0,...,0)7 e1,es,...,e,) .
Je charakterizovand tim, Ze [a]s = a a [w]g = w pro libovolné bod « a libovolny
vektor w.

fu
1

V afinnim eukleidovském prostoru jsou ,nejlepsi* soustavy souradnic kartézské.

Definice 11.8. Soustava soufadnic S = (a,uy,...,u,) v afinnim eukleidovském
prostoru se nazyva kartézskd, pokud (uy,...,u,) je ortonormélni béze.
V kartézské soustavé souradnic jsou tedy vektory uy, ..., u, jednotkové a navza-

jem kolmé. V aritmetickém afinnim prostoru se standardnim skaldrnim soucinem
(budeme mu fikat aritmeticky afinni eukleidovsky prostor) je kanonicka soustava
soufadnic kartézska.

Volba soustavy soufadnic pfevadi pocitani v afinnim prostoru na pocitani v
aritmetickém vektorovém prostoru, podobné jako baze pro vektorové prostory (viz
tvrzeni 5.64). Je-li prostor afinni eukleidovsky, tak v kartézské soustavé souradnic
se skalarni souéin prevadi na standardni (viz TODO).
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Tvrzeni 11.9. Je-li S soustava soutadnic afinniho prostoru A s prostorem vektori
V nad télesem T, pak pro libovolné vi,vo € V, b,c € A, t € T plati

[Vit+vals = [vi]ls+[vals, [tvi]ls =t[vils, [b+Vi]s = [bls+[vils, [b—c]s = [b]ls—[c]s -

Je-li navic A afinni eukleidovsky prostor a soustava S je kartézskd, pak
(vi|va) = [vi]s - [va]s -
Diikaz. cviceni (]
Nyni spocitame, jak se zméni souradnice bodu a vektori pfi zméné soustavy
soufadnic. Uvazujme dvé soustavy S = (a,uy,...,u,) a S’ = (d/,uf,...,u)).

Ozna¢me X matici pfechodu od baze B = (uy,...,u,) k bazi B’ = (u},...,u)).
Prepocitavat souradnice vektorti uz umime: pro libovolny vektor v € V' méame

[v]s: = X[v]s .
Pro bod b € A vyuzijeme vztahu b — a’ = (b — a) + (a — a’) a dostaneme
blsy =[b—a'ls =[b—alsr +[a—als = X[b—a]s+ [a —a'lsr = X[b]s + [a]s -
Shrneme vysledek do pozorovani.
Pozorovani 11.10. Necht S = (a,uy,...,u,) a S’ = (a/,u],..., ) jsou soustavy

soutadnic v afinnim prostoru A s prostorem vektoru V a X je matice pfechodu od
(ug,...,u,) k (uf,...,ul). Pak pro kazdé b€ A, v € V plati

[Vlsr = X[v]s, [blsr = X[b]s + [a]s' .

Priklad 11.11. Tlustrujeme pfechodové vztahy na soustavach soufadnic S, S’ arit-
metického vektorového prostoru R2.

smtwmnn=(3)-(1)- ()=t (1)-():

Najdeme matici pfechodu X od baze B = (uj,uz) k bazi B’ = (u}, u}).

g s = (3 2) (53T ) =2 (% ) (5T ) =(

Najdeme jesté [a]S/ = [a — a/]s/.

et =| ()], = () =705 D(F)=(%)

Pro libovolny bod b € A nyni méame

e = (5 3 )ms+ ()

Abychom jesté 1épe vidéli tvar piechodovych vztahti, oznadime [b]s = (z,y)T a
[b]s: = (2',y')T a vztahy prepiseme.

() =5 ) () (5)=(25%)

Nové soufadnice jsou tedy linedrni vyrazy ve starych soutadnicich (tj. vyrazy tvaru
linedrni forma + konstanta). Pro vektory dostaneme stejné vyrazy bez konstantnich
¢lenti.
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11.2. Linearni kombinace bodu. Tvofit ,linedrni kombinace* bodi nedava obecné
Zadny geometricky smysl, i kdyZ na nékteré smysluplné vyrazy (napft. vektor b —a
a bod a + (b — a) = b) lze nazirat jako na linedrni kombinace.

Abychom nahlédli, Zze vSem vyrazum skutecné nelze dat v afinnim prostoru ge-
ometricky smysl, podivejme se na vyraz a + b, kde a,b jsou body néjakého afin-
niho prostoru A s prostorem vektori V. Prirozenou myslenkou je zvolit v A sou-
stavu soufadnic S a definovat a + b jako ten bod, jehoz soufadnice vzhledem k
S jsou [a]ls + [b]s. Problém je, ze vysledny bod zdvisi na volbé soustavy sou-
fadnic. Naptiklad pro A = R? a = (0,0)7, b = (1,0)7 by vzhledem ke kano-
nické soustavé soutadnic vyslo a +b = (1,0)7, ale vzhledem k soustavé soufadnic
S =((2,3)7,(1,0)7,(0,-1)T) bychom méli

[a]S:(_32>7 [b]SZ(_?)l)v [a+b]s=<_63>,

takze a + b = (2,3)T + —=3(1,0)T + 6(0, —1)T = (—1,-3)T. Jesté by nas mohlo
napadnout, Ze a+ b je néjaky vektor, ale ani v tom pripadé bychom neuspéli — nasli
bychom dvé soustavy souradnic, ve které se vysledky lisi.

11.2.1. Afinni kombinace. Nékterym linedrnim kombinacim ale smysl lze dat. Po-
kud bychom naptiklad pocitali %a + %b stejnym postupem vysel by nam v obou
piipadech stejny bod (%,0)7. Je to proto, Ze tento bod lze vyjadfit jako a+ 3 (b—a)
(= b+3(a—b)) a tento vyraz je definovan — je to soucet bodu a a 1-nésobku vektoru
b — a. Geometricky, je to stied tsecky a, b. Nasledujici tvrzeni zodpovida pfesné na

otézku, kdy lze definovat bod jako linearni kombinace bod.
Tvrzeni 11.12. Necht A je afinni prostor nad T dimenze alespori 1, aq,...,a; € A
body a A\1,..., A\ € T skalary. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(1) Bodb o soutadnicich [bls = AM[a1]s+- - -+Ax[ak]s nezdvisi na volbé soustavy

soutadnic S.

(2) A+ + A =1
Diikaz. Snazsi je dokdzat implikaci (2) = (1). Je-li Ay + -+ + A\ = 1, stadi si
uvédomit, ze v libovolné soustavé soufadnic S diky podmince této podmince a
tvrzeni 11.9 o soufadnicich a operacich mame

Atlaa]s + -+ Alar]s = [ar]s + Aa([az]s — [a1]s) + -+ + Ae([ar]s — [a1]s)
= [a1+ Aa(a2 —a1) + - + Ap(ar —a1)ls

Protoze body jsou jednozna¢né uréené svymi soufadnicemi, bod b v (1) je nutné
roven (korektné definovanému) bodu a; + Aa2(az — a1) + -+ + Ap(ar — a1), ktery
samoziejmé na S nezavisi.

Duikaz opac¢né implikace je také v domécim tikolu, bude nékdy doplnén. (I

To nam umoziiuje zavést afinni kombinaci bod.

Definice 11.13. Nechf A je afinni prostor nad T, ay,...,ax € Abodya;,..., \; €
T skalary takové, ze A1+ - -+ Ax = 1. Afinnd kombinact bodi ay, . .. ,ax s koeficienty
A1, ..., A rozumime bod b € A takovy, Ze

[b]s = /\1[&1]5 + -+ )\k[ak]s

kde S je libovolné soustava soufadnic prostoru A. Znaéime b = Ajaq + - -+ + A\pag.
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Afinn{ kombinaci jsme zavedli pomoci (libovolné zvolené) soustavy soufadnic,
pricemz definice dava smysl diky predchozimu tvrzeni. Z dikazu tohoto tvrzeni
také plyne, Ze afinni kombinaci 1ze zavést bez volby soustavy, naptiklad vztahem

Aray + -+ Apap = a1 + Az(az —aq) + -+ Ai(ar —aq) .

Tento vyraz je ale ponékud nesymetricky.

Alternativni, symetrickd definice a geometricky vyznam asi nejlépe vynikne z
fyzikalniho pohledu (i kdyZz ten mtZeme uplatnit pouze pro realné afinni prostory
malych dimenzi a pouze pro afinni kombinace s nezdpornymi koeficienty). Afinni
bodd ai,...,ar s hmotnostmi Ay, ..., A\x. To je 1épe vidét z nasledujici charakteri-
zace.

Tvrzeni 11.14. Necht A je afinni prostor nad T, a1,...,ax € Abodyaly,..., A\, €
T skaldry takové, Ze Ay + --- + A = 1. Pak bod A\ay + --- + Agay je roven tomu
jednoznacné uréenému bodu b, pro ktery

)\1((117())4’)\2((127b)+"'+>\k(ak7b):0 .

Dikaz. V A zvolime libovolnou soustavu soufadnic S s pocatkem \jaj+- - -+ Apag.
Pak pro libovolny bod b jsou souradnice vektoru na levé strané vzhledem k S rovny

[)\1(CL1 — b) + )\Q(CLQ — b) + -+ )\k(ak- — b)]s = [/\1(11 + Xoag + -+ + )\kak]s
bt Abls = —[b]s

(Pouzivame definici afinni kombinace a tvrzeni 11.9 o poéitani v soufadnicich.)
Vidime, ze vektor na levé strané je nulovy prave tehdy, kdyz b = A\ja1+- - -+ Agag,
coz jsme méli dokézat. O

OBRAZEK (ruzne afin. kombinace dvou bodu, trojuhelnik, 4.bod v rovnobez-
niku)

11.2.2. Barycentrické soutadnice. Podivame se bliZze na afinni kombinace dvou bod
na afinni pfimce. Méjme tedy afinni prostor A s prostorem vektori V nad télesem
T, kde dim A (= dim V) = 1. Konkrétné napiiklad R nebo podprostor R? nebo R3
tvaru A =c+ (v), v # o.

Jsou-li a,b € A dva ruzné body, pak kazdy bod ¢ € A lze vyjadrit pravé jed-
nim zpusobem jako jejich afinni kombinace. Existenci takového vyjadieni mtzeme
zdtivodnit napiiklad nésledujicim zptisobem. Protoze b — a je nenulovy vektor a
dimV =1, je kazdy vektor ve V jeho nasobkem. Existuje proto A\ € T takové, ze
¢—a = A(b—a). Nyni miZeme psat ¢ = a+ A(b—a) = (1 — X\)a+ \b. Jednoznacnost
se nahlédne naptiklad z jednoznacnosti A ve vyjadieni ¢ — a = A(b — a). Diukaz
obecnéjsiho tvrzeni provedeme za okamzik.

(Posledni rovnost jsme zdiivodnili vySe. Podobné rovnosti miizeme dokazovat
pomoci soufadnic. Napiiklad (%a—&-%b)—i—(b—a) = a—I—%(b—a) plati, protoZe vyjadieni
obou stran v libovolng zvolené soustavé soutadnic S je rovno —i[a]s + 2[b]s diky
tvrzeni 11.9 o soutadnicich a operacich.)

Bod ¢ = Aja + A2b ,déli“ body a,b v poméru As : Aj. Presnéji, A\i(c —a) =
A2(b — ¢). Pokud A je eukleidovsky tak tento vztah znamend, Ze pomér ,oriento-
vanych vzdalenosti“ ¢ od a a c od b je A\g : A\, tj. v pripadé, Ze c lezi na tsecce ab
(ekvivalentné A\, Ay > 0) je pomér vzdalenosti A2 : A1, v opa¢ném piipadé je pomér
vzdalenosti [A1] : | Azl



262 LIBOR BARTO A JIRI TUMA

OBRAZEK 20. Soufadnice dvou bodt vzhledem k barycentrické
soustavé soufadnic (ag,as). Afinni obal (a1, as).

P¥iklad 11.15. Vyjadiime bod ¢ = (2,3)T € R? jako afinni kombinaci bodii
a=(1,2)T ab=(5,6)T. Uloha dava smysl, protoZe viechny t¥i body lezi na afinni
piimee (0,1)7 + ((1,1)7).
Srovnanim prvnich slozek ve vztahu ¢ = Aja + A2b ziskdme \; + 5y = 2, coz
spolus A1 + Ay = 1 dava \; = %,)\2 = %. Tedy ¢ = %a + ib. Skutecné, bod ¢ déli
1

body a,b v poméru 7 : % = 1: 3. Fyzikalni interpretace je takova, ze ma-li bod a

Vv

vvey

Podobnym zptisobem lze definovat barycentrické soutadnice bodu v roviné vzhle-
dem ke tfem bodim nelezicich na jedné pfimce, apod.

Tvrzeni 11.16. Necht A je afinni prostor dimenze n s prostorem vektori V a
a1,...,a € A jsou body. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(1) Kazdy bod b € A lze jednoznacnym zpisobem zapsat jako afinni kombinaci
bodi aly...,0k.

(2) Posloupnost vektori (ag — ai,a3 — a1, ...,ax — a1) tvoii bdzi prostoru V
(specidlné k =n +1).

Dikaz. K ditkazu obou implikaci si vSimneme, Ze pro libovolny bod b € A a skalary
Ayevs Ay A1+ -+ A = 1 vztah

b=XAar + -+ Agag ,
plati pravé tehdy, kdyz plati vztah
b—a1 = /\2(a2 —al) +/\3(03 —al) + - +)\k(ak — al) .

(1) = (2). Pro libovolny vektor v najdeme vyjadfeni bodu b = a1 + v jako
afinni kombinaci bodt a1, ..., ar a druha ekvivalentni rovnost ndm dava vyjadieni
vektoru b—aq = v jako linedrni kombinaci vektortt as —ay, . .., ax —aq. To dokazuje,
Ze posloupnost generuje V. Je-li o0 = Aa(as — ay) + -+ + Mp(ax — a1) netrividlni
linearni kombinace a polozime-li Ay =1 — Ao — ... — A\g, b = a1 dostavame z prvni
rovnosti vyjadfeni bodu b = a; jako afinni kombinaci bodt ay, ..., ar rozdilnou od
a1 = la;+0as+- - -+0ay. Tento spor dokazuje, Ze posloupnost (as —aq,...,ar—a1)
je linedrné nezavisla, takze je to béaze.

(2) = (1). Dtikaz je rovnéz piimocary uzitim vyse uvedené ekvivalence. O

Prvni podminka nezavisi na poradi bodl ai,...,ax, tedy linedrni nezavislost
posloupnosti v druhé casti rovnéz nezavisi na poradi téchto bodi. Jako cviceni
dokazte toto pozorovani pfimo.

Jsou-li splnény ekvivalentni podminky v tvrzeni, fikdme, ze Z = (a1, ..., an+1) je
barycentrickd soustava souradnic prostoru A a (n+1)-tici koeficientt (A1, ..., Api1)T
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ve vyjadfeni bodu b € A jako afinni kombinaci b = Ajaj +- - -+ A\py10p+1 DAZyVame
barycentrické souradnice bodu b vzhledem k Z. Barycentrické souradnice muzeme
pouzit napiiklad k linedrni interpolaci funkci, viz cviceni.

Podle tvrzeni je Z = (a1,...,an4+1) barycentrickd soustava soufadnic prévé
tehdy, kdyz je S = (a1,a2 — a1,a3 — a1,...,a,4+1 — a1) soustava soufadnic pro-
storu A. V dikazu jsme si v§imli, Ze pokud znadme souradnice bodu b vzhledem k
S, feknéme [b]s = (o, ..., A\ny1)T, pak snadno spoéitame barycentrické souradnice
bodu b: (1 —)\2 — ... _)\k»)\27~~-a)\n+1)'

Piiklad 11.17. V afinnim prostoru R? vyjadiime b v barycentrické soustavé sou-
fadnic (ay,as,as).

=(4): a=(2) (). ()

Protoze vektory az —aj = (6,—6)T a az —a; = (=8, —12)7 jsou linearné nezavislé,
posloupnost (a1, as,a3) je skutecné barycentrickou soustavou soufadnic. Hleddme
A1, Ao, A3 takové, ze b = A1aq + Aoas +A3az a Ay + Ao+ A3 = 1. Prepsanim do slozek
dostaneme soustavu t¥i rovnic o tfech neznamych. Druhou moznosti je vypocitat
[bls = (M2, X3)T, kde S = (a1,as — a1,a3 — ay), a dopocitat ;. Zvolime druhou
alternativu. Dostavame soustavu

(az — as]as — ar|b—ay) = 6 8 |-2)\ (6 8] -2
-6 -12| -8 0 —20|-10

Vychézi \3 = %, Ay = % ad=1—)y— A3 = % Barycentrické souradnice bodu b
vzhledem k (a1, az,as) jsou tedy (%, 5,3)7.

11.2.3. Afinni kombinace pomoci dvojic. Afinni kombinaci vice bodi v afinnim pro-
storu A nad T lze, v pfipadé, Ze charakteristika T neni 2, ziskat pomoci afinnich
kombinaci dvojic. Naptiklad pro T = R, A, Ao, A3 Z 0, A+ Ao+ A3 =1, \+Xa #0
milzeme psat

A1 - Ao
AL+ Aq AL+ Ae

)\1a+)\2b+/\3C: ()\1+A2) < b> +A36 .

Vyraz v zavorce je afinni kombinaci bodi a, b a celkové se jedna o afinni kombinaci
této kombinace a bodu ¢, cely vyraz tedy dava smysl. Fyzikalni interpretace je
takova, ze tézisté soustavy hmotnych bodt a, b, c s hmotnostmi Aq, A2, A3 mizeme
urcit tak, ze nejprve urcime tézisté hmotnych boda a,b a pak tézisté vysledného
bodu (o hmotnosti A; + A2) a bodu c.

Uvazujme nyni konkrétni konkrétnéjsi situaci trojice bodu a, b, ¢ v realné afinni
roviné, které nelezi na jedné primce a polozme A\; = Ao = A3 = % Bod t =
%a—l— %b—i— %c je tézistém trojuhelnika s vrcholy a, b, ¢. Oznacime-li ¢, = %a—&— %b, tj. te
je stied tsecky ab (co je tsecka jde formalné definovat pomoci konvexnich kombinaci
diskutovanych nize). Podle vyjddfeni v pfedchozim odstavci mame ¢t = %tc + %c, tj.
t lezi na tsecce ct. (téZnice) a tuto tsecku déli v poméru 2 : 1. Podobné se ukaze,
Ze t lezi na tseckich at, a bty (kde t, a ¢ jsou stiedy stran be a ac) a déli tyto
tsecku ve stejném pomeéru 2 : 1. Pfirozenym zptisobem jsme mimochodem nahlédli,
Ze usecky spojujici vrcholy a stfedy protilehlych stran se protinaji v jednom bodé€ a
tento bod je déli v poméru 2 : 1! Podobnym zptsobem lze dokazat fadu podobnych
geometrickych poznatkt (viz cvifeni).
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11.2.4. Konvexni kombinace. Kratkou neformalni poznadmku vénujeme tzv. konvex-
nim kombinacim v redlnych afinnich prostorech. Afinni kombinace A\jaj +- - -+ Apag
se nazyvé konvezni, pokud jsou vSechny koeficienty nezaporné (a tim padem také
mensi nez 1). Konvexni kombinace souvisi s konvexnimi utvary. MnoZinu bodu
nazveme konverni, pokud s kazdymi dvéma body obsahuje celou tsecku, ktera je
spojuje. Neni tézké ukazat, ze kazda konvexni mnozina je uzaviend na konvexni
kombinace (cviceni).

Mnozina vSech konvexnich kombinaci danych bodi aq, ..., ax je proto nejmensim
konvexni mnozinou obsahujici tyto body. Této mnoziné fikdme konvezni obal. Roz-
myslete si, Ze konvexnim obalem dvojice bodl a,b jsou pravé body lezici na tisecce
ab a ze konvexnim obal trojice bodi a,b, ¢ je trojihelnik (i se svym vnitikem) s
vrcholy a, b, c. Naopak, tento geometricky nazor mazeme vyuzit k formalni definici
asecky ab jako konvexniho obalu bodi a, b.

Piiklad 11.18. Ukézeme, jak lze barycentrické souradnice pouZit pti zjistovani
zda dany bod lezi uvnitf daného trojihelnika.

V piikladu 11.17 jsme zjistili, Ze barycentrické soufadnice bodu b = (0, —1)7
vzhledem k (ay,az,a3) = ((2,7)7,(8,1)7,(=6,—5)T) jsou (§,1,1). Bod b je tedy
afinni kombinaci bodi (a1, as,as3) s kladnymi koeficienty, proto lezi uvnitf troja-
helnika s vrcholy aq,as, as.

Konvexni mnoziny vznikaji naptiklad pfi feSeni soustavy linedrnich nerovnic.
Reseni takovych soustav se tyka fada dilezitjch teoretickjch i praktickjch pro-
blémia. TODO MORE BLAH BLAHS

11.2.5. Linedrni kombinace odpovidajici vektorim. V tvrzeni 11.12 jsme ukézali,
kdy line4drni kombinace bodii uréuje bod nezavisle na volbé soustavy soutfadnic, a
to ndm umoznilo definovat afinni kombinaci bodt. Vyraz b — a napovida, kdy lze
linearni kombinaci bodl smysluplné interpretovat jako vektor.

Tvrzeni 11.19. Necht A je afinni prostor nad T, ay,...,ar € Abodyaly, ..., \x €
T skaldry. Pak nasledugici tvrzent jsou ekvivalentni.

(1) Vektor v o soufadnicich [v]s = Ailai1]s + - -+ + Ag[ak]s nezdvisi na volbé
soustavy souradnic S.

(2) Mi+---+ X =0.
Diikaz. Diikaz je obdobny jako u tvrzeni 11.12 a pifenechédme jej do cviceni. ([l

Podobné jako u afinnim kombinaci nyni mizeme v piipadé, ze \; +---+ A\ = 0,
definovat vektor A\ja; + ... Agpar predpisem
[Arar + -+ Apagls = Aifar]s + - + Aglax]s
kde S je libovolné soustava soufadnic prostoru A, nebo napfiklad vztahem

A1a1+~~+)\kak:)\Q(ag—al)+~~~+)\k(ak—a1) .
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Obecnéji, pro libovolny bod b € A plati
)\1a1+~~+)\kak :Al(alfb)ﬁ*)\g(agfb)ﬁ*+Ak(ak7b> .

11.3. Podprostory. Podprostory afinnich prostortu definujeme analogicky jako pod-
prostory vektorovych prostort.

Definice 11.20. Necht A je afinni prostor nad télesem T s prostorem vektort
V. Afinni prostor B nad télesem T s prostorem vektortt W se nazyva (afinni)
podprostor prostoru A, pokud B C A, W < V a s¢itani bodu a vektoru v B je
zuzenim s¢itani bodu a vektoru v A.

Je-li A afinni eukleidovsky prostor pak B nazyvime (afinnim eukleidovskym)
podprostorem A, pokud je B afinnim podprostorem A a navic je skaldrni souéin v
B ztzenim skalarniho soucinu v A.

Jiz jsme se setkali s jednim typem podprostort: Pro libovolny bod a € A a (vek-
torovy) podprostor W < V tvofi mnozina bodd a+W (spolu se s¢itdnim zdédénym
z A) afinni podprostor prostoru A, jehoZ prostor vektort je W. Nésledujici tvrzeni
ukazuje, ze takto ziskdme vSechny podprostory.

Tvrzeni 11.21. Nechf A je afinni prostor nad télesem T s prostorem vektori V
a B je jeho podprostor s prostorem vektori W. Pak pro libovolny bod b € B plati
B=b+W. Navic plati W ={c—b:ce€ B} ={d—c:c,d € B}.

Poznamka: Sc¢itdni bodu z b a vektoru z W mutizeme provadét v libovolném z
prostori A nebo B, protoze se podle definice shoduji. Tim padem se rovnéz shoduje
odcitani: Jsou-li ¢,d € B dva body v B, pak vektor ¢ — d ve W je definovan jako
ten jednoznacné urceny vektor w € W, pro ktery plati d +w = c. Protoze s¢itani v
A a B se shoduji, vztah d+w = c platii v A, takZe d — c = w v A podle definice
odc¢itani v A. Shoduji se také jakékoliv dalsi operace, které jsou odvozené z operaci
afinniho prostoru, naptiklad afinni kombinace.

Diikaz. Pro libovolny vektor w € W plati b + w € B, protoze B je uzavienad na
s¢itani bodu a vektoru. Proto plati b+ W C B. Naopak, pro libovolny bod ¢ € B
mame ¢ —b € W, takze ¢ = b+ (¢ — b) € b+ W, coz dokazuje opacnou inkluzi.
Dodatek je rovnéz snadny, plyne naptiklad z korespondence bodi a vektori
diskutované za definici afinniho prostoru. O

Piiklad 11.22. Podprostory afinniho prostoru R3 jsou ¢tyf typt:

e body, tj. podprostory tvaru B = b+ W, dim(W) = 0, ¢ili W = {o} a
B = {b};

e piimky, tj. podprostory tvaru B =b+ W, dim(W) = 1, ¢ili W = (v}, kde
v#o0,aB=0b+(v)

e roviny, tj. podprostory tvaru B = b+ W, dim(W) = 2, ¢ili W = (v, w),
kde (v,w) je linedrné nezavisla posloupnost, a B = b+ (v, w)

e cely prostor B = R3

Zavedli jsme nazvy pro prostory dimenze 0 (body), 1 (pfimky) a 2 (roviny). Jesté
se pouziva pojem nadrovina, to je podprostor dimenze n — 1 v prostoru dimenze
n. Napfiklad nadroviny v R! jsou body, nadroviny v R? jsou pfimky a nadroviny v
R3 jsou roviny.

Podle tvrzeni je prostor vektord W podprostoru B prostoru A jednoznac¢né uréen
mnozinou bodt B, protoze W je mnoZina vSech rozdiltt bodt v B (jeden z bodt
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mizeme libovolné zafixovat). Proto pfi zadavéni podprostoru ¢asto uvadime jenom
mnozinu boda B a fikame, ze B je podprostor A.

K tomu, aby neprizdna mnozina B C A byla podprostorem afinniho prostoru
A je nutné a staci, aby mnozina vektort W = {¢ —b : ¢ € B} (kde b € B je
libovolny bod) tvofila podprostor vektorového prostoru V. Podprostory lze také
charakterizovat jako mnoziny bodd uzaviené na afinni kombinace.

Tvrzeni 11.23. Necht A je afinni prostor a B C A, B # 0. Pak B je podprostorem
A prdveé tehdy, kdyz kaZdd afinni kombinace bodu z B lezi v B.

Diikaz. Je-li B podprostorem afinniho prostoru A, pak trividlné kazda afinni kom-
binace bodt z B lezi v B.

Predpokladejme naopak, ze kazda afinni kombinace bodi z B lezi v B a zvolme
libovolny bod b € B. Je potieba ukizat, ze mnoZzina W = {¢ —b : ¢ € B} je
podprostorem prostoru vektori V afinniho prostoru A. K tomu je potfeba oveérit,
ze W je uzaviena na séitani a ndsobeni skalarem. Jsou-li ¢, ¢’ dva body z B, pak

(c=b)+(=b)=(c+c —b)—b,
kde ¢+ ¢’ — b je afinni kombinaci bodt z B, kterd v B podle predpokladu lezi, takze
(c—b)+ (¢ —b) € W a mnozina W je proto uzaviend na s¢iténi. Je-li ¢ € B a
t e T, pak
tlc—b)=(tc+ (1 —1t)b)—b .
Zavorka na pravé strané je opét afinni kombinace bodt z B a dostavame uzavienost
W na néasobeni skaldrem. O

Podprostory vektorovych prostori ¢asto zaddavame pomoci mnoziny generatoru.
Podobné, podprostory afinniho prostoru A c¢asto zadavame pomoci ,generujici®
mnoziny bodu X, fikAme napftiklad pfimka uréend body a,b nebo rovina uréena
body a, b, c, atd.

Definice 11.24. Necht X je neprazdnd podmnozina bodi afinniho prostoru A
nad té&lesem T. Afinnim obalem mnoziny X rozumime mnozinu (X) vSech afinnich
kombinaci bodti z X, tj.

<X>:{/\1(11+"'+>\k-ak5a1,...,ak€X, Ay, A\ €T, /\1+"'+)\k:1}

Pro afinni obal bodid uzivame stejné znaceni jako pro linearni obal. Musime si
proto vzdy uvédomit, zda prvky X jsou body nebo vektory.

Tvrzeni 11.25. Necht X je neprdzdnd podmnoZina bodi afinniho prostoru A nad
télesem T. Pak (X) je podprostor afinniho prostoru A a pro jeho prostor vektori
W plati

W:{)\lal—i—w-—!—)\kak:al,...,akEX, Ayoo s A\ €T, )\1—|---'—|-/\k20}
={c—-b:ceX}) ,
kde b je libovolny bod v X.

Dikaz. Protoze afinni kombinace afinnich kombinaci je afinni kombinace, je (X)
je podprostorem A podle charakterizace podprostori pomoci afinnich kombinaci
v tvrzeni 11.23. Zvolme b € X libovolné. Prostor vektori W podprostoru (X) je
roven (viz tvrzeni 11.21) W = {¢ —b : ¢ € (X)}. Kazdy bod ¢ v (X) je tvaru
c = M\ai + -+ Agag, kde Ay + - -- + Ay = 1, takze kazdy vektor ¢ — b je tvaru
Arar + -+ Agag + (—=1)b, kde Ay + -+ - + Mg + (—1) = 0. To dokazuje inkluzi C v
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prvni rovnosti. Naopak, kazdy vektor tvaru Ajaj +- - -+ Agag, kde Ay +---+ A =0,
lze psat ve tvaru (Ajaq + -+ 4+ Agar +1-b) — b, kde A\ + -+ A\ +1 = 1, coz
dokazuje druhou inkluzi.

Druhou ¢ast pfenechame do cviceni. ([l

Kazdy podprostor je uzavieny na afinni kombinace bodi. Proto kazdy podpro-
stor afinniho prostoru A obsahujici mnozinu X musi obsahovat také (X). V tomto

~70

smyslu je (X) ,nejmensi“ podprostor A obsahujici X.
Priklad 11.26. Afinnim obalem dvojice bodt X = {a, b}, a # b je pfimka
<X> :{>\1€L+A2b:)\1+)\2 :1}:a+W:b+W ,

kde
W:{A1a+>\2b2)\1+)\2:0}: (b—a>
Konkrétné, pro body a = (1,2)7, b = (4,6)7 v afinnim prostoru R? je

= {u () () e
(1) (1) on(1) meni
(D)) (1)

11.3.1. Bodovy, parametricky a rovnicovy popis podprostoru. Podprostor afinniho
prostoru A dimenze n muzeme popsat nasledujicimi zptsoby:

e Bodové, zaddnim mnoziny bodu X = {ay,...,a;}. Mnozina X ur¢uje pod-
prostor B = (X)) tvofeny vSemi afinnimi kombinacemi bodid z X. Prostor
vektortt W je roven linedrnimu obalu (as — aq,...,a; — ay), takZe na zadani
prostoru dimenze k potiebujeme alespon k+ 1 bodu. Naopak, mame-li pro-
stor B dimenze k a zvolime a4, ..., ax+1 € B tak, aby (as—aq,...,ax+1—a1)
byla linedrné nezévisla posloupnost, pak je (a1, . . ., ax+1) barycentrickd sou-
stava souradnic prostoru B, tj. kazdy bod lze jednoznacnym zpiisobem za-
psat jako afinni kombinaci bodt a1, ..., a1 (viz tvrzeni 11.16).

e Parametricky, zadadnim bodu b a mnoziny vektort {vy,...,v;}. Dany bod
a dané vektory urcuji podprostor B=b+W = b+ (vy,...,v;). Na zadani
prostoru dimenze k potifebujeme bod a alespon k vektort. Naopak, mame-li
prostor B dimenze k s prostorem vektord W, zvolime b € B libovolné a
zvolime k-tici linedrné nezavislych vektortt z W, pak B = b+ W a kazdy
bod lze jednozna¢nym zpusobem vyjadfit ve tvaru b+ tyvy + - + V.

Méme-li B zaddn parametricky jako B = b+ (vy,...,v;) a S je soustava sou-
fadnic prostoru A, pak vyjadfeni B v soustavé soutadnic S je afinni podprostor
[Bls = [b]s + {[vi]s,---,[Vi]s) < T™. Takové podprostory aritmetickych afinnich
prostoru vznikaji pri feseni soustav linedrnich rovnic. To nam déva dalsi mozny
popis podprostort.

e Rowvnicové, zadanim soustavy soufadnic S prostoru A a soustavy line-
arnich rovnic Rz = c¢ o n nezndmych. ReSeni soustavy je afinni podpro-
stor [B]s = {&# € T" : Rz = c} prostoru T", ten urcuje podprostor
B = b+ W. Soufadnice [b]g bodu b jsou partikularnim feSenim soustavy a
[W]s = Ker R. Mdme-li | rovnic, pak jddro matice soustavy ma dimenzi ale-
spoit n—1, takze dim(W) > n—I. Pokud m4 matice soustavy plnou hodnost
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I, pak dim(W) = n — [. K zadéni prostoru dimenze k proto potfebujeme
alespon n — k rovnic.

Prechod od rovnicového popisu k parametrickému spociva ve vyfeSeni soustavy
linearnich rovnic. Na prvni pohled ale neni jasné, jak z parametrického popisu vy-
tvorit rovnicovy, ani neni zfejmé, Ze kazdy podprostor rovnicovy popis mé. Prechod
od rovnicovému popisu k parametrickému a zpét ukdzeme nejprve na prikladu.

Piiklad 11.27. Uréime parametricky podprostor B prostoru R® dany rovnicovim

popisem vzhledem ke kanonické bazi:

T1
12 -10 2 2o
24 0 1 -1 LA

T4

Na tomto misté si rovnéz muzeme uvédomit, ze kazda netrividlni rovnice urcuje
nadrovinu v A (v nasem piipadé nadrovinu v R?), takZe rovnicové vyjadieni pod-
prostoru mutzeme chéapat jako vyjadreni pomoci priiniku nadrovin.

Soustavu vyfesime Gaussovou elimina¢ni metodou

12 -1 0 2|1 12 -1 0 2|1
24 0 1 —-1|4 00 2 1 —-5]2

2 —2 —1 1

0 1 0 0
B=b+W=]| 1 +< o |,] -1 1.5 >

0 0 2 0

0 0 0 2

Vidime, ze B je podprostor dimenze 3.

Nyni si pfedstavme, ze B je zadany parametricky a zapomenme na ptvodni rov-
nicové vyjadreni. Chceme nalézt soustavu (R|c), aby jejim FeSenim byl podprostor
B = b + W. Hlavni myslenkou je, ze vektorovy prostor W = Ker R, tj. mnozina
feseni homogenni soustavy (R|o), je roven ortogonalnimu doplitku fadkd vzhledem
ke standardnimu skalarnimu soucinu. Chceme tedy nalézt matici R takovou, aby
ortogonalni doplnék radkd byl prostor W. K tomu staci do fadkd napsat néjakou
mnozinu generatori prostoru W+, protoze pak Ker R = (W)t = W!

Najdeme bazi W:

-2 1 0 00 10 5 0 2
-1 0 -1 20 |~|01 10 0 4
1 0 5 0 2 00 4 2 2
5 1
10
Wi=<1,1>
2 0
0 2
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Zbyva zvolit pravou stranu c tak, aby bod b byl partikularnim fesenim. To je jed-
noduché, prosté dosadime ¢ = Ab = (1,9)”. Rovnicovy popis B je tedy napiiklad

I

1 2 -1 0 2 2
5 10 -1 2 0 =9
T4
Ts

Vysel jiny rovnicovy popis nez ptuvodni. To neni pfekvapivé, podprostor mizeme
parametricky i rovnicové zpravidla vyjadfit mnoha zpusoby. Z rovnicového popisu
vidime také tzv. normaélové vektory — linedrni obal fadkt matice A tvori praveé
vektory kolmé na W (vzhledem ke standardimu skaldrnimu souéinu).

7Z prikladu vidime jak dokézat obecné tvrzeni o rovnicovém popisu podprostortu
aritmetickych prostorii.

Tvrzeni 11.28. Necht b+ W je podprostor dimenze k aritmetického afinniho pro-
storu T™. Pak existuje matice R typu (n — k) x n nad T a bod ¢ € T* takovy, Ze
mnozina Teseni soustavy rovnic Rx = ¢ je rovnd b+ W.

Diikaz. Oznaéme vy,..., vy néjakou bazi W, takze W = (vy,...,vy). Uvazujme
bilinedrni formu f na T" s matici [f]x, = In, tj- f((z1,.-.,20), (y1,...,y)n) =
Ty + -+ Tpln.

Z tvrzeni 10.16 vyplyva, ze W5 = Ker (vy]...|vi)? takze podle véty o dimenzi

jadra a obrazu méme dim(W=/) = n — k. Podle &sti (3) véty 10.21 o ortogonalnim
doplitku plati W = (W=r)+s.

Ozna¢me (W1, ..., W, _;) n&akou bazi Wt/ R = (wy|...|w,_1)T a c = Rb.
Nyni mame Ker R = {w,...,w,_x}*/ = (WL5)Ls = W. Protoze b je podle volby
¢ partikularnim feSenim soustavy Rx = ¢, je mnozina vSech feseni soustavy Rx = ¢
rovha b+ KerR=0+W. (]

V dikazu mame zaroven navod jak hledat rovnicovy popis podprostoru zadaného
parametricky (konkrétni piiklad byl pfed tvrzenim). Pokud vzhledem k soustavé
soutadnic S je [B]sg = b+ W, napiSeme néjakou bazi W (nebo mnoZzinu generdtorii
W) do fadkt matice a vyfesime homogenni soustavu rovnic s touto matici. Bézi
mnoziny fesSeni napiSeme do fadkt matice R a urc¢ime pravou stranu ¢ = Rb. Tim
ziskdme rovnicovy popis [Blg = {z € T" : Rz = c}.

Navic, linearni obal ¥adkii matice R je f-ortogonélni doplnék W, kde [f]x, = I,,.
Je-li A afinni eukleidovsky prostor a S jeho kartézskd soustava, pak matice [f]x, =
I, je rovnéa matici skalarniho sou¢inu v prostoru A vzhledem k soustvavé S. Z toho
vyplyva, ze fadky matice R generuji vyjadireni ortogonalniho dopliiku prostoru W
vzhledem k S. Prvkiam ortogonalniho doplitku W fikdme normdlové vektory.

Shriime rizné zptsoby vyjadieni pfimek a rovin v afinniho eukleidovském pro-
storu R? se standardnim skalarnim souéinem.

e Primku muZeme popsat jako afinni obal dvojice riznych bodt, paramet-
ricky ve tvaru b+ (v) , v # o, nebo dvéma rovnicemi a11x1 +ai2T2+a13x3 =
C1, (9121 + A22%2 + A23x3 = Ca, pri¢emz normalové vektory této primky jsou
pravé vektory v <(a11, aio,a13)T, (as1, ass, 0,23)T>.

e Rovinu mizeme popsat jako afinni obal trojice bodu nelezicich na jedné
primce, parametricky ve tvaru b+ (v, va), kde (v1,va) je linedrné nezavisla
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posloupnost, nebo rovnici a;121 + a12x2 + a13x3 = ¢1, pricemz norméalové
vektory této roviny jsou pravé vektory v <(a11, aiz, CL13)T>.
OBRAZEK
Stejna diskuze plati pro libovolny afinni eukleidovsky prostor dimenze 3, kde rov-
nicovy popis bereme vzhledem k néjaké kartézské soustavé soutradnic. Vynechame-li
poznamky o normalovych vektorech, pak diskuze plati v libovolném afinnim pro-
storu dimenze 3, kde rovnicovy popis bereme vzhledem k libovolné soustavé sou-
fadnic.

11.3.2. Vzdjemnd poloha podprostori.

Definice 11.29. Necht A je afinni prostor a B=0+ U, C = ¢+ W jeho podpro-
story. Rikdme, Zze B a C jsou

e rovnobézné, pokud U < W nebo W < U,

e riiznobéiné, pokud nejsou rovnobéiné a BN C # (),

e mimobézné, pokud nejsou rovnobézné ani riznobézné.

Pfi nasi definici totozné prostory jsou rovnobézné. Rovnéz podprostory B,C
takové, ze B C C, nazyvame rovnobézné. Rovnobéznost rozhodneme snadno z
parametrického vyjadieni:

Pozorovani 11.30. Podprostory B=b+U a C = c+W afinniho prostoru A jsou
rovnobézné pravé tehdy, kdyz dim(U + W) = max{dim(U), dim(W)}

Dikaz. U je podprostor W pravé tehdy, kdyz U + W je podprostor W, coz na-
stane, pravé kdyz dim(W) = dim(U + W) (protoze W je vzdy podprostor U + W,
takze W = U + W plati, pravé kdyz se rovnaji dimenze téchto prostori podle tvr-
zeni 5.59). Podobné, W je podprostor U pravé tehdy, kdyz dim(U) = dim(U + W).
Z toho vyplyva, ze B a C jsou rovnobéiné pravé tehdy, kdyz dim(U + W) =
max{dim(U), dim(W)}. O
Piiklad 11.31. Zjistime, zda jsou podprostory B =b+ U a C = c+ W aritmetic-
kého afinniho prostoru Z2 rovnobézné.

1 1 3 1 2
B=| 2 +< 0 > c=1|o +< 4], 4 >
3 4 1 3 2
(:

Nejprve uréime dimenze B dimenze U) a C. Ziejmé dim(U) = 1, takze B
je afinni piimka. Radkov§mi tipravami mnoziny generatort prostoru W zjistime

dim ().
(bi3)~(o17)

Takze dimC' = dimW = 2 a C je afinni rovina. K urceni dimenze sou¢tu U + W
vyuzijeme jiz provedenou upravu

1 0 4 1 0 4

1 4 3 |~10 4 4 |~ ( é (1) le )
0 1 1 0 1 1

Dimenze U+W je 2, coz je rovno dimenzi W, takze prostory B a C jsou rovnobézné.

K rozhodnuti, zda jsou dva nerovnobézné prostory rtznobézné muizeme pouzit
nasledujici pozorovani.
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Pozorovani 11.32. Prunik dvou podprostori B =b+ U a C = c+ W afinniho
prostoru A je meprdzdny prdvé tehdy, kdyzb—ce U + W.

Diikaz. Pokud d € BN C, pak ve vyjadieni b—c=(b—d)+(d—c)jeb—de U a
d—ceW,takzeb—ce U+ W.

Naopak, pokud b — ¢ € U + W pak existuji vektory u € U a w € W takové, ze
b—c=u+w. Pak bod b —u = ¢ — w lezi zaroven v B i v C, takze B a C maji
neprazdny prinik. ([

Zda plati b — ¢ € U + W muzeme v parametrickém vyjadreni opét rozhodnout
pomoci dimenzi, protoze b — ¢ € U + W je ekvivalentni s dim((b —c¢) + U + W) =
dim(U + W).

Piiklad 11.33. Uréime vzajemnou polohu podprostorti B, C' v afinnim prostoru A
nad télesem R dimenze 4. Roviny B, C' jsou dané parametricky vzhledem k néjaké
soustavé souradnic S.

3 2 3
Bls =[s+[Uls = | | +< e >
1 3 7
2 1 2
Cls=lds+Wls=| ° +< o >
1 4 )

Vidime, Ze generatory [Ulg a [W]g jsou linedrné nezavislé, takze dimenze obou
prostoru jsou 2, tj. B a C jsou afinni roviny. Spocitdme dimenzi U + W:

1 2 3 4 1 2 3 4
2 0 -1 5 0 -4 -7 -3 Loz 3 4 !
2 -1 003 0 =5 =6 -5 0 —20 —24 -20 0
3.1 3 7 0 =5 —6 —5

Dimenze U + W je tedy 3. Prostory proto nejsou rovnobézné. Pridanim vektoru
[c —bls = (1,1,2,0)T dopoéitame dimenzi (c — b) + U + W.

11 2 0 11 2 0 11 2 0 11 2
1 2 3 4 01 1 4 01 1 4 01 1
04 7 3 |7 lo4 7 3|7 71003 -9 100 3
0 0 11 -5 0 0 11 -5 00 11 -5 00 0

Dimenze (b —a) + U + W je 4, coz je vice nez dimenze U + W, takze BN C = 0.
Protoze navic B a C nejsou rovnobézné, jsou mimobézné.

V rovnicovém vyjadfeni je rozhodnuti, zda se prostory protinaji snadné, zjistime
prosté, zda sjednoceni soustav méa feSeni.
Rozebereme si vzajemné polohy pfimek a rovin v afinnim prostoru A dimenze
3. Nad télesem R vSe vidime, u¢inénd pozorovani umoznuji formalni zdivodnéni a
rovnéz dokazuji, ze situace nad libovolnym jinym télesem je stejna.
e Vzajemnd poloha piimek B =b+ (u) a C = c+ (w).
— B a C jsou rovnobézné pravé tehdy, kdyz (u) = (w). V piipadé, ze
b € C (ekvivalentné ¢ € B) jsou B a C' totozné.
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— B a C jsou rtiznobézné praveé tehdy, kdyz nejsou rovnobézné a dim (b — ¢, u, w) =

2: Pokud B a C nejsou rovnobézné, pak dimenze (u, w) je nutné 2 (vek-

tory u, w jsou v tomto pt¥ipadé linearné nezavislé) a vztah dim (b — ¢, u, w) =

2 potom podle pozorovani 11.32 plati pravé tehdy, kdyz se B a C pro-
tinaji.
— B a C jsou mimobézné prévé tehdy, kdyz dim (b — ¢, u, w) = 3: Plyne
z predchozich dvou bodt, kdyz si uvédomime, ze dimenze (b — ¢, u, w)
muze byt 3 jen tehdy, kdyz B a C nejsou rovnobézné.
e Vzajemnd poloha pfimky B = b+ (u) a roviny C = ¢ + (wy, wa).
— B a C jsou rovnobézné pravé tehdy, kdyz u € (wy, ws), ekvivalentné,
dim (u, w;,ws) = 2. Plyne z pozorovani 11.30. V pfipadé, ze b € C
lezi pfimka B v roviné C (tj. B C C).
— B a C jsou rtiznobézné pravé tehdy, kdyz dim (u, wy, ws) = 3: Pokud
B a C nejsou rovnobézné, pak (u, wi, ws) ma nutné dimenzi alespoil
3, takze linedrni obal je roven celému prostoru vektortt a ma dimenzi
3. Vektor b — ¢ pak v tomto linedrnim obalu samoziejmé lezi, takze B
a C nikdy nemohou byt mimobézné.
e Vzajemnd poloha dvou rovin B = b+ (uj,uz) a C = ¢+ (w1, wa).
— B a C jsou rovnobézné pravé tehdy, kdyz (u;,us) = (wq, wa), ekvi-
valentné, dim (uy, us, wy, wa) = 2.
— B a C jsou ruznobézné pravé tehdy, kdyz dim (uy, ug, wi, wa) = 3.
V dimenzi 3 tedy nemohou existovat dvé mimobézné roviny, dokonce ani pfimka mi-
mobézna s rovinou. V dimenzi 4 jiz takova situaci mize nastat, v ptikladu 11.33 jsme
vidéli dvé mimobé&zné roviny. Jednodussim piikladem jsou roviny B = (0,0,0,0)% +
(e1,e3) a C' = (0,0,0,1)T + (e, e3) v T

11.3.3. Prinik a soucet podprostori. Pokud se dva afinni podprostory protinaji,
tzn. maji neprazdny prinik, pak je jejich prinikem podprostor. Tomuto podpro-
storu také rikame prisecik, zejména v situaci, kdy je prinikem jediny bod.

Tvrzeni 11.34. Prinikem libovolné mnoziny podprostori afinniho prostoru A je
bud prdzdnd mnoZina, nebo podprostor prostoru A.

Dikaz. Pouzijeme charakterizaci podprostortt pomoci afinnich kombinaci (viz tvr-
zeni 11.23). Pokud je prinik C' = N;c;B; podprostort B; neprazdny, pak libovolna
afinni kombinace bodu z C' lezi ve vSech podprostorech B;, takze lezi i v C'. Prianik
je tedy uzavien na afinni kombinace a je proto podprostorem prostoru A. (I

Jako cviceni si rozmyslete nésledujici pozorovani.

Pozorovani 11.35. Prinik dvou podprostori b+ W, b + W’ afinniho prostoru A
je bud prazdny, nebo je roven ¢ + (W NW'), kde c je libovolny bod v priniku.

Piiklad 11.36. UkaZeme nékolik moZnosti jak urcit prinik D dvou rovin B,C v
afinnim prostoru A dimenze 3. Roviny B, C jsou dané parametricky vzhledem k
néjaké soustavé soutradnic S:

0 -7 1 1 1 1
[Bls=| 1 +< 2 , 1 >,[C]S 1 +< 11,1 3 >
1 1 -1 2 0 1

Nejprimocarejsi je asi nasledujici postup. Bod d lezi v priuniku D = BN C pravé
tehdy, kdyz [d]s lze vyjadiit ve tvaru [d]s = (0,1,1)T +¢1(=7,2,1)T +¢5(1,1,-1)
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a zéroven ve tvaru [d]s = (1,1,2)T + #3(1,1,0)T + #4(1,3,1)T. Pro soufadnice
[d]s = (dyi,ds,ds3)T tak dostavame rovnice

di=0—Tty +to=1+1t3+ 14

d2:1—|—2t1—|—t2 :1+t3—|—3t4

dz=1+t —ta=2+14

Uvazujeme-li pouze rovnosti mezi t1,...,ts, dostaneme po uUpravé soustavu Ctyt
rovnic o ¢tyfech neznamych
-7 1 -1 —-1|1 1 -1 0 -1 1 1 -1 0 -1 1
2 1 -1 -3|0 ]~ 0 —6 -1 -8| 8 ~10 3 -1 —-1|-2]~m~
1 -1 0 -11|1 0o 3 -1 —-1]|-2 0 0 -3 —-10| 4

Resenim je (1,-5,-18,5)" + ((2,-7,-30,9)7). Ctvefice (t1,...,t4)T, které fesi
soustavu, jsou tedy pravé étvefice tvaru (¢1, to, t3,t4) = (1, -5, —18,5)+r(2,—7,-30,9) =
(1+42r,—5—Tr,—18 — 307, 5 + 97)T. Trojice (d1,ds, d3)” spliujici vztahy vyse pak

jsou praveé

(dly d2a d3)T

(=71 +2r) + (=5 = 7r), 1 +2(1 +2r) + (=5 — 7r), 1+ (1 + 2r) — (=5 — 7r))"
= (=12 —21r,—2—3r, 74 9r) = (=12, -2,7)T + r(-21,-3,9)7

Primik je tedy roven [D]g = (—12,-2,7)T + ((-21,-3,9)") = (-12,-2,7)7 +

((7,1,-3)T).
Uvedeny postup je pracny. Lepsi je vypoditat rovnicové vyjadieni prostori. Pro
prostor B je potfeba vyfesit homogenni soustavu rovnic

-7 2 1 11 -1
1 1 -1 09 -6

Resenim je ((1,2,3)) a rovnicové vyjadieni B vzhledem k S je z1 + 225 + 33 = c.
Dosazenim bodu (0,1,1)7 ziskdme ¢ = 5, takZe rovnicové vyjadieni B vzhledem k
S je

I1+2I2+31'3 :5 .

Rovnicové vyjadieni C' vzhledem k S vypocéteme podobné vyresenim soustavy

1 10 1 10
1 3 1 0 2 1
a dopocitdnim pravé strany. Vychézi

Ty —To+2x3 =4

Rovnicové vyjadieni priniku je nyni

1 2 3|5
1 -1 2|4

VyteSenim soustavy dostaneme parametrické vyjadieni
1 2 3|5 1 2 3|5
1 -1 2|4 0 3 1|1

[D]s = (2,0,1)" + {(7,1,-3)")

Dostavame
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Mozny je také kombinovany postup, kdy jeden prostor mame vyjadieny rovnicoveé
a druhy parametricky, ktery mtze byt vyhodny, napriklad kdyz jeden z prostori ma
malou dimenzi (a tim pddem ma4 kratké parametrické vyjadfeni) a druhy z prostort
mé velkou dimenzi (takze je kratsi jej popsat rovnicové).

Sjednoceni podprostort afinniho prostoru je ziidkakdy podprostorem, napriklad
sjednoceni dvou ruznych primek neni nikdy podprostorem. Proto definujeme soucet
podprostori jako nejmensi afinni podprostor obsahujici sjednoceni, tj. jeho afinni
obal.

Definice 11.37. Souctem podprostori By,..., By afinniho prostoru A rozumime
afinni obal jejich sjednoceni, znac¢ime B + - - - + By:

Bi+---+Bp=(ByU---UBy)

7 parametrického vyjadieni podprostori Ize jednoduse ziskat parametrické vyja-
dfeni jejich souctu. Toto pozorovani formulujeme pro jednoduchost pouze pro dva
podprostory.

Pozorovani 11.38. Soucet podprostori b+U a c+W afinniho prostoru A je roven
b+U)+(c+W)=b+({(c=by+U+W) .

Diikaz. Prostory b4+ U a c+ W jsou zfejmé podprostory pravé strany, takze i jejich
afinni obal je podprostorem (viz pozndmku za tvrzenim 11.25 o afinnim obalu). To
dokazuje C. Prostor vektort souétu (b + U) + (¢ + W) obsahuje U i W, protoze
b+ U a c+ W jsou jeho podprostory, a také vektor ¢ — b, protoze body c a b souctu
lezi. To dokazuje D. O

Priklad 11.39. Souctem pfimek B =b+ (u) a C = ¢+ (w) je bud
e piimka b + (u) v ptipadé, ze B = C, nebo
e rovina b+ {c — b, u) v pfipadé, Ze B a C jsou rovnobézné, ale nikoliv totozné,
nebo
e rovina b+ (u,w) v pfipadé, ze B a C jsou riznobézné, nebo
e podprostor b+ (¢ — b, u, w) dimenze 3 v ptipadé, ze B a C jsou mimobéZzné.

Pozorného Ctenate asi napadne, zda plati néjaka obdoba véty o dimenzi sou-
¢tu a pruniku. V afinnich prostorech je ale situace komplikovanéjsi. Jako ilustraci
uvazujme dvé piimky v R3, které se neprotinaji. Dimenze obou p¥imek je 1 a oba
prostory maji prazdny prinik. (Prdzdnou mnoZinu za afinni prostor nepovazujeme.
Nékdy se prazdnd mnozina povoluje a dimenze se definuje —1.) Soucet ale muze
mit dimenzi 2 nebo 3, podle toho, zda jsou primky rovnobézné nebo mimobézné.
Projektivni prostory odstrani i tento nedostatek, v nich se rovnobézné ptimky prece
jen protnou, a to v ,bodé v nekonecnu“.

11.3.4. Vzddlenost podprostori. V afinnim eukleidovském prostoru A mame defi-
novanou vzdalenost bodu b, ¢ € A jako normu vektoru b— c. Vzdélenost libovolnych
dvou podmnozin X,Y C A definujeme prirozené jako infimum vzdélenosti boda z
X abodizY.

Definice 11.40. Vzddlenosti dvou mnozin bodu X,Y C A v afinnim eukleidov-
ském prostoru A rozumime ¢islo

dist(X,Y) =inf{|lz —y|| :z € X,y e Y} .
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Infimum v definici nemtizeme obecné nahradit miminem, protoZe to nutné ne-
musi existovat (podivejte se napiiklad na polorovinu v R? bez hraniéni pifmky a
bod, ktery v ni nelezi). UkdZeme, %e v pfipadé podprostori se minima nabyva a
naucime se vzdalenost a ,nejkratsi pricku“ hledat. Nejkratsi prickou rozumime dva
body, jejichz vzdalenost je rovna vzdalenosti podprostort. Je ziejmé, ze pokud se
podprostory protinaji, je jejich vzdalenost 0. Z odvozeni vyplyne i opac¢né implikace
— prostory, které se neprotinaji, maji kladnou vzdalenost.

Uvazujme tedy dva podprostory B = b+ U a C = ¢+ W afinniho eukleidov-
ského prostoru A, dim A = n. K ziskani geometrického néhledu si predstavte dvé
mimobézné pfimky v R? a piimku a rovnobéznou rovinu v R3. Chceme najit body
d € B ae € C takové, 7e ||d — e je nejmensi mozna. Tyto body vyjddiime ve tvaru
d=b+u,e=c+w,kdeuecU awecW. Vyraz d — e lze napsat ve tvaru

d—e=(0b+u)—(c+w)=(0b—-—c)—(wW—u) .

Vektor x = w —u lezi v U + W. Nyni si vzpomeneme na tvrzeni 8.31 o nejlepsi
aproximaci vektoru v podprostoru: Vektor (b — ¢) — x, x € U + W m4 nejmensi
moznou normu pravé tehdy, kdyz je x rovno ortogonélni projekci vektoru b — ¢ na
podprostor U + W tj.
X = (b — C)U+W

Dokézali jsme, ze pro libovolné dva body d € B a e € C je ||d— e| alespoii
[(6—c)— (b= uswll = ||(b — ) 1w }7 coz ndm dava dolni odhad pro vzdale-
nost B od C.

Na druhou stranu, vektor x = (b—c)yrw lezi v U+ W, takZe jej lze psat ve tvaru
x = u+w. Polozime-lid = b—u € Bae = c+w € C madmed—e = (b—c)—(u+w) =
(b — ¢) — x. Nalezli jsme dva body, pro které ||d —e| = ||(b—¢) — (b — c)u+w]l, to
nam dava horni odhad.

Dohromady jsme zjistili, ze dist(B,C) = H(b — ) (Uw)L H Jesté si vSimneme,
ze vektor (b — ¢)4w). je nulovy (to nastane pravé kdyz je jeho norma nulova)
pravé tehdy, kdyz b — c lezi v U + W, tedy pravé tehdy, kdyz se prostory b — ¢
protinaji (viz pozorovani 11.32). Prostory, které se neprotinaji tedy maji kladnou
vzdalenost. Odvodili jsme:

Tvrzeni 11.41. Vzddlenost podprostori B=b+U a C = c+ W afinniho euklei-
dovského prostoru A dimenze n je rovnd

dist(B,C) = H(b — ) (Uw)L H .
Je-li (b—c)yyw =u+w,ucU aw €W a polozime-lid=b—u, e =c+w, pak
dist(B,C) =||d—e€] .
Vzddlenost B a C je nulovd prdvé tehdy, kdyz BN C # (.

OBRAZEK (dve mimobezky, rovina a rovnobezna primka)
K vypoctu ortogonalni projekce x vektoru b — ¢ na podprostor U + W miizeme
pouZit tvrzeni 8.34 o vypoctu ortogonélni projekce pomoci Gramovy matice: Ozna-

¢me uy, ..., u, néjakou mnozinu generatoru vektorového prostoru U a wq, ..., w;
néjakou mnozinu generatori vektorového prostoru W. Pak U+W = (uy, ..., ug, wy, ...

a podle tvrzeni je

(b= Ccusw =s1ur + -+ + spup + Lawy + - +Hwy
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kde (s1,...,8k,t1,...,1)7 je libovolné Feseni soustavy rovnic, jejiz matice je rovna
Gramoveé matici vektort uy, ..., ug,..., wy,..., wW; a prava strana je tvorena skalar-
nimi souciny vektoru b—c s vektory uy,...,w;. Pak body d = b—sju; —...—spuy €
Bae=cH+tywy + -+ + t;w; tvori nejkratsi pricku prostori B a C. Nejkratsich
pricek mize byt samoziejmé vice, tfeba v pfipadé dvou rovnobéznych prostori.

Piiklad 11.42. V afinnim eukleidovském prostoru R® se standardnim skaldrnim
soucinem spocitame vzdalenost a nejkratsi pricku primek B a C.

1 2 8 6
B=b+u=| -8 +< 3 >7 C=c+w= 3 +< -1 >
11 —6 13 12

Nejkratsi piicka je tvorena body d = b — su a e = ¢ + tv, kde (s,t)T

feSeni soustavy
u-(b—¢c) \ [ 49 —-63]|-35
w-(b—c) /] \ —63 181 | =55

uu u-w
< v-u wow
7 -9 1| =5 7 -9 -5
~ < —63 181 | =55 ) “’< 0 100 | —100 )
Reseni je (s,t)T = (=2,—1)7, takze body d = b — (=2)u = (5,-2,-1)T ae =
c+ (=1)w = (2,4,1)T tvori nejkratsi pticku. Vzdalenost B a C je dist(B,C) =
ld = ell = [I3,~6,—2[| = V49 = 7.

Daéle vime, Ze ortogondalni projekce vektoru b — ¢ na prostor (u,v) je su+tv =
(=10, —5,0). Pro kontrolu si mfizeme spoéitat, ze vektor (b — c) — (=10, —5,0)T =
(-7,—11,-2)T — (-10,-5,0)T = (3,6, —2)7 je rovny d — e a je skutecné kolmy
na (u,v).

Pro jiny nez standardni skaldrni soudin by se vypocet lisil pouze ve vypoctu
skalarnich soucini pfi sestavovani soustavy.

je libovolné

11.3.5. Uhel podprostord. Uhel dvou podprostortt B = b+ U, C = ¢+ W afinniho
eukleidovského prostoru A definujeme jako thel jejich prostort vektora U, W. V
piipadé, Ze je pranik U NW trividlni (tj. roven {o}), pak thel pfirozené definujeme
jako nejmensi thel mezi vektory, které v prostorech lezi

Z(B,C)=£(UW)=inf{ZL(u,w) :0#£uelUo#weW} ,

kde Z(u, w) zna¢i tthel mezi vektory u a w, coz je podle definice 8.11 realné ¢islo
arccos((u|w) /|lull||lw]) € [0, 7]. Pokud vektory u a w sviraji tithel «, pak vektory
—u, w sviraji thel 7 — .. Z toho vyplyva, Ze thel je vZdy ¢islo z intervalu [0, 7/2].

V pfipadé, ze U N W je netrividlni, neni rozumné definovat tthel stejné, protoze
libovolny nenulovy vektor x € UNW by ukazoval, ze Z(B,C) = 0, takze naptiklad
tihel libovolnych dvou rovin v R® by byl 0. Z obrazku je patrné, ze thel dvou
riiznobéznych rovin v R? je rozumné definovat jako thel piimek U N (U N W)+ a
Wn(Unw)*t.

OBRAZEK

To motivuje obecnou definici ithlu podprostort.

Definice 11.43. Necht A je afinni eukleidovsky prostor s prostorem vektori V
dimenze n. Uhel dvou netrividlnich podprostora U a W vektorového prostoru V
definujeme v pfipadé, ze U N W = {o}, vztahem

ZU,W)=inf{Z(u,w):0#ueclUo#weW} .
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Obecné, Uhlem (také odchylkou) dvou nerovnobé&znych podprostorti b+ U a C + W
(a jejich prostoru vektori) afinniho eukleidovského prostoru A rozumime éislo

/B, C(= Z(U W) =2U0nUnNW)L,WnUnNW)t) .
Uhel dvou rovnobéznych podprostorti definujeme 0.

Druh4 ¢ast definice dava smysl, protoze vektorové prostory U N (U N W)+ a
W N (UNW)L maji trividlni primik (skuteéns (UN(UNW)H)N(WN(UNW)L) =
(UNW)N (UNW)*+ = o) a jsou netrividlni, nebot z véty o dimenzi spojeni a
priniku a uzitim dim(U N W) < dim(U) (to plyne z nerovnobéznosti) dostavame

dim(UNU N W)L = dim(U) + dim(U N W)+ — dim(U + (UNW)*)
> dim(U) + (n — dim(U N W)) +n > dim(U) + (n — dim(U)) +n > 0

a podobné se dokaze, ze druhy prostor je také netrivialni.

Podobneé jako pro vzdélenost lze infimum nahradit minimem. Vypocet ihlu nebu-
deme provadét obecné, probereme pouze nékteré specialni pripady, které pokryvaji
vse az do dimenze 3.

Nejjednodussi je pfipad dvou p¥imek B = b+ (u) a C = ¢+ (w). Pro libovolné
dva vektory su € (u) a tw € (w) mame

(su|tw) st{u|w) (u|w)

sl lewll — Ist| [ful[ [[w{l — [l {|w]

Uhel vektort su a tv je tedy bud roven /(u,v) nebo je roven 7 — Zu,v. Uhel B a
C je tedy roven mensimu z téchto ¢isel.

Piiklad 11.44. V afinnim eukleidovském prostoru R? se standardnim skalarnim
soucinem vypocitame tthel piimek

B = b+(u) = (33,157,1234) " +((-1,-1,0)"),C = e+(w) = (555, 7, 7") " +((1,0,1)")

Plati o
Z(u,w) = arccos - =37

takze Z(B,C) =m — 27 = 7

Probereme nyni obecnéjsi piipad pfimky B = b+ (u) a obecného nerovnobézného
podprostoru C' = ¢+ W. V tomto pripadé je U N W = 0, takze thel je definovan
podle prvni ¢4sti definice. Pokud (u) je kolmy na W, tj. u € W+, pak je tihel B a
C roven 7/2. Ve zbyvajicich pfipadech ukazeme, ze Z(B,C) je roven thlu vektoru
u a ortogonalni projekce vektoru u na W. Pro libovolny vektor o # tu € (u) a
o #w € W mame

(tu|w) (u|w) (uw +uwe jw) | (uw [w) _ JJuwl| [[w] _ [low ||

[eaf| ftwll— ~ al fw] [l fwll Tl liwll = flalfwll = [l

kde v pfedposledni tpravé jsme pouzili Cauchy-Schwarzovu nerovnost (véta 8.8).
Protoze kosinus je na intervalu [0, 7] klesajici funkce, z provedené tpravy vyplyva

Z(u,w) > arccos luw |
[[all
Na pravé strané mame thel vektoriu u a uyy:
(uluw)  (aw +ups juw)  (uwluw)  Juw® ]

lal fawl — fllew ] Jalfaw ] [l faw ] ol
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OBRAZEK
Odvodili jsme:

Tvrzeni 11.45. Uhel piimky B = b+ u a podprostoru C = ¢+ W v afinnim
eukleidovském prostoru A dimenze n je v pripadé u € W+ roven /2 a v opacném
pripadé

Z(B,C) = Z(u,uy) = arccos

Diikaz. Pro nerovnobézné prostory jsme odvodili, pro rovnobézné je tvrzeni zrejmé.
O

Toto tvrzeni mtizeme pouzit napiiklad na urceni thlu pfimky a roviny v prostoru
dimenze 3. Vyhodnéjsi ale byva pouzit nasledujici tvrzeni o thlu podprostoru a
nadroviny.

Tvrzeni 11.46. Uhel podprostoru B =b+ U, dimU > 0, a nadroviny C = c+ W
v afinnim eukleidovském prostoru A dimenze n > 2 je roven

Z(B,C) = g — LU, W)
Dukaz. Bude. O
OBRAZEK

Piiklad 11.47. V afinnim eukleidovském prostoru R® se standardnim skaldrnim
sou¢inem vypocitame thel pfimky B a (nad)roviny C.

B=b+ (u) = (33,157,1234)" + ((-1,-1,0)T) ,
C=c+(wi,wa) = (555, m,7")" +((1,1,-1)", (1,2, 1))

Uréime ortogonalni doplnék prostoru (wy, wa).
1 1 -1 1 1 -1
-1 2 1 0 3 0

<W17W2>J— = <I‘> = <(17071)T>
Podle tvrzeni je Z(B,C) roven 7/2 — Z({r), (u)). Uhel Z({r), (u)) jsme poéitali v
prikladu 11.44, vyslo

Takze

Z((r),(u)) =7/3 .
Proto
Z(B,C)=n/2—-7/3=7/6 .

Obecné neplati Z(U,W) = 7/2 — Z(U, W), napiiklad pro podprostory U =
(e1,e3), W = (ey, e3) prostoru R* je Z(U, W) = Z(U W) =7/2.

Dvoji aplikaci tvrzeni 11.46 ziskame navod k vypocétu thlu dvou rtiznobéznych
nadrovin, specialné tak muzeme urcit thel dvou rdznobéznych rovin v prostoru
dimenze 3.

Tvrzeni 11.48. Uhel nadrovin B=b+U a C = c+ W v afinnim eukleidovském
prostoru A dimenze n > 2 je roven

Z(B,C) = £(U+, W)
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Dikaz. Podle tvrzeni 11.46 méame
/(B,C)=7)2 - L(UW™h) =7/2 — ()2 — LU, W) .
0

Priklad 11.49. Uréime thel roviny B, C v afinni eukleidovském prostoru dimenze
3, které jsou dany rovnicové vzhledem k néjaké kartézské soustavé souradnic S.

B:—x1—25=12, C:x1+x3=123

Protoze, S je kartézska soustava soutadnic, z rovnicového popisu vidime normalové
vektory podprostortt B a C: (—1,—1,0)T a (1,0,1)T.

Z£(B,C) = £({(-1,-1,00") ,{(1,0,1)")) = 7/3

11.4. Orientace, objem, vektorovy soucin. Pojmy v této Cédsti se spiSe nez
afinnich eukleidovskych prostort tykaji vétsinou jenom jejich (unitérnich) prostort
vektori. Poznatky se ale hodi pfi geometrickych vypoctech v afinnich eukleidov-
skych prostorech, proto je téma zafazeno pravé ted. V dalsim textu bude V vidy
realny vektorovy prostor konecné dimenze n.

11.4.1. Orientace. PFi odvozeni vzorce pro determinant jsme intuitivné pouzivali
pojem orientace, ktery ted presnéji zavedeme.

Definice 11.50. Dvé baze B a B’ redlného vektorového prostoru V dimenze n na-
zgvame souhlasné orientované, pokud je determinant matice piechodu [id] 3, kladny.
V opac¢ném piipadé fikame, ze baze jsou nesouhlasné orientovane.
Relace souhlasné orientovanosti je reflexivni, protoze det ([id]3) = det (1,,) = 1,
symetricka, protoze det ([id]5,) = (det ([id]g) )1, a tranzitivni, protoze det ([id]%,) det ([id]gj,) =
det ([id]g,,). Tato relace je tedy ekvivalenci na mnoziné bazi vektorového prostoru
V. Mnozina matic se timto rozpada na dvé disjunktni t¥idy. Kazd4a z nich sestava
se souhlasné orientovanych bazi a dvé baze patrici do riznych trid jsou orientované

nesouhlasné.
OBRAZEK

Definice 11.51. Orientaci vektorového prostoru V rozumime vybér jedné ze trid
ekvivalence relace souhlasné orientovanosti. Baze v této tiidé nazveme kladné ori-
entované a ve druhé tfidé zdporné oritentované. Vektorovy prostor spolu s volbou
orientace nazyvame orientovany vektorovy prostor.

Volba orientace umoziuje pro kazdou nadrovinu (vy,...,v,_1) rozdélit prostor
na ,dvé strany“. Vektory v,,, pro néz je baze (vy,...,v,) kladné orientovana tvori
jednu stranu a vektory, pro néz v,, je baze (vi,...,vy) tvofi druhou stranu. Vek-
tory v, pro které (vy,...,v,) neni baze, jsou pravé vektory hrani¢ni nadroviny
<V1, N ,Vn_1>.

OBRAZEK

Z definice 11.50 souhlasné orientace vyplyva, ze zaménime-li jeden vektor v bazi
za opacny, kladné orientované baze se zméni na zaporné orientovanou a naopak
(protoze determinant v definici bude —1). Orientace baze se rovnéz zméni, pokud
prohodime dva vektory v bézi (determinant bude opét —1).

V prostoru dimenze 2 si také muzeme orientaci predstavit jako volbu kladného
sméru otdceni. Dvé baze (vi,vs) a (w1, Wa) jsou souhlasné orientované pravé tehdy,
kdyz ,smér otaceni“ od vi k vy je stejny jako ,smér otaceni* od wy k wo.
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OBRAZEK 21. Souhlasné orientované baze (vq,va) a (w1, ws) v
R? maji stejn§ smér otaceni.

V nasem fyzikalnim trojrozmérném prostoru se orientace ¢asto voli tzv. pravidlem
pravé ruky. Ukazovak, prostfednik ohnuty kolmo k dlani a palec (v tomto pofadi)
udavaji kladnou orientaci.

OBRAZEK
V aritmetickych vektorovych prostorech R™ je prirozené definovat kanonickou
bazi jako kladné orientovanou. Baze (vi,...,v,,) je pak kladné orientovand pravé

tehdy, kdyZ je determinant det ([id]Z ) = det (v4]...|vy) kladny.

11.4.2. Orientovany objem. Determinant det (v1]...|v,) udavé intuitivné oriento-
vany n-rozmérny objem rovnobéznosténu urceného vektory vy, ..., v, v aritmetic-
kém vektorovém prostoru R™ se standardnim méfenim délek (tj. se standardnim
skaldrnim sou¢inem). Rovnobéznosténem uréenym vektory vi,...,v, rozumime
mnozinu

{t1v1 + otV it ..t € [0,1]} .

Obdobny postup jako v kapitole 6 mizeme pouzit na urceni orientovaného ob-
jemu v libovolném orientovaném realném prostoru V se skaldrnim souinem (|).
Orientovany objem by mél byt linearni v kazdé slozce a roli kanonické baze hraje
kladné orientovand ortonormalni bédze B = (wy,...,w,) — vektory v této bézi
jsou jednotkové, navzajem kolmé a kladné orientované, takze chceme aby rovno-
béznostén jimi uréeny mél objem 1. Postup v kapitole 6 vede na nésledujici vzorec
pro orientovany objem rovnobéznosténu urcéeného vektory vi,...,vy:

vol, (vi,...,vyp) =det ([vi]g|...|[vn]B)

Intuitivné se zda byt jasné, ze objem nezavisi na konkrétni volbé kladné orientované
ortonormalni baze B. Je tomu skutecné tak: Oznac¢me C' jinou kladné orientovanou
bézi prostoru V. Matice pfechodu X = [id]g od B k C je ortogonalni, takze jeji
determinant je +1. Navic B a C jsou souhlasné orientované, takze determinant je
1. Z toho dostavame

det ([vi]c|. . |[valc) = det (X[vi]B]| .- . | X[va]B]) = det (X ([vi]B]|-.-|[Va]B))
= det (X) det([v1]3| ce an]B) = det([v1]3| PN an]B)

Nezéavislost na volbé kladné orientované baze umoziuje definovat orientovany objem
uvedenym vztahem.

Definice 11.52. Nechf V je realny orientovany vektorovy prostor dimenze n se

skalarnim souinem (|) a vi,...,v, € V. Orientovany objem rovnobé&znosténu
uréeného vektory vy, ..., v, definujeme vztahem
vol, (vi,...,vyp) =det ([vi]g|...|[vn]B)

kde B je libovolna kladné orientovana ortonormalni baze prostoru V. Objem stej-
ného rovnobéznosténu definujeme jako absolutni hodnotu orientovaného objemu.
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Orientovany objem je nulovy préavé tehdy, kdyz je posloupnost (vi,...,vy) li-
nearné zavisld. V opacném piipadé je roven determinantu matice prechodu od
(Vi,...,vn) k B a ma kladné znaménko pravé tehdy, kdyz je baze (vi,...,vy)

kladné orientované. P¥i zméné orientace orientovany objem zméni znaménko a ob-
jem se nezméni.

Pfipomenme, zZe soufadnice vektoru v vzhledem k ortonormalni bazi muzeme
vypocitat pomoci skalarnich soucinu s bazovymi vektory:

Vg = ((Wilv),..., (wa|v))"

To je obsahem tvrzeni 8.19, slozky vyjadieni jsme nazyvali Fourierovy koeficienty.
Definici tedy muzeme prepsat

(wilvi) (wilva) ... (wi|vy)
vol, (Vi,...,vp) = det (walvi) (walva) ... (wal|vy)
(Wa[vi) (Walva) oo (wWalva)

Piiklad 11.53. V prostoru R? se skaldrnim souc¢inem

T 4 2
<($1,$2)T|(y1,y2)> = (371,562)( 9 9 ) ( z; ) = 4z1y1 +271Y2 + 272Y1 + 272Y2

orientovaném tak, Ze baze (e1,e2) je kladné orientovand, vypocitame orientovany
objem rovnobéZnosténu (lépe Fedeno, orientovany obsah rovnobézniku) uréeného
vektory vi = (=3,4)T, vo = (0,2)T.

Gram-Schmidtovou ortogonalizaci ziskdme ortonormalni bazi

st =(3(0)3( %))

Tato baze je kladné orientovand, protoze matice pfechodu od B ke kladné oriento-
vané bazi Ko ma determinant 1 > 0.
Podle odvozeného vzorce je nyni orientovany objem roven

voly(v1,va) = det (vl |[val 5) :det< (wilvi) (wi|va) )

(Walvi) (walva)
:det( _42 ; >:—12

Ukazeme, jak lze objem spocitat bez znalosti ortonormalni baze. Oznac¢me A =
([vi]B|- - |[vn]B) matici, jejiz determinant je orientovany objem. V matici AT A je
na pozici (i, j) ¢islo [v;]5[v;]5 = [vi]p-[vj] 5. Vzhledem k ortonormalni bazi skalarni
soucin prechézi ve standardni (viz tvrzeni 8.21), takze tento vyraz je roven (v; |v;).
To znamena, ze AT A je Gramova matice vektorti v, ..., v,! Protoze det (ATA) =
(det (A))? dostavame nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 11.54. Necht V je redlny orientovany vektorovy prostor dimenze n se

skaldrnim soucinem (|) a vi,...,v, € V. Pak
(vilvi) (valvi) ... (vp|vi)
(vi|ve) (valva) ... (vn]|ve)
(vol,(Vi,...,vp))? = det

Vilva) (Valva) oo (Vi lva)
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OBRAZEK 22. Obsah rovnobézniku uréeného vektory vy a va.

Slovy, objem je rovny odmocniné Gramova determinantu.

Piiklad 11.55. Uvazujme stejny orientovany prostor se skaldrnim soucinem jako
v predchozim pifkladu a stejné vektory vi = (—3,4)7, vy = (0,2)”. Bez pocitani
ortonormélni baze nyni miizeme objem vypocitat pomoci predchoziho tvrzeni.

[vola(v1, va)| = \/det( EXQ m EX: }:; ) _ \/det( 21 ) _ 1

(Svislé zavorky zde znamenaji absolutni hodnotu, nikoliv determinant.) Chceme-li
znét orientovany objem, vSimneme si, Ze determinant matice pfechodu od (v, va)
ke K5 je —6, takZe baze (v1, va) je zdporné orientovand, a proto vola(vy, vy) = —12.

Piiklad 11.56. V prostoru R? se standardnim sou¢inem uréime obsah rovnobéz-
niku uréeného vektory vi = (1,2,3)7 a vy = (3,1, —1)7. Pfesnéji feceno, chceme
uréit 2-rozmérny objem tohoto rovnobézniku v prostoru (vy,vsy) se zliZenim stan-
dardniho skalarniho souc¢inu v R3 na tento podprostor.

Pokud bychom pocitali obsah z definice, museli bychom nejprve nalézt néja-
kou ortogonalni bazi v (vq, va). Pouzitim pfedchoziho tvrzeni je ale vypocet velmi
snadny:

— Vi-Vi Vi-vy ) 14 2 _
|V012(V1’V2)|_\/det<v2-v1 VZ.VZ)—\/det< 9 11)—5\@

V prostoru (vi,vs) nemame zadnou piirozenou orientaci zdédénou z R3, takze
pro vypocet orientovaného obsahu bychom orientaci nejprve museli zadat.

11.4.3. Vektorovy soucin. Vypocty v afinnich eukleidovskych prostorech dimenze 3
usnadnuje vektorovy soucin.

Tento pojem nebudeme probirat do hloubky, pouze informativné. Principy bu-
deme vysvétlovat na aritmetickém vektorovém prostoru R? s kladné orientovanou
kanonickou béazi a standardnim skaldrnim sou¢inem. Definice a tvrzeni budeme for-
mulovat obecné a rozmysleni dikazt pfenechame ctenafi.

Zafixujeme si n&jak vektory vi, vo, pro konkrétni predstavu napt. v; = (1,2,3)7
avy = (—1,1,4)T. Orientovany objem rovnobé&znosténu uréeného pevnymi vektory
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V1,Ve a proménnym vektorem vs = (z1,22,23)7 je linearni forma f. V naSem
konkrétnim pripadé je
1 -1 z1
f (21, 22, 23)T) =det| 2 1 2 =5z1 — Tzg + 323
3 4 z3

Hodnotu formy f na vektoru vs muiZeme vyjadiit jako skaldrni soucin jistého (jed-
noznacné ur¢eného) vektoru q a vektoru (z1, 2o, 23):

f(VS) = (57 _77 3)T * V3, tedy q-= (57 _77 3)T

Tento vektor q nazyvame vektorovy soucin vektord v, ve a znafime q = vy X Va.
Srhnuti: vektorovy souéin vektord vy, ve definujeme jako ten (jednozna¢né urceny)
vektor vy X va, pro ktery plati

det (vi|va|vs) = (v1 X va) - v3 .
To motivuje nasledujici definici.

Definice 11.57. Necht V je redlny orientovany vektorovy prostor dimenze 3 se ska-
larnim soucinem (|) a vy, ve € V. Vektorovgm soucinem vektori vq, ve rozumime
jednoznacné urceny vektor vi X vo, pro ktery plati

V013(V17V2,V3) = <V1 X Vo ‘V3>

Vratime se k R? a ukdZeme, jak lze obecné spocitat vektorovy soudin v; =
(w1, 22,23)T ave = (y1,y2,y3)T. Pro libovolny vektor v3 = (21, 22, 23)7 dostavame
z rozvoje determinantu det (vq|va|vs) podle tietiho sloupce

det (v1|va|vs) = (z2ys — T3y2)21 — (T1y3 — T3Y1)22 + (T1y2 — T2y1)23
takze podle definice je
V1 X vy = (Tay3 — T3Y2, —T1Y3 + T3Y1, T1y2 — Toy1) "
To je vzorec, ktery nejspiSe znate ze stiedni Skoly. Alternativné lze vzorec ziskat
postupné dosazenim vs = e, es,e3 do definice. Pro obecny prostor vyjde stejny
vzorec vzhledem k libovolné kladné orientované ortonormalni bazi.

Tvrzeni 11.58. Necht V je rediny orientovany vektorovy prostor dimenze 3 se
skaldrnim soucinem (|), B je kladné orientovand ortonormdlni baze V, vi,vy € V,
Vilp = (21, 22,23)" a [valp = (y1,¥2,y3)". Pak

[Vi X va]p = (2y3 — T3Yy2, —T1Y3 + T3Y1, T1Y2 — IE23/1)T :

Nyni nalezneme geometricky vyznam sméru a délky vektorového souc¢inu. Jsou-li
vektory vy, vy linedrné zavislé, pak je determinant det (vq|va|vs) rovny nule a vek-
torovy soucin je tudiz nulovy vektor. Pfedpokladejme dale, Ze vektory jsou linedrné
nezdvislé. Vektor vi X vs je kolmy na oba vektory vy, vy, protoze (vi X va) - vy je
podle definice rovno det (v1|ve|vy) = 0 a podobné pro vektor vo. Vektor vi x v
tedy lezi v ortogonalnim doplitku roviny (v, va), coZ je podprostor dimenze 1. Tim
je uréen smér. K uréeni normy stadi spocitat [|[vy x va||> = (vi x vo) - (vi x v3). K
tomu vyuzijeme tzv. Cauchy-Binetiuv vzorec, ktery ve specidlnim ptipadé fika

(vi x v2) - (W1 X wy) = det ((V1|V2)T(W1|W2)) = det < W v )

VoW1 Vo Wy

= (V1 ‘Wl)(VQ : W2) - (V1 'W2)(V2 'Wl)
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Vzorec si muzete ovéfit pfimym vypoctem. Pro normu vektorového soucinu dosta-
vame

”lev?H:\/(V1XV2)'(V1XV2)= det( Vi-Vi Vi-V2 )

Vg V1 V2:Va

Vysla odmocnina Gramova determinantu, takZe norma vektorového soucinu je
rovna obsahu rovnobézniku urceného vektory vi,vy. To také mizeme nahlédnout
Upravou

ViV Vi -V
der (v ) =Vl el - vy

V2 V] V2:-V3

2 2 2 2
=\/HV1|| [vall™ = Ivall” [Ivall” cos*(£ (v, v2))
= [valll[vall sin(£ (v, v2))

Nakonec si vSimneme, Ze (vi,Vva,vi X va) je kladné orientovand béze, protoZe
det (vi|va|vy X va) = (v1 X va) - (v1 X va) > 0. Z toho také plyne, Ze vektorovy
sou¢in zméni znaménko, zménime-li orientaci prostoru.

Tvrzeni 11.59. Necht V je redlny orientovany vektorovy prostor dimenze 3 se
skaldrnim soucinem (|) a vi,vy € V. Pak plati

V1 X Vo = 0 prdvé tehdy, kdyZ je posloupnost (vy,vsa) linedrné zdvisld,

Vi X Vo € <V17V2>L,

[vi X va = [vola(vy, va)| = |[va| [[ve] sin(£(v1, v2)),

je-li (vi,vs) linedrné nezdvisld posloupnost, pak je (vi,va, vy X va) kladné
orientovand bdze prostoru V.

P¥iklad 11.60. Vektorovy souéin vektorti vi = (1,2,3)T a vo = (—1,1,4)T v R*
(se standardnim skaldrnim sou¢inem a orientaci) je vi x vo = (5,—7,3)T. Tento
vektor je skutecné kolmy na oba vektory vy a va, jeho délka udava obsah rovno-
bézniku uréeného vektory vi a va a (v, va, vy X vs) tvoil kladné orientovanou
bazi.

Neékdy se vektorovy soucin uziva k nalezeni néjakého vektoru, ktery je kolmy
na dané dva vektory. Pocetné jednodussi ale v takovém pripadé byva vypocitat
ortogonalni doplnék eliminaci.

Ve cviceni je fada uzite¢nych formulek pro vektorovy soudin.

TODO - pouziti na vypocet obsahu plochy

Na zavér poznamenejme, Ze v obecné dimenzi n se muze definovat vektorovy
soudin (n — 1)-tice vektort vztahem

vol(Vi,...,vp) = (Vi X - X Vp_1|Vy)

Nékteré vlastnosti jsou ve cviceni.

11.5. Afinni zobrazeni. Linearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory je zobra-
zeni zachovavajici soucet a nasobeni skalarem, ekvivalentné, zobrazeni zachovavajici
linedrni kombinace. Obdobné zavedeme afinni zobrazeni mezi afinnimi prostory jako
zobrazeni zachovavajici afinni kombinace bodi.

Definice 11.61. Necht A a B jsou afinni prostory nad stejnym télesem T. Zobra-
zeni F' : A — B nazyvame afinni zobrazeni z A do B, znacime F : A — B, pokud
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zachovavé afinni kombinace, tj. pro libovolné k € N, ay,...,ax € A, \1,..., \z €T,
A1+ -+ A = 1 plati

F(/\1a1 +~~~+)\kak) = /\1F(a1) ++)\kF(ak) .

Slovy, obraz afinni kombinace je afinni kombinace obrazii se stejnymi koeficienty.
obrazu se stejnymi hmotnostmi.

Podivame se podrobnéji na piipad & = 2 v definici. Zvolime pevné dva rizné
body aj,as € A a oznadime by = F(ay1), bo = F(az2). Kazdy bod ¢ na piimce
(a1, a2) 1ze zapsat jako afinni kombinaci ¢ = Aja; + Azas. Jeho obrazem musi byt
bod F(¢) = A1b; + A2bs. Obrazem je tedy bod v (b1, bs), ktery mé stejné poméry
worientovanych vzdalenosti“ od bodt by, by jako mé bod ¢ od bodid a1, as. V dege-
nerovaném piipadé kdy b; = by se vSechny body pfimky (a1, as) zobrazi do b;. V
Casti 11.2.3 (viz cviceni ?77) jsme diskutovali, Ze v p¥ipadé, Ze t&leso ma charakte-
ristiku rtiznou od dva, Ize kazdou afinni kombinaci napsat pomoci afinni kombinace
dvojic. Rozmyslete si (cviceni), Ze tim padem by pro takova télesa stacilo v definici
pozadovat zachovavani afinnich kombinaci dvojic. Jinymi slovy, afinni zobrazeni je
takové zobrazeni, které zobrazuje pfimky na pfimky nebo body a zachovava poméry
sorientovanych vzdalenosti“ bodt na pfimce (opét predpokladdme charakteristiku
riznou od dva).

<CL17 CL2>

1=

(b1,b2)

OBRAZEK 23. Afinni zobrazeni F, kde b; = F(a;).

Dobrou pfedstavu o afinnich zobrazenich z prostoru A dimenze n do B (libo-
volné dimenze) si vytvofime, uvazime-li néjakou barycentrickou soustavu soufad-
nic (a1,...,an4+1) v A a obrazy b; = F(a;). KaZzdy bod a € A lze zapsat jed-
noznac¢né jako afinni kombinaci a = A\ja; + - -+ + Ap416,41 a obraz je pak nutné
F(a) = M\by + -+ + Apt1bey1. Naopak, na barycentrické soustavé soufadnic si
muzeme obrazy predepsat libovolné a to jednoznac¢né urcuje afinni zobrazeni. Tyto
skutecnosti jsou obdobou tvrzeni 7.4 o urceni linedrniho zobrazeni na bazi.

OBRAZEK (v R2)

Tvrzeni 11.62. Necht A a B jsou vektorové prostory nad télesem T, dim A = n,
(a1, ... ,an+1) je barycentrickd soustava soutadnic prostoru A a by,... by11 € B.
Pak existuje pravé jedno afinni zobrazeni F : A — B splriugici f(a;) = b; pro kazdé
i€{1,2,...,n+1}.

Diikaz. Jednoznacnost plyne z definice. Abychom dokézali existenci, definujeme F
jak si vynucuje definice, tj. pro bod a € A polozime F(a) = A\1by + -+ + Apt1bnt1,
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kde (A1,..., \nq1)? jsou barycentrické souadnice bodu a vzhledem k dané bary-
centrické soustavé. Je potieba ovérit, ze vzniklé zobrazeni je afinni, tj. podminka z
definice plati pro libovolné k a libovolné body. To pfenechéame do cviceni. O

Konkrétni pfiklady afinnich zobrazeni:

e Konstantni zobrazeni F' : A — B, které kazdému bodu v A pfifazuje pevné
zvoleny bod b € B.

e Posunuti o vektor v (ktery lezi v prostoru smért prostoru A) je afinni
zobrazeni ' : A — A. Posunutim o vektor v pfirozené myslime zobrazeni
definované F'(c) = c+v.

e Rotace o néjaky thel, zrcadleni podle pfimky, zkoseni, projekce na piimku
v néjakém sméru, posunuti a kazdé slozeni téchto zobrazeni je afinnim zob-
razenim F : R? — R2.

e Zobrazeni pfifazujici bodu A jeho soufadnice vzhledem ke zvolené soustavée
soufadnic je afinni zobrazeni F' : A — T".

11.5.1. Afinni a linedrni zobrazeni. Afinni zobrazeni mezi afinnimi prostory urcuje
pfirozenym zpusobem linedrni zobrazeni mezi prostory vektort. Naopak, linearni
zobrazeni mezi jejich prostory vektord a obraz jednoho bodu urcuji jednoznacné
afinni zobrazeni.

Podrobnéji. Uvazujme afinni prostor A s prostorem vektort V, afinni prostor
B s prostorem vektort W (oboje nad télesem T) a afinni zobrazeni F' : A — B.
Zvolime libovolny bod a € A a definujeme zobrazeni f : V — W vztahem

f(v)=F(a+v)— F(a) prokazdy vektorveV .
Alternativné miZeme stejnou definici psat
fle—a)=F(c)— F(a) prokazdy bodce A .

Ukazeme, ze takto definované zobrazeni f nezavisi na volbé bodu a. Z definice
afinnfho zobrazeni dostaneme, Ze pro libovolny bod a’ € A a vektor v € V plati

Fd+v)=F(la+v)—a+d)=F(a+v)—F(a)+ F(d) ,
coz po upravé dava
F(d'+v)—F(d)=F(a+v)— Fl(a) ,

takze f skute¢né nezavisi na volbé bodu a. Jednoduchou tpravou definice f zjistime,
ze zobrazeni F je urené f a obrazem libovolného bodu a € A vztahem

F(¢)=F(a)+ f(c—a) pro libovolny bod ¢ € A
nebo
F(a+v)=F(a)+ f(v) pro libovolny vektor v € V .

Jsou-li ay,...,ar € A libovolné body a Aq,...,\p € T skalary takové, Zze A\ +
-+ A, = 0, pak ,linedrni kombinace“ A\jaq+- - -+ Apar odpovidad néjakému vektoru
ve V. Podivame se na jeho obraz pfi zobrazeni f. Podle definice f a definice afinniho
zobrazeni je

f(hrar + -4+ Apag) = Fla+ Aar + - + Mpag) — F(a)
=F(a)+MF(a1)+ -+ M F(ap) — F(a)
= )\1F(a1) + e+ )\kF(ak) .
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Jesté nahlédneme, ze f je skutecné linearni zobrazeni: Pro libovolné dva vektory
u,v € V askalar A € T ozna¢ime b = a + u, ¢ = a + u + v a spocitame
flutv)=flc—a)=F(c) = F(a) = (F(c) = F(b)) + (F(b) — F(a))
=fle=b)+ f(b—a) = f(u)+ f(v)
FOW) = F(Ab — Aa) = AF(5) — AF(a) = A(F(b) — F(a) = \f(b— a) = Af(u)
Naopak, je-li f : V — W linearni zobrazeni a a € A, b € B, pak zobrazeni
F: A — B definované vztahem
F(c)=b+ f(c—a) prokazdéce A
ekvivalentné
Fla+v)=b+ f(v) prokazdéveV
je afinni zobrazeni F' : A — B (pro které F'(a) = b), protoze pro libovolnou afinni
kombinaci Aja; + - -+ + A\pag (Zlf Ai = 1) mame
F(har+ -+ Xgar) =b+ f(Mar + -+ + Agar — a)
=b+ f(M(ar —a)+ -+ M(ar — a))
=b+ AN flar—a)+ -+ A flar —a)
=M+ flar—a))+ -+ M(b+ flax — a))
=MF(a1)+ -+ A\ F(ag)
Shrneme ucinéna pozorovani.

Tvrzeni 11.63. Necht A, B jsou afinni prostory nad stejnym télesem T a V, W
jsou jejich prostory vektoriu. Pak plati:
(1) Pro libovolné afinni zobrazeni F : A — B zobrazeni f : V — W definované
pro v € V wztahem f(v) = F(a + v) — F(a) nezdvisi na volbé bodu a
a je linedrnim zobrazenim V. — W. Pro libovolné a,c € A plati F(c) =
F(a)+ f(c—a) a pro libovolnou kombinaci \yai+... A\gag, A +---+A =0
plati

f()\lal + -4 )\kak) = )\1F(a1) —+ -4 )\kF(CLk) .

(2) pro libovolné linedrni zobrazeni f : V. — W a body a € A, b € B je
zobrazeni F : A — B definované vztahem F(c) = b+ f(c — a) afinnd
zobrazeni A — B.

V situaci predchoziho tvrzeni fikame, ze afinni zobrazeni F' vytvari linearni zob-
razeni f nebo, ze f je linearni zobrazeni pfislusné F', apod. Napiiklad afinni zob-
razeni F' : A — A vytvofend identitou jsou pravé posunuti, zobrazeni vytvorend
rotaci jsou rotace slozené s posunutim.

Nésledujici pozorovani shrnuje nékteré jednoduché, ale dulezité vlastnosti afin-
nich zobrazeni a pfislusnych linearnich.

Pozorovani 11.64. Necht F : A — B je afinni zobrazeni a f : V — W prislusné
linedrni zobrazeni. Pak plati:
(1) F je prosté pravé tehdy, kdyZ f je prosté,
(2) F je na pravé tehdy, kdyz f je na.
(3) Obrazem podprostoru B = b+ U prostoru A pii zobrazeni F je podprostor
F(B) = F(b) + f(U) prostoru B. Specidlné, rovnobéiné podprostory se
zobrazi na rovnobézné podprostory.
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(4) Je-li G : B — C afinni zobrazeni a g prislusné linedrni zobrazeni, pak
sloZen€ zobrazeni G o F' je afinnim zobrazenim A — C a jemu prislusné
linedrni zobrazent je go f.

Dukaz. Cviceni. O

11.5.2. Afinni zobrazeni v soutadnicich. Na piikladu ukadZeme jak popsat afinni
zobrazeni mezi kone¢né dimenzionalnimi prostory v soufadnicich.

Piiklad 11.65. PopiSeme zobrazeni, které zobrazuje trojici bodt a1, as, as € R?
na trojici bodti by, by, b3 € R? (v tomto pofadi).

5 3 0
1 —1 2
a1<1),a2< 1 ),a3<_1>,b1 3 b= -1 |bs=
2 4 -1

Protoze D = (az — aj,a3 — a1) = ((=2,0)7,(1,-2)T) je baze R, tvoii trojice
(a1, az,as) barycentrickou soustavu soutadnic, takze afinni zobrazeni F : R? — R3
je podminkami jednozna¢né uréené (viz tvrzeni 11.62). Uréime piislusné linedrni
zobrazeni f : R? — R2. Obrazem vektoru as — a; je vektor f(as —a1) = F(az) —
F(al) = b2 — b1 = (72, 74,2)T a obrazem as — ap je f(a3 — al) = bg — b1 =
(—5,0,—3)T. Matice f vzhledem k D a K3 je proto

w

-2 =5

flR.=| -4 ©

2 =3

takze vzhledem ke kanonickym bazim je
-2 =5 9 1 -1
s =R = =0 ) (L)
0 2
2 -3

-2 =5 1/ -9 1 1 3
=| -4 0 1 0 2 )= 2 1
2 -3 -1 1

Nyni pro libovolny bod ¢ € R? a vektor v € R? je F(c+v) = F(c)+ f(v). PouZijeme
tento vztah pro ¢ = (0,0)7 a v = (z1,72)T a dostévame obraz bodu (z1,z2)7:

P e (3)er(z) e (o) (2 1) (2)

Misto uréovani F((0,0)7) pifmo, mtizeme do vztahu dosadit napiiklad bod a; a

dopocitat.
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Celkové dostéavame

F<x1) 0]+ 2 1 (;) 211 + T
2 2 -1 1 2 2 — 11+ 2o
Jako zkousku ovéfime, Ze skuteéné F(a;) =b;, i = 1,2, 3.

Obecnéji, mame-li afinni zobrazeni F' : A — B, soustavu soufadnic S = (a, vy, ...
v prostoru A a soustavu soufadnic @ = (b, w1, ..., W,,) v prostoru B, pak soufad-
nice obrazu bodu ¢, ktery mame zadany v soustavé S, vzhledem k @ spocitame

[F(c)lq = [F(a)lq + [f(c —a)lq = [F(a)]q + XI[c]s ,
kde X je matice f vzhledem k bazim (v1,...,v,) a (wy,..., w,,). Heslovité, obraz
je tvaru ,bod plus matice krat vzor“. Kdyz na okamzik prestaneme rozliSovat body
a vektory (zvolime pocétek a bod ztotoziiujeme z jeho polohovym vektorem), pak
linearni zobrazeni jsou ,rovnd zobrazeni“, kterd zachovavaji pocatky, a afinni zob-
razeni jsou vSechna rovna zobrazeni. Vzniknou z linearnich slozenim s posunutim.

11.5.3. Izometrie. Izometrie mezi afinnimi eukleidovskymi prostory je zobrazeni,
které zachovava vzdalenosti. Pouziva se také nazev shodnost, zejména v pripadé
zobrazeni mezi stejnymi prostory.

Definice 11.66. Necht A, B jsou afinni eukleidovské prostory. Zobrazeni ' : A —
B nazyvame izometrie, pokud zachovava vzdalenosti, tzn. pro libovolné a,c € A
plati

la—cll = [F(a) = F(o)| -

Intuice napovidé, ze izometrie je ,rovné“, tj. afinni zobrazeni, a prislusné line-
arni zobrazeni mezi prostory vektorl je ortogonalni. Intuice se nemyli, jak ukazuje
nasledujici véta.

Véta 11.67. Necht A a B jsou afinni eukleidovské prostory konecné dimenze a
F : A — B je zobrazeni. Pak ndsledujici turzent jsou ekvivalentni.
(1) F je izometrie.
(2) F je afinni zobrazeni A — B a prislusné linedrni zobrazeni mezi prostory
vektoru je ortogondlnd.

Dikaz. Oznacime V,W prostory vektoru afinnich prostoru A, B.
Implikace (2) = (1) je jednoduché: Jsou-li a,c € A libovolné body, pak
[1F(a) = F(c)|| = [1f(a = c)|
Zajimava je opafnd implikace (1) = (2). UkdZeme myslenku dikazu a nékteré
technické detaily prenechame do cviceni.

= lla—¢| .

e Pro libovolné dva body a1, a2 € A a jejich afinni kombinaci a = A\ja; + A2aq
plati F(a) = A\ F(a1) + A2 F(az). K dikazu si v§imneme, Ze vztah ,bod je
afinni kombinaci dvojice bodt s koeficienty A1, A2“ mitizeme charakterizovat
pomoci jejich vzdjemnych vzdalenosti (cviceni).

e Protoze F' zachovava afinni kombinace dvojic, je F' afinni zobrazeni podle
cviceni ?77. Oznacme f prislusné linedrni zobrazeni mezi prostory vektoru.

e Zobrazeni f zachovava normy: Pro libovolny vektor v € V a bod a € A
plati

IfWI = lF((a +v) —a)| = [|[F(a+v) = Fla)]| = la+v —a| = ||v]

7vn)
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e Protoze f zachovava normu, je podle tvrzeni 7?7 ortogonalni.
O

V prikladech ?? z kapitoly o vlastnich ¢islech jsme popsali vSechny ortogonalni
zobrazeni R? — R? a R?® — R3. Z dok4zané véty tak ziskdme v téchto pi¥ipadech
popis vSech izometrii. Izometrie F' : R? — R2? jsou rotace slozené s posunutim a
ortogonalni reflexe sloZené z posunutim. Izometrie F : R?* — R3 jsou rotace kolem
osy slozené z posunutim a rotace kolem osy sloZené s ortogonalni reflexi vzhledem k
roviné a posunutim. Obdobné vysledky samoziejmé plati pro izometrie mezi dvéma
libovolnymi eukleidovskymi prostory dimenze 2 nebo 3, staci vse pievést do R?
nebo R? pomoci kartézsk§ch soustav souradnic.

11.6. Kvadriky. V této ¢asti bude A realny afinni nebo afinni eukleidovsky pro-
stor dimenze n.

Kvadrikou v A rozumime mnozinu bodiu, kterou lze popsat vzhledem k néjaké
soustavé soufadnic jako mnozinu kofent polynomu v n proménnych stupné 2. Po-
lynom stupné 2 v proménnych z1,...,x, je sou¢tem vyrazi tvaru tx;z;, kde t € R,
1 <,7 < n (to jsou kvadratické ¢leny), kde alespoii jeden koeficient je nenulovy,
vyrazl tvaru ta;, kde t € R, 1 < ¢ < n (linedrni ¢leny), a konstanty ¢t € R. V
dimenzi n = 1 je tedy kvadrika mnozina boda U C A popsand vzhledem k soustaveé
S vztahem

[U]S = {1'1 eER: allx% + b1 +c= 0}
v dimenzi n = 2
[U}S = {(.’)31, CCQ)T c R? . aux% + a22$% + 2a12x1T2 + b1z + boxs + ¢ = 0}
a v dimenzin =3

T 3. 2 2 2
Uls = {(x1,22,23)" € R : a12] + agex3 + assrs + 20122122 + 26137123 + 20237223

+ bix1 + baxo + b3xrs +c = 0} .

Vyraz na levé strané je souctem kvadratické formy fo na R”™, linearni formy h na
R™ a konstanty. Z toho divodu jsme také ptidali ke smiSenym ¢lentim koeficient 2,
aby symetrickd bilinedrni forma f p¥islusna fo méla matici (a;;).

V kapitole o bilinearnich forméch jsme si ukazali, jak analyzovat kvadriky. V ¢asti
10.4.3 nas zajimal jen ,pfiblizny tvar“ a v ¢asti 10.4.5 jsme urcili ,pfesny tvar®
Utvaru v roviné. Urceni piiblizného tvaru nazyvame afinni klasifikaci. Presnéji,
atvary nazyvame afinné ekvivalentni, pokud se daji na sebe prevést bijektivnim
afinnim zobrazenim. Napiiklad viechny elipsy v R? jsou afinné ekvivalentni, viechny
hyperboly jsou afinné ekvivalentni, ale elipsa neni afinné ekvivalentni s hyperbolou.
P1i afinni klasifikaci ur¢ujeme tvar utvara az na afinni podobnost. Urceni presného
tvaru v afinnim eukleidovském prostoru nazyvame metrickou klasifikaci, uréujeme
atvary az na shodnost.

K afinni klasifikaci se hodi nasledujici pozorovani: Pokud se vyjadfeni utvaru U
vzhledem k soustavé soufadnic S rovnd vyjadieni atvaru U’ vzhledem k soustavé
soufadnic S’, pak je U afinné ekvivalentni U’. Afinnim zobrazenim, které prevadi
U na U’, je to afinni zobrazeni, které prevadi soustavu S na soustavu S’ (cviceni).
Pro metrickou klasifikaci plati podobné pozorovani pro kartézské soustav sourad-
nic. Klasifikace tedy bude probihat stejné jako ve zminénych ptikladech z kapitoly o
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bilinedrnich formach — najdeme soustavu soufadnic (pro metrickou klasifikaci kar-
tézskou), vzhledem k niz mé Gtvar jednoduchou rovnici. PFi metrické klasifikaci
nam tento postup da nejen presny tvar, ale téZ pfesné umisténi.
P¥ipomeiime piiklad na metrickou klasifikaci kvadriky v R? z ¢asti 10.4.5. Analy-
zovali jsme nasledujici utvar v R? zadany vzhledem ke kanonické soustavé souiadnic:
U= {(z1,22)" € R?: 32} + 22129 + 323 — 102, — 1day + 7 = 0}

Smiseného ¢lenu jsme se zbavili volbou ortonormalni baze, kterd je zaroven f-
ortogonalni, kde f je symetrickd bilinearni forma piislusna kvadratické formé fo((z1,22)7) =
327 + 221w5 + 323. Tim najdeme soustavu soutadnic S’ (se stejnym pocatkem jako
ptvodni), vzhledem ke které mame

[Uls = {(z},25)" € R?: 2(a})? + 4(a5)* + 2v22} — 12V22, + 7 = 0} .
Doplnénim na ctverce jsme ziskali

2 2
2 3vV2
[Uls: = (x’l,x'Q)TERZ:2<:c'1+\2[> +4<x'2\[> =12

To miiZeme interpretovat tak, ze vzhledem k soustavé souradnic S”, ktera se od S’
lii jen volbou pocatku [a]s = (—v/2/2,3v/2/2)T, méme

U)se = {(af,25)7 € R?: 2(a})* +4 (a5)° = 12}
"o NT 2 L 2 1 2
=4 (z1,23)" €R”: 5 (z1)” + 3 (z5)" =1
7Z toho jiz pozname presny tvar atvaru.

Obecné postupujeme pii metrické klasifikaci podobné, s tim, Ze mohou pribyt
linearni ¢leny (napiiklad ve vyrazu z2 +x2 = 0 se linearniho ¢lenu nelze zbavit dopl-
nénim na ¢tverec). Uvazujme tedy kvadriku U, jejiz vyjadieni v kartézské soustavé
soufadnic S = (a,vi1,...,V,) je
[Uls = {(z1,-.. ,xn)T cR": aux% 4+ annxi +2a1221T2 + - + 2a4p—1 nTp—1%n

+ bz + -+ by, + ¢ =0}
={(z1,...,20)T €R": fol(z1,...,20)T) + h((z1,...,20)T) + c =0}
Mtzeme postupovat nasledujicim zptisobem.
(1) Pomoci ortonormalni f-ortogonéalni béazi prostoru R™ zménime soustavu
soufadnic na S’ a dostaneme vyjadfeni tvaru
[U}S’ = {(Illa s ?z;z)T : a‘/ll(xll)2 +oeee alnn( n) + bl‘rl -+ b/ng:;l +tec= O}
(2) Pferovnéme vektory v soustaveé soutfadnic tak, aby nenulové koeficienty mezi
aiy, ..., an, byly na za¢dtku. Doplnime na ¢tverce a zménou pocatku sou-
stavy S’ ziskdme novou kartézskou soustavu S”, ze
[Ulsr ={(@,...,ap)" a2+ +aly (@) + bl +- -+ bnan +¢” = 0}
Nyni rozlisime dva ptipady.

(3S) Pokud jsou viechny linedrni éleny nulové, pak pouze pfevedeme konstantu
na pravou stranu a v pripadé, Ze je nenulova cely vyraz konstantou vy-
délime. Dostaneme bud

(Ulse = (... a)™ - @) + -+ affy(af)? = 0}
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nebo
[U)s = {(a1,...,ap)" = af(2)? + -+ ajj(2])? = 1},
kde koeficienty a7, ..., a}}, jsou nenulové.
Takovym kvadrikdm fikdme stredové, protoze maji alespon jeden stied
soumérnosti, kterym je pocatek soustavy S”.
(3N) Pokud je alespori jeden linedrni ¢len nenulovy, pak lze nalézt kartézskou
soustavu soufadnic Sm vzhledem ke které je
Ul = Ao )T @+ alf ol = o)
kde koeficienty afi, ..., a}; jsou nenulové.
Konstantniho ¢lenu se zbavime posunutim pocatku a eliminaci vsech
linearnich ¢lent az na jeden docilime vhodnou volbou vektort wg’ﬂ, ceey
w!"". Detaily budou vidét na pfikladu nize.
Takovym kvadrikam se fika nestredové, protoze zadny stfed soumérnosti
pro né neexistuje (cviceni).

Céarky nad pismeny a proménnymi jsme pouzivali ke zdfiraznéni zmény sou-
stavy soufadnic a koeficienti. Z postupu vyplyva, Ze kazda kvadrika v afinnim
eukleidovském prostoru mé vzhledem k néjaké kartézské soustavé souradnic S =
(a,v1,...,Vy) jeden z nasledujicich tvart.

[U]S = {(xl,...,xn)T : dlx% +"‘+dkxi :0}
[U)s = {(ml,...,xn)T . dlx% +"'+dk3€i =1}
[U]S = {(1‘1,. . .,;Z:n)T : dlx% 4+ .4 dkxi _ $k+1}

Cleny miizeme samoziejmé pireskupit tim, ze preskupime vektory v soustavé sou-
fadnic.

Zajima-li nds pouze afinni klasifikace, sta¢i ndm v bodé (1) libovolné f-ortogondlni
baze a volbou vhodnych nasobkt vektord v souradnicové soustavé muzeme docilit
jeden z nasledujicich tvari:

Uls={(z1,...,2)T 1 22?4+ +22 =0
1 k
Us={(z1,....2n)T 1 ta? 4+ - £22 =1
[ 1 2
Uls = {(x1,...,20)T : F2? + -+ 27 =21}

Rozebereme si jednotlivé pfipady v dimenzi n = 2 a n = 3. V rozboru pfi-
padt predpokladame, ze dy, ... jsou kladn4 ¢isla. U kvadrik prvniho a tfetiho typu
budeme rozebirat jen pripady, kdy mame alespon tolik kladnjch koeficienti jako
zapornych. Toho muzeme docilit u prvniho typu pfenasobenim rovnice —1 a u tfe-
tiho typu pfendsobenim rovnice a (k 4 1)-tého vektoru v soustavé soufadnic ¢islem
—1.

Dimenze n = 2, stfedové kvadriky:

e dyz? = 0: piimka U = a + (va)
diz? = 1: dvojice rovnobéznych pifmek U = (a & 1/v/d1v1) + (va).
—dy2? = 1: prazdn4d mnozina.
d17?2 + dox3 = 0: bod U = {a}
dq a:% —dg:ﬂ% = 0: dvojice riiznobéznjch pfimek o rovnicich v/dyx1++/doxs =
0, vVdiz1 — /daxe = 0. To je vidét ze vztahu

i} — dya} = (Vs + /o) (Vv — V/daa)
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e di2? + dyx3 = 1: elipsa se stfedem a a poloosami velikosti \/1/dy, 1/1/ds

a sméri vektort vy, va.

e d12? — dyx2 = 1: hyperbola se stfedem a a poloosami velikosti \/1/dy,
\/1/72 a sméru vektord vy, vs.

o —d12? — dyx3 = 1: prazdna mnozina.
Dimenze n = 2, nestifedova kvadrika:

° dlm% = x5: parabola s vrcholem a.

Dimenze n = 3, stfedové kvadriky:

e +d;z? = 0: rovina.
di1x? = 1: dvojice rovnobéznych rovin.
—dyx? = 1: prazdna mnozina.
d12? + dyx3 = 0: p¥imka.
d17? — dyx3 = 0: dvojice riiznob&znych rovin.
d17? + dox3 = 1: elipticka vélcova plocha.
dlx% — d2x§ = 1: hyperbolicka valcova plocha.
—d122 — dox3 = 1: prazdna mnozina.
d12? + dax + d3x3 = 0: bod.
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o di2? + daz} — d3z3 = 0: kuZelové plocha.

o di7? + dyz? + d3x? = 1: elipsoid.

) hyperboloid.

o di7? + dyz3 — d323 = 1: jednodilng (piimkovy

o —d12? — dow3 — d3x3 = 1: prazdnd mnozina.

Dimenze n = 3, nestfedové kvadriky:

e d12? = x4: parabolickd valcova plocha.
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o dy12? + dyx3 = x3: elipticky paraboloid.

o dyx? — dyz3 = x3: hyperbolicky (pfimkovy) paraboloid.

Pro predstavu jednodilného a dvojdilného hyperboloidu uvazujte hyperbolu a
rotujte ji podle jeji hlavni osy (vznikne dvojdilny hyperboloid) a podle vedlejsi osy
(vznikne jednodilny hyperboloid). Jednodilny hyperboloid si také muzete namode-
lovat tak, ze spojite dvé nad sebou lezici kruznice pfimkami a jednou z kruznic
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pootocite (viz cvifeni). Z toho je také dobfe vidét, pro¢ se tomuto hyperboloidu
také fikd primkovy — lezi na ném totiz pfimky. Ve tvaru pfimkového paraboloidu
se stavi naptiklad chladici véze.

Elipticky paraboloid vznikne naptiklad rotaci paraboly kolem osy. Hyperbo-
licky paraboloid vypada jako sedlo, lze namodelovat tak, Ze spojite dvé rovnobézné
primky pfimkami a jednou z pfimek pootocite do tretiho sméru. Na hyperbolickém
paraboloidu tedy rovnéz lezi primky.

OBRAZEK

P¥iklad 11.68. Provedeme metrickou klasifikaci kvadriky U v R? se standardnim
skaldrnim soucinem.

U= {(x1,22)" € R?: 323 — 6x120 — 523 + 181 — 229 + 17 = 0}

Vyraz na levé strané je sou¢tem kvadratické formy fo((z1,72)7) = 323 —62,79—523,
line4rni formy h((x1,r2)” = 1821 —2x5 a konstanty 17. Symetrické bilinearni forma
f prislusna kvadratické formé f, mé vzhledem ke kanonické bazi matici

=% 22

Vlastni ¢isla matice [f]k, jsou 4 a —6 a pFislusné znormované vlastni vektory jsou
vy = \/%(3, —1)a \/%(1, 3). Vzhledem k ortonormalni bazi B = (v, ve) mame

o= o %)

2B 1 (3 1\ _ 1
W2, = B GAE, = (18 —2) m(—l 3)_ 56 12)

Vzhledem ke kartézské soustavé soutadnic S’ = ((0,0)7, vy, va) je tedy
1
V10

Doplnénim na ¢tverec a vydélenim dvéma ziskdme
Uls: = {(a},25) : 2} +7/V10)* = 3(z} — 1/v/10)* =1} .

Stted a soustavy soufadnic S” = (a, v, v2) zvolime tak, aby [a]s: = (—7/v/10,1v/10)7
neboli

1
562 + ——=12x5 + 17 = 0} .

[U]s = {(a},25) : 4(21)? — 6(a5)* + /10

=(0) v (5 ) vmum (5)=(7)
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Vzhledem k této kartézské soustave

== (V) 7w (4) 7w (5 )
1 )0\ ~1 ) io \ 3
ma kvadrika vyjadfeni
[U)sn = {(a7,a5)" : 2(2})? — 3(z5)* = 1} .
Kvadrika U je tedy hyperbola se stfedem a a poloosami velikosti 1/ V2al /V3 a
sméry (vi), (va).

Z2
\
«| Y
\ -
\ r\ //’
- \\ //’/
e 1

T1

—4 -3 -2 ‘-1 0
\ \ \ 3\ REa

1

Kdybychom pro kvadriku v pfedchozim prikladu chtéli provést pouze afinni klasi-
fikaci, mohli bychom zkusit pouze urcit signaturu jako v p¥ikladech ??. Ze subdeter-
minantt vyjde (0,1, 1). Nyni ale nevime, zda nakonec vyjde #? —x3 = 1 (hyperbola)
nebo x3 — 23 = 0 (dvojice piimek). To zdlezi na tom, jestli pti doplnéni na ¢tverec
»zmizi“ konstanta nebo ne. Tedy stejné bychom museli pfi takovém postupu ale-
spoi urc¢it vyjadieni U vzhledem k néjaké soustavé s f-ortogondlni bézi (ne nutné
ortonormélni) a doplnit na ¢tverec.

P¥iklad 11.69. Provedeme metrickou klasifikaci kvadriky U v R? se standardnim
skalarnim soucinem.

U = {(z1, arg,xg)T eR?: 22 422 + 33§ — 20129 — 22123 + 20225 + 623 = 0}
Vyraz na levé strané je souctem kvadratické formy f5, linedrni formy h a kon-
stanty. Symetricka bilinearni forma f pfislusna kvadratické formé fo mé vzhledem
ke kanonické bazi matici

1 -1 -1

flee={ -1 1 1

-1 1 1
Vlastni éisla matice [f]x, jsou3 a0, M3 = <(71, 1, 1)T>, My = <(1, 0,17, (1,1, 0)T>.
Pfiddame k vektoru v; = %(—17 1,1)T n&jakou ortonormalni bazi (ve, v3) prostoru
My, napiiklad vy = %(1,0, DT, v = %(1,27 —1)T. Vzhledem k B = (v1,Va,V3)

mame
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=
s}

Il
cow
coo
coo

—1/V3 1/v/2 1/V6
[h]£1 = [h]IIZ [id}gg = (07 0, 6) 1/\/§ 0 2/\/6 = (2\/§a 3\/57 *\/6) )
1/vV3 1/vV2 —1/v6

Vzhledem ke kartézské soustavé soutadnic S’ = ((0,0,0)7, v, va, v3) je tedy
[U)s = {(a, 2, a5) : 3(21)” + 232} + 3v2a — V6ay = 0} .
Doplnénim na ¢tverec a drobnou tpravou ziskdme
[U]s = {(a, @b, 25)" : 3(x} + V3/3)* + 3V2ah, — Vbl — 1 =0} .
Stied a soustavy soutadnic S” = (a,v1, vz, v3) zvolime tak, aby [a]s: = (—v/3/3,0,0)7,
neboli a = —/3/3v; = 1/3(1,—1,—1)7. Vzhledem k této kartézské soustavé m4
kvadrika vyjadieni
Ul = {(af . a§)" : 3(a})? + 3v2af — Voa§ —1 =0} .
Ted jesté vhodné zménime béazi (vi,va,vs), aby zbyl jen jeden linedrni ¢len, a
posuneme pocatek, aby jsme vynulovali konstantni ¢len. Za¢neme zménou pocatku.
Z tpravy
[U]sr = {(af, 25, 25)" : 3()* + 3v2(ay — v2/6) — Vba§y = 0} .
je vidét, Ze je tieba zvolit stied [b]s» = (0,+/2/6,0)T, éili
1 3
b=a+V2/6vo==| -2
6\ 1
Ortonormalni bazi C' = (w1, wa, ws) zvolime (jednotkové) tak, ze wi = vy, [wa]p €
((0,3v2,—v6)T) (podle koeficient lineérnich ¢lentt) a ws € (w, w)h. Pii takové
volbé lezi vektory wo, w3 stale v My = wi, takze [f]c = [f]B. Navic
[P%, = (0,3V2, —V6)([wi]s|[we] 5l[wsls) = (0 ¢ 0)"

pro néjaké t € R, takZe docilime toho, Ze zbude jen jeden linearni ¢len. Vyjde
[walp = (0,v/3/2,-1/2), [ws]p = (0,1/2,V3/2)", t = 21/6. Tedy

1 (! 1 (1

Wo = — —1 sy W3 = —= 1
VA vl
Vzhledem k S = (b, w1, w3, w3) méme
Ul = (el " 361 + 26 =0}

Ul = (o', at)T s —V6/A(H)? = o

Kvadrika U je tedy parabolicka valcova plocha na obrazku:

OBRAZEK

Postup neni pfilis efektivni, jako cvieni si rozmyslete, jak jej zlepsit. Jesté jed-
nodussi postup umoziuje projektivni pohled na kvadriky.

Priklad 11.70. jednodilny hyperboloid nerotacni
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Priklad 11.71. rotacni paraboloid (jak se projevi v dimenzich prostoru vlastnich
cisel)

Cviéeni

© 0N O R W N

e = T e
N0 Ot W RO

. Korespondence bodu a vektoru

. Jednoznacnost vyjadreni bodu jako afinni kombinace dvou

. Trojpomer, vztahy mezi trojpomery (a,b,c),(b,a,c), atd.

. linearni nezavislost rozdilu nezavisi na poradi

. Vyjadreni vsech afinnich kombinaci pomoci kombinaci 2 (char ne2) a 3 (char 2)
. Vysky jako teziste

. Stred kruznice vepsane jako teziste

. Cevova veta

. Konvexni obal

. Dukazy tvrzeni o ”vektorove kombinaci”

. Kdy je sjednoceni podprostor

. Rovnobeznost pomoci rovnicoveho vyjadreni

. Kdy existuje pricka rovnobezek ve smeru

. Kdy existuje pricka rovnobezek prochazejici danym bodem

. Obdoba vety o dimenzi souctu a pruniku (pro nerovnobezne prostory)
. Vypocet vzdalenosti mimobezek pomoci pricky v kolmem smeru

. Vypocet vzdalenosti rovnobeznych prostoru

=
®

19
20

Vi X Vg = _(V2 X Vl)

(tv1) X v2 = t(v1 X v2)

(Vi + V1) X Va = Vi X va + V] X va

vi X (V2 X V3) = <V1 |V3>V2 — <V1 ‘V2>V3

vi X (V2 X v3) — (v1 X v2) X v3 = (V2 |v3) vi — (V1 |v2) Vs
vi X (V2 X v3) +ve X (V3 X V1) + Vs X (Vi X v2) =0

. TODO - vlastnosti obecneho vektoroveho soucinu

. Pro afinni zobrazeni staci v charakteristice ruzne od 2 pozadovat zachovavani afinnich

kombinaci dvojic bodu.

21. Dokonceni dukazu tvrzeni o urceni afinniho zobrazeni na barycentricke soustave (na-
vod: kazdy bod v definici vyjadrit pomoci dane soustavy a spocitat).

22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.

Detaily v dukazu charakterizace izometrii

Kvadriky v dimenzi 1

Nestredove kvadriky nemaji stred

Asymptoty hyperboly

Model primkoveho hyperboloidu a hyperbolickeho paraboloidu.
Rotace hyperboly (paraboly) kolem primky - kdy vznikne kvadrika?

Lepsi postup na parabolickou plochu
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12. PROJEKTIVNI PROSTORY

Cil.

Projektivni prostory jsou velmi symetrické objekty, které se vyskytuji v rtiznych
partiich matematiky. V této kapitole si ukazeme, ze projektivni prostory umozinuji
lépe nahlizet na afinni prostory a usnadnuji v nich i pocitani, napfiklad klasifikaci
kvadrik.

12.1. Definice projektivniho prostoru. Projektivni prostor definujeme jako mnozinu
smért ve vektorovém prostoru, kde smérem zde rozumime jednodimenzionalni pod-
prostor.

Definice 12.1. Necht Z je vektorovy prostor dimenze n. Projektivnim prostorem
prislusnym Z (také projektivizaci Z) rozumime mnozinu vech jednodimenzion4l-
nich podprostorii Z, zna¢ime P(Z):

P(Z)={(z):04z¢€ 7}

Prvky P(Z) nazyvame projektioni body.
Dimenzi projektivniho prostoru definujeme

dim(P(Z))=n—-1.

Pojmy podprostoru, sou¢tu a priniku podprostorti se pfenéseji prirozené z vek-
torovych prostort, napt. podprostorem projektivniho prostoru P(Z) rozumime pro-
jektivn{ prostor P(Y), kde Y je (vektorovym) podprostorem Z, apod.

Na projektivni prostor dimenze n — 1 se také muzeme divat tak, Ze vezmeme
nenulové vektory ve vektorovém prostoru dimenze n a ztotoznime vektor s jeho
libovolnym nenulovym nasobkem.

Projektivni prostor dimenze —1 je mnozina sméri ve vektorovém prostoru {o},
tj. prazdna mnozina. Projektivni prostor dimenze 0 je mnozina smért ve vektorovém
prostoru dimenze 1, ten je jeden, takze takovy prostor tvoii jediny projektivni bod.
Projektivni prostor dimenze 1 se nazyva projektivni primka, projektivni prostor
dimenze 2 je projektivni rovina.

12.1.1. Na pldtné. Jednu z moznosti, jak si lze piedstavit projektivni prostor, ilu-
strujeme na pfipadé projektivniho prostoru dimenze 2, tedy mnoziné smért ve
vektorovém prostoru Z dimenze 3. Nejlépe si vSe predstavime v pfipadé redlného
vektorového prostoru, napi. Z = R3. V Z si zvolime pocatek a budeme ztotoZiio-
vat bod a jeho polohovy vektor, takze se na Z budeme téz divat jako na prostor
afinni. Zvolime libovolnou rovinu A = ¢ + V neprochézejici po¢atkem, fikejme ji
projekéni platno. Projektivni prostor P(Z) je mnoZina smért v Z, tedy mnoZina
pfimek prochazejici po¢dtkem. Kazdému bodu a na platné (tj. v A) odpovida pro-
jektivni bod v P(Z) — ta pfimka, kterd prochézi bodem a. Na obrizku bodu a
odpovida projektivni bod (u) a bodu b odpovidé projektivni bod (v). Naopak,
,Eémeér” kazdému projektivnimu bodu odpovida bod na platné — jeho prinik s A.
»Témér* zde znamend: kromé smérd ve V, tedy sméril rovnobéznych s platnem.
Projektivnim bodim v P(V) (=smértim ve W = pfimkam prochézejicim poéatkem
rovnobéznych s A) fikdme nevlastni body, mnozinu P(V) v8ech nevlastnich bodii
nazyvame nevlastni nadrovina. To, které body jsou nevlastni samoziejmé zavisi na
poloze platna.
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nevlastni body

\ & W b \\__\._:\...\.\-...‘?..,-'
Unv={(b-a) Uﬂ(c-&-vx <bja>

OBRAZEK 24. Predstava projektivniho prostoru. Projektivni
primky, které jsou paralelni s pfimkou prochazejici body a a b,
se protinaji v nevlastnim bodé (b — a).

Uvazujme ted projektivni pfimku P({(u,v)), coz je projektivni podprostor P(Z)
dimenze 1. Tato pfimka na platné vypadd (rozuméj: prinik s platnem je) jako
piimka prochézejici body a, b. Navic na ni lezi projektivni bod (b — a).

Nékdy je vyhodné si projektivni prostor predstavovat jen na platné, v nasem
pfipadé bez tietiho rozméru. K afinni roviné A pfiddme nevlastni body, jeden pro-
jektivni bod ke kazdému sméru (w) ve V. Pfedstavujeme si jej jako ,bod lezici v
nekoneénu® ve sméru (w). Projektivni pfimky jsou pak afinni pfimky, ke kterym
pridame bod v nekonecnu odpovidajici sméru této pfimky. Mame jesté jednu pro-
jektivni pfimku, a to nevlastni pfimku, kteréd je tvorena vSemi nevlastnimi body.
Vsimnéte si, ze i dvé rovnobézné primky se protinaji, a to v nevlastnim bodé odpo-
vidajicim jejich spole¢nému sméru (koleje se sbihaji v nekonecnu, i kdyz vlak, ktery
jede po stejnych kolejich v opaéném sméru nakonec dorazi do stejného nekoneéna.)

Dohromady tedy méme dvé pfedstavy projektivniho prostoru dimenze 2:

e mnozina sméru ve vektorovém prostoru dimenze 3 (to je definice),
e mnozina bodu v afinnim prostoru dimenze 2 + body v nekone¢nu, pro kazdy
smér jeden.

Pozorovani 12.2. Dvé projektivni primky v projektivni roviné (nad libovolnym
télesem) jsou bud totoiné, nebo se protinaji v prdavé jednom bodé.

Diikaz. Necht P(Z) je projektivni rovina, ¢ili Z je vektorovy prostor dimenze 3,
P(X), P(Y) jsou projektivni podprostory dimenze 1, ¢ili X,Y < Z, dim(X) =
dim(Y) = 2. Pokud nejsou podprostory totozné, pak X + Y mé dimenzi vétsi nez
2, ¢ili X +Y = Z. Z véty o dimenzi souctu a priniku dostavame

dim(XNY)=dim(X) +dim(Y) —dim(X+Y)=2+2-3=1,
prunikem X N'Y m4é jako vektorovy prostor dimenzi 1 a prinik P(X) N P(Y) je
projektivni prostor dimenze 0, ktery obsahuje jediny projektivni bod. ([

Priklad 12.3. Rozmyslime si, jak vypada projektivni prostor P(Z3) dimenze 2
nad télesem Zy, tzv. Fanova rovina. Obsahuje 7 bodi — kazdy nenulovy vek-
tor v v Z3 uréuje smér (v) a pro rtzné vektory je tento smér rfizny, protoze
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nad Zsy je (v) = {o,v}. Pfi pfedstavé projektivni roviny jako afinni roviny plus
body v nekone¢nou mame 4 afinni body a 3 nevlastni body odpovidajici smérim
<(1’ 0)T> ’ <(0’ 1)T> ’ <(1’ 1)T>'

Pocet podprostortt P(Z3) dimenze 1 (=projektivni p¥imky v P(Z3)) je rovnéz
7: Kazdy podprostor je tvaru (u,v), kde u, v jsou dva linedrné nezdvislé vektory.
V Zs je linearni nezévislost vektorti u, v ekvivalentni tomu, ze u, v jsou nenulové
a rizné. Takovych neuspofadanych dvojic vektorti je 7-6/2 = 21. Navic (u,v) =
{o,u,v,u + v}, z éehoz vyplyva, ze kazdou dvojici takto pocitdme tiikrat. P¥i
afinni predstavé mame 6 primek, které vzniknou z pfimek na platné pfidanim bodu
v nekonecnu, a jednu nevlastni primku.

Dohromady mame 7 bodt a 7 piimek, kazd4 pfimka obsahuje 3 body, kazda
dvojice riznych primek se protne v jednom bodé a kazdé dva rtizné body lezi pravé
na jedné piimce.

(0,0)"

(Ovl)T - e (130)T

(1, 1)T)
OBRAZEK 25. Fanova rovina.

Jako ukazku aplikace uvazujme 7 telefoni, které jsou propojeny pomoci prepi-
nact. Kazdy prepina¢ muze spojit nejvyse 3 telefony. Kolik potfebujeme pfepinaci,
abychom mohli volat z kazdého telefonu do kazdého?

Méné nez 7 pfepinaci nestaci, protoze mame 7-6/2 = 21 dvojic telefont a kazdy
prepina¢ se mize postarat o nejvyse 3 dvojice. Na druhou stranu, Fanova rovina
ukazuje, ze 7 prepinacu staci — telefony si predstavime jako projektivni body ve
Fanové roviné a telefony na kazdé projektivni pfimce propojime.

OBRAZEK

Reste podobny piiklad s 13 telefony a pfepinaci, které mohou spojit nejvyse 4
telefony.

Projektivni prostor dimenze 3 je tézké si vizudlné piedstavit z definice i v pfi-
padé télesa realnych ¢isel. Spatné se totiz predstavuje vektorovy prostor dimenze
4 a platno neprochézejici pocatkem dimenze 3. Stale vSak mizeme pouzit druhou
predstavu, tj. afinni prostor dimenze 3, ke kterému pfiddme body v nekone¢nu, pro
kazdy smér jeden. Projektivni pfimky jsou pak afinni pfimky s pfidanym bodem v
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nekoneénu a piimky lezici celé v nevlastni nadroviné (téch je jiz v tomto ptipadé
vice, nad redlnymi ¢isly nekoneéné mnoho). Projektivni roviny jsou afinni roviny
s pfidanymi body v nekoneénu, které odpovidaji smérim v roviné (ty tvori pro-
jektivni pfimku), a nevlastni rovina. Prinikem dvou rdzngch projektivnich rovin
je vzdy projektivni pfimka (v pfipadé rovnobéznych rovin lezi celd v nevlastni ro-
ving). Prinikem dvou projektivnich pfimek je bud prazdnd mnozina (v p¥ipadé, zZe
je jejich souétem cely prostor) nebo projektivni bod.

Obecnéji, pro projektivni prostory plati véta obdoba véty o dimenzi souétu a
pruniku: Pro libovolné dva podprostory P(X) a P(Y) prostoru P(Z) plati

dim(P(X) N P(Y)) + dim(P(X) + P(Y)) = dim(P(X)) + dim(P(Y)) .

Dimenze projektivnich prostori jsou totiz podle definice o jedna mensi nez dimenze
prislusnych vektorovych. Protoze jsou na obou stranidch dva séitanci, rozdily se
vyrusi.

12.1.2. Homogenni soufadnice. Uvazujme projektivni prostor P(Z) dimenze n —
1 a néjakou bazi B = (vi,...,v,) prostoru Z. Kazdy projektivni bod (u) €
P(Z) mtizeme zadat soufadnicemi vektoru u vzhledem k bézi B, feknéme [u]p =
(t1,...,tn)T. Vyjadieni (u) vzhledem k bézi B je potom [(u)]p = ((t1,...,tn)T).
Dvé n-tice tedy urcuji stejny projektivni bod pravé tehdy, kdyz je jedna nasobkem
druhé. Pro zvyraznéni této skutecnosti se nékdy pise

[<u>]B = (tl Ztg : ~-~:tn)
a fikdme, Ze (t1 : to : --- : t,) jsou homogenni souradnice bodu (u) vzhledem k
B. Naptiklad v P(R?) jsou (2 : 4 : 6) i (3 : 6 : 9) homogenni soufadnice téhoZ
projektivniho bodu <( 1,2, 3)T> vzhledem ke kanonické bazi. Homogenni souradnice
tvori vzdy nenulovou n-tici, protoZe (o) v projektivnim prostoru nelezi.

12.2. Projektivni rozs$ifeni afinniho prostoru. Projektivni prostor jsme si v
predchozi ¢asti predstavovali na projekénim platné. Ted naopak k danému afin-
nimu prostoru A vytvofime projektivni prostor P(Z) tak, Zze A bude jeho platnem.
Myslenka je podivat se na A z bodu ,,v jiné dimenzi“.

Vv A

OBRAZEK 26. Projektivni rozsifeni afinniho prostoru.

Necht tedy A je afinni prostor s prostorem vektortt V dimenze n — 1 nad téle-
sem T. Predstavujte si redlnou afinni rovinu. Vektorovy prostor Z (dimenze n)
vytvorime podle obrazku, kde vektory v Z jsou umisténé do zvoleného pocatku ,z
jiné dimenze“. Vektor spojujici poc¢atek s bodem a € A oznac¢ime a a jeho nasobky
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ta, 0 £ t € T (vektor la ztotozilujeme s a). Do Z jesté musime pfidat vektory,
které nejsou tvaru ta, to jsou vlastné presné vektory ve V.
Formalné, polozime

Z={ta:0#t€T,ac A}UV .

Operace v Z definujeme opét podle obrazku. Nasobeni nenulovym skaldrem s € T
bude pro prvky V definovano stejné jako ve V a pro ta € Z polozime s(ta) = (st)a.
Sc¢itani dvou vektora ve V' definujeme stejné jako ve V, v ostatnich piipadech

ta—tb=tv, kdev=a—>5

t s
b= k = — — k
ta+s (t+ s)c, kde ¢ t+sa+t+sb’ pokud ¢+ s # 0

ta+ v =tb, kdeb:a—l—%v

Ovéreni axiomu vektorového prostoru prenechdme do cviceni.

ta

(t+ s)c

7
\b

Vv A

sb

OBRAZEK 27. Operace v Z. Definujeme ta + sb := (¢t + s)c, kde

— _t_ _s_
c-t+sa+t+sb.

1% 1% A
v v
a
/ b b tb
— | \1
o \ o \] ?V A%
b a
a ta
(1) (2)

OBRAZEK 28. Operace v Z. Definujeme (1) ta — tb := tv, kde
v=b—aa(2)tatv:=tb kdeb=a+1v.

Projektivizaci Z, neboli projektivni prostor P(Z), nazyvame projektivni rozsivent
afinniho prostoru A. Afinni bod a € A ztotoZiiujeme s projektivnim bodem (a) €
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P(Z). Pfi této tmluvé je P(Z) sjednocenim A a P(V). Stejné jako v ivodu, nadro-
viné P (V) fikdme nevlastni nadrovina a projektivnim bodtm lezici v této nadroviné
nevlastni body. Ostatnim projektivnim bodim (ztotoznénym s body v A) fikdme
vlastni.
Celkové mame ¢tyti druhy objekti:

e proky A jsou afinni body v A,

e pruky V jsou vektory v prostoru vektort afinniho prostoru A,

e pruky Z jsou vektory ve V' a formalni skaldrni nasobky bodi z A,

e pruky P(Z) jsou projektivni body, tj. sméry v Z. Jsou dvojiho druhu: vlastni

body (ta) ztotoziiujeme z body v A, nevlastni body jsou sméry ve V.

12.2.1. Linedrni kombinace vektori v Z. Body i vektory afinniho prostoru A jsou
nyni vektory v Z, jak bylo slibeno v kapitole o afinnich prostorech. Muzeme s
nimi provadét libovolné linedrni kombinace, pficemz smysluplné linearni kombinace
v A odpovidaji stejnym linedrnim kombinacim piislusnych vektort v Z: Pokud
b= Aiaj + -+ Mgag je afinni kombinace bodd v A, tj. Ay +---+ Ay =1, pak v Z
plati b = Aja; + - - - + Agay (cviceni).

Posloupnost bodti (ai, . . ., a,) tvori barycentrickou soustavu soufadnic v A prévé
tehdy, kdyz B = (ay, ..., a,) je baze Z. Barycentrickd soustava soufadnic v A tedy
neni nic jiného neZ specialni typ béaze v Z! Navic, barycentrické souradnice bodu
b jsou podle vyse uvedeného rovny homogennim souradnicim (A; : Ag : --- : Ay)
projektivniho bodu b = (b) vzhledem k bézi B takovym, ze A\; +---+ A\, = 1.

Pro linearni kombinace v A odpovidajici vektorim je situace podobna. Pokud
v=Aay+ -+ Agag,kde A\ +---+ X\ =0, pak v Z plati v = \ja; + - - - + \pag.

12.2.2. Fyzikdlni interpretace. Na vektory v Z také miZzeme (zejména v redlném
pfipadé) nahliZet jako hmotné body a ,nehmotné body“, které chipeme jako po-
sunuti. Vektor ta € Z interpretujeme jako bod a € A s hmotnosti ¢ (mize byt i
zapornd) a vektor v € ZNV interpretujeme jako posunuti v A o v. Obecn4 linearni
kombinace
)\1(2&131) + -+ /\k(tkak) + K1V] + ... KV

je v pripad€ Aty + - - - + Aptr # 0 tézistém hmotnych bodu ay, ..., a; s hmotnostmi
Att1, ..., Akt posunutém o vektor k1vy +- - -+ K;v;. Napiiklad a+b = 2(%a—|— %b)
je stfed tsecky ab s hmotnosti 2.

P1i projektivazaci Z pak zapomindme hmotnosti a u posunuti si pamatujeme
jenom smeéry.

12.2.3. Podprostory. V readlnych projektivnich prostorech dimenze 2 a 3 jsme si na
zadatku kapitoly promysleli, jak vypadaji projektivni podprostory ,na platné“. Ted
ukézeme, Ze obecné je situace podobna.

Uvazujme tedy afinni prostor A s prostorem vektori V a jeho projektivni rozsiteni
P(Z). Projektivni rozsifeni afinniho podprostoru B = b+ U prostoru A je projek-
tivni podprostor P(Y) = B U P(U) projektivniho prostoru P(Z) (zde opét zto-
tozniujeme vlastni body v Z a body v A). Takto ziskdme vSechny podprostory
P(Z), kromé téch obsazenych v nevlastni nadroving P(V):

Tvrzeni 12.4. Necht P(Z) je projektivni rozsifeni afinniho prostoru A. Je-li B
podprostorem A, pak projektivni rozsireni prostoru B je podprostorem prostoru
P(Z). Naopak, kazdy podprostor projektivniho prostoru P(Z), ktery neni cely ob-
sazen v nevlastni nadroving, je tohoto tvaru.
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Dikaz. Prvni ¢ast tvrzeni plyne z definice projektivniho rozsifeni.

Uvazujme naopak libovolny (vektorovy) podprostor Y < Z, ktery neni cely
obsazen v nevlastni nadroviné, tj. obsahuje néjaky vektor tvaru ta, 0 # ¢t € T,
a € A. Pak také a € A, protoze mnozina Y je uzavienad na nasobeni skalarem
a t~!(ta) = a. Oznaéme U = Y N V. U je primikem podprostorii Z, takze je to
podprostor Z. Mnozina afinnich bodd B = a + U je proto podprostorem afinniho
prostoru A. Tvrdime, Ze P(Y) je projektivnim rozs$ifenim afinniho prostoru B. K
tomu stac¢i dokazat

Y={¢b:0#£¢qeT,be B}UU .

Je-liy € Y, pak budy € V nebo y je tvaru sc pro néjaké skalar 0 # s € T a bod
¢ € A. V prvnim pfipadé je y € U, v druhém piipadé je y = sc = s(a+ (¢ — a)),
kde vektor c —a = s"1(sc) —alezi vY ive V (protoze c —a=c—a e V).
Naopak, lezi-li y v mnoZiné na pravé strané, pak bud y € U nebo y = g¢b,
0+#qeT,be B.Vprvnim ptipadé jey € Y, v druhém ptipadé y = ¢b = ¢(a+ru)
pro néjaky vektor u € U, takze y = ga + gru € Y, protoze oba vektory ga i gru
lezivY. O

Projektivni rozsifeni stird rozdily mezi bodovym a parametrickym vyjadfenim
afinnich podprostort. Napiiklad projektivni rozsiteni pfimky (a,b) v A je podpro-
stor P({a,b)) prostoru P(Z) obsahujici projektivni body (a) a (b) a projektivni
rozsifeni pfimky a + u je podprostor P((a,u)) obsahujici projektivni body (a) a
(u). Rozdil je jen v tom, zaddme-li podprostor P(Z) pouze pomoci vlastnich boda
nebo pomoci jednoho vlastniho bodu a nevlastnich bodi.

12.2.4. Indukovand bdze. Uvazujme opét afinni prostor A dimenze n — 1 s prosto-
rem vektort V a jeho projektivni rozsifeni P(Z). Posloupnost S = (a,vy,...,vp_1)
tvoif soustavu soufadnic v A pravé tehdy, kdyz S = (a,vy,...,v,_1) tvoii bazi
prostoru Z. Této bazi S iikame bdze indukovand soustavou S. Indukovana baze tedy
sestava z vektoru v Z odpovidajicimu bodu A a (n — 1)-tice linearné nezavislych
nevlastnich vektort v Z. Naopak, kazdy takova n-tice je indukovanda néjakou sou-
stavou soufadnic v A. Mezi soufadnicemi bodu ¢ € A a soufadnicemi projektivniho
bodu ¢ = {(¢) je jednoduchy vztah: Je-li

[C]S = (tl, e ,tnfl) s

pakc=a+t;vi+---+t,_1V,—1 (v afinnim prostoru A), tedy c =a+t;vi+---+
tn—1Vn—1 (ve vektorovém prostoru Z), takze [c]g = (1,1, ... ,tn_1)T a homogenni
soutadnice projektivniho bodu ¢ = (c) vzhledem k S (v projektivnim prostoru
P(Z)) jsou
[C]gi (].Ztl :tQ : "'Ztnfl) .

K soufadnicim bodu tedy zkratka pridame jednicku.

Podobné odvodime, Ze k souradnicim vektoru afinniho prostoru A stac¢i pridat
nulu: Je-li v € V' vektor o soufadnicich

[V]S = (tl, e 7tn—1) s

pak v=t1vi 4+ +t,_1Vy_1 (ve V), tedy v=0a+t;vi + - +tp_1Vy_1 (v Z),
takze [vlg = (0,t1,...,t,—1)" a

(Vg=0:ty ity ty_1) .
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P¥iklad 12.5. Uvazujme afinni prostor A = R? s kanonickou soustavou soufadnic
S a jeho projektivni rozsiteni P(Z). Bod (3,4)7 v A m4 v P(Z) vzhledem k bazi
indukované soustavou S soufadnice (1 : 3 : 4) = (¢t : 3t : 4¢),0 # ¢t € R. Smér
((3,4)T) v. A ma v P(Z) vzhledem k S soufadnice (0 : 3 : 4) = (0 : 3t : 4,
0#teR.

Naopak, projektivni bod o soufadnicich (5 : 6 : 7) vzhledem k S je roven afin-
nimu bodu (6/5,7/5)T, protoze (5 : 6 : 7) = (1 : 6/5 : 7/5). Projektivni bod o
soufadnicich (0: 2 :4) je v R? smér ((1,2)7).

12.3. Kvadriky. Vyhody projektivnich prostortt dobife vyniknou pii studiu kvad-
rik.

Podivame se nejprve na dimenzi n — 1 = 2. Zajimavé kvadriky v readlném afin-
nim prostor A dimenze 2 jsou elipsa, hyperbola a parabola (Ostatni kvadriky jsou
prazdna mnozina, bod, pfimka a dvojice pfimek. Ty jsou nezajimavé.) Kdyz se po-
divame na tyto kvadriky z ,bodu v jiné dimenzi“, tj. v projektivnim rozsifeni P(Z)
prostoru A, vSechny t¥i typy kvadrik vypadaji stejné — tvoii kuzel! To, o kterou
kvadriku se jedné, zéalezi jen na poloze kuzele.

Striktné vzato, v pfipadé paraboly a hyperboly tomuto kuzelu chybi nevlastni
body, které doplnime. Vznikly kuzel budeme nazyvat projektivni rozsireni kvadriky.
Tyto doplnéné body maji pfirozeny geometricky vyznam: V pfipadé elipsy nas kuzel
nevlastni nadrovinu neprotind, zddné body tedy nemusime dopliiovat. V pfipadé
paraboly se kuzel dotyka nevlastni nadroviny v nevlastnim bodé, ktery je smérem
jeji osy. To si miizeme predstavit tak, ze kdyZ jdeme po parabole ,,do nekonecna“ (po
libovolném ze dvou ramen), dojdeme do nevlastnitho bodu odpovidajicimu sméru
osy. V pripadé€ hyperboly kuzel protina nevlastni nadrovinu ve dvou projektivnich
bodech, které jsou sméry asymptot. Pfedstava je podobna jako u hyperboly.

Jak se z elipsy stane parabola a posléze hyperbola si pfedstavime tak, ze umistime
kuzel do vodorovné polohy a otac¢ime jej do svislé polohy (svitime ,oboustranou®
baterkou na plétno a baterkou otac¢ime). Na pléatné (tj. v A) mame na zacitku
elipsu, kterad se v jednom sméru postupné zvétsuje az se dotkne nevlastni pfimky a
vznikne parabola. Bod dotyku je stejny nevlastni bod, jako bod v nekone¢nu ,na
druhé strané“ A. KdyZ ted pokracujeme v otacdeni, elipsa ,vyleze“ z druhé strany
a vznikne hyperbola.

Podobné si mtizeme v redlném afinnim prostoru dimenze 3 predstavit jak se z
elipsoidu stane elipticky paraboloid a posléze dvojdilny hyperboloid. Ctyirozmérny
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OBRAZEK 29. Kvadriky

kuzel si nejspise nepredstavime, ale mizeme uvazovat zvétsujici se elipsoid, ze kte-
rého se pfi dotyku nevlastni roviny stane elipticky paraboloid, a ten nasledné vyleze
kového hyperboloidu pfi dotyku nevlastni nadroviny stane primkovy paraboloid, z
néhoz se dalsim pohybem stane opét pfimkovy hyperboloid. Zkuste to!

OBRAZEK

12.3.1. Projektivni rozsiteni kvadriky v soutadnicich. Rozmyslime si, jak vypada
projektivni rozsifeni v soufadnicich na konkrétnim pi¥ipadé kvadriky v R? z pii-
kladu 11.68.

U= {(z1,22)" € R?: 32% — 62129 — 503 + 1821 — 225 + 188 = 0}
Kvadrika U je tedy zadana vzhledem ke kanonické soustavé souradnic. V projek-
tivnim rozsiieni P(Z) prostoru R? budeme vyjadiovat body pomoci homogennich
soufadnic vzhledem k bazi Z indukované kanonickou soustavou soufadnic v R2.

Vlastni projektivni bod (zg : 21 : x2) je roven afinnimu bodu (x1/x¢,z2/z0)7,
takze na kvadrice lezi praveé tehdy, kdyz
3(.’171/{130)2 - 6($1/$0)($2/ﬂ)0) - 5($2/$0)2 + 18(1’1/1’0) - 23’]2/:130 +17=0
Vynasobenim z3 ziskdme
3(5% — 61‘1.’52 — 5(5% + 181’0$1 — 2:130.’E2 + ].71'(2) =0 .

Ke kvadrice U pfiddme pfesné ty nevlastni body (0 : x1 : x2), které spliuji stej-
nou rovnici. To davé smysl, protoZe trojice (xo,x1, x2) rovnici spliiuje, pravé kdyz
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(txo,tx1, txs) rovnici splituje (kde 0 # ¢ € R je libovolné). Velkou vihodou je, ze vy-
raz na levé strané je kvadraticka forma (bez linedrnich ¢lentt a konstanty). Vznikne
tak, ze k linedrnim ¢lenfim rovnice kvadriky pfiddme zo a ke konstantnimu x3.
Naopak, z rovnice v projektivnim rozsireni dostaneme ptivodni rovnici dosazenim

xQ:L

Definice 12.6. Nechf A je realny afinni prostor dimenze n — 1, S jeho soustava
soufadnic, P(Z) projektivni rozsifeni A a S baze Z indukovand soustavou S. Pro-
jektivnim rozsirenim kvadriky U

n—1 n—1
[U]S = {((El, e ,l’nfl)T : Z aijxixj -+ Zbll'l +c= 0}
i=1

,j=1

rozumime mnozinu projektivnich bodu U

n—1 n—1
Uls ={(zo::an_1): Z a;; ;T + Z bizoz; + cxf = 0}
i,j=1 i=1

Projektivni rozsifeni jsme definovali pomoci rovnice zadavajici kvadriku vzhle-
dem k néjaké soustavé soutadnic. Pfidané nevlastni body ale v pfipadé ,zajima-
vych® kvadrik nezavisi na volbé rovnice ani soustavy. Jedno z moznych zdivodnéni
je, ze pridavame pfesné limity bodt na kvadrice. Dtiikaz nebudeme formalné prova-
dét, museli bychom predné vysvétlit, co presné v této situaci myslime limitou a co
myslime zajimavou kvadrikou.

Oznacme g, kvadratickou formu na Z z definice projektivniho rozsifeni kvadriky,
tj.

n—1 n—1
g2(z) = Z a;;x;x; + Z bizor; + cxd, kde [z]5 = (zo, ... ,xn_l)T
ij=1 i=1

a g prislusnou symetrickou bilinearni. Mame
U={(z) € P(Z): g2(z) =0} .

MnoZinadm projektivnich bodt v P(Z) definovanym timto zpisobem pomoci kvad-
ratické formy na Z ¥ikdme kvadriky v P(Z). Projektivni rozsifeni kvadriky v A je
tedy kvadrika v projektivnim rozsifeni prostoru A.

Z kapitoly o bilinedrnich forméch (¢ast 10.4 o signatufe) vime, Ze vzhledem k
néjaké bazi B prostoru Z ma go vyjadfeni

g2(2) = £(w)* + - + £(},)?, kde [2]p = (25,27, 1),

kde pocet pofadé nulovych, kladnych a zdpornych ¢lentt udéva signatura (no(g), ny(g), n—(g)).
Mnozina M vektorti v takovych, Ze go(z) = 0 ma vzhledem k B vyjddieni

+(zp)? 4+ H(2))P =0 .

Projdeme si moznosti pro dimenze n — 1 = 1, 2 a 3. Vektory baze mutzeme
prohéazet tak, ze kladné ¢leny jsou na zacatku, nasledované zapornymi. Navic vyna-
sobenim rovnice —1 1ze pfipadné docilit oto¢eni znamének, takze mizeme prochazet
jen piipady n4(g9) > n—(g).

V dimenzi n — 1 = 1 méme nésledujici moznosti.

e Signatura (2,0,0), tj. g je nulové bilinedrni forma. Pak g neodpovida pro-
jektivnimu rozsireni zadné kvadriky v A.
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e Signatura (1,1,0), tj. rovnice M vzhledem k B je (z,)? = 0. Pak M je
pfimka prochézejici poc¢atkem, U je projektivni bod a U je bod (jako cvi¢eni
si rozmyslete, Ze U nemtize byt v tomto piipadé nevlastni bod).

e Signatura (0,2,0), tj. rovnice M je (z))? + (27)?> = 0. Pak M = {o} a U i
U jsou prazdné mnoziny.

e Signatura (0,1,1), tj. rovnice M je (z4)? — (2})? = 0. Pak M je dvojice
pifmek, U je dvojice projektivni bodfi a U je dvojice bodf (ani jeden z
projektivnich bod nemiize byt nevlastni, opét si rozmyslete jako cviéeni).

V této dimenzi ma U vzhledem k S rovnici a1122 + byz1 + ¢ = 0, U mé vzhledem
k S rovnici a112% + bizor1 + cx? = 0 a g m4 vzhledem k U matici

C bl /2
( b1 /2 a1 >
Prohozenim vektorti v bazi U a vynasobenim v/2/2 ziskdme bazi, vzhledem ke které
ma g matici
2&11 b1
( b] 2c >

Signaturu g muzeme urcit pomoci subdeterminant. Prvni subdeterminant je a1 #
0 a druhy je D = 4aj;c — b?. Pokud je D = 0, pak je g singularni a m4 signaturu
(1,1,0) nebo (1,0,1), takze U je jeding bod. Pokud je D kladné, pak je signatura
(0,2,0) nebo (0,0,2) a U je prazdnd mnozina. Ve zbylém ptipadé, kdy je D zaporné,
pak je signatura (0,1, 1), takze U tvoii dva body. To je v souladu s tim, co vime o
feSeni kvadratickych rovnic.

Pro dimenzi n — 1 = 2 mame:

e Signatura (3,0,0), tj. g je nulové bilinedrni forma. Pak g neodpovida pro-
jektivnimu rozsireni zadné kvadriky v A.

e Signatura (2,1,0), tj. rovnice M vzhledem k B je (z{)? = 0. Pak M je
rovina prochazejici po¢atkem, U je projektivni piimka a U je pfimka.

e Signarura (1,2,0), tj. rovnice M je (z()? + (z)? = 0. Pak M je pifmka,
U je projektivni bod a U je bud prazdna mnozina (pokud U je nevlastni
bod), nebo bod.

e Signatura (1,1,1), tj. rovnice M je (z))? — (2})? = 0. Pak M je dvojice
rovin, U je dvojice projektivnich pfimek a U je dvojice piimek (piipad, Ze
je jedna z projektivnich pifimek nevlastni opét neodpovidd projektivnimu
roz§ifeni z4dné kvadriky, viz cviceni).

e Signatura (0,3,0), tj. rovnice M je (x0)"? + (z})?+ (25)? = 0. Pak M = {o}
a U i U jsou prazdné mnoziny.

e Signatura (0,2,1), tj. rovnice M je (z0)"? + (2})? — (24)? = 0. Pak M je
kuzel a U je elipsa, parabola nebo hyperbola.

Nejzajimavéjsi je posledni pripad, ktery nam dokazuje, Ze elipsa, parabola i hyper-
bola jsou skute¢né kuzelosecky (tj. pruniky kuZelové plochy s rovinou).
V dimenzi n — 1 = 3 probereme jen piipady, kdy & je regularni.

e Signatura (0,4,0). Pak M = {o}.

e Signatura (0,3, 1), tj. rovnice M je (x0)"? + (z})? + (25)? — (z5)? = 0. Pak
U je elipsoid, elipticky paraboloid nebo elipticky hyperboloid.

e Signatura (0,2,2), tj. rovnice M je (x9)"? + (z})? — (24)? — (25)? = 0. Pak
U je pfimkovy hyperboloid nebo pfimkovy paraboloid.
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Na rozdil od dimenze n—1 = 2 mame dva atvary v M (nikoliv jeden utvar — kuzel),
jejichz ,secky“ jsou zajimavé kvadriky.

12.3.2. Podprostory na kvadrice. Signatura mé pékny geometricky vyznam, uréuje
maximéalni dimenze podprostorti na kvadrice.
To uvidime z néasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 12.7. Necht g je symetrickd bilinedrni forma na vektorovém prostoru Z
signatury (no(g),n+ (g),n_(g)) a oznacme d = ny(g) + min{n (g).n_(g)} @ Q =
{{(z) € Z;g92(z) = 0}. Pak kazdy projektivni bod (z) € Q je obsaZen v projektivnim
podprostoru P(W) (prostoru P(Z)) dimenze d — 1, pro ktery P(W) C Q. Navic,
Zadny projektivni podprostor dimenze d kvadrika Q neobsahuje.

Dikaz. O

Napfiklad pro signaturu (0, 3, 1) (kdy U je elipsoid, elipticky paraboloid, elipticky
hyperboloid) lezi na kvadrice body, ale ne pfimky, pro signaturu (0, 2,2) (pfimkovy
hyperboloid, pfimkovy paraboloid) lezi na kvadrice pfimky (dokonce kazdym bo-
dem prochazi pfimka lezici na kvadrice), ale ne roviny.

12.3.3. Zména soustavy souradnic. Mame kvadriku U v afinnim prostoru A za-
danou vzhledem k soustavé soufadnic S a chceme pfepocitat vyjadieni do nové
soustavy S’. V afinnim prostoru bychom vypodet mohli provést tak, Ze nejprve
prepocitame rovnici vzhledem k novému pocatku, pak vyjadiime kvadratickou ¢ast
v nové bazi a nakonec vyjadiime linearni ¢ast v nové bazi. Na prikladu ukazeme,
ze misto téchto tfech tkont lze v projektivnim rozsifeni provést jenom jeden —
vyjadiime kvadratickou formu g, v jiné bazi prostoru Z.

Piiklad 12.8. Vezmeme opét kvadriku v R? z piikladu 11.68.
U ={(x1, IQ)T eR?: 3x% — 6x129 — 5x§ + 18z — 2x9 + 17 =0}

Je zadana vzhledem ke kanonické soustavé soutfadnic S. Najdeme vyjadifeni U vzhle-
dem k soustavé soufadnic

§'=(d/,vi,vh) = <( } )( 4 )( _32 ))

Projektivni rozsiieni kvadriky U mé vzhledem k bazi S = (a, vy, vo) prostoru Z
vyjadieni
[Uls = {(z0 : 21 : 22) : 327 — 6122 — 523 + 18021 — 27022 + 1727 = 0}

Symetricka bilinearni forma ¢ pfislusna kvadratické formé na levé strané ma vzhle-
dem k S matici

17 9 -1
l9ls = 9 3 =3
-1 -3 -5

K urceni [g]gr potfebujeme matici pfechodu od S k S. Protoze [a/]s = (1,1)%,
vils = L. -D" a [vj] = (=2,3)7, v Zje [z = (L LD, [vi]g = (0,1, -1)" a
[vhls = (0,-2,3)T, takze

_ 1 0 0
C=hdg =1 1 -2
1 -1 3
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Matice g vzhledem k S’ je proto

11 1 17 9 -1 1 0 0
glgs=CTlglsC=[ 0 1 -1 9 3 -3 11 =2
0 -2 3 -1 -3 -5 1 -1 3

25 9 -9 1 0 0 25 18 —45

= 10 6 2 1 1 -2 |=| 18 4 -6

—21 —15 -9 1 -1 3 —45 —6 3

Nyni
[Ulgr = {(zf : @« @) : 25(zf)? +4(2))* + 3(ah)? + 3622} — 90x(xh — 122 2 = 0}
Vyjadfeni U vzhledem k S’ ziskdme dosazenim z{, = 1.
[Uls: = {(z},25)" : 25 + 4(z})? + 3(2h)? + 362) — 902h — 122725 = 0}
= {(2}, 25T : 4(z))? — 1222 + 3(xh)? + 362, — 9025, + 25 = 0}

12.3.4. Teény a poldry. Uvazujme kvadratickou formu g, na redlném vektorovém
prostoru Z dimenze n, prislusnou symetrickou bilinearni formu g a kvadriku

Q@ ={(2) : 92(2) = 0}
v P(Z). (Zajim4 nés zejména situace, kdy P(Z) je projektivnim rozsifenim afinniho
prostoru A dimenze n — 1 a @ = U je projektivnim rozsiienim kvadriky U v A.)
Odhalime nyni geometricky vyznam g-ortogonalnich dopliki projektivnich bod.
Uvazujme nejprve projektivni bod (z) na kvadrice @, tj. g2(z) = 0. Podprostor
Y = (z)J‘g obsahuje vektor z, protoZe ¢(z,z) = 0, a ma bud dimenzi n — 1 nebo
n v piipadé, ze z lezi v radikdlu g. Vektory v radikalu budeme struéné diskuto-
vat pozdé&ji, pfedpokladejme tedy z & rad f, neboli Y je nadrovina v Z a P(Y) je
nadrovina v P(Z) obsahujici projektivni bod (z). Podivame se na vzajemnou polohu
kvadriky @ a projektivni pfimky P((z,x)) prochézejici bodem (z). Pro libovolnou
linearni kombinaci sz + tx mame
92(s2 + 1x) = 5°go(z) + 2stg(x,z) + t2g2(x) = t(259(X, z) + tga(x)) .
Jsou tfi moznosti:
e Bod (x)leziv P(Y) ana @, ¢ili g(x,2) = 0 a ga(x) = 0. Pak celd projektivni
piimka P((y,z)) lezi na kvadrice @, protoZe vyraz nahofe je vzdy nulovy.
e Bod (x) lezi v P(Y) a nelezi na @, ¢ili g(x,z) = 0 a ga(x) # 0. Pak primka
P((y,z)) protne Q pouze v bodé (z), protoze je vyraz roven t?gs(x), coz
vyjde 0 pravé tehdy, kdyz ¢t = 0.
e Bod (x) nelezi v P(Y), ¢ili g(x,z) # 0. Pak pfimka P((x,z)) protne Q
préavé ve dvou bodech, protoze vyraz je nulovy pravé tehdy, kdyz t =
0 nebo s = —tga(x)/2¢9(x,2z), takze ) protind piimku v bodech (z) a
(—tgs(x)/29(x,2))2 + 1%) — ((92(x)/29(x,2))2 + ).
Vidime, Ze nadrovina P(Y) sestavd pravé z téch bodl x, pro které pfimka P((z,x))
bud lezi celd na kvadrice, nebo tuto kvadriku protind préavé v jednom bodé. Z
toho vidime, ze P(Y) je tecnd nadrovina ke @, aniz bychom se museli uchylovat k
vypoctu derivaci, apod. V dimenzi n — 1 = 2 mluvime o tecné, v dimenzi n —1 =3
mluvime o tecné rovine.
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Piiklad 12.9. Vezmeme kvadriku U v R? analyzovanou v ¢asti 10.4.5
U= {(x1,22)" € R?: 327 4 22129 + 325 — 102, — 1435 +7 = 0}
zadanou vzhledem ke kanonické soustavé soufadnic S. Uréime tecnu v bodé ¢ =
(3,2)T. (Dosazenim se presvédéime, Ze tento bod na U lezi, takze tiloha dava smysl.)
Projektivni rozsireni je
U ={(z) : g2(2) = 0} ,

kde

los = 3 1

1 3

Vyjadieni vektoru ¢ vzhledem k bazi S je (1,3,2)7 a jeho g-ortogonalni doplnék je
podle pozorovani 10.16 roven

7T =5 =7
[(c)™]g = Ker ([cglgls) = Ker [ (1,3,2) [ -5 3 1
-7 1 3

= Ker (—22,6,2) = ((3,11,0)", (1,0,11)")

Tec¢na U prochézejici bodem c je tedy projektivni piimka prochazejici projektivnimi
body (3 : 11 : 0), (1 : 0 : 11) (soufadnice jsou vzhledem k S). Takze teéna U
prochézejici bodem c je pfimka prochézejici body (11/3,0)T a (0,11)7.

Pro libovolny projektivni bod (x) € P(Z), ktery nelezi v P(rad (g)), je P(Y) =
P({x)™7) projektivni nadrovina v P(Z) , nazjvame ji poldrni nadrovina bodu (x).
Zjistili jsme, Ze pro bod na kvadrice je jeji polarni nadrovina teénou nadrovinou.
Ze symetrie bilinedrni formy g plyne, Ze bod (z) lezi v polarni nadroviné bodu
(x) pravé tehdy, kdyz bod (x) lezi v polarni nadroviné bodu (z). Z toho vidime
geometricky vyznam bodi v priniku @ N P(Y) — jsou jimi pravé body (z) € @,
jejichz te¢nd nadrovina obsahuje (x) a body v radikalu g.

OBRAZEK 30. Polarni nadrovina P(Y) = P((x)1¢) projektivniho
bodu (x) a teéné nadroviny P((z;)>9), P((z2)"9) prochazejici bo-
dem (x).
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Priklad 12.10. Najdeme te¢ny ke kvadrice
U= {(z1,20)" € R?: 322 + 22129 + 322 — 102, — 1425 + 7 = 0}

prochazejici bodem ¢ = (0,11)7.
Budeme pouzivat znaceni z pfedchoziho piikladu. Najdeme polaru bodu [c]g =
(1:0:11).

7T -5 -7
[<C>Lg]§=Ker (1,0,11)( =5 3 1
-7 1 3

= Ker (—70,6,26) = ((3,35,0)7, (13,0,35)")

Polara bodu ¢ je tedy pifmka prochézejici body (35/3,0)T a (0,35/13)T. Uréime
pruseciky s kvadrikou U. Rovnice této pfimky je

3r1 + 1329 = 35 .
Dosazenim do rovnice U dostavame

322 4 2z 29 + 325 — 102, — 1425 +7 =0

922 4 62129 + 923 — 302, — 4215 +21 =0

(35 — 1325)% + 2(35 — 13x9)wy + 925 — 10(35 — 1333) — 4225 +21 =0
1225 — 91025 + 16923 + 7029 — 2625 + 925 — 350 + 13029 — 4229 +21 =0
15223 — 752x5 + 896 = 0

1923 — 94ay + 112 =0

Tato kvadratickd rovnice mé feseni x9 = 2 a xo = 56/19, dosazenim do rovnice
piimky ziskdme priiseciky (3,2)7 a (—21/19,56/19)T. Celkem jsme ziskali dvé tecny
prochazejici bodem (0,11)7 — jedna z nich prochéazi bodem (3,2)”, druh4 z nich
bodem (—21/19,56/19)T.

(Hledali jsme pouze vlastni priseciky. Protoze z ¢asti 10.4.5 vime, Ze jde o elipsu,
takze projektivni rozsiteni kvadriky Zadné nevlastni body neobsahuje. )

V pripadé, Ze je g regularni, podle véty 10.21 o ortogonalnim doplitku plati
(<Z>L9)J‘9 = (z). Z toho vyplyva, Ze polarni nadrovina projektivniho bodu (z) je
timto bodem jednoznaéné urdena. Naopak, libovolnd nadrovina P(Y) je poldrni
nadrovinou jediného projektivniho bodu, a to P(Y*¢). Tomuto bodu fikdme pdl
nadroviny P(Y). P4l teéné nadroviny je jeji bod dotyku.

Piiklad 12.11. Pro stejnou kvadriku
U= {(x1,22)" € R?: 327 4 22129 + 325 — 102, — 14x5 +7 = 0}

najdeme priise¢ik teen v bodech (3,2)T a (—21/19,56/19). (Z ptedchoziho pii-
kladu vime, ze vyjde (0,11)T.)
Pracujeme opét v projektivnim rozsifeni. Prisecik tecen je pdlem primky pro-

chazejici projektivnimi body [c]g = (1:3:2), [dlg = (1 : —21/19 : 56/19) = (19 :
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—21: 56).

7 -5 -7
1 3 2

[{c,d)" )5 = Ker ( B ) -5 3 1
19 —21 56 o1 s

B 22 6 2 _ T
= Ker ( ~154 102 14 ) =((1,0,1)%)

Priisecik tecen je projektivni bod o homogennich soufadnicich (1 : 0 : 11) (vzhledem
k S), coz je afinni bod (0,11)7.

Jesté se podivame na projektivni body (z) v radikdlu rad (g). Diskuze o vzdjemné
poloze projektivni ptimky P((z,x)) a kvadriky @ = U se zjednodusi: bud (x) € Q
a pak lezi piimka celd na kvadrice, nebo (x) ¢ @ a piimka protne kvadriku jenom
v bodé (z).

Uvazujme néjaky doplnék Y radikalu, tj. rad (¢) @ Y = Z. Kvadrika Q je sjed-
nocenim vsech pfimek spojujici body v P(rad (g)) a body v @ N P(Y) (cviceni).
Napiiklad, je-li signatura g rovna (2,1, 1), je P(rad (g)) projektivni pfimka. A{ Y
je doplnék rad (g), tj. P(Y) je pfimka neprotinajici P(rad(g)). Signatura ztzeni
gnaY je (0,1,1), takze kvadriku @ N P(Y) tvori dva projektivni body, feknéme
(a), (b). Celd kvadrika @ je tvofend sjednocenim p¥imek spojujici body z P(rad (g))
s jednim z bodt (a), (b). Pivodni kvadrika U v afinnim prostoru A je tedy dvojice
rovin, ty jsou rovnobézné nebo riznobézné, podle toho, zda je pfimka P(rad(g))
nevlastni nebo vlastni.

OBRAZEK

12.3.5. Afinni a metrickd klasifikace. Nyni si ukdzeme, jak projektivni prostory
usnadiiuji afinni a metrickou klasifikaci kvadrik. Provedeme nejprve metrickou kla-
sifikaci a potom si vSimneme, Ze situace se znacné zjednodusi, pokud nam staci
klasifikace afinni (na rozdil od postupu v kapitole o afinnich prostorech).

Uvazujme tedy afinni eukleidovsky prostor A dimenze n — 1 se skaldrnim sou-
¢inem (|), kvadriku U v A, projektivni rozsifeni P(Z) prostoru A a projektivni
rozsiteni U kvadriky U dané kvadratickou formou g, (a pifslusnou symetrickou
bilinedrni formou g):

U ={(2) : g2(2) = 0} .

Chceme najit kartézskou soustavu soufadnic S’ = (a,vy,...,V,—1), vzhledem ke
které mé kvadrika U co nejjednodussi rovnici. Podivime se na problém v projek-
tivnim rozsifeni — chceme, aby matice bilinearni formy g vzhledem k indukované
bazi S’ = (a,v1,...,v,_1) byla co nejjednodussi.

Podafi se ndm docilit jednoho z nasledujicich tvart [g|<

g2(a) 0 0 0
0 gg(V1> 0 0

0 0 QQ(VQ) 0

0 0 0 e g2(Vio1)
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nebo
0 0 0 . 0 gla,vp_1)
0 92(V1) 0 RN 0 0
0 0 gg(Vz) e 0 0
0 0 0 ... g2(Vao) 0
gla,vp_1) 0 0 e 0 0
kde g(a,v,—1) # 0. V prvnim pfipadé bude
[Ulsr = {(zo: -1 @n1) 2 go(a)ag + g2(vi)at + - + g2 (Va—r)an_y = 0}

¢ili

[Uls: = {(z1,...,20-1)" : ga(@) + go(v1)ai + - + g2(Vn_1)z2:_; = 0} ,
to jsou stfedové kvadriky. V druhém piipadé
Ulgr = {(xo -+ : Tp_1) 2 29(a, V1) ToTn—1+g2(v1) T+ - ~+g2(Vn_2)Tn_2 = 0} ,
¢ili
[Uls: ={(@1, ., 2n-1)" : 2g(a, Vio1)Tn—1 + g2(v1)ai + -+ + ga(Va2)z) 5 = 0}
a to jsou kvadriky nestfedové.
12.3.6. Stredové kvadriky. Chceme-li ziskat prvni tvar, uvédomime si, Ze abychom
dostali v prvnim faddku nuly (aZ na pozici (1,1)) musi byt vektor a g-ortogonalni
ke vsem vektorim vq,...,v,_1. Protoze vy,...,v,_1 tvori bazi V, musi a lezet
ve V4ts. Jinymi slovy, v P(V+s) musi lezet vlastni bod. Tato podminka je také

postacujici: zvolime libovolné vlastni bod a € P(V+9), ozna¢ime f = gy a najdeme
f-ortogonalni ortonorméalni bézi V. Nyni skuteéné mame slibeny tvar: g(a,v;) =0

pro libovolné i, protoze a € V=+9; (vi,...,v,_1) je ortonormalni baze V, takze
(a,V1,...,Vnp_1) je kartézska soustava; a g(v;,v;) = 0 pro libovolné i # j, protoze
(V1,...,Vn_1) je g-ortogonalni posloupnost.

Z rovnice kvadriky je vidét, ze kvadrika je stfedové soumérna podle bodu a.
Pokud g je regularni, pak nemame zadnou liboviili ve volbé a, nebot P(V19) je
projektivni bod — pdl nevlastni nadroviny. Nazyvame jej stredem.

P¥iklad 12.12. Provedeme znovu metrickou klasifikaci kvadriky U v R? (se stan-
dardnim skaldrnim sou¢inem) z pifkladu 11.68:

U= {(z1,22)" € R?: 32} — 62129 — 523 + 1821 — 2x5 + 17 = 0}

Pri uzivaném znaceni mame

17 9 -1
l9ls = 9 3 =3
-1 -3 -5

Vypocitame ortogonalni doplnék V = R? = (e}, e).

O =

[V4e]g = Ker (([er]slle2]s) " [g]5) = Ker ( 8
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Kvadrika je stiedova a jeji stied je [a]g = (1: —2: 1), neboli a = (—2,1)7. Viimnéte
si, ze obecné staci vlastné skrtnout prvni fadek matice formy g a vyfesit prislusnou
homogenni soustavu rovnic!

Budeme jesté potiebovat hodnotu g(a, a). Protoze [a]z = (1,—2,1)", méme

17 9 -1 1 1
p@)=0,-21)( 9 3 -3 -2 | =(-2,000 -2 | =-2.
-1 -3 -5 1 1

Zbyva uréit f-ortogonalni ortonormalni bazi R?, kde f = gjr2- Matice h vzhledem
ke kanonické bazi je
3 -3
[f]Kz - ( -3 —5 )

7 vz

Je to vlastné piesné matice kvadratické ¢asti [U]s z pfikladu 11.68. Vlastni ¢isla ma-
tice [f]k, jsou 4 a —6 a piislusné znormované vlastni vektory jsou vi = %(3, -1)

. 10
a ﬁ(l, 3) o
Vzhledem k bazi S’ = (a, vy, ve) prostoru Z méme

[Ulgr = {(z0 : 21 : 32) : fa(@)zf + fa(vi)ai + fa(va)as = 0}

= {(20 : 71 : w2) : —222 + 42} — 623 = 0}
a vzhledem k soustavé soufadnic S’ = (a,vy,v2) je

[Uls = {(x1,22)T : =2 + 42? — 622 = 0}

= {(x1,22)T : 202 — 323 =1}

Ze ziskaného tvaru pro stfedové kvadriky nahlédneme, Ze k afinni klasifikaci staci
znat signaturu g a signaturu f = g;y. Uvazujme naptiklad kvadriku, pro kterou
je signatura g rovna (1,2,1) a signatura f rovnd (1,1,1). Vzhledem k nalezené
soustavé S” musi mit U rovnici doxd + di2? + dox3 + dzxi = 0, kde mezi &isly
do,d1,ds,ds je jedno nulové, dvé kladné a jedno zaporné (kvili signatufe f) a mezi
¢isly dy, da, ds je jedno nulové, jedno kladné a jedno zaporné (kvili signatufe g). Z
toho vyplyva, Ze dyp > 0 a rovnice U (po pifpadném prohazeni vektorti v soustave
S") je tvaru egr? + e123 + eax3 = 0, kde e, e1,e2 > 0. Vzhledem k S je proto
rovnice U tvaru eg + e122 — eax3 = 0, takze jde o hyperbolickou valcovou plochu.

Pro stfedové kvadriky vidime z tvaru matice, Ze v signatufe f je pravé jedno
z Cisel o jedna mensi neZ v signatufe g. Pro nestfedové kvadriky z tvaru (ktery
odvodime v pFisti ¢asti) vidime, Ze vrchol f m4 o jedna vétsi dimenzi nez vrchol g,
takze i to, zda je kvadrika stiedova ¢i nestiedovd pozname ze signatur f a g.

V tabulce 1 je vycet vSech stfedovych kvadrik a piislusnych signatur. Uvadime
vzdy jen moZnosti n4(g) > n_(g), zbylé dostaneme vynésobenim ¢ (a tim f) —1,
tj. prohozenim druhé a tfeti slozky obou signatur.

Priklad 12.13. Jesté jednou se podivame na kvadriku
U= {(z1,22)" € R?: 327 — 62125 — 523 + 1821 — 205 + 17 = 0} .

Tentokrat nas bude zajimat pouze afinni klasifikace. K tomu staci urcit signaturu
gal.
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Dimenze | Signatura g | Signatura f = g,y | Kvadrika

n—1=1 ) 0,1,0) bod

prazdnd mnozina

dva body

pfimka

prazdné mnozina

bod

dvé rovnobézné piimky
dvé rtiznobézné primky
elipsa

hyperbola

prazdnd mnozina
rovina

préazdna mnozina
primka

dvé rovnobézné roviny
dvé rtznobézné roviny
prazdna mnozina

bod

eliptické valcové plocha
hyperbolicka valcova plocha
kuzelova plocha
prazdna mnozina
elipsoid

dvojdilny hyperboloid
primkovy hyperboloid
BULKA 1. Afinni klasifikace stfedovych kvadrik

[l
—_
)

N R R ORRRFRPRPFRPROORFFFOOOORFRFRFEFEOOOIFO
NN N NN S N NN s s s N NN NN s s s NN

NN WWNRFEDNDWNRF DN NN DN

_ ) OO R PR OO0 OO0 O, O, OO OoOOoOo o
NN W N AN S e e N e i i e N NI N N i s s ] N2 e

n—1=2

n—1=3

COOCOHHHFFEFEFEFNNNNWOOORRREFENOO
W W R NN WWFRFNDDNDFWNDN R =DNDDN =N
SOOI OHEFPFNFHEFNNOODOO-OFHOO

AN AN AN AN AN N N N N S S S S NS S S S S S S~ o~
e e e e e i L N R N N N e o e e e L T R e L ey

H

Urcime signaturu g pomoci subdeterminantii.

17 9 -1
C=[gs=| 9 3 -3
-1 -3 =5
Subdeterminanty jsou |C(V| = 17 > 0, |0 = —30 < 0, |C®)| = 48 > 0. Zna-
ménka |CD]|, |V ||CP)|, |CP)||C®)] jsou proto +, —, — a signatura (0, 1,2).

Signaturu f urc¢ime z matice

[flee = ( 3)3 :‘;’ )

Ze subdeterminantt 3, —24 dostavame, Ze signatura f je (0,1, 1). Kvadrika je tedy
hyperbola.

12.3.7. Nestredové kvadriky. Jesté je potteba vyresit druhy piipad, nesttedové kvad-
riky, kdy P(V~19) neobsahuje zadny vlastni bod. TODO

12.3.8. Vztah kvadriky a jeji rovnice.
Cviéeni

1. Prepinace
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Dimenze | Signatura g | Signatura f = g,y | Kvadrika |

n—1=21(0,2,1) (1,1,0) parabola

n—1=31(1,2,1) (2,1,0) parabolické vélcova plocha
(0,3,1) (1,2,0) elipticky paraboloid
(0,2,2) (1,1,1) pfimkovy paraboloid

TABULKA 2. Afinni klasifikace nestfedovych kvadrik

2. Projektivni rovina nad Zp

3. Overit axiomy vektoroveho prostoru pro projektivni rozsireni

4. Afinni kombinace a kombinace odpovidajici vektorum

5. Situace ”signatura (1,1,1) a jedna primka nevlastni”vznika z primek prochazejicich
pocatkem
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