Cviceni k prednasce NMAG112 Linearni algebra 2
Reseni

Verze ze dne 12. kvétna 2022

13 Realné kvadratické formy a kvadratické tutvary
Cile cviceni:

e Procvicit pocitani signatury realnych kvadratickych forem.

e Naucit se pro danou redlnou bilinearni formu f najit jeji f-ortogonalni bazi, kterd je zaroven
ortogonalni bazi vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu.

e Naucit se geometricky analyzovat kvadratické utvary.

Resené priklady:
Uloha 13.1. Uvazujme kvadratickou formu na R? zadanou vztahem go(x1,29)7 = 22 — 62129 + 222.

Urcete signaturu symetrické bilinearni formy, ktera kvadratickou formu g vytvari. Urcete, pro které
vektory je hodnota kvadratické formy nulové, kladné, zaporn. (Ndvod: Rozdélte R? na t¥i oblasti.)

e = (L )

odpovidajici symetrické bilinearni formy ¢ vzhledem ke kanonické bazi.

ResSeni. Uréime matici

Pomoci symetrickych tiprav najdeme g-ortogonalni bazi M = ((1, 0)7, (3, 1)T) a matici

o= (5 %)

Matice [g])s ma na diagonéle jedno kladné a jedno zaporné ¢islo, tedy ¢ ma signaturu (0,1, 1).
Pro vektor v € R? fesme rovnici go(v) = 0. Uvazime-li soufadnice [v]y; = (a,b)” tohoto vektoru
vzhledem k bazi M, dostaneme

0= go(v) = [V]umlgalm[v]yy = ® — 0%,

Resenim rovnice a? — 76> = 0 je dvojice piimek p: a = bv/7 a ¢: a = —b\/7. Ty jsou generované vektory
B 1 3\ (V7+3\ _ (565
s+ ()= (7) = (),
1 3 —7+3 0,35
(o)< ()= ()= ()

Tyto piimky déli rovinu R? na 4 vysede. Vime, Ze mimo spo¢itané pfimky musi byt hodnoty ¢ kladné
nebo zaporné. Protoze kvadratickd forma je spojitd, musi byt kazd4 vyse¢ bud celd kladna, nebo celd
zaporna. To uré¢ime z hodnoty g na libovolném vektoru ve vyseci. Spocitame, ze naptiklad pro bazové
vektory M plati g2((1,0)7) = g2((—1,0)7) =1, ¢2((3, 1)T) = g ((-3,-1)T) = —T.

Tedy vektory (x1,z2)T ve vysecich obsahujicich vektor 4=(1,0)% plati 23 —6x12o+ 223 > 0 a kvadratickd
forma je v nich kladn4. Ve vysecich obsahujicich vektor +(3,1)7 plati 23 — 6229 +223 < 0 a kvadraticka
forma je v nich zaporna (vizte obrazek nize).



g>0 g>0

g<0

Uloha 13.2. Najdéte g-ortogonalni bazi B realné symetrické bilinearni formy ¢ tak, aby B byla zéroven
ortonormalni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soucéinu. Pritom

1 2 2
(a) [gh@:(fg _52), ®) lolo = (2 12

Reseni. Matice realné symetrické bilinearni formy je ortogonalné diagonalizovatelné, proto staci, aby-
chom nasli ortonormalni bazi, kterd je slozena z vlastnich vektori.

(a) Nejprve najdeme vlastni ¢isla 6 a 1 a jim pfislusné normalizované vlastni vektory v = \/ig( —-1,2)T
a vy = \%(2, 1)T. Tedy pro bézi B = (v, Vvy) mame

[92]5 = (g (1)) :

Nasli jsme bézi prostoru R?, které je ortonormalni a g-ortogonalni.

(b) Thned vidime vlastni ¢islo —1 algebraické i geometrické nasobnosti 2, pro které spocitame orto-
normdlni vlastni Vel,itory \%(—1, 1,0)T/ a \/ié(—l, —1, 2,)T..,N,a né ko/lm,y ve?ktor (L L, DT uz je
nutné rovnéz vlastnim vektorem. Spocitame, ze odpovidajici vlastni ¢islo je 5. Proto je

1 T 1 T 1 T
B= (E(—l,l,o) ,%(—1,—1,2) ’ﬁ(l’l’l) )

ortonormalni bazi R?, ktera je zroven g-ortogonalni. Matice g vzhledem k této bézi je

-1 0 0
lgls=10 —-10
0 0 5

Uloha 13.3. Pro kvadratickou formu z pfedchozi tlohy s matici
(o], = 2 =2
Pl =\ 2 5

ReSeni. VyuZijeme znalost nalezené g-ortogondlni a ortonormalni baze B = (vy,Vs), kde

-3 50

2

uréete Gtvar popsany rovnici go(v) = 1.



Nase forma ma vaéi B tvar

[92]5 = <(6) ?) .

Pro vektor [x|p = (71, 22)" tak dostaneme rovnice gy(v) = 627 + 23 = 1. Tu upravime na tvar

2
NG

coz je rovnice elipsy s poloosami délky \/Lé a 1 a stfedem v pocatku.

Vzhledem ke kanonickym soufadnicim tak dostavame elipsu se stfedem v pocatku, s hlavni poloosou

\%(2, )T a s vedlejsi poloosou \/L:To(_l’ 2)T.

(0,1)

\

Vi
\P)

(1\»0)

Uloha 13.4. Popiste rovinny atvar s rovnici
207 — Az 79 + 525 + 271 + 13 — 5 =0

v prostoru R? se standardnim skaldrnim soucinem.

Ndvod:

1. Rozdélte rovnici na kvadratickou formu, linearni formu a absolutni ¢len.
2. Vyjadiete vSe vaci vhodné bazi (ziskané v predchozich prikladech).
3. Upravte tvar na zndmou rovnici kuzelosecky.
4. Popiste tvar vzhledem ke kanonickym soutadnicim.
ReSeni. Viimneme si, Ze vyraz 227 — 42,25 + 522 + 22, 4+ 25 — 5 obsahuje kvadratickou formu
g2(z1, 20)T = 207 — 4wy 29 + 523
a linedrni formu f (1, 20)7 = 221 + 9, tedy

23:% —4xi1x9 + 533% +2x1 4+ 29— 5 = 92(931,352)T + f(x1, 952)T —9.

Matice kvadratické formy je



tedy z predchozich tloh vime, Ze pro ortonormalni bazi B = <\/L5(—1, )7 %(2, 1)T) mame

[92]5 = <8 (1)) .

Nyni zbyvé spocitat vyjadieni linedrni formy f vzhledem k B (a kanonické bazi K; prostoru R?):

=1, = ¢ ) (3 1) =0 v8)

Vyjadiifme-li tedy kvadriku v soutadnicich (y1,y2)? vzhledem k bézi B, dostaneme

2 2
5 5 5 25
6yf+y§+\/5y2—5:6yf+(y2+§> —1—5:6yf+<y2+§> —Z:().

Hledany geometricky atvar C' se tedy da vzhledem k bazi B vyjadfit jako

2
v 2. 24, 4 V5
- R?: 524 = M)
Clis <yz)€ et <y2+ g

Vidime, 7Ze C je elipsa se stiedem [s]p = (0, —\/TE)T, a proto s = (—1,—1)7, a s délkami poloos %6 a
ve smérech danych vektory baze B.
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Uloha 13.5. Najdéte vSechna realné feseni

(a) rovnice 2x3 — 4179 — 4173 + 4T3 + 535% =0,
(b) nerovnice 2z — 4xyx9 — 4x123 + 423 + 523 < 0.

Reseni. Uvazme kvadratickou formu Go(T1, To, v3) = 223 — 4wy W9 — 41703 + 4T3 + 5m§. Urcéime jeji sig-
naturu. Symetrickymi transformacemi budeme upravovat matici [g]x, vytvarejici symetrické bilinearni
formy g¢:

2 =2 =2 2 0 0 2 00
[g]KB =|-2 4 0 ~ 10 2 =2]1~,10 2 0
-2 0 5 0 -2 3 0 01

Vidime, Ze kvadratickd form gs je pozitivni definitni a tedy g2(v) > 0 pro kazdy nenulovy vektor v.
Proto je (a) g2(x1, x9, x3) = 0 pravé kdyz o1 = x5 = 23 = 0 a (b) rovnice ga(x1, T2, 23) < 0 nema feseni.

Dalsi zakladni piiklady k pocitani:



Uloha 13.6. Necht & je symetricka bilinearni forma na redlném vektorovém prostoru R*® s matici

1 -1 -1
he=[-1 2 1
-1 1 5

vzhledem k néjaké bazi B. Rozhodnéte, zda je h skaldrni soucin na R3.

Reseni: Ano, h je skalarni soudin.

Uloha 13.7. Najdéte g-ortogonalni bézi realné symetrické bilinearni formy g na vektorovém prostoru
R3, ktera je ortonormalni vzhledem ke standardnimu skaldrnimu soudinu, jestlize

2 1
4 2
2 1

Regent: Napiiklad B — (%(1,0,—1)7“, L1, -1,1)7, 11,2, 1)T>. V tomto piipads je



