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10 Unitarni diagonalizace
Cile cviceni:
e Procvicit hledani ortonormalnich bazi slozenych z vlastnich vektort operatorit a matic.
Pri resent uloh premyslejte nad tim, jak vam v Teseni miuzZe pomoci to, Ze o nékterych maticich vime,

Ze jsou unitarné diagonalizovatelné, a tedy podprostory vlastnich vektori jsou navzajem kolme.

V 4lohdch 10.1-10.3 je mozné se vyhnout pocitdani charakteristickych polynomi matic typu 3 x 3. (Je
néjaké vlastni ¢islo vidét? Je matice singuldrni?)

AZ si zopakujete Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci, vzpomenite si, jak lze pocitat ortogondlni bdzi
jadra matice primo, jen s pomoci 1eseni soustav rovnic.

Resené priklady:

Uloha 10.1. Najdéte realnou ortogonélni matici U, pro niz je UT AU diagonalni, jestlize

13 52 2
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Reseni. Nejprve si uvédomime, Ze obé matice jsou symetrické, tedy ortogonalné diagonalizovatelné.

(a) Obvyklym zptsobem spocitdme charakteristicky polynom, vlastni ¢isla a pfislusné podprostory
vlastnich vektort matice A. Dostaneme p4(A) = (A + 2)(A — 8), vlastni ¢&isla jsou —2 a 8 a prislusné
podprostory vlastnich vektort M_, = LO {(=3,1)T} a Mg = LO{(1,3)”}. ProtoZe je matice A
symetrickda a tedy normalni, jsou vlastni vektory prislusné rtiznym vlastnim ¢islim na sebe kolmé.
Proto normalizaci vektort (—3,1)" a (1, 3)7 dostaneme ortonormélni bazi B = (\/%(—3, 1), \/Lfo(l’ 3))

sloZenou z vlastnich vektori matice A. PoloZime-li

v=taf, == (3 3).

je tato matice prechodu ortogonalni a
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(b) Ur¢ime vlastni ¢isla a jim pfislusné vlastni vektory matice A. Jedno vlastni ¢islo je zfejmé A = 3.
Vytesime homogenni soustavu rovnic s matici

A—3.I3 =

DN DN BN
DO DN BN
(NI NI V)

a dostaneme Mz = LO {(—1,1,0)7, (—1,0,1)"}. Protoze dalii vlastni vektor musi byt kolmy na vek-
tory piislusné vlastnimu ¢islu 3, lezi v podprostoru Ker (A — 31)* = LO{(-1,1,0)",(-1,0,1)T}+ =
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LO{(1,1,1)T}. Zvolime naptiklad vektor (1,1,1)” a spocitame, ze A(1,1,1)T = (9,9,9)7, odkud do-
stavame druhé vlastni ¢islo 9.

Nyni najdeme ortonormélni baze obou podprostorii vlastnich vektort. Pro vlastni ¢islo 9 stac¢i normali-
zovat, abychom dostali vektor \%(1, 1,1)T a pro vlastni ¢islo 3 najdeme ortonormalni bazi podprostoru
M;. Muzeme postupovat tak, ze zvolime libovolny nenulovy vektor prostoru Ms, napiiklad vektor
(1,—1,0)T. Ten je nutné kolmy na vektor (1,1,1)7. Po té spocitdme vektor kolmy na oba vektory
(1,-1,0) a (1,1,1)7, jako feseni homogenni soustavy rovnic s matici
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Vysledné vektory normalizujeme a polozime B = (\/ig(l, 1, 1)7T, \%(—1, 1,0)T, \/Lé(—l, —1, 2)T>. ProtoZe

je B ortonormalni baze, je matice piechodu U = [Id], ortogonalni a
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Uloha 10.2. Najdéte pro redlnou matici
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ortonormaln{ bazi B realného vektorového prostoru R? tak, aby byla matice [f4]5 diagonalni.

Reseni. Nejprve bud standardnim zptisobem najdeme vlastni &isla matice [f A]Ilgg, jimiz jsou 1 a 7 nebo
si (radéji) vSimneme, ze 1 je vlastni ¢islo bez vypoctu charakteristického polynomu.

Pro vlastni ¢islo 1 najdeme podobné jako v predchozi tloze ortogonéalni bazi ((1, -1,0)%, (1,1, —l)T)
podprostoru M; prislusnych vlastnich vektorti. Mizeme postupovat tak, Ze nejprve najdeme jedno
feseni (1, —1,0)” homogenni soustavy rovnic s matici

11 2

(zbylé dva fadky matice A — I3 jsou ndsobkem prvniho fadku) a pak fesime soustavu s matici

11 2

1 -1 0/
Zbyly vlastni vektor je nutné kolmy na podprostor LO {(1, -1,0)7, (1,1, —1)T}. Snadno nahlédneme,
ze jde o vektor (1,1,2)T, ktery jsme méli v prvnim ¥adku fesenjch homogennich soustav. Odpovidajici

vlastni ¢islo 7 zjistime ze sou¢inu A(1,1,2)7 = (7,7,14)7 (stacilo vlastnim vektorem vyndsobit jen
prvni fadek matice A).

Nyni nam staci nalezenou ortogonalni bazi normalizovat, abychom dostali hledanou ortonormalni bazi

B = <\/L§(1, —-L0)", (1,1, -7, (1,1, 2)T)‘ Pro tuto bazi je matice
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Uloha 10.3. Pro matici
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najdéte unitarni matici U tak, aby matice byla U*AU diagonalni.

Reseni. Plati rovnost A* = A, proto je matice A hermitovska. Odtud plyne, Ze je unitarné diagonali-
zovatelnd a Ze jsou jeji vlastni &isla redlnd. Chceme-li najit ortonorméalni bazi C? sloZenou z vlastnich
vektortl, sta¢i nam najit ortonormalni baze podprostor feseni homogenni soustavy rovnic s matici
A — M3 pro jednotliva vlastni ¢isla \.

Nejprve si v§imneme, Ze je matice A singularni, proto je 0 jejim vlastnim ¢islem. Snadno tedy najdeme
ortonormalni bazi podprostoru pfislusnych vlastnich vektort Ker (A). Opét nejprve snadno najdeme
jeden normalizovany vlastni vektor \%(1, 0,1)T a poté vektor, ktery fesi homogenni soustavu s matici

1 1-4 —1
A(l 0 1)'

Tim je (az na smér jednozna¢né urceny) normalizovany vektor %(—1, 1+14,1)T.

Nyni zbyva obdobné jako v predchozich tlohach najit posledni vlastni vektor %(17 1+, —1)T, o némz
vime, Ze je kolmy na pfedchozi. To v nasem pripadé znamend, ze jde o vhodny nasobek vektoru kom-
plexné sdruzeného s kterymkoli fadkem matice A. Spocteme, ze A3(1,1+i,—1)" =2(1,1+:,—-1)" a
tedy vlastni ¢islo prislusné tomuto vektoru je 4.

Zjistili jsme, ze
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Uloha 10.4. Napiste linearni operator f na redlném vektorovém prostoru R" se standardnim skalarnim
soucinem jako linearni kombinaci ortogonalnich projekci na primku, jestlize

. 3 — 1 x ox + 2y + 2z
(a)nzZaf():(&a_?), (byn=3afly] =|2v+by+2z

y Y z 2x 4 2y + 5z
(Upozornéni: matice jsou napadné podobné tém v tloze 10.1)
Reseni. Nejprve uditime obecné pozorovani pro linearni operator f na realného vektorového prostoru se

standardnim skalarnim sou¢inem: Je-li B = (b; | i = 1,2,...,n) ortonormalni béaze slozena z vlastnich
vektort linearniho operatoru f, potom

M O ... 0 Sy 0 ... 0

0 X ... O & 0 6y ... O =
AE=|. 72 = T T =N

0 0 ... /) 0 0 ... &,

kde f; jsou pravé ortogonalni projekce na pfimky LO{b;}. To znamend, ze f = ", \; fi. Potfebujeme
tedy pouze najit vlastni ¢isla a ortonormalni bazi slozenou z vlastnich vektorii. Snadno nahlédneme, ze

v piipadé (a) je
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V pfipadé (b) méame

(1% =

DN DN Ot
[N B )
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Udaje, které potiebujeme, jsme spoéitali uz v tloze 10.1:

(a) Ortonormalni bazi B slozenou z vlastnich vektort linedrniho operatoru f tvofi posloupnost B =

V10 V10
projekci na primku LO {(—3, 1)T}, linearni operator f, ortogonalni projekci na primku LO {(1, 3)T} a
plati, ze f = —2f; + 8 f5. Zndme matici prechodu

k= (1 3)

a matice ortogonalnich projekci vzhledem k B. Odtud spocitame matice obou ortonormalnich projekci

vzhledem ke kanonickym béazim:
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(L(—S, 17T, %(1,3)T> a sklada se z vlastnich vektort. Proto je linedrni operator f; ortogondlni
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Dostavame také maticovy rozklad
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(b) Tentokrat méame spocitanu ortonormdlni béazi slozenou z vlastnich vektort B = (uj,up,u3) =
<\/L§(1, 1L, 1T, \%(—1, 1,0)T, LG(—L -1, 2)T>. To znamend, ze mame ortogonélni projekce f; na pfimky

LO {wu;}. Navic plati rovnost f = 9f; + 3f2 + 3f5 a opét tedy mizeme spocitatvmatice ortogonalnich

projekci vzhledem ke kanonickym bézim jako | fz]% =u;-ul:

% 111
[f]K?,:ﬁ o1 o ay_ (1 it
3 3 3 3
=1 1 -1
V2 3 2 0
K. -1 1 =
Pl = | % <7§7§0>= = 3 0],
0 0 0 0
=1 L R
[]K3_\—/_§ i;ll_igé
f3K3—\éé Ve Ve V6) T\ 6 6 3
76 3 3 3

Dalsi zakladni piiklady k pocitani:

Uloha 10.5. Zjistéte, zda jsou komplexni matice A, B normalni.

(1 i (31—
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Reseni: a) A*A # AA*, proto A neni normalni, b) matice B je hermitovsk4, proto je normalni.

Uloha 10.6. Ukaite, Ze je redlna matice

A:

W W W
W W W
W W W

ortogonalné diagonalizovateln4, najdéte realnou ortogonalni matici U, pro niz je UT AU diagonélni a
soucin UT AU uréete.
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Regent: Napifklad U = [ o= 75 7= | anutne¢ UTAU = [0 0 0
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Uloha 10.7. Uvazujme endomorfismus
T —2r+y+=z
flyl=1| x—2y+=
z r+y—2z

na redlném vektorovém prostoru R? se standardnim skaldrnim souc¢inem. Najdéte takovou ortonormalni
bazi B, pro kterou je matice [f]5 diagonélni, a tuto matici najdéte.

0 0 O
Reseni: B = ((1,1,1)7, 51, -1,07, Z(1.1,-2)7), [fIf = [0 -3 0
0 0 =3



