Cviceni k prednasce NMAG112 Linearni algebra 2

Reseni
Verze ze dne 7. dubna 2022

9 Jordanav kanonicky tvar (2. ¢ast)
Cile cviceni:

e Hledani Jordanova tvaru a Jordanovych fetizkii,

e procviceni disledki Cayleyho-Hamiltonovy véty.
Resené priklady:

Uloha 9.1. Uréete Jordantiv kanonicky tvar a bézi, vzhledem ke které ma matice operatoru f: R3 —
R3 tento tvar, pro matice

2 0 0 1 3 2
(a) A=|[2 1 1|, ) A=[1 0 1
2 —1 3 —3 —4 —4

Reseni. (a) Spocteme, 7e charakteristicky polynom matice A je —(\ — 2)3. To znamena, Ze matice A
ma jediné vlastni ¢islo 2 algebraické nasobnosti 3. Uréime podprostor My = Ker (A — 213) prislusnych
vlastnich vektori:

0 0 0
M, =Ker (2 —1 1| =LO{(1,2,0)",(-1,0,2)"}.
2 -1 1
Vidime, Ze geometricka nasobnost vlastniho ¢isla 2 je 2, a proto méa operator f4 dva Jordanovy fetizky:
Vi fa—2idps

fA72idR3 fA72idR3
vy — v —" o

Vektor v? musi leZet v priiniku jadra a obrazu operatoru f4 — 2idgs. Obraz tohoto operatoru odpovida
sloupcovému prostoru matice A — 215. Proto

Im (A — 2I3) N Ker (A — 2I3) = LO {(0,1,1)"} NLO {(1,2,0)", (-1,0,2)"} =LO{(0,1,1)"}.

Polozime v = (0,1,1)7 a za vektor v zvolime libovolné feseni rovnice (A — 2I5) x = v? s rozsifenou
matici

0 0 0 0
2 -1 1 1
2 -1 1 1

Timto FeSenim je rovina (1,0,0)” +LO{(1,2,0)", (-1,0,2)"} a mizeme volit napfiklad v3 = (3,0,0)".
Nakonec doplnime mnoZinu {v?} na bazi jadra operatoru f4 — 2idgs napiiklad volbou v} = (1,2,0).
Kdyz si jesté vektory v delsim fetizku prendsobime konstantou 2, aby vysly celo¢iselné (musime oba,
jinak by prestaly tvorit Fetizek), dostavame bazi.

(V%a V%a V%) = ((]-7 2, 0)T7 (07 2, 2)T> (17 0, O)T) )
vzhledem ke které ma matice A Jordanuv kanonicky tvar

200
Ja=10 2 1
0 0 2



Pozndmka. V okamziku, kdy jsme spoé¢itali jadro Ker (A — 2I3) a hledali jsme vektor v2, jsme si také
mohli uvédomit, Ze za v3 bychom mohli volit libovolny vektor z Ker (A — 213)? \ Ker (A — 213), coZ by
v nasem piipadé byl libovolny vektor, ktery nelezi v Ker (A — 2I3) (protoze (A — 2I3)? = 0). Potom
vi = (A — 2I3) vZ a vektor v] bychom dostali doplnénim na bézi podprostoru Ker (A — 21I3).

(b) Spocteme charakteristicky polynom pa(A) = —(\ + 1)® a dostaneme tak jediné vlastni &islo —1
algebraické nésobnosti 3. Spocteme, ze M_; = Ker (A + I3) = {(17 0, —1)T}. Odtud vidime, Ze matice
A ma jediny Jordantv fetizek

fa+id fa+id fa+id
Vs A §3V2 A $3V1 A 530

a jeji Jordantv kanonicky tvar je

Najdeme nejprve vektor vs jako feSeni rovnice (f4 + id3)?x = v;. Ta vede na soustavu s rozsifenou
matici

0O 0 0 0
-1 -1 -1 —1

Resenim je rovina (1,0,0)"+LO {(0,1,0)7,(0,0,1)"} a za v miizeme zvolit libovolny jeji prvek. Volme
naptiklad vs = (1,0,0)7. Potom je vo = (A + I3) v3, coZ v nasem piipadé davd vo = (2,1,-3)T. [

Uloha 9.2. Pokud existuje, uréete Jordantiv kanonicky tvar matice A nad dvouprvkovym télesem Z
a bazi prostoru Z3, vzhledem ke které mé operator f4 tuto matici, je-li

s

I
O O = O =
_ o O O
OO = OO
O = = O O
O = = = O

ResSeni. Matice A je regularni a proto miize mit jediné vlastni ¢islo 1. Z nasledujicihu v§poctu

01000 10011
01001 01000
A+ILz;=11 001 1|~]0 0 0 0 1
00001 000O0O0
01001 000O0O0

vidime, Ze hodnost matice A+ I5 je 3 a tedy 1 je vlastni ¢islo geometrické nasobnosti 2. Budeme pocitat
mocniny matice A + I5 a jejich hodnosti. Zjistime, ze

01001 01001
00000 00000
(A+I;)*=10 000 0]~]0 0000
01001 00000
00000 00000

je matice hodnosti 1 a (A + I5)® = 0. Odtud odvodime, 7Ze matice A m4 dva Jordanovy Fetizky

" fA+ing 1 fA+ing
9 fA+ing fA+ing fA+ing

2



jeden délky 2 a druhy délky 3, a Ze jeji Jordaniv tvar je

11000
01000
Ja=10 0110
000171
0 00O0T1

Vidime, ze
Ker (A —I5) = LO{(1,0,0,1,0)",(0,0,1,0,0)" },
Ker (A — I5)* = Ker (A — I3) + LO {(0,1,0,0,1)",(0,0,0,1,0)"},
Ker (A —I5)* = Z3.

Nejprve sestrojime delsi z Jordanovych fetizkit. Zvolime v2 € Z5\Ker (A — I5)?, napfiklad (0, 0,0,0,1)”
a spocteme

Dale zvolime vi € Ker (A — I5)? \ (Ker (A — I5) + LO {v2}), naptiklad v} = (0,0,0,1,0)”. Nakonec
dostaneme, Ze vi = (A — I5) vy = (0,0,1,0,0). Baze, vzhledem ke které ma matice A vySe uvedeny

Jordaniv tvar Ju je (napiiklad) B = (v}, v}, v, v3, v3). O

Uloha 9.3. Spocitejte pro kazdou nasledujicich redlnych matic charakteristicky polynom p4()\) a ovéite,
ze pa(A) = 0:

4 -1 -1
(a) A:(j’ ‘f),(b) A=[1 2 -1
1 -1 2

Existuje v jednotlivych pfipadech redlny polynom p mensiho stupné takovy, ze p(A) = 07 Jak problém
souvisi s Jordanovym kanonickym tvarem danych matic?

Reseni. (a) Vypocteme, Ze pa(\) = 1+ 2X\ + A2 = (1 + \)? a ovéiime piimym vypoctem, Ze

, (10 —6 8 5 —8) (0 0
I+ 24+ A (0 1)+(_2 2)+(2 _3)(0 O).

Stejné dobie jsme mohli ale ovérit i rovnost

aear= (2 3) - (0 0):

Z4dny nenulovy polynom p stupné mensiho nez 2 takovy, ze p(A) = 0, neexistuje. V tom piipadé by
totiz musel byt p tvaru p(\) = ¢\ + d a matice A by musela byt tvaru

S Jordanovym tvarem to souvisi tak, Ze pro libovolnou redlnou (nebo komplexni) regularni matici
R a polynom p plati p(RAR™) = Rp(A)R™'). Specialné mizeme spocitat Jordantiv kanonicky tvar
J = RAR™!' matice A, pficemz standardnim postupem dostaneme napiiklad (matice R neni dana

jednoznacné):
-1 1 2 1
JA_(O —1>’ R_<1 1>'



KdyZ uz se dopocitame az sem, je skoro trivialni ovétit, ze pa(Ja) = (Io + Ja)* = 0.
(b) Spocitame, Ze pa(\) = 18 — 21X + 8X\% — X3 = —(\ — 3)?(\ — 2) a napf., Ze

1 -1 —1\? /2 -1 —1

pa(A)=—(A-DLP*(A-L)=|1 -1 -1 1 0 —-1|=
1 -1 -1 1 -1 0
-1 1 1\ /2 -1 -1 00
=[-1 1 1)1 0 —-1]=[00
-1 1 1) \1 -1 0 00

o O O

Abychom zodpovédéli otazku ohledné polynomu p stupné mensiho nez 3, prevedeme matici A do Jor-
danova kanonického tvaru J4 = RAR™!. Standardnim vypoctem zjistime, Ze vlastni &slo 3 ma geome-
trickou nasobnost 2 a vlastni ¢islo 2 ma geometrickou nasobnost 1. Matice A je tedy diagonalizovatelna

3 00

Ja=10 3 0

00 2
Odtud okamzité vidime, Ze p(J4) = 0 pro p(A) = (A — 2)(A — 3) = A\ — 5\ + 6. Pak nutné i p(A4) = 0,
coz ostatné l1ze jednoduse ovérit i prfimo stejnym zptsobem jako vyse. O]

Uloha 9.4. Ukaite, Ze matice z tlohy 9.3 jsou regularni a najdéte v obou piipadech realny polynom ¢
takovy, ze A™1 = q(A).

ResSeni. (a) Regularitu vidime z toho, Ze nula neni vlastni &islo. Jelikoz I, = —2A — A? = A(—21,— A),
nutng A~! = =21, — A. Tj. mizeme vzit ¢(\) = —2 — \. MiZeme ovéfit i piimo:

(1 4\ (=2 0 34
A1:(1 —3)2(0 —2)_(—1 1)2_2]2_‘4'

(b) Nula opét neni vlastnim ¢islem A a vime, Ze 613 = 5A — A% Tedy I3 = %A(S — A) a miZeme vzit
q(X) = £(5 — X). Pokud chceme, snadno ovéifme, Ze

1 1
q(A) = 2
1

11
31
1 3
je inverzni matice k A.

Dalsi zakladni priklady k pocitani:

Uloha 9.5. Najdéte bazi, vzhledem ke které mé operator f4: R® — R? matici v Jordanové kanonickém
tvaru a urcete tuto matici, je-li



Uloha 9.6. Najdéte bazi, vzhledem ke které ma operator fa: Z3 — Z3 matici v Jordanové kanonickém
tvaru a urcete tuto matici, je-li

21111
021 21
A=1|1 2 1 0 1
00020
01110

Regeni: Napiiklad ((1,0,2,0,1),(2,1,1,0,2)%,(0,1,1,0,0)%,(1,0,1,1,1),(0,1,0,1,1)T);

21000
02100
Ja=10 0 2 1 0
00020
0 000 2

Rozsirujici priklady:

Uloha 9.7. Reste spojity dynamicky systém

()= () )

(a) s pocateénimi hodnotami z;(0) =1 a x9(0) = —1.

(b) s poc¢atecnimi hodnotami z1(0) = 1 a 25(0) = 0.

(),

Spocitame, Zze vzhledem k bézi B = ((1,—-1)7, (2, —1)") ma matice A Jordaniiv kanonicky tvar

2 1
J= (0 2) |
Urc¢ime matice prechodu

P =2, = (_11 _21) a [idS — pl = (‘11 _12) .

Dostaneme x'(t) = Ax(t) = PJP 'x(t), odkud P~'x/(t) = JP 'x(t). Polozme y(t) = P7'x(¢) a

feime rovnici y'(¢) = Jy (%), tj. /
(=G o) ().

Reseni. Polozme

Dostéavame tak rovnice

~—
9]

[\

~

ReSenim druhé z rovnic je funkce yo(t) = y2(0

(o) =G ) o) -G D () =6)

(a) Spocteme, Ze



Odtud dostaneme, Ze y2(t) = 0. Dosazenim do prvni rovnice dostaneme, ze y;(t) = 2y;(t) a tedy
y1(t) = y1(0)e** = e*. Nakonec spo¢itame, Ze

(i) = (4 2) (9) = (),
(o) =G D) o) -G D6 -G)

Odtud dostaneme, Ze y5(t) = e*. Dosazenim do prvni rovnice dostaneme

(b) Spocteme, ze

Yi(t) = 20 (t) + €.
Uvazme funkci u(t) takovou, Ze y;(t) = u(t)e*. Dostaneme, Ze
u'(t)e? 4 2u(t)e? = 2u(t)e? + *,

odkud plyne, Ze u/(t) = 1 a tedy u(t) =t + ¢, kde ¢ € R. Proto je y;(t) = (t + ¢)e*. Dosazenim t = (
ziskdme, Ze —1 = y1(0) = c a tedy y;(t) = (t — 1)e*'. Nakonec spocitdme, Ze

(G- () ()

Uloha 9.8. Reste spojity dynamicky systém

(i) - (& ) G0)
s pocateénimi hodnotami z1(0) = 1 a 25(0) = 2.

Reseni: x1(t) = (t + 1)e!, xo(t) = (t + 2)e'.



