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H-barveńı

H: digraf H = (V ,E ), E ⊆ V × V

Definice (H-barveńı)

VSTUP: Digraf G
OTÁZKA: Existuje homomorfismus G → H?

Homomorfismus = zobrazeńı mezi vrcholy, které zachovává hrany

Př́ıklady

I 2-barveńı, 3-barveńı, . . .

I 3-SAT, . . .

I Řešeńı soustav rovnic (nap̌r. lineárńıch)
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I 3-SAT, . . .
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H-barveńı
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OTÁZKA: Existuje homomorfismus G → H?
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Složitost H-barveńı

Hypotéza (Feder, Vardi 98)

Plat́ı dichotomie: Pro libovolný digraf H je H-barveńı bud’ polynomiálně
řešitelný, nebo NP-úplný problém.

Kanditát na neǰsiřśı p̌rirozenou ťŕıdu problému v NP, kde plat́ı dichotomie.

Při studiu složitosti BÚNO p̌redpokládáme, že H je core: Neexistuje
homomorfismus z H na menš́ı indukovaný pod-digraf.
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Algebra je nejlepš́ı

Definice

f je n-árńı polymorfismus digrafu H, pokud f je homomorfismus Hn → H

Věta (Cohen, Jeavons, Gyssens, Bulatov, Krokhin cca 00)

Složitost H-barveńı zálež́ı pouze na množině polymorfismů H!
Dokonce jen na rovnostech, které polymorfismy splňuj́ı!

Důsledek: Jistá podḿınka (BJK) na polymorfismy H
H nesplňuje (BJK) ⇒ H-barveńı je NP-úplné.

Hypotéza (Bulatov, Jeavons, Krokhin)

H splňuje (BJK) ⇒ H-barveńı je polynomiálńı. (Jinak je NP-úplné.)
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Hypotéza (Bulatov, Jeavons, Krokhin)
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Podḿınka (BJK)

Věta

H digraf. Následuj́ıćı podḿınky jsou ekvivalentńı

I (BJK)

I Maróti, McKenzie 06

H má weak near-unanimity (WNU) polymorfismus w:
I w(x , x , . . . , x) = x
I w(x , x , . . . , x , y) = w(x , x , . . . , x , y , x) = · · · = w(y , x , x , . . . , x).

I Barto, Kozik 09

H má pro každé prvoč́ıslo p > |V | cyklický polymorfismus t:
I t(x , x , . . . , x) = x
I t(x1, x2, . . . , xp) = t(x2, . . . , xp, x1)

Nejlepš́ı nástroj k důkaz̊um NP-úplnosti.
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I t(x , x , . . . , x) = x
I t(x1, x2, . . . , xp) = t(x2, . . . , xp, x1)
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Symetrické digrafy (=grafy)

Věta (Hell, Nešeťril 90)

H symetrický digraf, core. Pokud H má nanejvýš dva vrcholy, pak
H-barveńı je polynomiálńı. Jinak je NP-úplné.

Důkaz.

I Polynomiálńı část je jednoduchá.

I Druhá ted’ taky:
I Zvoĺıme dostatečně velké prvoč́ıslo p > |V |. Stač́ı vyvrátit existenci

cyklického p-árńıho polymorfismu t

I Najdeme uzav̌renou cestu a1, a2, . . . , ap, a1

I (a1, a2) ∈ E , (a2, a3) ∈ E , . . . , (ap, a1) ∈ E . Takže
(t(a1, a2, . . . , ap), t(a2, . . . , ap, a1)) ∈ E

I t je cyklický ⇒ máme smyčku, spor.
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cyklického p-árńıho polymorfismu t

I Najdeme uzav̌renou cestu a1, a2, . . . , ap, a1

I (a1, a2) ∈ E , (a2, a3) ∈ E , . . . , (ap, a1) ∈ E . Takže
(t(a1, a2, . . . , ap), t(a2, . . . , ap, a1)) ∈ E
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Věta (Hell, Nešeťril 90)
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I Polynomiálńı část je jednoduchá.
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cyklického p-árńıho polymorfismu t

I Najdeme uzav̌renou cestu a1, a2, . . . , ap, a1

I (a1, a2) ∈ E , (a2, a3) ∈ E , . . . , (ap, a1) ∈ E . Takže
(t(a1, a2, . . . , ap), t(a2, . . . , ap, a1)) ∈ E
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Dichotomie pro digrafy bez zdroj̊u a stok̊u

Věta (Hell, Nešeťril 90)

H symetrický digraf, core. Pokud H má nanejvýš dva vrcholy, pak
H-barveńı je polynomiálńı. Jinak je NP-úplné.

Věta (Barto, Kozik, Niven 08)

H digraf bez zdroj̊u a stok̊u, core. Pokud H je disjunktńım sjednoceńım
cykl̊u, pak H-barveńı je polynomiálńı. Jinak je NP-úplné.
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Algoritmy pro H-barveńı

Existuj́ı dvě skupiny polynomiálńıch algoritmů

I Zobecněńı Gaussovy eliminace
I Bulatov, Dalmau, Berman, Idziak, Marković, McKenzie, Valeriote,

Willard

I Už v́ıme p̌resně, kdy lze použ́ıt

I Testy lokálńı konzistence (“vylučovaćı metoda”)
I všichni

I Larose, Zádori 06 + Maróti, McKenzie 06
Pokud lze použ́ıt, pak H má WNU polymorfismy skoro všech arit

I Barto, Kozik 08,09 Podḿınka je postačuj́ıćı!
I Takže už také v́ıme p̌resně, kdy lze použ́ıt

I Děkuji za pozornost!!!
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I Děkuji za pozornost!!!

L. Barto, M. Kozik, T. Niven (MFF UK) Složitost H-barveńı STTI 2009 8 / 8
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I Zobecněńı Gaussovy eliminace
I Bulatov, Dalmau, Berman, Idziak, Marković, McKenzie, Valeriote,
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I Takže už také v́ıme p̌resně, kdy lze použ́ıt

I Děkuji za pozornost!!!
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