Ulohy

1. Necht y”+p(t)y’ +q(t)y = 0. Urcete funkci u = u(t) tak, aby pfi substituci
y = u(t)z méla rovnice pro z tvar 2"’ + Q(t)z = 0. Vyjadrete Q(t) pomoci
p(t), a(t).

2. Nulové body kazdého netrividlniho feseni rovnice y” + py’ + qy = 0 tvoii
izolovanou mnozinu. Specidlné: ma smysl hovotit o ,,sousednich“ nulovych

bodech.
3. Necht y = y(t) je netrividlni Feseni rovnice y” + q(t)y = 0, necht a > 0
je pevné ¢islo, I je interval.
(1) jestlize q(t) > a pro t € I, pak sousedni nulové body y lezici v I jsou
vzdéleny nejvyse w/\/a.
(ii) jestlize q(t) < a pro t € I, pak sousedni nulové body y lezici v I jsou
vzdéleny alespon 7/+/a.

4. Necht y je netrividln{ feseni rovnice y” + a(t)y = 0, necht a(t) < 0 pro
kazdé t v intervalu I. Potom y ma v I nejvyse jeden nulovy bod. — Dokazte
(i) pomoci Sturmovy véty (ii) na zakladé elementarnich dvah.

5. Uvazujte rovnici y” + ¢(t)y = 0 v intervalu (K, +00), kde K > 0.

(i) jestlize q(t) < ﬁ, pak netrividlni feSeni m4 nejvyse jeden nulovy bod
(ii) jestlize q(t) > -z, kde ¢ < 4, pak kazdé fesenf mé nekonetné nulovych
bodu
6. Kazdé feseni rovnice y” + fﬁy = 0 md v intervalu (0, 4+00) nekoneéné
nulovych bodi.
7. Kazdé netrividlni feseni rovnice y”+2y' /t+e'y = 0 mé v (0, 0o0) nekonecéné
nulovych bodu. Rozdil sousednich se blizi k 0 pro t — oc.
8. Kazdé netrividlni feseni rovnice ty” + 2y’ + (¢t +sint)y = 0 ma v (0, 00)
nekoneéné nulovych bodu. Rozdil sousednich se blizi k 1 pro t — oc.
9. Uvazujte po tadé rovnice:
(1) ¥ +t*y=0
(i) o' +eXy=0
() o 4/t =0
Necht y je netrividln{ feseni, ¢ty € (0, 00) je nulovy bod. Ukazte, ze existuje nu-
lovy bod #; > ty a odvodte co nejpresnéjsi (hornf a dolnf) odhad vzdalenosti
A = tl - to.
10. Ukazte, ze netrividlni feseni rovnice y” + (sint)y = 0 mé v intervalu
[—7, 7] nejvyse dva nulové body.



11. Libovolné netrividlni feseni rovnice y” —ty' +y = 0 ma v R nejvyse pét
nulovych bodu.

12. Libovolné netrividlni feseni rovnice y” + t/2y’ + yarctgt = 0 ma v R
nejvyse ctyti nulové body.

13. Libovolné netrividln{ feseni rovnice y” 4 €'y’ +e'y/2 = 0 méa v R nejvyse
jeden nulovy bod.

14. Libovolné netrivialni teSeni rovnice y” 4 2ty’ + 4ty = 0 ma v R nejvyse
¢tyti nulové body.

15. Necht z(t) je libovolné netrivialni fegeni rovnice t2z” + (256 + t*)1/2z =
0. Odhadnéte pocet pocet nulovych bodu funkce z(t) v (0,0) pro 6 > 0
malé. Déle dokazte, ze x(t) mé nekonecéné nul v kazdém okoli +oo. Dokdzete
presnéji popsat jejich chovani pro t — 4007

16. Necht z(t) je libovolné netrividlni feSeni rovnice z” + Q(t)x = 0, kde
Q(t) = 2 arctgt — t*. Odvodte horni odhad poctu nulovych bodu z(t) v R.

17. Necht z(t) je fesen{ rovnice 2" + Q(t)z = 0, kde Q(t) = 2t/(1 + t?), s
pocéateéni podminkou z(0) = 0, 2/(0) > 0. Predpoklddejte, ze existuji dalsi
nulové body t5 > t; > 0 a odhadnéte zdola t; a ty — t;. Ukazte srovnanim
s vhodnou rovnici, ze z(t) mé v (0, 00) nekoneéné nulovych bodu (a tedy
predpoklad vyse je ospravedlnény).



