Reseni

1) u=exp(— [p/2), Q = —p*/4—p'/2+q.

2) Je-li tg hromadny bod mnoziny {t € I; y(t) = 0}, pak y(ty) = 0 ze
spojitosti. Navic y/(tg) = 0, nebot y'(ty) # 0 implikuje, ze y # 0 na jistém
P(to). Pro rovnici 2. fddu podminka y(ty) = y/(tp) = 0 urcuje trividlni fesen,
spor.

3) Srovnejte s 2 + a?z = 0, kde Teseni maji tvar z.(t) = sinfa(t — c)].

4) Necht ty < #; jsou sousedni nulové body y. (i) Kazdé feseni rovnice
2" 4+ 0z = 0 by mélo v [to, t1] nulovy bod — spor. (ii) BUNO navic y > 0 na
(to, t1), oviem pak y je konvexni v [tg, 1], coz neni mozné.

5) Srovnejte s Eulerovou rovnici t22” + dz = 0, jejiz Fesen{ m4 nekone¢né
nulovych bodu pokud d > 1/4, a nema obecné zadné nulové body, jestlize
d<1/4

6) Uzijte pfedchozi bod (ii) predchoziho cviceni na intervalu (K, +00) pro
vhodné velké K > 0

7) Substituce y(t) = z(t)/t (viz cviceni 1) vede na rovnici 2” + e’z = 0.
Srovnejte s w” + a?w = 0 pro velké a® a uzijte cviceni 3.

8) Pomoci cviceni 1 preved'te na rovnici 2’ + Q(t)z = 0, kde Q(t) = 1 +
sint/t. Uzijte cviceni 3.

9) Aplikujeme vysledky cviceni 3. (i) q(t) = t* > t2 na [tg,o0), odtud
A < m/ty. Naproti tomu ¢(t) < (t;)* < (to + 7/tp)? na [tg, t1], tedy A >
7/(to+m/to). (ii) q(t) = €* > €0 na [ty, 00), odtud A < we™. Naproti tomu
q(t) < e < 2totme™ ) na [ty ], tedy A > me~ 0t (iij) ¢(t) < 1/ty na
[tg, 00), tedy A > 74/to. Ansatz: hledejme 1 v intervalu [ := [tg, to+m+/to+9],
kde 6 > 0 je pevné. Protoze q(t) > 1/(to + mv/to +0) v I, je t; —tg <
m\/to + m/to + 8, coz je (ospravedlnéni Ansatzu!) mensi nez m+/ty + d pro §
ne prilis malé.

10) Protoze ¢(t) =sint < 1, je vzdélenost sousednich bodu alespon 7, viz
cviceni 3. Tedy tii nulové body mohou byt pouze —m, 0 a 7. Le¢ ¢(t) <0 v
[—, 0], procez tento interval obsahuje nejvyse jeden nulovy bod (cviceni 4)
— spor.

11) Pomoci cviceni 1 pieved'te na 2" + q(t)z = 0, kde ¢(t) = 3/2 — t?/4.
Na intervalech (—oo, —v/6], [vV/6, +00) je q(t) < 0, tedy obsahuji nejvyse po
jednom nulovém bodu (viz cviceni 4). Na [—+/6, /6] je q(t) < 3/2; odtud (a
diky cviceni 3ii) se sem vejdou nejvyse dva.

12) Pomoci cviceni 1 prevedte na z” + ¢(t)z = 0, kde ¢(t) = arctgt —
1/4 — t*/16. Protoze arctgt < /2, a dokonce < 0 pro t < 0, je ¢q(t) < 0
mimo [0, M] a ¢(t) < 7/2 na [0, M], kde M = 4y/7/2 — 1/4. Déle jako v



predchozim cviceni.

13) Uzijte cviceni 1 (vyjde Q = —e?*/2) a cviceni 4.

14) Pomoci cviceni 1 pievedte na 2" + q(t)z = 0, kde q(t) = —t* + 4t — 1.
Tedy q(t) < 3 na [2—+/3,2+ /3], kam se tudiz vejdou nejvyse dvé nuly diky
cviceni 3, zatimco ¢ < 0 mimo tento interval a uzijeme cviceni 4.

15) V okoli nuly srovndme s Eulerovou rovnici t?y” + 16y = 0, kterd m4
feseni tvaru t'/2sin(clnt), kde ¢ = 3y/7/2; tato funkce ma zfejmé nekoneéné
nulovych bodu v kazdém okoli (0,d) a totéz plyne pro z(t). Pro t — +oo
uzijeme ulohu 3, kde ¢(t) — 1, tedy vzdalenost sousednich bodu se blizi
jedné.

16) Protoze arctgt < 7 vsude a < 0 pro ¢t <0, je Q(¢) < 0 na (—o0,0] a
na [1,00). Zde je nejvyse po jednom nulovém bodu, viz tiloha 4. Na intervalu
[0,1] je Q(t) < 1; sousedni nulové body jsou tedy vzdaleny aspon 7, a tedy
se sem vejde nejvyse jeden.

17) Protoze Q(t) < 1, jet; > m dle dlohy 3. Odsud Q(t) < Q(7) na [t;, 00),
tedy to —t; > 7/y/Q(m) = \/7(1 + 72) /2. Déle uzijte vysledek tlohy 5ii).




