ResSeni soustav pomoci vlastnich cisel a vlastnich vektori

Tteti zpusob, jak lze TeSit homogenni rovnice, je zalozen na maticové ex-
ponenciale, o které bude blize pojednano v jiné kapitole. Zde jen uvedme
nasledujici véty, ze kterych plyne, jak postupovat pfi feSeni soustav rovnic.

Véta 3. Necht matice A € R™"™ md n linedrné nezdvislijch vlastnich vektori
qi, @2, ..., Qn pTislusnich po Tadé vlastnim cislim N1, Aa, ..., A,. Potom
funkce

Mgy, Mgy, ..., eMig, (12)

tvort fundamentdlni systém soustavy (7).

Poznamka. Predchézejici véta nepozaduje, aby A1, ..., A, byla navzajem
ruzné. Pokud mé matice A n ruznych vlastnich ¢isel, pak ma jisté n linearné
nezavislych vlastnich vektori. Pokud se nékteré vlastni ¢islo opakuje, tedy
mé vétsi nasobnost nez jedna, pak miize, ale nemusi existovat n linearné
nezavislych vlastnich vektoru. Pokud neexistuje n linedrné nezéavislych vlast-
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Priklad 4. Najdéte vSechna maximalni feSeni soustavy

¥ = —8x+2ly,
y = —3r+8y.

Resent. Vypocitejme vlastni ¢isla matice:
det(M — A) = (A +8)(A—8) +3-21 = > — 1.

Vlastni ¢isla matice jsou tedy A, = £1. Vlastni vektor v piislusny k vlast-
nimu ¢islu 1 splhuje

(I—Awv=0, tj. 9v; —2lvy, =0.

Mame tedy napiiklad v = (7, 3). Podobné vlastni vektor w prislusny k vlast-
nimu ¢islu —1 splhuje

(=1 —A)w=0, tj. Tw; —2lwy,=0.

Mame tedy napiiklad w = (3, 1). Fundamentélni systém soustavy je tedy
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A nyni k pripadu, kdy neexistuje n linearné nezavislych vlastnich vektoru.
Rekneme, Ze vy, ..., vy je Tetézec pridruZengjch vlastnich vektori prislusny
vlastnimu ¢islu A, pokud

()\ — A)Ul = O, ()\ — A)'UQ =V, ..., ()\ — A)Uk = Vk—1-

Véta 4. Necht vy, ..., v, je Tetézec pridruZenyjch vlastnich vektori prislusny
vlastnimu c¢islu \. Pak funkce

t2
Moy, eM(uit +1y), eM (015 + vgt + v3> ,

tk—l
e e Vo + o+ U1t + U
(k—1)!

jsou linedrné nezdvisld Tesent soustavy (7).

Situace vypada tak, ze kazdé Jordanové buinice odpovidé jeden vlastni vek-
tor a pokud je velikost Jordanovy bunky vétsi neZz jedna, pak i Fetézec
pridruzenych vlastnich vektori, ktery je stejné dlouhy jako velikost buiiky.
Podle predchozi véty tedy kazdé Jordanové bunce o velikosti & odpovida
k-linedrné nezévislych feSeni. Najdeme-li takovato TfeSeni pro vSechny Jor-
danovy buinky, budou tato feseni dohromady tvorit fundamentalni systém
soustavy. Pokud v8ak mé matice koreny, které nejsou realné, ani tento fun-
damentélni systém nebude realny. Abychom ziskali redlny fundamentalni sys-
tém, musime pro (A = a+bi,v = vy +ivy) a (A = a—bi, ¥ = v; —ivy) nahradit
feSen{

My, My Tefenimi  e™(cos(bt)vy — sin(bt)vy), ™ (cos(bt)vy + sin(bt)vy).

Priklad 5. Reste soustavu

¥ = x+4z
y = v+y+z
7 = —dx+ 2.

Resent. Spocitame vlastni ¢isla matice:
1—X 0 4
det | 1 1-X 1 | =(0=X*+16(1-X)=(1-N\)(17—-2)x+\?).
—4 0 1-2A

Tedy \y =1, Ag3 = %(2 + 4 —4-17) = 1 £ 4i. Spoc¢itame vlastni vektor
prislusny k vlastnimu ¢islu 1:



tj. u=(0,1,0). K vlastnimu ¢islu 1 + 4i:

—4i 0 4 —4i 0
1 —4i 1 |~ 1 -4 1],
—4 0 —4 0 0

tj. v = (4,1 —14,44). K vlastnimu ¢islu 1 — 4¢ mame vlastni vektor komplexné
sdruzeny, tedy w = v = (4,1 + 4, —4¢). Komplexni fundamentalni systém
tedy je

0 4 4
e | 1], e'(cos(4t) +isin(4t)) | 1 —i |, e'(cos(4t) —isin(4t)) | 1+
0 4q —43

Redalny fundamentalni systém je potom

0 4 0 0 4
e" | 1], e cos(4t) | 1| —e'sin(4t) [ =1 |, e cos(4t) | —1 | +e'sin(4t) | 1 |.
0 0 4 4 0

Priklad 6. Najdéte vSechna maximalni feSeni soustavy

= 10x — 13y + 62 — 19w,
= —3x+Ty—2z+Tw,
br — 8y 4+ 62 — 12w,
= Tx—1ly+ 62z — 15w

Reseni. Spoc¢téme nejdrive vlastni ¢isla matice:

10—\ —-13 6 19
3 T\ -2 7
det | 7 g 6 _12 |7
7 11 6  —15-)
1- A 8 3\ 0 2
I 7\ 97
S8430 26— 130+ A2 0 18—7TA
) 10-3% 0 6-\
1—\ 8- 3\ 9
—2.det [ —843) 26— 130+ A2 18—7A |,
) 10 — 3) 6— )

coz po vypoctech dava

A — 83 4+ 24)7 — 32\ + 16,
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tedy A = 2 je ¢tyfnasobné vlastni ¢islo.
Hledejme nyni vlastni vektory.

8§ —13 6 —19 12 0 2 12 0 2
-3 5 -2 7 35 -2 7 35 -2 7
5 -8 4 —12|7 =12 0 27 o 0o 0o o
7 —11 6 —17 2 4 0 4 0 0 0 0

Ziskdvame tedy pouze dva linearné nezavislé vlastni vektory, napf. u =
(2,0,1/2,1) av = (2,1,—1/2,0). To znamena, Ze matice ma bud dvé Jor-
danovy buiiky velikosti 2, nebo jednu velikosti 1 a jednu velikosti 3. Zkusime
tedy hledat pridruzené vlastni vektory, nevime ale, ke kterému vektoru je
méame hledat, fesime tedy rovnici

8§ =13 6 -—19
-3 5 =2 7

5 -8 4 12
7T —-11 6 -—17

vo = au + bv,

tj.

8 —13 6 —19 | 2a+2b —-1 2 0 2| 2a+50b
-3 5 -2 7 b -3 5 -2 7 b
5 -8 4 -—12 | &¢-? -1 2 0 2| ¢42
7 —11 6 —17 a ~2 4 0 4| a+3b

-1 2 0 2| 2a+5b

-3 5 -2 7 b

0 0 0 0] —3a—1b

Odtud mame 3a = —7b, muzeme volit a = 7, b = —3, tedy vektor v; (poc¢atek
fetézce) je (8, —3,5,7). Protoze pocatek fetézce je jen jeden (aZ na nésobek),
je jen jedna Jordanova bunika vétsi nez jedna. Mame

-1 2 0 2 —1
-3 5 =2 7 | =3)"°
coz dava FeSeni vo = (3,1, —1/2,0) +a2(2,0,1/2,1) +b2(2,1,—1/2,0). Hlede-

jme vektor vs:

-3 5 -2 7 by + 1
5 -8 4 —12 | fas—1b—3
7 -11 6 -17 as
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12 0 2| 2ay+5by+6 12 0 2| 2a,+5b+6
35 -2 7 by + 1 35 -2 7 by + 1

12 0 2| lap+3b+2 [T 0 0 0 0| —Sap—Ib—3
2 4 0 4 | as+3by+3 0 0 0 0| —3ay—7b—9

Resenim soustavy je napiiklad by = 0, ay = —3 (tedy vy = (—3,1, -2, —3))

a vy spliujici
-1 2 0 2|0
-3 5 =27 1|1)"

tj. napt. vz = (0,0, —1/2,0). Fundamentélni systém soustavy je tedy:

2 8 8 -3
2 (O] 2| 3| 2|3 1
e % , € 5 | € 5 t+ _9 ,

1 7 7 -3

8 -3 0

af [ 317 1], |o

‘ 512t —2]t |

7 -3 0
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