Soustavy lineadrnich rovnic

V této kapitole se budeme zabyvat soustavami linedrnich diferencidlnich
rOUNIC

m an(x)yr + a12(z)y2 + - - - + a1 (2)yn + fi(2)
yé = an(x)y1 + ax(r)ys + - - + a2, (2)yn + fo(2)

b = am(@ + a(@e o+ G (@) + ful2) (1)

kde a;;, fi : I — R, 4, j € {1,2,...,n} jsou spojité funkce na /. Vétsinou
budeme pouzivat maticovy zapis

Y = A(z)Y + F(x), 2)
kde
an(z) ap(®) ... aw(z) fi(z)
Al agl:(x) agg:(x) a%:(x) Pl fgfl’) e
o (2) am(®) .. () ful2)
aY = (y1,y2,-..,yn)" je vektor neznamych. Pokud jsou funkce a;; nezévislé

na x, jedna se o soustavu linedrnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi
koeficienty:
Y' =AY + F(z). (4)

Pokud F(z) =0, x € I, jedna se o homogenni soustavu:
Y’ = A2)Y. (5)
Doplnime-li soustavu rovnic pocdatecni podminkou
Y(a) = B, (6)

kde a € I a B = (by,b,...,b,) € R", hovofime o pocdtecni iloze.
Nez si ukazeme, jak soustavy rovnic feSit, uvedeme nékolik vét, které nam
feknou, v jakém tvaru mame feseni ocekavat.

Véta 1 (Existence a jednozna¢nost). Pro kazZdé a € I, B = (by,by,...,b,) €
R™ ezistuje prdavé jedno mazimdlni teseni pocdtecni ilohy (2), (6) . Toto
resent je definované na celém intervalu I.

Véta 2 (Prostor feseni). 1. MnoZina vSech mazximdlnich reseni homogen-
ni rovnice (5) tvori vektorovy prostor dimenze n.
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2. Je-li Y, marimdlni Feseni nehomogenni rovnice (2), potom mnoZina
vSech mazximdlnich Teseni rovnice (2) je

{Y, +Y : Y je mazimdini resent (5)}.

Bazi prostoru vSech maximalnich feSeni z predchozi véty nazyvame funda-
mentdlnim systémem rovnice (5). Matici, jejiz sloupce tvori prvky fundamen-
talniho systému, nazveme fundamentdlni matici. Obecné feseni soustavy (5)
je pak Y(z) = ®(x)c, c € R™.

V této kapitole se budeme zabyvat predevsim tim, jak nalézt fundamentélni
systém homogenni soustavy, a to pouze pro soustavy s konstantnimi koe-
ficienty. Nalezeni fundamentalniho systému pro soustavy s nekonstantnimi
koeficienty je obtizné az nemozné. Néco malo o takovych problémech najdete
v kapitole o variaci konstant, kde se rovnéz zabyvame hledanim partikuldarniho
reseni Y, z Véty 2. V této kapitole budeme feSit pouze problémy s pravou
stranou ve specialnim tvaru, pro néz lze partikularni feSeni nalézt snadnéji.
V této ¢asti se budeme zabyvat soustavami rovnic s konstantnimi koeficienty,
tj. predevsim homogenni soustavou

Y = AY, (7)

kde A € R™". Ukazeme si nékolik postupii, jak lze homogenni (ale i ne-
homogenni) soustavy s konstantnimi koeficienty fesit. Zacneme nejelemen-
tarnéjsim postupem a budeme postupovat k vice sofistikovanym zpuisobtim
feSeni.

ReSeni soustav pomoci upravovani soustavy

Upravujeme soustavu rovnic takovym zptisobem, abychom ziskali jednu rov-
nici (typicky vyssiho fadu) s jednou nezndmou. Timto zpiisobem (jak uvidime
na piikladech) je mozné Fesit i nehomogenni rovnice, pokud je funkce F
dostatecné hladka. Tento zpiisob je vhodny pro soustavy 2 rovnic, piipadné
je-li matice soustavy dostateéné fidka (obsahuje hodné nul). Pro vétsi sous-
tavy (husté matice) je tento zpusob ponékud nepiehledny.

Priklad 1. Najdéte vSechna maximalni fesSeni soustavy

y = 3y—5z— 3"
/

2= y—z—e€" (8)
Resent. Zderivujme druhou rovnici (potfebujeme tedy, aby “pravéa strana”,
tj. —3e”, —e” rovnice méla derivaci)

" / /
2=y —z2 —e".



Od prvni rovnice odecteme trojnésobek druhé rovnice
y — 32 = —2z.
Secteme-li dvé nové ziskané rovnice a ode¢teme od obou stran y’, mame
2" =32 =—2'—22—¢€", neboli 2’ —22+2z=—¢". 9)
Reseni homogenni rovnice 2 — 22/ 4+ 2z = 0 jsou funkce
z(x) = ce®cosz +desinx, x€R,c,deR.

Protoze prava strana —e® je ve specidlnim tvaru, bude existovat partikularni
feSeni ve tvaru z,(z) = ce”. Dosazenim do rovnice dostavame ¢ = —1, feSeni
rovnice (9) tedy jsou

2(x) = ce®cosx +de"sinx —e*, ze€R,c,deR.
7, druhé rovnice ptuvodni soustavy dopocitdme

y(z) =2'(x) + 2(x) + e = 2c+ d)e" cosw + (2d — c)e” sinx — e*, x €R.

Ulohy na piimé upravovani soustavy rovnic

1.
¥ = 2x+vy,
y = 2y.
2.
¥ = 224y,
y = 3z+4y.
3.
¥ = —b5x—6y,
y = 8x+9y.
4.
¥ = —bxr—4y,
y = 100+ Ty.



10.

11.

12.

= br+4y,
= —9x—Ty.

= x—3y—962t.

= —d4x — 4y + 2%,
= 6z + 6y + 2.

= 3z+y+e,
= —dx — 2y +te'
= y(0)=0.

¥ =-2r+y
Y = —dx + 2y

¥ = —br + 4y
Yy =—-9z+ Ty

— T4yt
= $+y—Z,



13.

¥ =2x—y+3z
y = —2x+y+52
Y =—x—y+6z

Reseni

1) Z druhé rovnice y(t) = ce®*, z prvni rovnice pak ' — 2z = ce?. Resenfm
rovnice s pravou stranou ve specidlnim tvaru je z(t) = de* + x,(t), kde
z,(t) = cte*, t R, ¢, d € R.

2) Po tpravach 2" — 62’ +5x = 0, tj. Ay = 1, Ay = 5, z(t) = ce! + de’, z
prvni rovnice pak y(t) = —ce! + 3de®, t € R, ¢, d € R.

3) Po upravach dostaneme —x” + 42’ —3x =0, tj. \y =1, Ay = 3, z(t) =
ce! + de* a nasledné z prvni rovnice je y(t) = —ce! — 3de™, t € R, ¢, d € R.

4) Po upravach dostaneme —x” + 22" — bx = 0, tj. Ao = 1 £ 2i, x(t) =
ae' cos 2t + be' sin 2¢ a nasledné y(t) = (—3a— 1b)e’ cos 2t + (3a — 2b)e’ sin 2¢,
teR,a,beR.

5) Po upravach méame a” + 22’ +x = 0, tj. \12 = —1, x(t) = ae™" + bte™*
a nésledné y(t) = (—3a+ 1b— 3bt)e ", t € R, a, b€ R.

6) Po tpravach vyjde z” + 8z’ + 16z = 9¢*, tj. A1 o = —4, partikularni
FeSeni vyjde (pomoci metody specialni pravé strany) e, tedy z(t) = ae™* +
bte=* + e anéslednd y(t) = (—a —b—bt)e ™ — Ie* t € R, a, b€ R.

7) Po upravéch y"—4y = t, tj. Ay 2 = £2, partikularni feseni vyjde —t/4, t;.
y(t) = ae* +be % —t/4. Z druhé rovnice pak z(t) = 3ae* —be ? —1/4(t+1),
teR, a,beR.

8) Po tipravach vyjde —z” 4 22" = 8e* + 8t, tj. A\; = 0, A\y = 2, partikularni
feSeni vyjde (pomoci metody speciélni pravé strany) —4te?® + 2t2 + 2t, tedy
z(t) = a+ be® — 4te* + 2t* + 2t a nasledné y(t) = 6te® + (3 — 3b) — 2t? —
St—%—a,tGR, a, beR.

9) Po upravach vyjde " — 2’ — 2z = 3e! + te, tj. My = 2, = —1,
partikularni feseni vyjde (pomoci metody specialni prave strany) 7 et 1te
tedy obecné feseni je z(t) = ae* + be™' — Te' — 1te' a nasledne y(t ) =
—ae? —4bet 4 2et +tel, t € R, a, b € R. ReSeni splﬁujici pocéatecni podminky
mé tvar z(t) = 3e* 4+ e ' — Tef — Ltel, y(t) = —2e — ze7t + 2! + te,
teR.

10)

1—-2¢ t
(10)
-4t 142t




11)
et — 6tet 4 tet

—9tet el +6tet

(11)

12) Postupnymi tpravami dostavame z” — 2z” — 32’ 4+ 6x = 0. Kofeny
charakteristického polynomu jsou 2, £v/3, tedy = = ae? + beV3t + cem V3,
Funkce y a z dopocitame napiiklad z rovnic 2 = —2” +2'+3x, y = 2’ —x — 2,

ke kterym jsme dosli bshem vypoctu. Vyjde z(t) = ae ++/3be¥3 —/3ce V3
ay(t)=—beV¥ —ce V3 teR, a, b ceR.
13)

1/2e*t —1/2ett + €3t 1/2e2t —1/2e1t 261t — 38 — 21
—e3t +3/2e2 —1/2ett 3/2e2t —1/2ett 2t 4 €3 — 3621
1/2e*t —1/2¢*t 1/2e%t —1/2ett 2t 4 2¢t!

Reseni soustav pomoci tiprav A\-matice

Tento zpusob feseni se od predchoziho lisi pouze formou zapisu. Diky prehled-
néjsimu formalismu v8ak umoznuje resit i vétsi soustavy. Bud A operator
derivovani, tj. Az := 2/, A2z = 2", .... S vyuZitim tohoto oznaceni miZeme
namisto operaci s rovnicemi provadét operace s radky matice, ve které se
vyskytuji polynomy v proménné \. Konkrétné se jedna o tpravy:

e zaména poradi radki matice,
e vynasobeni fadku matice ¢islem,

e pric¢teni P(\)-nasobku jednoho fadku k jinému radku, kde P je poly-
nom.

Matici snadno upravime na trojuhelnikovy tvar pomoci Gaussovy eliminace.
Navic miizeme takto upravovat rozsifenou matici o sloupec pravych stran a
resit tak rovnou nehomogenni rovnici.

Pozor, neni mozné vynésobit fadek polynomem v A, tim by se zvysil rad
soustavy. Také neni mozné polynomy délit.

Priklad 2. Najdéte vSechna maximalni feSeni soustavy

¥ = 2x4+y—2z,
y = Tx+4dy—z,
2 = 13z + Ty —3z.



Reseni. S vyuzitim zapisu pomoci A dostavame

e —2r—y+z = 0,
—Tr+Ay—4dy+2z = 0,
-8z —Ty+X2+32z = 0.

Upravujme tedy matici

A—2 -1 1
-7 A—4 1
-13 -7 AX+3

Od druhého radku ode¢teme prvni fadek a od tietiho fadku odecteme (A+3)
nasobek prvntho radku:

A—2 ~1 1 A—2 -1 1
~ ~A—5 A=3 0]l=| -A-5 r=30
—A=2)A+3)—13 (A+3)—7 0 “X—A—T7 A—4 0

Od druhého rfadku odecteme treti radek a poté od tretiho rfddku odec¢teme
(A — 4)-nasobek druhého radku

A—2 -1 1 A—2 -1 1
~ A2 +2 1 0]~ A2 42 1 0
N —=A=7 A-40 —X 43X =3A+1 0 0

V poslednim fadku mame nyni rovnici —z”’ 4+ 32" — 32" + x = 0, v matici je
tedy rovnou charakteristicky polynom této rovnice. Dostavame tedy feseni

x(t) = cre' + cote! + cst’e’, tE€R, ey, 00,03 €R.
7 druhého radku matice dopocitame y:
y(t) = —2" — 20 = —e'(3c; + 2y + 23 + t(3cy + 4eg) + 17 3¢3), tER.
7 prvni rovnice dopocitame z:
2(t) = €' (—2c; — 3¢y — 2¢3 +t(—2¢y — 6¢3) + 12+ (—2¢3)), tER.
Piiklad 3. Reste soustavu

20" + 32" —Ty—62 = t+1
4y + 32" — 4y — 32z = 2t



Reseni. Napiseme si A-matici s pravou stranou:

2X2—7 3X2—6 | t+1 222 —7 3N —6 | t+1
4N —4 3)* -3 ot 2)02 4+ 3 3 t—1

2X2 —7— (A2 =2)(2A\2+3) 0
207 +3 3
(=22 43X -1 0 | 3t—1
- 222 +3 3| t—1)"
Regen{ charakteristického polynomu v prvnim fadku jsou Ao = £1, A4 =
+4/2/2. Tedy feseni homogenni rovnice

} t+1—(t;i)’1’+2(t—1))

~2yW +3y" —y =0

jsou
ael 4+ be ™t & ceV/2 L demV2/2,

Partikularni feSeni nehomogenni rovnice bude ve tvaru y,(t) = rt + s, coZ po
dosazeni do rovnice dava y,(t) = —3t + 1. Tedy

y(t) = ae’ + be™t + ceV¥* 4 de vV _ 3t 4 1.
7 druhé rovnice pak mame

1 1
32(t) = t—1-2y" —3y=t—1—2(ae" +be "+ §C€ﬁ/2t + Ede_‘/ﬁ/w)

—3(ae’ 4+ be~t 4 eV 4 de V3t 4 1)
— 10t — 4 — 5aet — 5be~t — 4eeV2/?t — gde— V22

Ulohy na tipravu A-matice
14.

57 —2y +4z—y = et
7 +82—3y = be .

15.

Z”—i—y/—i—z = ¢,
z'—l—y" - 1.



r = dr+y—=z,

y = v+3y+z,
2 = Toe+3y+z.
¥ = x—6y+3z,
y = —8y+6z,

2 = 3x—12y+7z.
¥ = Tr—10y — 4z,
y = 4o —Ty—4z,
2= —6r+Ty+z.
¥ = 6x—Ty+4z,
y = z+z2,

2 = =2+ 3y.

2¢ —y + z + cost,
dx — 4y + 3z +sint,
dr — 4y + 3z + 2sint — 2 cost.

¥ = xv—2y—2z—2e,
Yy = —x+y+z+2e,
Y = x—z—¢.

¥ = 2x—3y+t,

y = x—2z—3t2,
7= —y+22+4+3t—2.



23.

= 2u+y+et,
y = 244z —4det,
7 = -2z,

z(0) = 0,y(0)=-1,2(0)=1.

Reseni

14) Postupnymi tpravami dostavame z” + 2 —2z = —4e~*. Kofeny charak-
teristického polynomu jsou 1 a —2, partikularni feSeni (metodou specialni
pravé strany) je 2e', tedy 2(t) = 27" + ae " + be'. Funkci y dopo&itame
z rovnice 2’ + 8z — 3y = He~t. Vyjde y(t) = e~ + 2ae™% + 3bet, t € R, a,
beR.

15) Postupnymi tpravami dostavame —z” = 1 — ¢'. Nula je trojnasobny
kofen charakteristického polynomu, partikularni feseni (metodou specialni
pravé strany) je e' — £t3, tedy z(t) = ' — 23 + a + bt + ct? (stejny vysledek
dostaneme i pfimou integraci v upravené rovnici). Funkei y néasledné dopoci-
tame z rovnice 2" +y' +z = €'. Vyjde ¢/ (t) = (—2—b)e' + ¢t* =t — (a+c¢) a
pfmou integract dostaneme y(t) = d —t(a+c) — 3t* + 5t* — (2+b)e!, t € R,
a, b, c,deR.

16) Postupnymi apravami dostavame —z” + 5z’ — 62 = 0. Koreny charak-
teristického polynomu jsou 2 a 3, tedy z(t) = ae® + be?*. Funkce y a z
dopoéitame z rovnic ' — 6x + vy — 4y =0a 2’ — bx —y + z = 0, ke kterym
jsme dosli béhem vypoctu. Z prvni vyjde rovnice i’ — 4y = 3ae® + 4be?t, tj.
A1 = 4, partikularn{ feSeni (metodou specidlni pravé strany) je —3ae3! — 2be?
a tedy y(t) = —3ae® — 2be* + ce®. A z druhé je (pouhym dosazenim)
2(t) = —ae3t + be? + ce'', t €R, a, b, c € R.

17) Postupnymi tpravami dostavame y” +6y’+20y = 0. Kofeny charakter-
istického polynomu jsou —2 a 14 3i, tedy y(t) = ae™2* + be! cos 3t + cet sin 3t.
Funkce x a z dopoé¢itame z rovnic ¢y +8y—6z =0a —3z+12y+2'— 72 =0,
ke kterym jsme dogli behem vypoctu. Vyjde z(t) = ae™* + (£ + 2)e’ cos 3t +

(% — D)etsin3t, x(t) = ae™* + el cos3t + SLelsin3t, t €R, a, b, c € R.

18) Postupnymi tupravami dostavame z” — z” — 52’ — 3z = 0. Kofeny
charakteristického polynomu jsou 3 a dvakrat —1, tedy z(t) = ae3 + be™ +
cte”t. Funkce y a z dopoc¢itame z rovnic —z” — 22’ + 47x — 48y = 0 a

' —Tx 4+ 10y + 4z = 0, ke kterym jsme dosli béhem vypoctu. Vyjde y(t) =
2ae® +be !+ cte™t, 2(t) = —2ae’ + (—3b— jc—3ct)e  t € R, a, b, c € R.

19) Postupnymi tupravami dostavame y” —4y’+4y = 0. Dvojnasobny koten
charakteristického polynomu je 2, tedy y(t) = ae* + bte*. Funkce z a z
dopocitame z rovnic ' — 2z + Ty — 4y’ = 0a —r+y' — 2z = 0, ke kterym jsme
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dogli béhem vypoétu. Z prvni vyjde rovnice 2’ — 2z = ae® + 4be?t + bte?, tj.
A1 = 2, partikularni ¥egeni (metodou specidlni pravé strany) je (a + 4b)te® +
2i2¢? a tedy x(t) = ce® + (a + 4b)te® + Lt%¢*. A z druhé je (pouhym
dosazenim) z(t) = (2a + b — c)e* — (a + 2b)te* — St?e* t € R, a, b, c € R,

20) Postupnymi tupravami dostavame z” — 2z’ + x = —2cost. Dvojna-
sobny kofen charakteristického polynomu je 1, partikularni feseni (metodou
specidlni pravé strany) je sint, tedy z(t) = ae' + bte' + sint. Funkce y a z
dopocitame z rovnic x — 3z’ +y'+y = sint —3cost a &' — 2z +y — z = cost,
ke kterym jsme dosli béhem vypoétu. Z prvni vyjde rovnice y' +y = (2a +
3b)e! +2btet, tj. Ay = —1, partikularni Feseni (metodou specialni pravé strany)
je (2a+b+20bt)et a tedy y(t) = ce™ '+ (2a+b+2bt)e'. A z druhé je (pouhym
dosazenim) z(t) = ce™" + (a + 2b + bt)e' — 2sint, t € R, a, b, ¢ € R.

21) Postupnymi tpravami dostavame —z” + 22’ = 3e’. Kofeny charakter-
istického polynomu jsou 0 a 2, partikularni feSeni (metodou specialni pravé
strany) je 3e!, tedy x(t) = a + be?* + 3e'. Funkce y a z dopoditame z rovnic
P+y+y=0ar' —x+2y+2z=—2¢", ke kterym jsme dosli béhem vypoctu.
Z prvni vyjde rovnice y’ +y = —2be?® — 3et, tj. \; = —1, partikularni feeni
(metodou specialnf pravé strany) je —3e' — 2be® a tedy y(t) = ce™" — ¢! —
2be®. A z druh¢ je (pouhym dosazenim) z(t) = a — 2ce™" + e’ + 3be*, ¢ € R,
a, b, c € R.

22) Postupnymi tipravami dostavame y” — 2y’ +y = 6t — 11t + 4. Dvojna-
sobny kofen charakteristického polynomu je 1, partikularni feSeni (metodou
speciélni pravé strany) je 6t>+t—6, tedy y(t) = ae’ +bte’ +6t>+t —6. Funkce
7 a z dopoéitdme z rovnic y+2' —22 = 3t—2 a —w+y'+2z = —3t2, ke kterym
jsme dosli béhem vypoctu. Z prvni vyjde rovnice 2’ — 2z = —ae! — bte! —
6t2 + 2t + 4, tj. Ay = 2, partikularni feseni (metodou specialni pravé strany)
je bte! + (a+b)e! + 3t% + 4t a tedy z(t) = ce® +bte! + (a+b)el +3t> +4t. A z
druhé je (pouhym dosazenim) x(t) = 3bte’ + (3a+3b)e’ + 2ce* +3t? 420t +1,
teR, a,b ceR.

23) Postupnymi upravami dostavame 2z’ — 32" = —4e~'. Kofeny charakte-
ristického polynomu jsou 3 a dvakrat 0, partikularni feseni (metodou specialni
pravé strany) je e~t, tedy z(t) = a+ bt + ce3* 4+ e~'. Funkce x a y dopo&itame
z rovhic —x + 2 + 2z =0 a 2’ — 2x —y = €%, ke kterym jsme dogli béhem
vypoctu. Vyjde z(t) = a + b+ bt + 4ee | y(t) = —2a — b — 20t + 4ce® — e,
t € R, a, b, c € R. Resenf splitujici po¢atetni podminku ma tvar z(t) = 0,
y(t) = —€?, 2(t) =e ', t e R
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ResSeni soustav pomoci vlastnich cisel a vlastnich vektori

Tteti zpusob, jak lze TeSit homogenni rovnice, je zalozen na maticové ex-
ponenciale, o které bude blize pojednano v jiné kapitole. Zde jen uvedme
nasledujici véty, ze kterych plyne, jak postupovat pfi feSeni soustav rovnic.

Véta 3. Necht matice A € R™"™ md n linedrné nezdvislijch vlastnich vektori
qi, @2, ..., Qn pTislusnich po Tadé vlastnim cislim N1, Aa, ..., A,. Potom
funkce

Mgy, Mgy, ..., eMig, (12)

tvort fundamentdlni systém soustavy (7).

Poznamka. Predchézejici véta nepozaduje, aby A1, ..., A, byla navzajem
ruzné. Pokud mé matice A n ruznych vlastnich ¢isel, pak ma jisté n linearné
nezavislych vlastnich vektori. Pokud se nékteré vlastni ¢islo opakuje, tedy
mé vétsi nasobnost nez jedna, pak miize, ale nemusi existovat n linearné
nezavislych vlastnich vektoru. Pokud neexistuje n linedrné nezéavislych vlast-

vvvvvv

Priklad 4. Najdéte vSechna maximalni feSeni soustavy

¥ = —8x+2ly,
y = —3r+8y.

Resent. Vypocitejme vlastni ¢isla matice:
det(M — A) = (A +8)(A—8) +3-21 = > — 1.

Vlastni ¢isla matice jsou tedy A, = £1. Vlastni vektor v piislusny k vlast-
nimu ¢islu 1 splhuje

(I—Awv=0, tj. 9v; —2lvy, =0.

Mame tedy napiiklad v = (7, 3). Podobné vlastni vektor w prislusny k vlast-
nimu ¢islu —1 splhuje

(=1 —A)w=0, tj. Tw; —2lwy,=0.

Mame tedy napiiklad w = (3, 1). Fundamentélni systém soustavy je tedy
7 3
t —t
‘() ()
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A nyni k pripadu, kdy neexistuje n linearné nezavislych vlastnich vektoru.
Rekneme, Ze vy, ..., vy je Tetézec pridruZengjch vlastnich vektori prislusny
vlastnimu ¢islu A, pokud

()\ — A)Ul = O, ()\ — A)'UQ =V, ..., ()\ — A)Uk = Vk—1-

Véta 4. Necht vy, ..., v, je Tetézec pridruZenyjch vlastnich vektori prislusny
vlastnimu c¢islu \. Pak funkce

t2
Moy, eM(uit +1y), eM (015 + vgt + v3> ,

tk—l
e e Vo + o+ U1t + U
(k—1)!

jsou linedrné nezdvisld Tesent soustavy (7).

Situace vypada tak, ze kazdé Jordanové buinice odpovidé jeden vlastni vek-
tor a pokud je velikost Jordanovy bunky vétsi neZz jedna, pak i Fetézec
pridruzenych vlastnich vektori, ktery je stejné dlouhy jako velikost buiiky.
Podle predchozi véty tedy kazdé Jordanové bunce o velikosti & odpovida
k-linedrné nezévislych feSeni. Najdeme-li takovato TfeSeni pro vSechny Jor-
danovy buinky, budou tato feseni dohromady tvorit fundamentalni systém
soustavy. Pokud v8ak mé matice koreny, které nejsou realné, ani tento fun-
damentélni systém nebude realny. Abychom ziskali redlny fundamentalni sys-
tém, musime pro (A = a+bi,v = vy +ivy) a (A = a—bi, ¥ = v; —ivy) nahradit
feSen{

My, My Tefenimi  e™(cos(bt)vy — sin(bt)vy), ™ (cos(bt)vy + sin(bt)vy).

Priklad 5. Reste soustavu

¥ = x+4z
y = v+y+z
7 = —dx+ 2.

Resent. Spocitame vlastni ¢isla matice:
1—X 0 4
det | 1 1-X 1 | =(0=X*+16(1-X)=(1-N\)(17—-2)x+\?).
—4 0 1-2A

Tedy \y =1, Ag3 = %(2 + 4 —4-17) = 1 £ 4i. Spoc¢itame vlastni vektor
prislusny k vlastnimu ¢islu 1:



tj. u=(0,1,0). K vlastnimu ¢islu 1 + 4i:

—4i 0 4 —4i 0
1 —4i 1 |~ 1 -4 1],
—4 0 —4 0 0

tj. v = (4,1 —14,44). K vlastnimu ¢islu 1 — 4¢ mame vlastni vektor komplexné
sdruzeny, tedy w = v = (4,1 + 4, —4¢). Komplexni fundamentalni systém
tedy je

0 4 4
e | 1], e'(cos(4t) +isin(4t)) | 1 —i |, e'(cos(4t) —isin(4t)) | 1+
0 4q —43

Redalny fundamentalni systém je potom

0 4 0 0 4
e" | 1], e cos(4t) | 1| —e'sin(4t) [ =1 |, e cos(4t) | —1 | +e'sin(4t) | 1 |.
0 0 4 4 0

Priklad 6. Najdéte vSechna maximalni feSeni soustavy

= 10x — 13y + 62 — 19w,
= —3x+Ty—2z+Tw,
br — 8y 4+ 62 — 12w,
= Tx—1ly+ 62z — 15w

Reseni. Spoc¢téme nejdrive vlastni ¢isla matice:

10—\ —-13 6 19
3 T\ -2 7
det | 7 g 6 _12 |7
7 11 6  —15-)
1- A 8 3\ 0 2
I 7\ 97
S8430 26— 130+ A2 0 18—7TA
) 10-3% 0 6-\
1—\ 8- 3\ 9
—2.det [ —843) 26— 130+ A2 18—7A |,
) 10 — 3) 6— )

coz po vypoctech dava

A — 83 4+ 24)7 — 32\ + 16,
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tedy A = 2 je ¢tyfnasobné vlastni ¢islo.
Hledejme nyni vlastni vektory.

8§ —13 6 —19 12 0 2 12 0 2
-3 5 -2 7 35 -2 7 35 -2 7
5 -8 4 —12|7 =12 0 27 o 0o 0o o
7 —11 6 —17 2 4 0 4 0 0 0 0

Ziskdvame tedy pouze dva linearné nezavislé vlastni vektory, napf. u =
(2,0,1/2,1) av = (2,1,—1/2,0). To znamena, Ze matice ma bud dvé Jor-
danovy buiiky velikosti 2, nebo jednu velikosti 1 a jednu velikosti 3. Zkusime
tedy hledat pridruzené vlastni vektory, nevime ale, ke kterému vektoru je
méame hledat, fesime tedy rovnici

8§ =13 6 -—19
-3 5 =2 7

5 -8 4 12
7T —-11 6 -—17

vo = au + bv,

tj.

8 —13 6 —19 | 2a+2b —-1 2 0 2| 2a+50b
-3 5 -2 7 b -3 5 -2 7 b
5 -8 4 -—12 | &¢-? -1 2 0 2| ¢42
7 —11 6 —17 a ~2 4 0 4| a+3b

-1 2 0 2| 2a+5b

-3 5 -2 7 b

0 0 0 0] —3a—1b

Odtud mame 3a = —7b, muzeme volit a = 7, b = —3, tedy vektor v; (poc¢atek
fetézce) je (8, —3,5,7). Protoze pocatek fetézce je jen jeden (aZ na nésobek),
je jen jedna Jordanova bunika vétsi nez jedna. Mame

-1 2 0 2 —1
-3 5 =2 7 | =3)"°
coz dava FeSeni vo = (3,1, —1/2,0) +a2(2,0,1/2,1) +b2(2,1,—1/2,0). Hlede-

jme vektor vs:

-3 5 -2 7 by + 1
5 -8 4 —12 | fas—1b—3
7 -11 6 -17 as

15



-1 2 0 2 2a2+562—1—6 -1 2 0 2 2&24‘5[)24‘6
35 -2 7 by + 1 -3 5 -2 7 by + 1

12 0 2| lap+3b+2 [T 0 0 0 0| —Sap—Ib—3
2 4 0 4| as+3by+3 0 0 0 0| —3az—7hy—9

Refenfm soustavy je napriklad by = 0, ay = —3 (tedy vy = (—3,1,—-2,-3))
a vz splnujici

-1 2 0 2 0

-3 5 =27 |1)"
tj. napt. v3 = (0,0, —1/2,0). Fundamentélni systém soustavy je tedy:

2 8 8 -3
0 -3 -3 1
2t 2t 2t
e % , € R E e 5 t+ _9 ,
1 7 7 -3
8 -3 0
3|t 1 0
2t v B
7 -3 0
Ulohy k feSeni pomoci vlastnich vektorti matice
24.
¥ = =24y,
y = —dx+2y.
25.
¥ = 2x+2y—22,
y = 2x+5y—4z,
Y = —2x—4y+52.
26.
¥ = 2x+4y—z,
y = —2x—4y+4z,
Y = —dr+2y—z.
27.
¥ = bx—y+2z,
y = —r+3y—2z,
Y= —dx+2y—z.

16



28.

T =x+2y+32
y =2z + 4y + 62
2 =3x+ 6y + 92

29.
¥ =y—z
y=-y+z
Zd=x—=z
30.
r=-3r+z2
Yy = —-3y+ 2z
2 =3r—2y—3z
31.
¥ =6x—Ty+4z
y=x+z2
2= -2z + 3y
Reseni

24) Nula je dvojnasobné vlastni ¢islo. Vlastni vektor piislusny vlastnimu
¢islu 0 je v; = (¢, 2¢), ¢ € R, ¢ # 0 a pfidruzeny vektor vy = (a, b) musi spliio-
vat —2a + b = ¢, tedy napt. pro ¢ = 1, b = 0 mame tetézec vlastnich vektori
v = (1,2), v = (—3,0) prislusnych vlastnimu ¢islu 0. Fundamentaln{ systém

010 ()

25) Vlastni ¢isla jsou Ao = 1, A3 = 10, piislusné vlastni vektory jsou
v = (—2,1,0), vo = (2,0,1), v3 = (1,2, —2). Tedy fundamentalni systém je

—2 2 1
el 1 |,e o], e[ 2
0 1 —2
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26) Vlastni ¢isla jsou A\ = —1, Ay = 3i, A3 = —3i, ¢islu A prislusi vlastni
vektor v; = (—1,1,1), &slu Ay pifslusf vektor v, = (=2 — £i,2 — 1i 1) a
¢islu Ay pifslusf vektor vs = (—2 + 14, 2 4 1i,1) . Tedy realny fundamentalni

systém je

-1 _2 — — _2
5 5
et 1 ], cos3t —sindt | — ,cosdt | —

1 0 0

1 1
5 5
1 1
5 5

3 : 3
: + sin 3t s
1 1

27) Vlastni ¢isla jsou Ao = 2, A3 = 3, ¢slu Ay pIislusi fetézec vlastnich
vektora v; = (—1,1,2), vy = (0,1,0) a ¢islu A3 piislusi vektor vz = (1,0, —1).
Tedy fundamentalni systém je

1 -1 -1 0
et o |,e¥ 1], e 1 1t+ 11
—1 2 2 0

28) Vlastni ¢islo 0 ma vlastni vektory (—2,1,0) a (—3,0,1), vlastni ¢islo
14 ma vlastni vektor (1,2, 3). Fundamentalni systém je tedy

—2 -3 1
L], o0],e"[2
0 1 3

29) Fundamentalni systém je

1 —1 0 0 -1
1],etfcost| 1 | —efsint| O |,etcost| 0 | +e'sint| 1
1 0 —1 —1 0

30) Fundamentalni systém je

2 1 0 0 1
e 3], eBcost [2] —etsint [0, e tcost |0] +etsint |2
0 0 1 1 0
31) Fundamentalni systém je
1 t+4 /2 +4t+1
€2t 0 7 62t 1 7 €2t t
-1 —t—2 —t2/2 — 2t
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