Rovnice se separovanymi proménnymi

V této kapitole se budeme zabyvat nasledujici diferencialni rovnici:

y' =gy f(x), (1)

kde f a g jsou realné funkce redlné proménné. Tato rovnice se nazyva rovnice
se separovanymi promennymi. V celé kapitole budou pismena I, J oznacovat
oteviené intervaly.

[hned vidime, ze pokud g(yo) = 0, je y(x) = yo feSenim rovnice defino-
vanym na vSech intervalech obsazenych v definicnim oboru funkce f. Toto
FeSeni se nazyva staciondrni. Zakladni véta, kterd ndm umozni najit netriv-
idlni TeSeni rovnice se separovanymi proménnymi, je nasledujici:

Véta 1 (ReSeni rovnice se separovanymi proménnymi). Je ddna rovnice (1).
Necht f(x) je spojita v I, necht g(y) je spojitd a nenulovd v J. Necht F(z)
resp. G(y) jsou primitivnd funkce k f(x) resp. 1/g(y) v I resp. v J.
Oznaé G~Y(2) funkei inverzni ke G(y). Necht I C I a ¢ € R jsou zvoleny
tak, ze F(z)+c lezi v definicnim oboru G—(2) (tj. v G(J)) pro vsechna x € 1.
Potom funkce

y(r) =G YF(z)+c), z€el
je fesent rovnice (1).
Pozndmka. Piedpoklad “F(x) + ¢ lezi oboru hodnot G” je potieba hlidat —
formalni vypocet totiz muze vést k funkci, jejiz defini¢ni obor je vétsi nez
interval, na niz tato funkce fesi nas$i rovnici.

Piiklad 1. Najdéte vSechna maximalni FeSeni rovnice y' = 24/|yl|.

Regend. Thned vidime jediné stacionarni feseni y(x) = 0, 2 € R. Dale aplikaci
predchozi véty nachazime teseni
L pro Il =R, J = (-00,0): Gy) = —/~y, F(x) = x. Tedy G(J) =
(—00,0), I = (=00, —c). nalezené feseni y(z) = —(x+c)?, x € (—o0, —c).
Pozor: pro x > —c dana funkce NENI feseni rovnice.
2. prol =R, J=(0,00): G(y) = /¥, G(J) = (0,00). Nalezené feseni
y(z) = (z + ¢)?, x € (—¢,00). (Opét neni Feseni pro x < —c).
Nevime vSak zatim, zda jsou tato FeSeni maximélni a zda jsou vSechna.
Nékdy se muze stat, ze feSeni, které nam dava Véta 1, nejsou maximalni.
Mame-li feSeni na intervalech (a, b) a (b, ¢), je mozné, ze se nam povede funkci

spojité dodefinovat v bodé b a ze ziskame FeSeni na vétsim intervalu (a, c¢). O
této situaci hovori néasledujici lemma:



Lemma 2 (O slepovani). Necht yi(x) : (a,x9) — R, ya(z) : (20,b) — R jsou
resent rovnice
Necht lim y(x) = yo = hm+ y2(x). Nechl f(x,y) je spojitd v bodé (xq, yo) €
T—x0— T—x0

R2. Potom funkce

yi1(x), x € (a,x0)

y(x) = S ya(x), x € (x0,b)

Yo, T = Xo
je feSenim rovnice (2) v celém (a,b).
Pozndmka. Lemma 2 Tesi vlastné jedinou véc: Ze rovnice je splnéna v bodé
slepeni (z9,40) (jinde je to z predpokladi trividlné jasné) a fiké, Ze to je
zaruceno, slepim-li feSeni spojité. Miize vSak nastat i situace, ze dvé TeSeni
je mozné slepit, prestoze v bodé lepeni neni funkce f spojita.

Resent. (pokracovani) Funkce

—(z+¢)? z<-—c
y(r) =
0, T > —c
je dle Lemmatu 2 feSeni rovnice 3y’ = 24/|y| v R, nebot vznikne slepenim
dvou Feseni: y;(z) = —(x + ¢)* v (=00, —¢) a yo(z) = 0 v (—c,00). Také
funkce
x+c)?, T>-—c
y(r) = ko)
0, r < —c

je TeSenim rovnice. Tato TeSeni jsou evidentné maximalni, nebot jsou defi-
novana na celém R. Zbyva dofesit otazku, zda jsou vSechna (samoziejmé
nezapominame na nulové stacionarni reseni).

Jak pozname, Ze jsme nalezli vsechna maximalni feSeni? Picardova véta
o existenci a jednoznac¢nosti nam dava jednoznacnost feSeni v bodech, na
jejichz okoli jsou funkce (z,y) — f(z)g9(y) a (z,y) — f(x)g'(y) spojité.
Mame-li tedy oblast 2 C R?, v niZ jsou tyto funkce spojité, a najdu-li sadu
feseni, které Q vyplni (kazdym bodem prochézi aspon jedno z nich), pak
zadna jina feSeni nejsou. Naopak body, v nichz ¢'(y) neexistuje, jsou obvykle
kandidati na vétveni. (V bodé (x, yo) nastava vétvend, jestlize jim prochéazeji
dvé feseni, ktera se neshoduji na zadném P(z,0).)

V pripadé rovnice se separovanymi proménnymi vSak plati silnéjsi véta o
jednoznacnosti:



Tvrzeni 3 (o jednoznacnosti). Jsou-li f a g spojité v Q, pak k vétveni maiZe
dojit pouze v bodech, v nichZ g’ neexistuje nebo neni spojitd a zdrovern g = 0.

Nepotiebujeme tedy spojitost (z,y) — f(x)g'(y), pokud g je nenulova.
Toto tvrzeni si muzete dokazat jako cviceni (viz nize).
Resend. (dokonceni) Uvazme opét rovnici ¥ = 2+/Jy|. Sada fesent y.(z) =
(x —¢)?, x € (¢,00) zjevné vypliwje horni polorovinu 2 = {(z,y), y > 0}
(bodem (z0,40) € §2 prochézi feeni, kde ¢ = xy — /o). Protoze f i g jsou
v ) spojité a g navic nenulova, zadna jina feseni zde nemohou byt. Resenf
tvaru —(x + ¢)? podobné vyplni dolni polorovinu. K vétveni tedy miiZe dojit
pouze v bodech (z¢,0) a vSechna tato vétveni jsme nasli.

1. moznost 2. moznost 3. moznost 4. moznost

Takto tedy vypada cely postup hledani maximélnich feSeni rovnice (1):

1. Uréime maximalni oteviené intervaly obsazené v defini¢nim oboru funkce
f. (Tim méme vymezeny maximéalni intervaly, na kterych muazeme hle-
dat feSeni.)

2. Najdeme vSechny nulové body funkce g. Je-li g(¢) = 0, potom funkce
y = ¢ na libovolném intervalu z 1. kroku je stacionarni feSeni rovnice

(1).

3. Uréime maximalni oteviené intervaly, na kterych je funkce g nenulova.

4. Vezmeme interval [ z 1. kroku a interval J z 3. kroku. Tedy f je na [
spojité a g je na J spojita a nenulova. Budeme hledat feSeni rovnice (1),
ktera jsou definovanéd nékde v intervalu I a maji hodnoty v intervalu
J. Je-li y takové Teseni, pak pro néj plati



Necht F' je primitivni funkce k funkei f na intervalu I a G je primitivni
funkce k funkci 1/¢g na J. Potom existuje konstanta ¢ € R takova, ze
plati

Gly(z)) = F(x) +c

na defini¢nim oboru feSeni y, ktery nalezneme v nasledujicim kroku.

. Nyni zafixujeme ¢ a nalezneme maximélni neprazdné oteviené intervaly
obsazené v mnoziné

{xel;, F(z)+ce G(J)}.
Na kazdém z téchto intervalu feSeni musi mit tvar
y(x) = GH(F(z) +c),

kde G~! znaéf funkei inverzni k funkci G. Ta existuje, nebot G je na
intervalu J bud rostouci nebo klesajici.

. Z TeSeni nalezenych v 5. kroku a singularnich feseni z 2. kroku ,,slepime*
v8echna maximalni feSeni rovnice (1).

Piiklad 2. Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice

Y =201+

eni. Bod 1: I = R. Bod 2: rovnice neméa zadné stacionarni feseni. Bod 3:
R. Bod 4: po vydéleni 1 + y? a integraci dostavame

arctgy = 2% + c. (3)

Protoze mame jen jeden interval pro x a jeden pro y, nemusime zde rozliSovat
nékolik pripadu a tloha se tim vyrazné zjednodusuje. Bod 5: protoze funkce
G = arctg zobrazuje J = R na (—m/2,7/2), musi prava strana rovnosti (3)
lezet v intervalu (—m/2,7/2), tj.

€ (—n/2—¢c,m/2—¢).

Pokud ¢ < —7/2, je FeSeni definované na intervalech z € (—+/7/2 — ¢, —/—7/2 — c)

az € (\/—m/2—c,\/7/2—c). Pokud ¢ € (—7/2,7/2), pak je definované na
intervalu (—/7/2 — ¢, /7/2 — ). Pokud ¢ > 7/2, feSen{ neexistuje. Resent
je dané predpisem

y = tg(z® + ).



Bod 6: Protoze v krajnich bodech intervala (++/+7/2 —¢) je limy(z) =
400, nalezenéd TeSeni nelze prodlouzit, jsou tedy maximélni. Z véty o jed-
nozna¢nosti plyne, Ze jsme nalezli vSechna TeSeni, protoze kazdym bodem
roviny prochazi nékteré z nami nalezenych feSeni. Skuteéné, bodem [z, yo]
prochazi feseni y = tg(z? + ¢), kde ¢ = arctg yo — 22, definované na intervalu
(—\/7/2 —c,—\/—7/2 —¢), jeli 7y < 0, arctgyo — x2 < —7/2, nebo na
intervalu o € (\/—7/2 — ¢, \/7/2 — ¢), je-li g > 0, arctgyy — 23 < —7/2 a
nebo na intervalu (—\/7/2 — ¢, \/7/2 — ¢), je-li arctgyo — 23 € (—7/2,7/2).
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