
Optimálńı regulace

V této kapitole se budeme zabývat úlohou

x′ = f(x, u), (1)

x(0) = x0, (2)

kde x : [0, t] → R
n je neznámá funkce, zat́ımco u(·) je regulace, kterou

voĺıme s ćılem optimalizovat chováńı systému v nějakém předem definovaném
smyslu.

Tř́ıda ,,př́ıpustných regulaćı“ má nejčastěji tvar

U =
{

u : (0, t) → R
m; u je měřitelná a u(s) ∈ U pro s.v. s

}

(3)

kde U ⊂ R
m je konvexńı množina. Obvykle plat́ı m < n, tj. počet stupň̊u

volnosti, kterými na systém p̊usob́ıme, je menš́ı než celková dimenze systému.
Předpokládejme, že vlastnosti funkce f zaručuj́ı, že pro každé u ∈ U

existuje právě jedno řešeńı úlohy (1–2) na intervalu [0, t]. Pokud toto řešeńı
splňuje x(t) = x1, budeme ř́ıkat, že regulace u přivád́ı x0 do x1 za čas t,
zapsáno symbolicky

x0
t−−→

u(·)
x1. (4)

V teorie regulaćı se nejčastěji setkáváme s následuj́ıćımi typy úloh:

1. Pro dané x1 a t > 0 charakterizujte množinu bod̊u x1 takových, že

x0
t−−→

u(·)
x1 pro nějakou př́ıpustnou regulaci. (Otázka regulovatelnosti).

2. Pro dané x0 a x1 najděte př́ıpustnou regulaci u takovou, že x0
t−−→

u(·)
x1,

přičemž čas t je nejmenš́ı možný. (Časově optimálńı regulace).

3. Hledáme u(·) ∈ U takové, že hodnota funkcionálu

P [u(·)] = g(x(T )) +

∫ T

0

r(x(t), u(t)) dt

je maximálńı. Hodnota x(T ) je dána pevně (obecněji, je prvkem předem
dané množiny), zat́ımco čas T může být libovolný. Alternativně lze
uvažovat úlohu, kdy čas T je dán pevně, zat́ımco hodnota x(T ) neńı
předepsána.
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Regulovatelnost. Lineárńı úlohy.

Jednoduché úlohy na regulovatelnost lze řešit pomoćı elementárńıch úvah.
Pro snazš́ı vyjadřováńı zavedeme následuj́ıćı značeńı a pojmy.

Definice. Pro t > 0 a x0 ∈ R definujeme

R(t) =
{

x0 ∈ R
n; x0

t−−→
u(·)

0 pro vhodné u(·) ∈ U
}

.

To je množina počátečńıch podmı́nek, které lze za čas t přivést pomoćı
př́ıpustné regulace do počátku, neboli oblast regulovatelnosti za čas t.

Systém se nazve lokálně regulovatelný v čase t, pokud R(t) obsahuje okoĺı
nuly.

Př́ıklad 1. Ukažte, že systém

x′ = y3,

y′ = u, u ∈ [−1, 1],

je lokálně regulovatelný v okoĺı počátku.

Řešeńı. Stač́ı uvážit, jak se chovaj́ı řešeńı pro hodnoty u ≡ ±1: řešeńı se
pohybuj́ı po křivkách

y4

4
= ±x+ c.

Ty vyplńı celou rovinu a snadno si rozmysĺıme, že pro libovolné t > 0 obsa-
huje množina R(t) okoĺı nuly.

Př́ıklad 2. Necht’ f : Rn → R
n je C1 na okoĺı počátku. Potom systém

x′ = f(x)u, u ∈ [−1, 1] (5)

neńı lokálně regulovatelný pro žádný čas t > 0.

Řešeńı. Intuitivně vzato př́ıtomnost skalárńı regulace u pouze měńı rychlost
pohybu řešeńı po křivce, která je určena rovnićı

x′ = f(x), x(0) = 0. (6)

Přesněji: necht’ X(t) je řešeńı (6). Potom x(t) := X(
∫ t

T
u(s)ds) je řešeńı

p̊uvodńı rovnice (5). Dı́ky jednoznačnosti je toto jediné řešeńı (splňuj́ıćı
x(T ) = 0). Tedy R(T ) obsahuje jenom body, nálež́ıćı trajektorii X(t).
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Budeme nyńı uvažovat lineárńı př́ıpad, tj.

x′ = Ax+Bu, (7)

x(0) = x0 (8)

kde A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m jsou konstantńı matice. Za tř́ıdu př́ıpustných
regulaćı voĺıme

U = L∞(0, t;Rm).

Kĺıčovým objektem lineárńı teorie je Kalmanova matice regulovatelnosti

K(A,B) = (B,AB,A2B, . . . An−1B).

Jedná se o matici n ×mn. Hlavńım výsledkem lineárńı teorie je následuj́ıćı
věta.

Věta 1. Pro každé t > 0 je R(t) vektorový prostor, generovaný sloupci matice
K(A,B).

Důsledek. Úloha (7) je globálně regulovatelná – tj. R(t) = R
n – pro každé

t > 0, právě když Kalmanova matice K(A,B) má hodnost n.

Poznámka. Všimněme si, že množina R(t) nezáviśı na t. To souviśı s faktem,
že př́ıpustné regulace mohou nabývat libovolně velkých hodnot. Zřejmě tedy
nemá smysl hovořit o časově optimálńıch regulaćıch.

Př́ıklad 3. Uvažujeme systém

mx′′ = u, (9)

x(0) = x0, x′(0) = y0.

Ćılem je volit u(·) ∈ L∞(0, t) takové, že x(t) = x′(t) = 0. Rovnice popisuje
(jednorozměrný) problém ,,zaparkováńı“, kde m je hmotnost automobilu,
regulace u je tah motoru a x0, y0 vyjadřuj́ı počátečńı vzdálenost od počátku
respektive rychlost.

Rovnici převedeme na soustavu prvńıho řádu pro x a y = x′, tj.

x′ = y,

y′ =
u

m
.

Ve smyslu zápisu obecné soustavy tedy máme n = 2, m = 1 a

A =

(

0 1
0 0

)

, B =

(

0
1
m

)

.
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Tedy

K(A,B) =

(

0 1
m

1
m

0

)

a vid́ıme, že systém je globálně regulovatelný; dokonce v libovolně malém čase
(ovšem za dosti nerealistického předpokladu libovolně velké śıly motoru.)

Neńı překvapuj́ıćı, že jedńım z d̊usledk̊u lineárńı věty je lokálńı výsledek
pro nelineárńı problém.

Věta 2. Necht’ f : V × U → R
n je tř́ıdy C1, necht’ V respektive U jsou

okoĺı nuly v R
n respektive R

m, necht’ př́ıpustné regulace jsou tvaru (3). Necht’

(kĺıčový předpoklad) matice K(A,B) má hodnost n, kde

A = ∇xf(0, 0), B = ∇uf(0, 0).

Potom rovnice (1) je lokálně regulovatelná pro každé t > 0.

Poznámka. Kĺıčová podmı́nka na hodnost K(A,B) pochopitelně neńı nutná,
jak ukazuje Př́ıklad 1 výše.

Př́ıklad 4. Uvažujeme pohyb kyvadla se třeńım, popsaný rovnićı

mx′′ + q(x′) + sin x = u,

x(0) = x0, x′(0) = y0.

Funkce q(·) vyjadřuje třeńı a obvykle na ni proto klademe rozumné fyzikálńı
požadavky. Pro účely př́ıkladu nám postač́ı, že q je tř́ıdy C1 a q(0) = 0.

Převedeme rovnici opět na systém pro x a y, tj.

x′ = y,

y′ = − 1

m
sin x− 1

m
q(y) +

1

m
u.

Lehce se spoč́ıtá, že př́ıslušné linearizace jsou dány maticemi

A =

(

0 1
− 1

m
− a

m

)

, B =

(

0
1
m
,

)

kde a = q′(0). Potom

K(A,B) =

(

0 1
m

1
m

− a
m2

)

,

což je zjevně regulárńı matice. Systém je tedy lokálně regulovatelný.
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Řešte úlohy na regulovatelnost.

1. Dokažte, že uvedené body x̃ nelež́ı v oboru regulovatelnosti př́ıslušných
systémů:

(a) x̃ ∈ {(x, y) ∈ R
2; y > 0}

x′ = u

y′ = cosh x

(b) x̃ ∈ R2 \ (0, 0)

x′ = xy2u

y′ = x2yu

(c) x̃ ∈ {(x, y) ∈ R
2; x2 + y2 ≥ 1}

x′ =
x2

(x2 + y2)
3
4

− x2

(x2 + y2)
1
2

− uy2

y′ = xy

(

1

(x2 + y2)
3
4

− 1

(x2 + y2)
1
2

+ u

)

pro (x, y) 6= (0, 0); jinak x′ = y′ = 0.

(d) x̃ ∈ {(x, y) ∈ R
2; x2 + y > 1}

x′ =

{

u
x2+y−1

, x2 + y 6= 1

0, x2 + y = 1

y′ = x2 + u2

2. Nalezněte množinu regulovatelnosti soustav:

(a)

x′ = xy

y′ =

{

u2

x+y−1
, x+ y 6= 1

0, x+ y = 1

(b)
x′ = cos(xy)

y′ = cos x+ u

3. Určete oblast regulovatelnosti systému

x′ = xyu

y′ = arctg x− arccotg y.

Jak, pokud v̊ubec, se tato množina změńı bez požadavku esenciálńı omeze-
nosti funkce u?
4. Aniž byste hledali přesná řešeńı, navrhněte regulačńı postup (globálně
regulovatelného) systému

x′ = sin y

y′ = x+ u.
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5.

x′ = −x+ z

y′ = y − z + u

z′ = −y + z − u

6. Pro jakou volbu vektoru (a, b) ∈ R2 jsou následuj́ıćı systémy globálně
regulovatelné?

(

x
y

)′
=A

(

x
y

)

+

(

a
b

)

u

Matici A voĺıme postupně jakožto
(

0 −1
1 0

)

,

(

2 0
0 −2

)

,

(

1 1
1 −1

)

.

Zkuste výsledek nejprve uhodnout (resp. od̊uvodnit intuitivně) na základě
chováńı systému bez regulace (tj. pokud u = 0).

7. Ukažte, že rovnice

x(n) + a1x
(n−1) + · · ·+ anx = u

je globálně regulovatelná.

8. Pro n ∈ N určete oblast regulovatelnosti systému

x′ = Ax+Bu,

kde

A =

















1 1 0 . . . 0 0
0 1 1 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 1
1 0 0 . . . 0 1

















n×n

a matice regulaćı B je tvaru

(a)

B =















0
0
...
0
1















n×1

(b)

B =















1
1
...
1
1















n×1
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9. Necht’ n ∈ N. V závislosti na parametrech α, β ∈ R určete oblast regulo-
vatelnosti systému

x′ = Ax+Bu,

kde

A =

















0 0 0 . . . 0 0 1
1 0 0 . . . 0 0 0
0 1 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 0 0
0 0 0 . . . 0 1 0

















n×n

a matice regulaćı B je tvaru

(a)

B =















α
0
...
0
β















n×1

(b)

B =















α
β
...
β
β















n×1

10. Pro n ∈ N určete oblast regulovatelnosti systému

x′ = Ax+Bu,

kde

A =

















0 1 2 . . . n− 3 n− 2 n− 1
1 0 0 . . . 0 0 0
0 1 0 . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1 0 0
0 0 0 . . . 0 1 0

















B =















2
−1
0
...
0















n×1

11. Pro n ∈ N určete oblast regulovatelnosti systému

x′ = Ax+Bu,

kde

A =

















0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 2 0 . . . 0 0
0 0 0 3 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0 n− 1
n 0 0 0 . . . 0 0

















B =



















1
0
0
...
0
1



















n×1
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12. Ukažte, že následuj́ıćı systém je lokálně regulovatelný v počátku:

x′ = x+ y2 + u

y′ = sin z + u2

z′ = x+ sin y + cos z − 1

13. Zobecněte zněńı věty o lokálńı regulovatelnosti tak, aby výsledkem byla
regulovatelnost rovnice na okoĺı předem daného bodu x̃. Tuto pak aplikujte
na d̊ukaz regulovatelnosti následuj́ıćıch systémů na okoĺı př́ıslušných bod̊u x̃.
V některých př́ıpadech bude nutno určit správné hodnoty parametr̊u α, β, γ ∈
R.

(a) x̃ = (π/2, 0, π)

x′ = sin(αyz) + u2

y′ = cos x+ βu

z′ = cotg x+ cos y + sin z + γ

(b) x̃ = (1, 1)

x′ = −βxy + yα + βe
αu
β − β2 + (α− 1)(α + 1)

y′ = αx− 3 + βu

(c) x̃ ∈ {(x, y) ∈ R
2; x ∈ (−π/2, π/2) ∧ x− y = π

2
}

x′ = α sin x− β cos y − u2

y′ = sin2 x+ β cos2 y + u

(d) x̃ ∈ {(x, y) ∈ R
2; x2 + y2 = 4 ∧ xy ≥ 0}

x′ =
√

x2 + y2 − x2 − y2 + ux

y′ = ex
2+y2 + uy
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Návody a řešeńı.

1) (a) y′ ≥ 1.

(b) Lze si povšimnout (x2 − y2)′ = 0, a proto ihned vylouč́ıme body (x, y)
nevyhovuj́ıćı rovnici x2 = y2 (viz Obrázek 1). Neregulovatelnost (1-
dimenzionálńı) rovnice x′ = x3u se ukáže integraćı a užit́ım esenciálńı
omezenosti u.

(c) Po přechodu do polárńıch souřadnic, k němuž nabádaj́ı radiálńı členy,
źıskáme

r′ =
√
r(1−

√
r) cosω

ω′ = ru sinω.

Pronikne-li tedy řešeńı na jednotkovou kružnici, již ji neopust́ı.
Jestliže se nechceme uchylovat k polárńım souřadnićım, je možné prvńı
rovnici vynásobit x, druhou vynásobit y, obě rovnice seč́ıst a všimnout
si, že na jednotkové kružnici plat́ı (x2 + y2)′ = 0.

(d) Ocitne-li se řešeńı na dělićı parabole, může z ńı pokračovat pouze v
kladném směru osy y.

2) (a) Po zakresleńı zadaného vektorového pole (viz Obrázek 2) po chv́ıli
vylouč́ıme vše kromě množiny {(0, s); s ∈ (0, 1)}, na ńıž si vystač́ıme s
volbou u ≡ 1.

(b) Po grafickém ztvárněńı (podstatné je správné nakresleńı křivek xy =
π
2
+ kπ, viz Obrázek 3) vyvod́ıme jako oblast regulovatelnosti množinu

{(x, y) ∈ R
2; x < 0}.

Př́ıklad regulačńıho postupu je prvně položit u ≡ −2 sgn y0 + y0/x0.
Takto se nám podař́ı setkat se s trajektoríı regulovaného řešeńı, které
existuje v množině {(x, y) ∈ R

2; |xy| ≤ π/4 ∧ x < 0} a při zpětném
prob́ıháńı má v nekonečném čase limitu (0,−∞).

3) Na množině {(x, y) ∈ R
2; y = 0} pozorujeme y′ < 0 (viz Obrázek

4) a na jistém okoĺı počátku y′ ≤ c < 0. Odsud plyne neregulovatelnost
{(x, y) ∈ R

2; y ≤ 0}. Množina {(0, y); y > 0} naopak regulovatelná je bez
ohledu na volbu u. Na ostatńıch zat́ım nezmı́něných oblastech plat́ı kv̊uli
klesavosti y pobĺıž osy x odhad |x′| ≤ |x| · y0 · ‖u‖∞. Odpov́ıdaj́ıćı řešeńı jsou
proto v x-souřadnici odražená od nuly funkćı x0 exp(−t · y0 · ‖u‖∞).
Upust́ıme-li od požadavku ‖u‖∞ < ∞, stále nejsme schopni vylepšit situaci
množiny {(x, y) ∈ R

2; y ≤ 0} ze stejných d̊uvod̊u jako v předchoźım př́ıpadě.
Totéž však neplat́ı pro {(x, y) ∈ R

2; x 6= 0, y > 0}. Volbou u jako po částech
konstantńıch

”
schod̊u do nebe” jsme schopni udržet |x′| ≥ c > 0, kde c

je konstanta dost velká na to, aby se řešeńı bĺıžilo k ose y rychleji než k
ose x (např. c = 3π|x0|y−1

0 /2). Kv̊uli limity monotónńı posloupnosti muśı
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takové řešeńı nutně skončit na ose y v čase seshora omezeném konstantou c.
Zeslabeńım předpoklad̊u jsme tak rozš́ı̌rili oblast regulovatelnosti na {(x, y) ∈
R

2; y > 0}.
4) Ideu rozvedeme ve třech kroćıch, jejichž poskládáńım regulujeme řešeńı

o libovolné počátečńı podmı́nce. Pro lepš́ı představu viz obrázky 5 a 6.

I/(x0, y0) = (0, 2kπ), k ∈ N.

Položme u ≡ −1. Protože nyńı

(

(x− 1)2

2
+ cos y

)′
= 0,

řešeńı o uvedené počátečńı podmı́nce splňuje x = 1−√
3− 2 cos y, což je

2π-periodická funkce v proměnné y, striktně záporná na (2(k−1)π, 2kπ).
Odtud a z rovnice pro y′ dostáváme, že př́ıslušné řešeńı doraźı do bodu
(0, 2(k − 1)π), a to nejpozději v čase t = 2π. Povšimněme si nav́ıc

C := max
y∈[2(k−1)π,2kπ]

|x(y)| =
√
5− 1.

Analogický postup s u ≡ 1 zajist́ı přechod (0,−2kπ) → (0,−2(k−1)π).

II/(x0, y0) ∈ {(x, y) ∈ R
2; y ∈ [2kπ+ 5π/4, 2kπ + 7π/4], k ∈ Z∧ (x, y) lež́ı

napravo od trajektorie z předchoźıho bodu mezi (0, 2(k+1)π)a(0, 2kπ)}.

Interval [2kπ + 5π/4, 2kπ + 7π/4] znač́ı pás, v němž x′ ≤ −1/
√
2.

Vhodným přeṕınáńım u v tomto intervalu s y-souřadnićı z̊ustaneme.
Dosáhneme tak driftováńı v x-souřadnici až do styku s trajektoríı z
předchoźıho bodu, kdy zapoj́ıme jemu př́ıslušej́ıćı hodnotu u. Délka
doby trváńı této fáze nepřekroč́ı hodnotu

√
2(|x0|+ C).

Zcela analogicky by postup fungoval pro (x0, y0) takové, že y0 ∈ [2kπ +
π/4, 2kπ + 3π/4], k ∈ Z, a nav́ıc (x0, y0) lež́ı nalevo od trajektorie z
předchoźıho bodu mezi (0, 2(k + 1)π) a (0, 2kπ).

III/(x0, y0) všude jinde.

Dosazeńım vhodné konstanty za u doraźıme do
”
potrub́ı” z předchoźıho

př́ıpadu nebo překř́ıž́ıme trajektorii z prvńıho př́ıpadu. Kupř́ıkladu vol-
bou u ≡ −x0 + 2π se tak stane za čas t < 3.

5) Kalmanova matice má rank 2 a jej́ı sloupce generuj́ı nadrovinu y+z = 0.

6) (i) a2 + b2 6= 0, (ii) ab 6= 0, (iii) b2 + 2ab− a2 6= 0.
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7) Převed’te na systém n rovnic; Kalmanova matice má na vedleǰśı dia-
gonále jednotky a nad ńı je nulová.

8) (a) K(A,B) je dolńı trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále.

(b)

K(A,B) =









1 2 . . . 2n−1

1 2 . . . 2n−1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 2 . . . 2n−1









Sloupce Kalmanovy matice generuj́ı lin{(1, 1, . . . , 1)}.
9) (a)

K(A,B) =

















α β 0 . . . 0 0
0 α β . . . 0 0
0 0 α . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . α β
β 0 0 . . . 0 α

















n×n

Je-li n liché, pak: α 6= −β ⇒ h(K(A,B)) = n.
α = −β 6= 0 ⇒ h(K(A,B)) = n − 1, sloupce K(A,B) generuj́ı nadro-
vinu (1, . . . , 1)⊥.

Je-li n sudé, pak: α 6= ±β ⇒ h(K(A,B)) = n.
α = −β 6= 0 ⇒ h(K(A,B)) = n − 1, sloupce K(A,B) generuj́ı nadro-
vinu (1, . . . , 1)⊥.
α = β 6= 0 ⇒ h(K(A,B)) = n− 1, sloupce K(A,B) generuj́ı nadrovinu
(1,−1, . . . , 1,−1)⊥.

(b)

K(A,B) =













α β β . . . β
β α β . . . β
β β α . . . β
. . . . . . . . . . . . . . . .
β β β . . . α













n×n

α = β 6= 0 ⇒ sloupce K(A,B) generuj́ı lin{(α, α, . . . , α)}.
α = −(n− 1)β 6= 0 ⇒ h(K(A,B)) = n− 1, sloupce generuj́ı nadrovinu
(1, . . . , 1)⊥.
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10)

K(A,B) =





















2 −1 0 0 . . . 0 0
−1 2 −1 0 . . . 0 0
0 −1 2 −1 . . . 0 0
0 0 −1 2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 2 −1
0 0 0 0 . . . −1 2





















n×n

Kalmanova matice je regulárńı, o čemž se můžeme přesvědčit např́ıklad
výpočtem jej́ıho determinantu. Po sestaveńı rekurentńıho vztahu a ověřeńı
nástřelu vyvozeného z n = 1, 2, 3 vyjde det(K(A,B)) = n+ 1.

11)

K(A,B) =











1 0 0 0 . . . 0 (n− 1)!
0 0 0 0 . . . (n− 1)! n!
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 (n− 3)(n− 2)(n− 1) . . . 0 0
0 0 (n− 2)(n− 1) (n− 2)(n− 1)n . . . 0 0
0 n− 1 (n− 1)n 0 . . . 0 0
1 n 0 0 . . . 0 0











Kalmanova matice je regulárńı (opět lze snadno spoč́ıst det(K(A,B))).

13) Jediná modifikace spoč́ıvá v předpokladu f(x̃, 0) = 0 a v už́ıváńı
∇xf(x̃, 0),∇uf(x̃, 0), kde x′ = f(x, u) – zobecněńı f(0, 0) = 0, ∇xf(0, 0),
∇uf(0, 0). V daľśım značme A = ∇xf(x̃, 0), B = ∇uf(x̃, 0).

(a)

K(A,B) =





0 αβπ 0
β 0 −αβπ
0 0 αβπ





α 6= 0, β 6= 0, γ = −1.

(b)

K(A,B) =

(

α −β2

β α2

)

α = β = 3.

(c)

K(A,B) =

(

0 cosx
1 sin(2x)

)

α = β = −1.

(d)

K(A,B) =

(

x −6
y 8e4

)
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Obrázek 1: Úloha 1b – úrovňové množiny funkce x2 − y2 pro hodnoty
−3,−2, . . . , 3.

Obrázek 2: Fázový portrét cvičeńı 2a, v němž stejné barvy znač́ı stejnou
kombinaci znamének x′ a y′.
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Obrázek 3: Úloha 2b – úrovňové množiny funkce xy pro hodnoty −5π/2,
−3π/2. . . 5π/2 se znázorněným směrem x′. Zvýrazněná je množina {(x, y) ∈
R

2; |xy| ≤ π/4 ∧ x < 0}.

Obrázek 4: Pomoc ke cvičeńı 3, kde zvýrazněńı znač́ı y′ < 0.
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Obrázek 5: Ztvárněńı x′ ze cvičeńı 4.
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Obrázek 6: Trajektorie regulovaných řešeńı zač́ınaj́ıćıch v bodech (0,−2π) a
(0, 2π) ze cvičeńı 4. Zvýrazněné oblasti znač́ı počátečńı podmı́nky spadaj́ıćı
do kroku II.
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Pozorovatelnost.

Uvažujme nyńı obecnou nelineárńı rovnici

x′ = f(x) (10)

a definujme ,,pozorovanou veličinu”

y = g(x), (11)

kde g : Rn → R
m. Opět obvykle plat́ı m < n, tj. pozorováńı obsahuje méně

informace než celý systém.

Definice. Řekneme, že rovnice (10) je pozorovatelná skrze veličinu (11),
jestliže pro libovolná dvě řešeńı x1, x2 a čas t > 0 plat́ı:

g(x1) = g(x2) na [0, t] =⇒ x1(0) = x2(0).

Poznámka. Vzhledem k jednoznačnosti řešeńı je závěr implikace x1(0) =
x2(0) ekvivalentńı tomu, že řešeńı se shoduj́ı na celém intervalu [0, t].

Úlohy na pozorovatelnost lze opět řešit na základě elementárńıch úvah.
V lineárńım př́ıpadě lze situaci vyřešit obecně; nav́ıc se ukazuje, že pozoro-
vatelnost je v jistém smyslu duálńı pojem k regulovatelnosti.

Věta 3. Necht’ A ∈ R
n×n a B ∈ R

m×n jsou konstantńı matice. Potom rovnice

x′ = Ax (12)

je pozorovatelná skrze
y = Bx, (13)

právě když rovnice
x′ = ATx+BTu

je globálně regulovatelná.

Důsledek. Rovnice (12) je pozorovatelná skrze (13), právě když K(AT , BT )
má hodnost n.

Př́ıklad 5. Najděte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku na č́ısla aij, aby systém

x′ = a11x+ a12y

y′ = a21x+ a22y

byl pozorovatelný skrze veličinu x.
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Řešeńı. V souladu s předchoźı větou máme

A =

(

a11 a21
a12 a22

)

, BT =

(

1
0

)

.

Tedy

K(AT , BT ) =

(

1 a11
0 a12

)

;

tato matice má požadovanou hodnost 2, právě když a12 6= 0.
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Řešte úlohy týkaj́ıćı se pozorovatelnosti.

14. Najděte (co nejjednodušš́ı) př́ıklad matice A takové, aby systém





x
y
z





′

=A





x
y
z





byl pozorovatelný pouze na základě proměnné x. Př́ıpadně charakterizujte
takové matice.
15. V závislosti na m,n ∈ N, m < n, rozhodněte, pro jaká V ∈ R

m×n bude
systém x′ = Ax pozorovatelný skrze veličinu y = V x, kde

A =













1 2 3 . . . n
2 4 6 . . . 2n
3 6 9 . . . 3n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n 2n 3n . . . n2













16. Zkoumejte pozorovatelnost následuj́ıćıch systémů skrze V1 a V2:

(a) x′ = y2

y′ = x2

V1 = x− y
V2 = x

(b) x′ = y2

y′ = −x−4

V1 = x · y
V2 = x

17. Uvažme systém
x′ = xy

y′ = −y/x.

Rozhodněte o jeho pozorovatelnosti veličinou V = x · y, budete-li brát v
úvahu pouze následuj́ıćı počátečńı podmı́nky (x0, y0):

(a) (x0, y0) ∈ R
2 \ lin{e2}

(b) (x0, y0) ∈ {(a, a)| a ∈ R \ {0,±1}}
18. Aniž byste se odkazovali na teorii regulaćı, rozhodněte o pozorovatel-
nosti rovnice x′′′ − x′′ + x′ − x = 0 pomoćı veličin:

(a) V = x+ x′′

(b) V = x+ x′ + x′′

(c) V = (x+ x′′)x′
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19. Dokažte, že systém
x′ = y

y′ = ex

neńı pozorovatelný skrze veličinu V = sin 1
y
.

(tip: soustřed’te svou pozornost na př́ıpad y0 =
√
2ex0 )

20. Mějme lineárńı systém
x′ = y

y′ = −x,

(x, y) = (x(t), y(t)), t ∈ [0, π].

Vyšetřujte jeho pozorovatelnost pomoćı zadaných veličin. V př́ıpadě nepo-
zorovatelnosti charakterizujte všechna řešeńı, jež daná veličina vzájemně ne-
odlǐśı.

(a) V = x2 + y2

(b) V = x

(c) V = x · y
(d) V = x(0) · y(0)

(e) V = S · (x− y),
kde S = S(t) je obsah oblasti vy-
mezené křivkou {(x(s), y(s)), s ∈
[0, t]} a spojnicemi jej́ıch krajńıch
bod̊u s počátkem (0, 0).
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Řešeńı.

14) Prvńı řádek (0, 1, 0), druhý řádek (0, 0, 1). Menš́ı hodnost než dva mı́t
A nemůže.

15) Sloupce matic A(= AT ), A2, . . . , An−1 jsou násobky vektoru (1, . . . , n),
a proto sloupce K(AT , V T ) generuj́ı lin{v1, . . . , vm, (1, 2, . . . , n)}, kde vi jsou
řádky matice V . Systém tedy bude pozorovatelný na základě V , právě když
m = n− 1 a {v1, . . . , vm, (1, 2, . . . , n)} je lineárně nezávislá množina.

16) (a) x0 = y0 ⇒ V1 ≡ 0, čili systém neńı pozorovatelný pomoćı V1.
Systém je ovšem pozorovatelný pomoćı V2. Můžeme dokazovat sporem
(x1 ≡ x2 ∧ y10 6= y20), užijeme neklesavost y.

(b) x0 = 1/y0 ⇒ V1 ≡ 1, a tedy systém neńı pozorovatelný skrze V1. Pozo-
rovatelnost na základě V2 se dokáže obdobně jako pro předchoźı systém.

17) (a) x0 = 1/y0 ⇒ V1 ≡ 1, systém neńı pozorovatelný.

(b) Při označeńı c = (x2
0 − 1)/x0 je řešeńım uvedeného systému

x(t) =
x2
0e

ct − 1

c

y(t) =
cx2

0e
ct

x2
0e

ct − 1

Z veličiny V = x · y = x2
0e

ct lze x0 jednoznačně určit, a proto je systém
při uvedených povolených počátečńıch podmı́nkách pozorovatelný.

18) x(t) = c1e
t + c2 sin t+ c3 cos t,

kde c1,2,3 = c1,2,3(x0, x
′
0, x

′′
0) je bijekce R

3 → R
3.

(a) V = x+ x′′ = 2c1e
t,

a tedy V nerozlǐsuje řešeńı s totožným c1. Rovnice pomoćı V neńı po-
zorovatelná.

(b) V = x+ x′ + x′′ = 3c1e
t + c2 cos t− c3 sin t,

odkud lze (c1, c2, c3) (proto i (x0, x
′
0, x

′′
0)) jednoznačně určit. Rovnice je

skrze V pozorovatelná.

(c) V nedělá rozd́ıl mezi řešeńımi s opačnými znaménky, čili rovnice neńı
pomoćı V pozorovatelná.

19) Uvažujeme-li př́ıpad y0 =
√
2ex0 , je zadaný systém řešen funkcemi

x(t) = ln

(

2

2− y0t

)2

+ x0

y(t) =
2y0

2− y0t
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a odtud

V = sin
1

y
= sin

(

1

y0
− t

2

)

= sin

(

1√
2ex0

− t

2

)

.

Zvoĺıme-li nyńı druhou počátečńı podmı́nku jako

x1 = 2 ln

√
ex0

1 + 2π
√
2ex0

,

pak ze sinové periodicity nebudou př́ıslušná řešeńı skrze V rozlǐsena.

20) Uvedenou soustavu řeš́ı

x(t) = r0 sin(t+ ω0)

y(t) = r0 cos(t+ ω0),

kde (x(0), y(0)) = (r0 sinω0, r0 cosω0), r0 ≥ 0, ω0 ∈ [0, 2π). Vzhledem k
omezeńı definičńıho oboru na interval [0, π] je grafem p̊ulkružnice se středem
v počátku, vykreslovaná konstantńı rychlost́ı v záporném směru.

(a) nepozorovatelnost
Všechna řešeńı s totožnou hodnotou r0 splývaj́ı.

(b) pozorovatelnost
Pomoćı teorie regulaćı nebo elementárńı úvahou.

(c) nepozorovatelnost

Nelze rozlǐsit řešeńı (x, y) a (−x,−y); neboli veličina V =
r20
2
sin(2t+2ω0)

urč́ı ω0 až na násobek π, potřebovali bychom až na násobek 2π.

(d) nepozorovatelnost
Splývaj́ı řešeńı splňuj́ıćı (x(0), y(0)) = (x(0), V/x(0)) pro V 6= 0 a s
počátečńı podmı́nkou na osách x, y pro V = 0.

(e) pozorovatelnost

S(t) =
r20
2
t a užit́ım součtového vzorce dostaneme

V = − r30√
2
t cos

(

t+ ω0 +
π

4

)

,

odkud jsme na [0, π] s to jednoznačně určit (r0, ω0).
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Časově optimálńı regulace. Princip maxima.

Nyńı se budeme zabývat opět lineárńı úlohou

x′ = Ax+Bu, (14)

ovšem za předpokladu omezených hodnot př́ıpustných regulaćı. Přesněji řečeno,
požadujeme

u(·) ∈ U =
{

u : (0, t) → U měřitelné, U = [−1, 1]m
}

(15)

Ćılem je zvolit u(·) takové, že x0
t−−→

u(·)
0 v nejkratš́ım možném čase.

Všimněme si nejprve otázek regulovatelnosti úlohy (14–15). Označ́ıme
opět

R(t) =
{

x0 ∈ R
n; x0

t−−→
u(·)

0 pro vhodné u(·) ∈ U
}

a dále definujme

R =
⋃

t>0

R(t).

Potom plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 4. Necht’ matice K(A,B) má hodnost n. Potom pro každé t > 0 je
úloha (14–15) lokálně regulovatelná, tj. obsahuje R(t) okoĺı 0.

Jestlǐze nav́ıc Reλ ≤ 0 pro každé vlastńı č́ıslo λ matice A, je úloha
globálně regulovatelná, tj. R = R

n.

Otázka existence časově optimálńı regulace je též snadno řešitelná – a to
d́ıky linearitě rovnice a konvexitě množiny U .

Věta 5. Necht’ x0 ∈ R(t) pro nějaké t > 0. Potom existuje t∗ ≤ t a u∗(·) ∈ U
takové, že x0

t∗−−→
u∗(·)

0, kde čas t∗ je nejmenš́ı možný.

Následuj́ıćı věta dává nutnou podmı́nku optimality dané regulace.

Věta 6 (Pontrjagin̊uv princip maxima). Necht’ u(·) ∈ U přivád́ı rovnici (14)
do 0 v optimálńım – tj. nejmenš́ım možném – čase t. Potom existuje nenulový
vektor h ∈ R

n tak, že

hT exp(−sA)Bu(s) = max
η∈[−1,1]m

hT exp(−sA)Bη (16)

pro skoro všechna s ∈ (0, t).
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Poznámka. Připomeňme si Lagrangeovu větu o multiplikátorech. Nutnou
podmı́nkou toho, aby bod x byl extrémem funkce f(x) vzhledem k množině
{x; g1(x) = 0, . . . , gk(x) = 0}, je – za vhodných předpoklad̊u na hladkost
funkćı f , gj – existence č́ısel λ1, . . . , λk takových, že

∇g(x) = λ1∇g1(x) + · · ·+ λk∇gk(x). (17)

Při řešeńı př́ıklad̊u obvykle nemuśıme poč́ıtat hodnoty λj; z rovnice (17)
źıskáme jakousi částečnou informaćı, d́ıky ńıž omeźıme množinu ,,podezřelých“
bod̊u na několik málo prvk̊u. Spolu s informaćı o existenci extrémů pak ,,pa-
chatele“ snadno identifikujeme.

Zde je situaci podobná: podmı́nka (16) p̊usob́ı dosti záhadně, ovšem v
konkrétńım př́ıpadě snadno poskytne dost informace, abychom mohli identi-
fikovat tvar optimálńı regulace.

Př́ıklad 3 – pokračováńı. Hledejme regulaci u : (0, t) → [−1, 1], která
zaparkuje v nejkratš́ım čase. Jej́ı existence je zaručena Větami 4, 5 spolu s
nulovost́ı spektra matice A. Př́ımo z definice se lehce spoč́ıtá, že

exp(−sA) =

(

1 −s
0 1

)

.

Dle Pontrjaginova principu maxima existuje nenulový vektor h = (h1, h2)
takový, že

(h2 − h1s)u(s) = max
η∈[−1,1]

(h2 − h1s)η.

Odtud lehce plyne, že u(s) = sgn(h2−h1s) pro s.v. s. To speciálně znamená,
že u nabývá pouze hodnot ±1 a ke změně znaménka dojde nejvýše jednou.
Za účelem konstrukce optimálńıch regulaćı je užitečné načrtnout chováńı
systému pro u = ±1. Snadno se ukáže, že odpov́ıdaj́ıćı prvńı integrály jsou
paraboly

±x = c− m

2
(x′)2.

Optimálńı regulaci je nejlépe konstruovat pozpátku: pro u = −1 vid́ıme
na obrázku ?? řešeńı, přiváděj́ıćı systém v konečném čase do počátku (modré).
K této trajektorii doraźıme pomoćı u = 1 (červená). Neńı obt́ıžné si roz-
myslet, že libovolnou počátečńı podmı́nku lze takto regulovat právě jedńım
zp̊usobem.

Princip maxima – obecný př́ıpad.

Na závěr zformulujeme Pontrjagin̊uv princip maxima v obecném tvaru coby
nutnou podmı́nku optimálńıho ř́ızeńı.
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Obrázek 7: Př́ıklad 3 – řešeńı pro u = −1 (modré) a u = 1 (červené).

Uvažujeme obecnou úlohu

x′ = f(x, u), (18)

s př́ıpustnými regulacemi tvaru

u(·) ∈ U =
{

u : (0, T ) → U ; u je měřitelná a u(s) ∈ U pro s.v. s
}

, (19)

kde U ⊂ R
m je libovolná množina. Ćılem je maximalizovat funkcionál

P [u(·)] = g(x(T )) +

∫ T

0

r(x(t), u(t)) dt. (20)

Zavedeme následuj́ıćı pojmy. Hamiltonián H : Rn × R
n × R

m → R jako

H(x, p, a) = f(x, a) · p+ r(x, a)

a tzv. adjungovanou úlohu

p′ = −∇xH(x, p, u) (21)
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Věta 7. Necht’ u(·) je maximum úlohy (18–20), kde čas T > 0 a počátečńı
podmı́nka x(0) = x0 jsou zadány, zat́ımco x(T ) je neurčeno. Předpokládejme,
že funkce f , r a g jsou spojité a maj́ı spojité derivace vzhledem k x.

Potom pro s.v. s ∈ (0, T ) plat́ı

H(x(t), p(t), u(t)) = max
η∈U

H(x(t), p(t), η),

kde p(t) je řešeńı adjungované úlohy (21) s koncovou podmı́nkou

p(T ) = ∇xg(x(T )). (22)

Předpoklady věty zaručuj́ı, že pro dané u(·) ∈ U existuje právě jedno x(t)
řešeńı rovnice (18). Adjungovaná rovnice po složkách je

p′i = −
n
∑

j=1

∂fj
∂xi

(x(t), u(t))pj −
∂r

∂xi

(x(t), u(t)), pi(T ) =
∂g

∂xi

(x(T )).

To je lineárńı rovnice a má tedy – pro daná x(t), u(t) – jediné řešeńı p(t) na
intervalu [0, T ].

Př́ıklad 6. Národńı hospodářstv́ı se ř́ıd́ı rovnićı

x′ = kxu,

kde x je celkový kapitál, k > 0 je konstanta vyjadřuj́ıćı přirozenou mı́ru
r̊ustu, a

u : (0, T ) → [0, 1]

vyjadřuje procento reinvestic, tj. 1−u je část produkce, která je spotřebována.
Ćılem je volit u takové, aby celková spotřeba

P [u(·)] =
∫ T

0

(1− u(t))x(t) dt

byla maximálńı. Čas T > 0 je pevně dán; hodnota x(T ) může být libovolná.

Řešeńı. Ve smyslu zavedeného značeńı je Hamiltonián roven

H = x
(

1 + a(pk − 1)
)

.

Pontrjagin̊uv princip maxima tedy ř́ıká, že v př́ıpadě optimálńıho řešeńı

x(t)
(

1 + u(t)(p(t)k − 1)
)

= max
η∈[0,1]

x(t)
(

1 + η(p(t)k − 1)
)

.
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Je rozumné předpokládat x(0) > 0, odtud x(t) > 0 pro každé t ≥ 0. Stač́ı
tedy maximalizovat druhou závorku; odsud dedukujeme, že optimálńı ř́ızeńı
splňuje

u(t) =

{

0, pokud p(t)k < 1,

1, pokud p(t)k > 1.

Nyńı je třeba určit řešeńı adjungované úlohy. Protože d
dx
H = 1 + a(pk − 1),

jde o rovnici

p′ =

{

−1, pokud p(t)k < 1,

−pk, pokud p(t)k > 1.

Pro naši úlohu je g = 0, tedy př́ıslušná koncová podmı́nka je

p(T ) = 0.

Nyńı (postupem pozpátku od t = T ) dopoč́ıtáme, že

p(t) =

{

T − t, t ∈ [T − 1
k
, T ],

exp
(

k(T − t)− 1
)

, t < T − 1
k
.

Celkem dostáváme: pokud 1
k
< T , je optimálńı volit u = 1 pro t ∈ [0, T − 1

k
]

a u = 0 pro t ∈ [T − 1
k
, T ]. V př́ıpadě 1

k
≥ T voĺıme vždy u = 0.

Př́ıklad 7. Uvažujme rovnici x′ = x/u, x(0) = 1. Nalezněte nutnou podmı́nku

na u : [0, T ] → [1, 3], aby P [u(·)] =
∫ 3

0
x(t)u(t)dt bylo maximálńı.

Řešeńı. Hamiltonián je H = x(p/u+u). Z linearity rovnice pro x a počátečńı
podmı́nky plyne, že x(t) > 0; tedy podmı́nku maxima lze napsat jako

p(t)

u(t)
+ u(t) = max

a∈[1,3]

p(t)

a
+ a.

Vyšetřeme pr̊uběh funkce h(a) = p0
a
+ a, a > 0, v závislosti na p0 ∈ R. Pro

p0 ≤ 0 je h(a) striktně rostoućı. Pro p0 > 0 je ryze konvexńı s globálńım
minimem v bodě a =

√
p0. V obou př́ıpadech je maximum v̊uči a ∈ [1, 3] v

jednom z krajńıch bod̊u intervalu. Dosazeńım lehce spočteme, že pro p0 > 3
je amax = 1, zat́ımco pro p0 < 3 je amax = 3.

Z principu maxima tedy dostáváme, že u(t) = 1 pokud p(t) > 3, zat́ımco
u(t) = 3 pro p(t) < 3.

Adjungovaná rovnice má tvar

p′ = − p

u(t)
− u(t), p(3) = 0,
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nebot’ g = 0. Řešeńı sestroj́ıme opět ,,odzadu“. Označme

t0 = inf
{

t ∈ [0, 3]; p < 3 na [t, 3]
}

.

Ze spojitosti je t0 < 3 a patrně p(t) < 3 a tedy u(t) = 3 na (t0, 3]. Máme
tedy rovnici p′ = −p/3− 3, jež má obecné řešeńı p = ce−t/3 − 9. Z podmı́nky
p(3) = 0 plyne c = 9e. Celkem máme

p = 9e1−t/3 − 9, t ∈ (t0, 3]. (23)

Z definice t0 dále plyne, že p(t0+) = 3, nebo t0 = 0. Funkce (23) nabývá
hodnoty 3 v bodě t = 3− 3 ln 4/3 > 0, tedy nutně

t0 = 3− 3 ln 4/3. (24)

Na intervalu [0, t0) je p patrně klesaj́ıćı a kladná; tedy speciálně zde máme
p > 3 a u = 1. Adjungovaná rovnice přecháźı na p′ = −p− 1. Obecné řešeńı
je p = ce−t − 1, z podmı́nky p(t0) = 3 máme c = 4(3/4)3e3. Shrnuto

p = 4

(

4

3

)3

e3−t − 1, t ∈ [0, t0). (25)

Podstatná je ovšem informace ohledně optimálńıho ř́ızeńı, tedy u = 1 na
(0, t0) a u = 3 na (t0, 3). – Zd̊urazněme, že jsme pouze ukázali, že existuje-li
optimálńı ř́ızeńı, má nutně tento tvar. Existence maxima (vzhledem k neli-
nearitě úlohy) je netriviálńı problém. Odtud již snadno dopočteme i hodnoty
řešeńı: x = et pro t ∈ [0, t0] a x = 16

9
e2+t/3 pro t ∈ [t0, 3].
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Řešte úlohy na Pontrjagin̊uv princip maxima.

21. Závaž́ı na pružině se ř́ıd́ı rovnićı x′′+x = u. Najděte śılu u : [0,+∞) →
[−1, 1] takovou, že x = x′ = 0 nastane v nejkratš́ım čase.

22. Policejńı v̊uz se ř́ıd́ı rovnićı x′ = u, x(0) = 0. Určete tah motoru u :

[0, T ] → R tak, aby P [u(·)] = −
∫ T

0
(x(t)− z(t))2 + αu2(t)dt bylo maximálńı.

Čas T > 0, konstanta α > 0 a trajektorie zločince z(t) je dána. – Řešte
obecně a pak pro př́ıpad (i) z(t) = 1, (ii) z(t) = t a (iii) z(t) = cos t, α = 1,
T = 2π.
23. Je dána rovnice x′ = x + u. Určete u : [0, T ] → R tak, aby P [u(·)] =
−
∫ T

0
x2(t) + u2(t)dt bylo maximálńı. * Hledejte regulaci ve tvaru zpětné

vazby, tj. odvod’te rovnici pro c, kde u(t) = a(t)x(t).

24. Maximalizujte P [u(·)] =
∫ 2

0
2x(t)− 3u(t)dt, kde x′ = x+ u, x(0) = 4 a

u : [0, T ] → [0, 2].

25. Maximalizujte P [u(·)] =
∫ 4

0
3x(t)dt, kde x′ = x + u, x(0) = 5 a u :

[0, T ] → [0, 2].

26. Maximalizujte P [u(·)] =
∫ 2

0
x(t) − u2(t)dt, kde x′ = u, x(0) = 0 a

u : [0, T ] → R.

27. Maximalizujte P [u(·)] = −1
2

∫ 1

0
x2(t)+u2(t)dt, kde x′ = u−x, x(0) = 1

a u : [0, T ] → R.
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Řešeńı.

21) Převedeńım na systém máme tvar (14), kde

A =

(

0 1
−1 0

)

, B =

(

0
1

)

.

Existence optimálńı regulace je zaručena Větami 4, 5. Princip maxima dává

(−h1 sin t+ h2 cos t)u(t) = max
|η|≤1

(−h1 sin t+ h2 cos t)η,

pro vhodný nenulový vektor (h1, h2). Lze psát (h1, h2) = (a sinω, a cosω),
kde a > 0, ω ∈ R. Odsud maxη ηa cos(t + ω); vid́ıme, že optimálńı u měńı
hodnotu 1 a −1 s periodou π, přesněji

u(t) = sgn cos(t+ ω). (26)

Pro u = ±1 jsou řešeńı kružnice (v rovině (x, x′)) o středech (±1, 0). Lze
si rozmyslet, že pro každou počátečńı podmı́nku existuje jediná optimálńı
regulace ve tvaru (26).

22) Hamiltonián H = pu − αu2 má jediné maximum pro u = p/2α. V
optimálńım př́ıpadě máme tedy x′ = p/2α, x(0) = 0; adjungovaná úloha je
p′ = 2x− 2z, p(T ) = 0. To lze převést na jedinou rovnici

x′′ − x

α
= − z

α
, x(0) = 0, x′(0) = c,

kde c urč́ıme tak, aby x′(T ) = 0 ( ⇐⇒ p(T ) = 0). Pro uvedené konkrétńı
hodnoty máme za prvé

x = 1− cosh(t/
√
α) + c

√
a sinh(t/

√
α) (i)

odsud c = tanh(T/
√
α). Ve druhém př́ıpadě

x = t−
√
α(c− 1) sinh(t/

√
α); (ii)

odsud c− 1 = 1/ cosh(T/
√
α). Konečně zatřet́ı

x =
cos t

2
+

2c− 1

4
et +

2c+ 1

4
e−t; (iii)

odsud c = tanh(2π)/2.
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23) Hamiltonián H = px− x2 + pu− u2 má jediné maximum pro u = p/2.
Adjungovaná úloha má tvar p′ = 2x − p, p(T ) = 0. Je tedy nutno nalézt
řešeńı soustavy

x′ = x+ p/2, x(0) = x0,

p′ = 2x− p, p(0) = p0,

kde p0 voĺıme tak, aby p(T ) = 0. Zpětná vazba: označme d(t) = p(t)/x(t),
tj. c(t) = d(t)/2. Rovnice pro d(t) je po dosazeńı

d′ = 2− 2d− d2

2
, d(T ) = 0.

Jej́ı řešeńı najdeme konečně ve tvaru d(t) = 2b′(t)/b(t), kde pomocná funkce
b(t) splňuje rovnici

b′′ + 2b′ − b = 0, b(T ) = 1, b′(T ) = 0,

kterou již umı́me řešit.

24) u = 2, x = 6et − 2 na [0, t0]; u = 0, x = (6 − 2e−t0)et na [t0, 2], kde
t0 = 2− ln(5/2).

25) u = 2, x = 7e−t − 2 na [0, 4].

26) u = −t/2 + 1, x = −t2/4 + t na [0, 2].

27) u = c1(
√
2 + 1)e

√
2t + c2e

−
√
2t, x = −c2(

√
2 + 1)e−

√
2t + c1e

√
2t, kde c1,

c2 voĺıme tak, aby x(0) = 1 a u(1) = 0.
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