Casoveé optimalni regulace. Princip maxima.

Nyni se budeme zabyvat opét linearni ilohou
2’ = Az + Bu, (14)

ovsem za predpokladu omezenych hodnot pripustnych regulaci. Presnéji feceno,
pozadujeme

u(-) €U ={u:(0,t) = U méfitelné, U = [—-1,1]"} (15)

Cilem je zvolit u(-) takové, ze x % 0 v nejkratsim mozném case.
Vsimnéme si nejprve otdzek regulovatelnosti tlohy (14-15). Oznaéime
opét
R(t) = {xo € R"; g % 0 pro vhodné u(-) €U }

a déle definujme

R=|JR(®).

t>0

Potom plati nésledujici véta.

Véta 4. Necht matice K(A, B) md hodnost n. Potom pro kazdé t > 0 je
tloha (14-15) lokdlné regulovatelnd, tj. obsahuje R(t) okoli 0.

Jestlize navic ReA < 0 pro kazdé vlastni c¢islo A matice A, je iloha
globalneé requlovatelnd, tj. R = R™.

Otézka existence casové optimdlni regulace je téz snadno feSitelna — a to
diky linearité rovnice a konvexité mnoziny U.

Véta 5. Necht xg € R(t) pro néjakét > 0. Potom existuje t* <t au*(-) €U

P £ . ‘ ‘ o
takové, Ze vy —— 0, kde c¢as t* je nejmensi mozny.
u ()

Nésledujici véta dava nutnou podminku optimality dané regulace.

Véta 6 (Pontrjaginuv princip maxima). Necht u(-) € U privddi rovnici (14)
do 0 v optimdlnim — tj. negjmensim mozném — case t. Potom existuje nenulovy
vektor h € R™ tak, Ze

hT exp(—sA)Bu(t) = max h' exp(—sA)Bn (16)

nel=1,1]™

pro skoro vsechna s € (0,t).
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Pozndmka. Ptipomenme si Lagrangeovu vétu o multiplikatorech. Nutnou
podminkou toho, aby bod x byl extrémem funkce f(x) vzhledem k mnoziné

{z; g1(x) =0, ..., g(x) = 0}, je — za vhodnych pfedpokladu na hladkost
funkei f, g; — existence ¢isel Ay, ..., Ay takovych, ze
Vg(x) =MVagi(z)+ -+ XNVge(x). (17)

Pii feSeni pifkladu obvykle nemusime pocitat hodnoty A;; z rovnice (17)
ziskame jakousi ¢astecnou informaci, diky niz omezime mnozinu ,,podezielych“
bodu na nékolik malo prvkua. Spolu s informaci o existenci extrému pak
,,pachatele“ snadno identifikujeme.

Zde je situaci podobné: podminka (16) pusobi dosti zdhadné, ovsem v
konkrétnim piipadé snadno poskytne dost informace, abychom mohli identi-
fikovat tvar optimalni regulace.

Piiklad 3 — pokracovani. Hledejme regulaci u : (0,t) — [—1, 1], ktera
zaparkuje v nejkratsim case. Jeji existence je zarucena Vétami 4, 5 spolu s
nulovosti spektra matice A. Piimo z definice se lehce spocita, ze

exp(—sA) = ((1) ‘15) .

Dle Pontrjaginova principu maxima existuje nenulovy vektor h = (hy, hs)
takovy, ze
(hy — his)u(s) = max (hy — hys)n.
nel-1,1]

Odtud lehce plyne, ze u(s) = sgn(hy — hys) pro s.v. s. To specidlné znamena,
Ze u nabyva pouze hodnot £1 a ke zméné znaménka dojde nejvyse jednou.
Za ucelem konstrukce optimalnich regulaci je uzitecné nacrtnout chovani
systému pro u = £1. Snadno se ukaze, ze odpovidajici prvni integraly jsou

paraboly
tr=c— %(x')g.

Optimalni regulaci je nejlépe konstruovat pozpatku: pro u = —1 vidime
na obrazku feseni, privadéjici systém v koneéném case do pocatku (modré).
K této trajektorii dorazime pomoci v = 1 (¢ervend). Neni obtizné si rozmyslet,
ze libovolnou pocatecni podminku lze takto regulovat prdvé jednim zpusobem.

Princip maxima — obecny pripad.

Na zaveér zformulujeme Pontrjagintiv princip maxima v obecném tvaru coby
nutnou podminku optimalniho Fizeni.
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Obrazek 7: Piiklad 3 — feSeni pro u = —1 (modré) a u =1 (Cervené).

Uvazujeme obecnou tlohu
¥ = f(x,u), (18)
s pripustnymi regulacemi tvaru
u(-) e ={u:(0,T) — U; u je méfitelnd a u(s) € U pros.v. s}, (19)

kde U C R™ je libovolna mnozina. Cilem je maximalizovat funkcional
T
Plu)] = o(e(T) + [ r(at)uie) . (20)

Zavedeme nasledujici pojmy. Hamiltonidn H : R" x R” x R™ — R jako

H(z,p,a) = f(z,a) - p+r(z,a)
a tzv. adjungovanou tlohu

pl = _va<x7p7 U) (21)
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Véta 7. Necht u(-) je mazimum lohy (18-20), kde ¢as T > 0 a pocdtecni
podminka x(0) = xy jsou zaddny, zatimco x(T') je neurceno. Predpoklddejme,
Ze funkce f, r a g jsou spojité a maji spojité derivace vzhledem k x.

Potom pro s.v. s € (0,T) plati

H(x(t), p(t), u(t)) = max H(z(1), p(t), n),

nelU
kde p(t) je reseni adjungované tlohy (21) s koncovou podminkou
p(T) = Vaug(a(T)). (22)

Predpoklady véty zarucuji, ze pro dané u(-) € U existuje prave jedno x(t)
feseni rovnice (18). Adjungovand rovnice po slozkéch je

0 f] or Jg
L 1), ult (T ™).
Z O a0, u(00p; — O 0(0), ) = 2 (a(T))
To je linedrni rovnice a ma tedy — pro dand x(t), u(t) — jediné feseni p(t) na
intervalu [0, T7.
Priiklad 6. Narodni hospodarstvi se ridi rovnici
¥ = kxu,

kde x je celkovy kapital, k& > 0 je konstanta vyjadiujici pfirozenou miru
rustu, a

w: (0, T)— [0,1]

vyjadiuje procento reinvestic, tj. 1—u je cast produkce, kterd je spotiebovana.
Cilem je volit u takové, aby celkovd spotieba

Plu(-)] = / (1~ u(t))a(t) dt

byla maximélni. Cas T > 0 je pevné dan; hodnota z(7") mize byt libovolna.
Resend. Ve smyslu zavedeného znaceni je Hamiltonidn roven

H =z(1+ a(pk —1)).
Pontrjaginuv princip maxima tedy tika, ze v pripadé optimalniho feSeni

x(t)(l + u(t)(p(t)k — 1)) = max x(t)(l +n(p(t)k — 1))

n€l0,1]
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Je rozumné predpokladat x(0) > 0, odtud x(t) > 0 pro kazdé ¢t > 0. Staci
tedy maximalizovat druhou zavorku; odsud dedukujeme, ze optimalni fizeni
splnuje

0 kud p(t)k < 1

1, pokud p(t)k > 1.

Nyni je tfeba urcit feSeni adjungované ulohy. Protoze %H =1+a(pk —1),
jde o rovnici
Y= —1, pokud p(t)k < 1,
—pk, pokud p(t)k > 1.

Pro nasi ulohu je g = 0, tedy ptislusna koncova podminka je
p(T) =0.

Nyni (postupem pozpétku od ¢ = T') dopocitdme, ze

N T —t, tell—+,T)
P = exp (k(T'—t)—1), t<T—1.

Celkem dostavame: pokud % < T, je optimélni volit u =1 pro t € [0,T — %]
au=0prote[I'—+,T].V pipade + > T volime vidy u = 0.

Piiklad 7. Uvazujme rovnici 2’ = z/u, x(0) = 1. Naleznéte nutnou podminku
na u: [0,7] — [1,3], aby Plu(-)] = [ (t)u(t)dt bylo maximaln{.

Resend. Hamiltonidn je H = 2(p/u+u). Z linearity rovnice pro a a pocatecni
podminky plyne, ze x(t) > 0; tedy podminku maxima lze napsat jako

@Jru(t) —ar?[zlx?§17+a

Vysetteme prubéh funkce h(a) = 2 + a, a > 0, v zavislosti na py € R. Pro
po < 0 je h(a) striktné rostouci. Pro py > 0 je ryze konvexni s globdlnim
minimem v bodé a = /pg. V obou piipadech je maximum vici a € [1,3] v
jednom z krajnich bodu intervalu. Dosazenim lehce spocteme, ze pro pg > 3
j€ Qmaz = 1, zatimco pro py < 3 je ez = 3.

Z principu maxima tedy dostavame, ze u(t) = 1 pokud p(t) > 3, zatimco
u(t) = 3 pro p(t) < 3.

Adjungovand rovnice ma tvar

po= -2 —uw),  pB3)=0,



nebot g = 0. Resen{ sestrojime opét ,,odzadu*. Oznacéme
to=inf {t € [0,3]; p < 3 na [t,3]}.

Ze spojitosti je tg < 3 a patrné p(t) < 3 a tedy u(t) = 3 na (to,3]. Mdme
tedy rovnici p’ = —p/3 — 3, jez ma obecné feseni p = ce™*/? — 9. Z podminky
p(3) = 0 plyne ¢ = 9e. Celkem mame

p=9e"13—9 e (ty,3). (23)

Z definice to déle plyne, ze p(tp+) = 3, nebo t; = 0. Funkce (23) nabyva
hodnoty 3 v bodé t =3 —31In4/3 > 0, tedy nutné

to=3—3In4/3. (24)

Na intervalu [0,%y) je p patrné klesajici a kladnd; tedy specidlné zde méame
p > 3 au = 1. Adjungovana rovnice prechdzi na p’ = —p — 1. Obecné teSeni
je p=ce " — 1, z podminky p(to) = 3 mdme ¢ = 4(3/4)%¢*>. Shrnuto

A\ 3
p=4 (§> =1, te0,ty). (25)

Podstatna je ovsem informace ohledné optimalniho fizeni, tedy v = 1 na
(0,%9) a u = 3 na (to, 3). — Zduraznéme, ze jsme pouze ukazali, Ze existuje-li
optiméalni fizeni, méa nutné tento tvar. Existence maxima (vzhledem k nelin-
earité ulohy) je netrividlni problém. Odtud jiz snadno dopocteme i hodnoty
feSenf: x = e pro ¢ € [0,%0] a x = Le?™/3 pro t € [to, 3].
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