
Řešeńı.

14) Prvńı řádek (0, 1, 0).

15) Sloupce matic A(= AT ), A2, . . . , An−1 jsou násobky vektoru (1, . . . , n),
a proto sloupce K(AT , V T ) generuj́ı lin{v1, . . . , vm, (1, 2, . . . , n)}, kde vi jsou
řádky matice V . Systém tedy bude pozorovatelný na základě V , právě když
m = n − 1 a {v1, . . . , vm, (1, 2, . . . , n)} je lineárně nezávislá množina.

16) (a) x0 = y0 ⇒ V1 ≡ 0, čili systém neńı pozorovatelný pomoćı V1.
Systém je ovšem pozorovatelný pomoćı V2. Můžeme dokazovat sporem
(x1 ≡ x2 ∧ y1

0 6= y2
0), užijeme neklesavost y.

(b) x0 = 1/y0 ⇒ V1 ≡ 1, a tedy systém neńı pozorovatelný skrze V1.
Pozorovatelnost na základě V2 se dokáže obdobně jako pro předchoźı
systém.

17) (a) x0 = 1/y0 ⇒ V1 ≡ 1, systém neńı pozorovatelný.

(b) Při označeńı c = (x2
0 − 1)/x0 je řešeńım uvedeného systému

x(t) =
x2

0e
ct − 1

c

y(t) =
cx2

0e
ct

x2
0e

ct − 1

Z veličiny V = x · y = x2
0e

ct lze x0 jednoznačně určit, a proto je systém
při uvedených povolených počátečńıch podmı́nkách pozorovatelný.

18) x(t) = c1e
t + c2 sin t + c3 cos t,

kde c1,2,3 = c1,2,3(x0, x
′
0, x

′′
0) je bijekce R

3 → R
3.

(a) V = x + x′′ = 2c1e
t,

a tedy V nerozlǐsuje řešeńı s totožným c1. Rovnice pomoćı V neńı po-
zorovatelná.

(b) V = x + x′ + x′′ = 3c1e
t + c2 cos t − c3 sin t,

odkud lze (c1, c2, c3) (proto i (x0, x
′
0, x

′′
0)) jednoznačně určit. Rovnice je

skrze V pozorovatelná.

(c) V nedělá rozd́ıl mezi řešeńımi s opačnými znaménky, čili rovnice neńı
pomoćı V pozorovatelná.

19) Uvažujeme-li př́ıpad y0 =
√

2ex0, je zadaný systém řešen funkcemi

x(t) = ln

(

2

2 − y0t

)2

+ x0

y(t) =
2y0

2 − y0t
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a odtud

V = sin
1

y
= sin

(

1

y0
− t

2

)

= sin

(

1√
2ex0

− t

2

)

.

Zvoĺıme-li nyńı druhou počátečńı podmı́nku jako

x1 = 2 ln

√
ex0

1 + 2π
√

2ex0
,

pak ze sinové periodicity nebudou př́ıslušná řešeńı skrze V rozlǐsena.

20) Uvedenou soustavu řeš́ı

x(t) = r0 sin(t + ω0)

y(t) = r0 cos(t + ω0),

kde (x(0), y(0)) = (r0 sin ω0, r0 cos ω0), r0 ≥ 0, ω0 ∈ [0, 2π). Vzhledem k
omezeńı definičńıho oboru na interval [0, π] je grafem p̊ulkružnice se středem
v počátku, vykreslovaná konstantńı rychlost́ı v záporném směru.

(a) nepozorovatelnost
Všechna řešeńı s totožnou hodnotou r0 splývaj́ı.

(b) pozorovatelnost
Pomoćı teorie regulaćı nebo elementárńı úvahou.

(c) pozorovatelnost

V =
r2
0

2
sin(2t+2ω0), odkud jsme na intervalu [0, π] schopni jednoznačně

vyč́ıst (r0, ω0).

(d) nepozorovatelnost
Splývaj́ı řešeńı splňuj́ıćı (x(0), y(0)) = (x(0), V/x(0)) pro V 6= 0 a s
počátečńı podmı́nkou na osách x, y pro V = 0.

(e) pozorovatelnost

S(t) =
r2
0

2
t a užit́ım součtového vzorce dostaneme

V = − r3
0√
2
t cos

(

t + ω0 +
π

4

)

,

odkud jsme na [0, π] s to jednoznačně určit (r0, ω0).
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