
Návody a řešeńı.

1) (a) y′ ≥ 1.

(b) Lze si povšimnout (x2 − y2)′ = 0, a proto ihned vylouč́ıme body (x, y)
nevyhovuj́ıćı rovnici x2 = y2 (viz Obrázek 1). Neregulovatelnost (1-
dimenzionálńı) rovnice x′ = x3u se ukáže integraćı a užit́ım esenciálńı
omezenosti u.

(c) Po přechodu do polárńıch souřadnic, k němuž nabádaj́ı radiálńı členy,
źıskáme

r′ =
√

r(1 −
√

r) cos ω

ω′ = ru sin ω.

Pronikne-li tedy řešeńı na jednotkovou kružnici, již ji neopust́ı.
Jestliže se nechceme uchylovat k polárńım souřadnićım, je možné prvńı
rovnici vynásobit x, druhou vynásobit y, obě rovnice seč́ıst a všimnout
si, že na jednotkové kružnici plat́ı (x2 + y2)′ = 0.

(d) Ocitne-li se řešeńı na dělićı parabole, může z ńı pokračovat pouze v
kladném směru osy y.

2) (a) Po zakresleńı zadaného vektorového pole (viz Obrázek 2) po chv́ıli
vylouč́ıme vše kromě množiny {(0, s); s ∈ (0, 1)}, na ńıž si vystač́ıme s
volbou u ≡ 1.

(b) Po grafickém ztvárněńı (podstatné je správné nakresleńı křivek xy =
π
2

+ kπ, viz Obrázek 3) vyvod́ıme jako oblast regulovatelnosti množinu
{(x, y) ∈ R

2; x < 0}.
Př́ıklad regulačńıho postupu je prvně položit u ≡ −2 sgn y0 + y0/x0.
Takto se nám podař́ı setkat se s trajektoríı regulovaného řešeńı, které
existuje v množině {(x, y) ∈ R

2; |xy| ≤ π/4 ∧ x < 0} a při zpětném
prob́ıháńı má v nekonečném čase limitu (0,−∞).

3) Na množině {(x, y) ∈ R
2; y = 0} pozorujeme y′ < 0 (viz Obrázek

4) a na jistém okoĺı počátku y′ ≤ c < 0. Odsud plyne neregulovatelnost
{(x, y) ∈ R

2; y ≤ 0}. Množina {(0, y); y > 0} naopak regulovatelná je bez
ohledu na volbu u. Na ostatńıch zat́ım nezmı́něných oblastech plat́ı kv̊uli
klesavosti y pobĺıž osy x odhad |x′| ≤ |x| · y0 · ‖u‖∞. Odpov́ıdaj́ıćı řešeńı jsou
proto v x-souřadnici odražená od nuly funkćı x0 exp(−t · y0 · ‖u‖∞).
Upust́ıme-li od požadavku ‖u‖∞ < ∞, stále nejsme schopni vylepšit situaci
množiny {(x, y) ∈ R

2; y ≤ 0} ze stejných d̊uvod̊u jako v předchoźım př́ıpadě.
Totéž však neplat́ı pro {(x, y) ∈ R

2; x 6= 0, y > 0}. Volbou u jako po částech
konstantńıch

”
schod̊u do nebe” jsme schopni udržet |x′| ≥ c > 0, kde c

je konstanta dost velká na to, aby se řešeńı bĺıžilo k ose y rychleji než k
ose x (např. c = 3π|x0|y−1

0 /2). Kv̊uli limity monotónńı posloupnosti muśı
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takové řešeńı nutně skončit na ose y v čase seshora omezeném konstantou c.
Zeslabeńım předpoklad̊u jsme tak rozš́ı̌rili oblast regulovatelnosti na {(x, y) ∈
R

2; y > 0}.
4) Ideu rozvedeme ve třech kroćıch, jejichž poskládáńım regulujeme řešeńı

o libovolné počátečńı podmı́nce. Pro lepš́ı představu viz obrázky 5 a 6.

1.(x0, y0) = (0, 2kπ), k ∈ N.

Položme u ≡ −1. Protože nyńı

(

(x − 1)2

2
+ cos y

)′
= 0,

řešeńı o uvedené počátečńı podmı́nce splňuje x = 1−√
3 − 2 cos y, což je

2π-periodická funkce v proměnné y, striktně záporná na (2(k−1)π, 2kπ).
Odtud a z rovnice pro y′ dostáváme, že př́ıslušné řešeńı doraźı do bodu
(0, 2(k − 1)π), a to nejpozději v čase t = 2π. Povšimněme si nav́ıc

C := max
y∈[2(k−1)π,2kπ]

|x(y)| =
√

5 − 1.

Analogický postup s u ≡ 1 zajist́ı přechod (0,−2kπ) → (0,−2(k−1)π).

2.(x0, y0) ∈ {(x, y) ∈ R
2; y ∈ [2kπ + 5π/4, 2kπ + 7π/4], k ∈ Z∧ (x, y) lež́ı

napravo od trajektorie z předchoźıho bodu mezi (0, 2(k+1)π)a(0, 2kπ)}.

Interval [2kπ + 5π/4, 2kπ + 7π/4] znač́ı pás, v němž x′ ≤ −1/
√

2.
Vhodným přeṕınáńım u v tomto intervalu s y-souřadnićı z̊ustaneme.
Dosáhneme tak driftováńı v x-souřadnici až do styku s trajektoríı z
předchoźıho bodu, kdy zapoj́ıme jemu př́ıslušej́ıćı hodnotu u. Délka
doby trváńı této fáze nepřekroč́ı hodnotu

√
2(|x0| + C).

Zcela analogicky by postup fungoval pro (x0, y0) takové, že y0 ∈ [2kπ +
π/4, 2kπ + 3π/4], k ∈ Z, a nav́ıc (x0, y0) lež́ı nalevo od trajektorie z
předchoźıho bodu mezi (0, 2(k + 1)π) a (0, 2kπ).

3.(x0, y0) všude jinde.

Dosazeńım vhodné konstanty za u doraźıme do
”
potrub́ı” z předchoźıho

př́ıpadu nebo překř́ıž́ıme trajektorii z prvńıho př́ıpadu. Kupř́ıkladu vol-
bou u ≡ −x0 + 2π se tak stane za čas t < 3.

5) Kalmanova matice má rank 2 a jej́ı sloupce generuj́ı nadrovinu y+z = 0.

6) (i) a2 + b2 6= 0, (ii) ab 6= 0, (iii) |a| 6= |b|.
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7) Převed’te na systém n rovnic; Kalmanova matice má na vedleǰśı di-
agonále jednotky a nad ńı je nulová.

8) (a) K(A, B) je dolńı trojúhelńıková matice s jedničkami na diagonále.

(b)

K(A, B) =









1 2 . . . 2n−1

1 2 . . . 2n−1

. . . . . . . . . . . . . . .
1 2 . . . 2n−1









Sloupce Kalmanovy matice generuj́ı lin{(1, 1, . . . , 1)}.
9) (a)

K(A, B) =

















α β 0 . . . 0 0
0 α β . . . 0 0
0 0 α . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . α β
β 0 0 . . . 0 α

















n×n

Je-li n liché, pak: α 6= −β ⇒ h(K(A, B)) = n.
α = −β 6= 0 ⇒ h(K(A, B)) = n − 1, sloupce K(A, B) generuj́ı nadrov-
inu (1, . . . , 1)⊥.

Je-li n sudé, pak: α 6= ±β ⇒ h(K(A, B)) = n.
α = −β 6= 0 ⇒ h(K(A, B)) = n − 1, sloupce K(A, B) generuj́ı nadrov-
inu (1, . . . , 1)⊥.
α = β 6= 0 ⇒ h(K(A, B)) = n − 1, sloupce K(A, B) generuj́ı nadrovinu
(1,−1, . . . , 1,−1)⊥.

(b)

K(A, B) =













α β β . . . β
β α β . . . β
β β α . . . β
. . . . . . . . . . . . . . . .
β β β . . . α













n×n

α = β 6= 0 ⇒ sloupce K(A, B) generuj́ı lin{(α, α, . . . , α)}.
α = −(n − 1)β 6= 0 ⇒ h(K(A, B)) = n − 1, sloupce generuj́ı nadrovinu
(1, . . . , 1)⊥.
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10)

K(A, B) =





















2 −1 0 0 . . . 0 0
−1 2 −1 0 . . . 0 0
0 −1 2 −1 . . . 0 0
0 0 −1 2 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 2 −1
0 0 0 0 . . . −1 2





















n×n

Kalmanova matice je regulárńı, o čemž se můžeme přesvědčit např́ıklad
výpočtem jej́ıho determinantu. Po sestaveńı rekurentńıho vztahu a ověřeńı
nástřelu vyvozeného z n = 1, 2, 3 vyjde det(K(A, B)) = n + 1.

11)

K(A, B) =











1 0 0 0 . . . 0 (n − 1)!
0 0 0 0 . . . (n − 1)! n!
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 (n − 3)(n − 2)(n − 1) . . . 0 0
0 0 (n − 2)(n − 1) (n − 2)(n − 1)n . . . 0 0
0 n − 1 (n − 1)n 0 . . . 0 0
1 n 0 0 . . . 0 0











Kalmanova matice je regulárńı (opět lze snadno spoč́ıst det(K(A, B))).

13) Jediná modifikace spoč́ıvá v předpokladu f(x̃, 0) = 0 a v už́ıváńı
∇xf(x̃, 0),∇uf(x̃, 0), kde x′ = f(x, u) – zobecněńı f(0, 0) = 0, ∇xf(0, 0),
∇uf(0, 0). V daľśım značme A = ∇xf(x̃, 0), B = ∇uf(x̃, 0).

(a)

K(A, B) =





0 αβπ 0
β 0 −αβπ
0 0 αβπ





α 6= 0, β 6= 0, γ = −1.

(b)

K(A, B) =

(

α −β2

β α2

)

α = β = 3.

(c)

K(A, B) =

(

0 cos x
1 sin(2x)

)

α = β = −1.

(d)

K(A, B) =

(

x −6
y 8e4

)
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Obrázek 1: Úloha 1b – úrovňové množiny funkce x2 − y2 pro hodnoty
−3,−2, . . . , 3.

Obrázek 2: Fázový portrét cvičeńı 2a, v němž stejné barvy znač́ı stejnou
kombinaci znamének x′ a y′.
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Obrázek 3: Úloha 2b – úrovňové množiny funkce xy pro hodnoty −5π/2,
−3π/2. . . 5π/2 se znázorněným směrem x′. Zvýrazněná je množina {(x, y) ∈
R

2; |xy| ≤ π/4 ∧ x < 0}.

Obrázek 4: Pomoc ke cvičeńı 3, kde zvýrazněńı znač́ı y′ < 0.
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Obrázek 5: Ztvárněńı x′ ze cvičeńı 4.

15



Obrázek 6: Trajektorie regulovaných řešeńı zač́ınaj́ıćıch v bodech (0,−2π) a
(0, 2π) ze cvičeńı 4. Zvýrazněné oblasti znač́ı počátečńı podmı́nky spadaj́ıćı
do kroku II.
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