Navody a reSeni.
1) (a)y' > 1

(b) Lze si povsimnout (z? — y?) = 0, a proto ihned vylou¢ime body (z,y)
nevyhovujici rovnici 22 = y? (viz Obrézek 1). Neregulovatelnost (1-
dimenziondln{) rovnice 2/ = x3u se ukaze integraci a uzitim esencidlnf
omezenosti u.

(c) Po prechodu do polarnich soufadnic, k némuz nabéddaji radidlni ¢leny,

ziskame
"= /r(l —/r)cosw
W' = rusinw.

Pronikne-li tedy Teseni na jednotkovou kruznici, jiz ji neopusti.

Jestlize se nechceme uchylovat k polarnim soufadnicim, je mozné prvni
rovnici vynasobit x, druhou vyndasobit gy, obé rovnice secist a vSimnout
si, ze na jednotkové kruznici plati (22 + y?)’ = 0.

(d) Ocitne-li se Feseni na délici parabole, muze z ni pokracovat pouze v
kladném smeéru osy y.

2) (a) Po zakresleni zadaného vektorového pole (viz Obrazek 2) po chvili
vyloué¢ime vse kromé mnoziny {(0,s); s € (0,1)}, na niz si vystacime s
volbou u = 1.

(b) Po grafickém ztvarnéni (podstatné je spravné nakresleni kiivek xy =

T+ km, viz Obrazek 3) vyvodime jako oblast regulovatelnosti mnozinu
{(x,y) € R?; x < 0}.
Priklad regula¢niho postupu je prvné polozit u = —2sgnyy + yo/To.
Takto se nam podafi setkat se s trajektorii regulovaného teseni, které
existuje v mnoziné {(z,y) € R?% |zy| < /4 Az < 0} a pii zpétném
probihdni ma v nekoneéném ¢ase limitu (0, —c0).

3) Na mnoziné {(z,y) € R?* y = 0} pozorujeme y' < 0 (viz Obrizek
4) a na jistém okoli pocatku y’ < ¢ < 0. Odsud plyne neregulovatelnost
{(z,y) € R? y < 0}. Mnozina {(0,y); y > 0} naopak regulovatelnd je bez
ohledu na volbu u. Na ostatnich zatim nezminénych oblastech plati kvuli
klesavosti y pobliz osy x odhad |z'| < |z|-yo - ||ul| .. Odpovidajici feSeni jsou
proto v z-soufadnici odrazend od nuly funkei zgexp(—t - yo - ||ull.)-
Upustime-li od pozadavku ||ul|, < oo, stdle nejsme schopni vylepsit situaci
mnoziny {(z,y) € R?; y < 0} ze stejnych duvodu jako v predchozim piipadé.
Totéz viak neplati pro {(z,y) € R?; z # 0, y > 0}. Volbou u jako po ¢éstech
konstantnich ,schodu do nebe” jsme schopni udrzet |z'| > ¢ > 0, kde ¢
je konstanta dost velkd na to, aby se TeSeni blizilo k ose y rychleji nez k
ose x (napf. ¢ = 3m|zolyy*/2). Kvili limity monoténni posloupnosti musi



takové feSeni nutné skoncit na ose y v Case seshora omezeném konstantou c.
Zeslabenim ptredpokladu jsme tak rozsitili oblast regulovatelnosti na {(x,y) €
R% y > 0}.

4) Ideu rozvedeme ve tiech krocich, jejichz poskldadanim regulujeme fesent
o libovolné pocateéni podmince. Pro lepsi predstavu viz obrazky 5 a 6.

1.(x0,y0) = (0,2km), k € N.

Polozme u = —1. Protoze nyni

(z —1)? '
— +cosy | =0,

fesenf o uvedené pocdtecni podmince spliiuje x = 1—+/3 — 2 cosy, coz je
2m-periodickd funkce v proménné y, striktné zapornd na (2(k—1)m, 2km).
Odtud a z rovnice pro gy’ dostavame, ze piislusné reseni dorazi do bodu
(0,2(k — 1)), a to nejpozdéji v case t = 27. Povsimnéme si navic

C = max lz(y)| = V5 — 1.

y€[2(k—1)m,2kn]

Analogicky postup s u = 1 zajisti prechod (0, —2k7) — (0, —2(k —1)7).

2.(zo,y0) € {(z,y) € R?; y € [2kw + 57 /4,2kw + T /4], k € Z A (x,y) lezt
napravo od trajektorie z predchoztho bodu mezi (0, 2(k+1)7)a(0, 2k7)}.

Interval [2km + 57/4,2km + Tr/4] znaci pas, v némz o' < —1/v/2.
Vhodnym prepinanim u v tomto intervalu s y-soutadnici zustaneme.
Dosahneme tak driftovani v z-soutadnici az do styku s trajektorii z
predchoziho bodu, kdy zapojime jemu piislusejici hodnotu u. Délka
doby trvéani této faze neptekroci hodnotu v/2(|zo| 4 C).

Zcela analogicky by postup fungoval pro (xg, yo) takové, ze yo € [2km +
w/4,2km + 3w /4], k € 7Z, a navic (xg, o) lezi nalevo od trajektorie z
predchoziho bodu mezi (0,2(k + 1)) a (0, 2kn).

3.(zo,yo) vSude jinde.
Dosazenim vhodné konstanty za u dorazime do ,,potrubi” z predchoziho

pripadu nebo ptektizime trajektorii z prvniho pripadu. Kupitikladu vol-
bou u = —x¢ + 27 se tak stane za Cas t < 3.

5) Kalmanova matice ma rank 2 a jeji sloupce generuji nadrovinu y+z = 0.

6) (i) a2+ b2 £ 0, (ii) ab £ 0, (iii) |a| # |b].
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7) Pievedte na systém n rovnic; Kalmanova matice md na vedlejsi di-
agonale jednotky a nad ni je nulova.

8) (a) K(A, B) je dolni trojuhelnikova matice s jednickami na diagonéle.

(b)

1 2 2n-t
n—1
cap = |12 2
1 2 on-t
Sloupce Kalmanovy matice generuji lin{(1,1,...,1)}.
9) (a)
a B0 ... 0 0
0 o (0 . 0 0
K(A, B) — 0 0 « 0 0
0 0 0 a f
30 0 0 a

nxn

Je-li n liché, pak: o # —f3 = h(K(A4, B)) = n.
a=—0%#0=h(K(A,B)) =n— 1, sloupce (A, B) generuji nadrov-
inu (1,...,1)%

Je-li n sudé, pak: a # £0 = h(K(A, B)) = n.
a=—0%#0=h(K(A,B)) =n— 1, sloupce (A, B) generuji nadrov-
inu (1,...,1)%

a=0#0=h(K(A,B)) =n—1, sloupce K(A, B) generuji nadrovinu
(1,-1,...,1,—1)*.

K(A, B) =

nxn

a = [ # 0= sloupce K(A, B) generuji lin{(«, a0, ..., a)}.
a=—(n—-1)8#0= h(K(A, B)) =n — 1, sloupce generuji nadrovinu
(1,...,1)*.
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10)

2 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0
KAB) =0 0o -1 2 0 0
0 0 0 0 2 —1
0 0 0 0 ~1 2

nxn
Kalmanova matice je regularni, o ¢emz se muzeme presvédcit napiiklad
vypoctem jejiho determinantu. Po sestaveni rekurentniho vztahu a ovéreni
néstielu vyvozeného z n = 1,2,3 vyjde det(C(A4, B)) =n + 1.
11)

1 0 0 0 0 (n — 1)!

0 0 0 0 (n—1)! n!
K(A,B)=]o 0 (n—3)(n—2)(n—1) 0 0

0 0 (n—2)(n—1) (n—2)(n—1)n 0 0

0 n—1 (n—1)n 0 0 0

1 n 0 0 0 0

Kalmanova matice je regularni (opét lze snadno spocist det(KC(A, B))).

13) Jedind modifikace spociva v predpokladu f(Z,0) = 0 a v uzivani
V.f(%,0),V.f(£,0), kde 2’ = f(x,u) — zobecnéni f(0,0) = 0, V. f(0,0),
V.f(0,0). V dalsim zna¢me A =V, f(%,0), B = V,f(Z,0).

(a) ()

can =5 "0 s e = (0 o)
0 0 afr
a#0,8#0,v=—1. a=p8=-1
(b) , @
(4. B) = (g _0‘52 ) r —6
a=p=3. IC(AvB>: (y 864)
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Obrazek 1: Uloha 1b — troviiové mnoziny funkce z2 — y2 pro hodnoty
_3.-2,....3.

Obrazek 2: Fazovy portrét cviceni 2a, v némz stejné barvy znad¢i stejnou
kombinaci znamének x’ a y'.
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Obréazek 3: Uloha 2b — troviiové mnoziny funkce zy pro hodnoty —5m/2,
—3m/2...57/2 se zndzornénym smérem z’. Zvyraznéna je mnozina {(x,y) €
R%; |zy| < w/4 Ax < 0}.

Obrazek 4: Pomoc ke cviceni 3, kde zvyraznéni znaci y' < 0.
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Obrazek 5: Ztvarnéni o’ ze cviceni 4.
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Obrézek 6: Trajektorie regulovanych feseni zacinajicich v bodech (0, —27) a
(0,27) ze cviceni 4. Zvyraznéné oblasti znac¢i poc¢ateéni podminky spadajici

do kroku II.
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