Optimalni regulace

V této kapitole se budeme zabyvat tlohou

¥ = f(x,u), (1)
z(0) = o, (2)

kde = : [0,t] — R™ je nezndmé funkce, zatimco u(-) je regulace, kterou
volime s cilem optimalizovat chovani systému v néjakém predem definovaném
smyslu.

Tiida ,,pripustnych regulaci® ma nejcastéji tvar

U={u:(0,t) > R™; u je méfitelnd a u(s) € U pro s.v. s} (3)

kde U C R™ je konvexni mnozina. Obvykle plati m < n, tj. pocet stupnu

volnosti, kterymi na systém ptisobime, je mensi nez celkova dimenze systému.

Ptredpokladejme, ze vlastnosti funkce f zarucuji, ze pro kazdé v € U

existuje praveé jedno feseni ulohy (1-2) na intervalu [0, ¢]. Pokud toto feseni

spliuje z(t) = x1, budeme tikat, Ze regulace u pfivadi xy do x; za ¢as t,
zapsano symbolicky

t
Zo T xIy. (4)

V teorie regulaci se nejcastéji setkavame s nasledujicimi typy uloh:

1. Pro dané z; a t > 0 charakterizujte mnozinu bodu z; takovych, ze

Zo % x1 pro néjakou piipustnou regulaci. (Otézka regulovatelnosti).

, e . . t
2. Pro dané x( a x; najdéte ptipustnou regulaci v takovou, ze ro — 1,
u()
pricemz cas t je nejmensi mozny. (Casové optimalni regulace).

3. Hledame u(-) € U takové, ze hodnota funkcionalu

je maximélni. Hodnota z(7") je ddna pevné (obecnéji, je prvkem predem
dané mnoziny), zatimco ¢as T" muze byt libovolny. Alternativné lze
uvazovat tlohu, kdy ¢as T je dédn pevné, zatimco hodnota x(7') neni
predepsana.



Regulovatelnost. Linearni tulohy.

Jednoduché tlohy na regulovatelnost lze feSit pomoci elementarnich tvah.
Pro snazsi vyjadifovani zavedeme nasledujici znaceni a pojmy.

Definice. Prot > 0 a xy € R definujeme
R(t) = {zo € R™; g % 0 pro vhodné u(-) € U }.

To je mnozina pocatecnich podminek, které lze za cas t piivést pomoci
pripustné regulace do pocatku, neboli oblast regulovatelnosti za cas ¢.

Systém se nazve lokalné regulovatelny v case ¢, pokud R(¢) obsahuje okoli
nuly.

Piiklad 1. Ukazte, ze systém

o =y
Yy =u, u e [—1,1],
je lokdlné regulovatelny v okoli pocatku.

Resend. Staci uvézit, jak se chovaji FeSeni pro hodnoty u = =+1: FeSeni se
pohybuji po kiivkach
4
Y
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Ty vyplni celou rovinu a snadno si rozmyslime, ze pro libovolné ¢ > 0 ob-
sahuje mnozina R(t) okoli nuly.

Piiklad 2. Necht f:R" — R” je C'! na okoli pocdtku. Potom systém
Y= P, we 11 (5)
neni lokalné regulovatelny pro zadny cas t > 0.

Reseni. Intuitivné vzato pritomnost skaldrni regulace u pouze méni rychlost
pohybu Teseni po kfivece, kterd je urcena rovnici

' = f(x), z(0) = 0. (6)

Presnéji: necht X (t) je teseni (6). Potom z(t) := X(f;u(s)ds) je Teseni
puvodni rovnice (5). Diky jednoznacnosti je toto jediné feSeni (spliujici
z(T) = 0). Tedy R(T') obsahuje jenom body, nélezici trajektorii X ().



Budeme nyni uvazovat linearni piipad, tj.

t' = Az + Bu, (7)
2(0) = o (8)
kde A € R™" B € R™™ jsou konstantni matice. Za tiidu piipustnych

regulaci volime

U= L=(0,t;R™).

Klicovym objektem linedrni teorie je Kalmanova matice regulovatelnosti
K(A,B) = (B,AB, A’B,... A" 'B).

Jedna se o matici n x mn. Hlavnim vysledkem linedrni teorie je nasledujici
veéta.

Véta 1. Pro kazdét > 0 je R(t) vektorovy prostor, generovany sloupci matice
K(A, B).

Dusledek. Uloha (7) je globdlné regulovatelnd — tj. R(t) = R™ — pro kazdé
t >0, pravé kdyz Kalmanova matice K(A, B) md hodnost n.

Pozndmka. Vsimnéme si, ze mnozina R(t) nezavisi na t. To souvisi s faktem,
Ze pripustné regulace mohou nabyvat libovolné velkych hodnot. Ziejmé tedy
nema smysl hovofit o ¢asové optimélnich regulacich.

Piiklad 3. Uvazujeme systém

ma” = u, 9)
2(0) = g, 2'(0) = yo.

Cilem je volit u(-) € L*(0,t) takové, ze z(t) = 2/(t) = 0. Rovnice popisuje
(jednorozmérny) problém ,zaparkovani“, kde m je hmotnost automobilu,
regulace u je tah motoru a zq, yo vyjadiuji pocateéni vzdélenost od pocatku
respektive rychlost.
Rovnici pfevedeme na soustavu prvniho fadu pro = a y = 2/, tj.
o =y,
y =
m

Ve smyslu zapisu obecné soustavy tedy mamen =2, m=1a

-0 ()
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Tedy
0 L
cam=(1 %)

m

a vidime, ze systém je globalné regulovatelny; dokonce v libovolné malém case
(ovSem za dosti nerealistického predpokladu libovolné velké sily motoru.)

Neni prekvapujici, ze jednim z dusledku linearni véty je lokalni vysledek
pro nelinearni problém.

Véta 2. Necht f : V x U — R" je tridy C', necht V respektive U jsou
okoli nuly v R™ respektive R™, necht pripustné requlace jsou tvaru (3). Necht
(klicovy predpoklad) matice IKK(A, B) md hodnost n, kde

Potom rovnice (1) je lokdlné regulovatelnd pro kazdé t > 0.

Pozndmka. Klicovd podminka na hodnost (A, B) pochopitelné neni nutnd,
jak ukazuje Ptiklad 1 vyse.

Piiklad 4. Uvazujeme pohyb kyvadla se tfenim, popsany rovnici

mz” + q(2') + sinx = u,
z(0) =z, 2'(0) = yo.

Funkce ¢(+) vyjadiuje t¥eni a obvykle na ni proto klademe rozumné fyzikalni
pozadavky. Pro ticely pifkladu ndm postaci, Ze g je tiidy C* a q(0) = 0.
Ptevedeme rovnici opét na systém pro z a y, tj.
o' =y,
| 1 1

Yy =——sinzr — —q(y) + —u.
m m m

Lehce se spocita, ze piislusné linearizace jsou dany maticemi

=) =)

kde a = ¢/(0). Potom
1
kam=(1 ),

m m?2

coz je zjevné regularni matice. Systém je tedy lokélné regulovatelny.



