
Optimálńı regulace

V této kapitole se budeme zabývat úlohou

x′ = f(x, u), (1)

x(0) = x0, (2)

kde x : [0, t] → R
n je neznámá funkce, zat́ımco u(·) je regulace, kterou

voĺıme s ćılem optimalizovat chováńı systému v nějakém předem definovaném
smyslu.

Tř́ıda ,,př́ıpustných regulaćı“ má nejčastěji tvar

U =
{

u : (0, t) → R
m; u je měřitelná a u(s) ∈ U pro s.v. s

}

(3)

kde U ⊂ R
m je konvexńı množina. Obvykle plat́ı m < n, tj. počet stupň̊u

volnosti, kterými na systém p̊usob́ıme, je menš́ı než celková dimenze systému.
Předpokládejme, že vlastnosti funkce f zaručuj́ı, že pro každé u ∈ U

existuje právě jedno řešeńı úlohy (1–2) na intervalu [0, t]. Pokud toto řešeńı
splňuje x(t) = x1, budeme ř́ıkat, že regulace u přivád́ı x0 do x1 za čas t,
zapsáno symbolicky

x0
t−−→

u(·)
x1. (4)

V teorie regulaćı se nejčastěji setkáváme s následuj́ıćımi typy úloh:

1. Pro dané x1 a t > 0 charakterizujte množinu bod̊u x1 takových, že

x0
t−−→

u(·)
x1 pro nějakou př́ıpustnou regulaci. (Otázka regulovatelnosti).

2. Pro dané x0 a x1 najděte př́ıpustnou regulaci u takovou, že x0
t−−→

u(·)
x1,

přičemž čas t je nejmenš́ı možný. (Časově optimálńı regulace).

3. Hledáme u(·) ∈ U takové, že hodnota funkcionálu

P [u(·)] = g(x(T )) +

∫ T

0

r(x(t), u(t)) dt

je maximálńı. Hodnota x(T ) je dána pevně (obecněji, je prvkem předem
dané množiny), zat́ımco čas T může být libovolný. Alternativně lze
uvažovat úlohu, kdy čas T je dán pevně, zat́ımco hodnota x(T ) neńı
předepsána.
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Regulovatelnost. Lineárńı úlohy.

Jednoduché úlohy na regulovatelnost lze řešit pomoćı elementárńıch úvah.
Pro snazš́ı vyjadřováńı zavedeme následuj́ıćı značeńı a pojmy.

Definice. Pro t > 0 a x0 ∈ R definujeme

R(t) =
{

x0 ∈ R
n; x0

t−−→
u(·)

0 pro vhodné u(·) ∈ U
}

.

To je množina počátečńıch podmı́nek, které lze za čas t přivést pomoćı
př́ıpustné regulace do počátku, neboli oblast regulovatelnosti za čas t.

Systém se nazve lokálně regulovatelný v čase t, pokud R(t) obsahuje okoĺı
nuly.

Př́ıklad 1. Ukažte, že systém

x′ = y3,

y′ = u, u ∈ [−1, 1],

je lokálně regulovatelný v okoĺı počátku.

Řešeńı. Stač́ı uvážit, jak se chovaj́ı řešeńı pro hodnoty u ≡ ±1: řešeńı se
pohybuj́ı po křivkách

y4

4
= ±x + c.

Ty vyplńı celou rovinu a snadno si rozmysĺıme, že pro libovolné t > 0 ob-
sahuje množina R(t) okoĺı nuly.

Př́ıklad 2. Necht’ f : R
n → R

n je C1 na okoĺı počátku. Potom systém

x′ = f(x)u, u ∈ [−1, 1] (5)

neńı lokálně regulovatelný pro žádný čas t > 0.

Řešeńı. Intuitivně vzato př́ıtomnost skalárńı regulace u pouze měńı rychlost
pohybu řešeńı po křivce, která je určena rovnićı

x′ = f(x), x(0) = 0. (6)

Přesněji: necht’ X(t) je řešeńı (6). Potom x(t) := X(
∫ t

T
u(s)ds) je řešeńı

p̊uvodńı rovnice (5). Dı́ky jednoznačnosti je toto jediné řešeńı (splňuj́ıćı
x(T ) = 0). Tedy R(T ) obsahuje jenom body, nálež́ıćı trajektorii X(t).
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Budeme nyńı uvažovat lineárńı př́ıpad, tj.

x′ = Ax + Bu, (7)

x(0) = x0 (8)

kde A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×m jsou konstantńı matice. Za tř́ıdu př́ıpustných
regulaćı voĺıme

U = L∞(0, t; Rm).

Kĺıčovým objektem lineárńı teorie je Kalmanova matice regulovatelnosti

K(A, B) = (B, AB, A2B, . . . An−1B).

Jedná se o matici n × mn. Hlavńım výsledkem lineárńı teorie je následuj́ıćı
věta.

Věta 1. Pro každé t > 0 je R(t) vektorový prostor, generovaný sloupci matice
K(A, B).

Důsledek. Úloha (7) je globálně regulovatelná – tj. R(t) = R
n – pro každé

t > 0, právě když Kalmanova matice K(A, B) má hodnost n.

Poznámka. Všimněme si, že množina R(t) nezáviśı na t. To souviśı s faktem,
že př́ıpustné regulace mohou nabývat libovolně velkých hodnot. Zřejmě tedy
nemá smysl hovořit o časově optimálńıch regulaćıch.

Př́ıklad 3. Uvažujeme systém

mx′′ = u, (9)

x(0) = x0, x′(0) = y0.

Ćılem je volit u(·) ∈ L∞(0, t) takové, že x(t) = x′(t) = 0. Rovnice popisuje
(jednorozměrný) problém ,,zaparkováńı“, kde m je hmotnost automobilu,
regulace u je tah motoru a x0, y0 vyjadřuj́ı počátečńı vzdálenost od počátku
respektive rychlost.

Rovnici převedeme na soustavu prvńıho řádu pro x a y = x′, tj.

x′ = y,

y′ =
u

m
.

Ve smyslu zápisu obecné soustavy tedy máme n = 2, m = 1 a

A =

(

0 1
0 0

)

, B =

(

0
1
m

)

.
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Tedy

K(A, B) =

(

0 1
m

1
m

0

)

a vid́ıme, že systém je globálně regulovatelný; dokonce v libovolně malém čase
(ovšem za dosti nerealistického předpokladu libovolně velké śıly motoru.)

Neńı překvapuj́ıćı, že jedńım z d̊usledk̊u lineárńı věty je lokálńı výsledek
pro nelineárńı problém.

Věta 2. Necht’ f : V × U → R
n je tř́ıdy C1, necht’ V respektive U jsou

okoĺı nuly v R
n respektive R

m, necht’ př́ıpustné regulace jsou tvaru (3). Necht’

(kĺıčový předpoklad) matice K(A, B) má hodnost n, kde

A = ∇xf(0, 0), B = ∇uf(0, 0).

Potom rovnice (1) je lokálně regulovatelná pro každé t > 0.

Poznámka. Kĺıčová podmı́nka na hodnost K(A, B) pochopitelně neńı nutná,
jak ukazuje Př́ıklad 1 výše.

Př́ıklad 4. Uvažujeme pohyb kyvadla se třeńım, popsaný rovnićı

mx′′ + q(x′) + sin x = u,

x(0) = x0, x′(0) = y0.

Funkce q(·) vyjadřuje třeńı a obvykle na ni proto klademe rozumné fyzikálńı
požadavky. Pro účely př́ıkladu nám postač́ı, že q je tř́ıdy C1 a q(0) = 0.

Převedeme rovnici opět na systém pro x a y, tj.

x′ = y,

y′ = − 1

m
sin x − 1

m
q(y) +

1

m
u.

Lehce se spoč́ıtá, že př́ıslušné linearizace jsou dány maticemi

A =

(

0 1
− 1

m
− a

m

)

, B =

(

0
1
m

,

)

kde a = q′(0). Potom

K(A, B) =

(

0 1
m

1
m

− a
m2

)

,

což je zjevně regulárńı matice. Systém je tedy lokálně regulovatelný.
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