Obecné linearni problémy

Variace konstant

V kapitolach o soustavéich linearnich rovnic a o linearnich rovnicich n-tého
fadu jsme se naudili fesit rovnice (soustavy) s nulovou pravou stranou, resp. s
pravou stranou ve specialnim tvaru. V této kapitole se naucime tesit rovnice
s obecnou pravou stranou.

Uvazujme linearni diferencialni rovnici fadu n, tj.

ao)y™ +ar )y + -+ a, By = f(t). (1)

kde y : (a,b) — R je neznama funkce, a; : (a,b) — R koeficienty rovnice,
ao(t) # 0 pro vSechna x € (a,b) a f : (a,b) — R je prava strana.
Pri znaceni

Lyl =Y )y
k=0
muzeme rovnici (1) prepsat jako
Lyl =1 (2)

Z je v tomto pripadé linearni zobrazeni z V := C"((a,b),R) do W :=
C((a,b),R).

Uvazujme nyni soustavu rovnic, kterou mizeme zapsat ve vektorovém
tvaru (viz kapitola o soustavéch linearnich rovnic)

Y' — AQ)Y = F(t), (3)

kde Y : (a,b) — R™ je neznama funkce, A : (a,b) — R™*™ matice koeficientu
soustavy a F': (a,b) — R"™ prava strana. Pfi znaceni

LY =Y — Az)Y (4)

muzeme rovnici (3) piepsat jako Z[Y]| = F. £ je v tomto piipadé linearni
zobrazeni z V := C'((a, ), R™) do W := C((a, b), R").

V nésledujicim muzeme tedy hovofit o obou tlohadch najednou, f a y
miuze byt nahrazeno F' a Y. Specialni piipad f = 0 je tzv. homogenni iloha

Ly =0. ()
Pripomenme nasledujici vétu:

Véta 1 (Prostor feseni). 1. MnoZina vech feSeni homogenni rovnice (5)
definovanych na intervalu (a,b) tvori vektorovy prostor dimenze n.
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2. Je-li y, Teseni nehomogenni rovnice (2) na (a,b), pak mnoZina vsech
resent rovnice (2) na (a,b) je {y, +y : y je reseni (5) na (a,b)}.

Prvni ¢ast véty 1ika, ze mnozina feSeni homogenni tlohy (5) tvoii linearni
podprostor prostoru V' (je to jadro zobrazeni .£€). Fundamentdlnim systémem
rovnice (2) rozumime libovolnou bazi tohoto podprostoru. Jinymi slovy fun-

damentalni systém je n-tice funkei {yi,...,y,} takovych, Ze obecné feSeni
homogenni tlohy (5) mé tvar
yn(t) = ciya(t) + -+ - + cayn(t) (6)

kde ¢; jsou redlné konstanty. Druha cast véty tika, Ze k nalezeni obecného
feSeni (2) staci uré¢it fundamentalni systém a jedno (pevné zvolené) feSeni
nehomogenni tlohy, tzv. partikuldrni Tesent.

Poznamka. Obecny navod, jak nalézt fundamentélni systém ¢i partikularni
feSeni, neexistuje. Pokud vSak najdeme fundamentalni systém, lze nalézt i
partikularni feSeni ve tvaru

y(t) = (@ t) + - + cnyn(t) (7)

pfi¢emz urceni ¢;(t) se redukuje na feSeni soustavy n linearnich (algebraick-
ych) rovnic a naslednou integraci. Tato metoda se nazyva variace konstant.

Véta 2 (Variace konstant pro rovnice n-tého fadu). Necht {y1,...,v0)} je
fundamentdlni systém rovnice (1). Necht ci(t),...,cn(t) spliugi pro ¥Vt €
(a,b) soustavu (pro prehlednost proménnou x vynechdvdme)

Ayi+ Y+ ...y =0
YL+ Yy + ...y, =0

Gy s T Ly =0

Ay Y Ly = ai
0

Potom funkce (7) je resenim dlohy (1).

Véta 3 (Variace konstant pro soustavy rovnic). Necht {Y1,...,Y,)} je fun-
damentdlni systém soustavy (3). Necht ¢1(t), ..., c,(t) spliiugi pro Vx € (a,b)
soustavu (pro prehlednost proménnou x vynechdvdme)

A+ &YYo+ +Y,=F (9)

Potom funkce Y (t) = c1(1)Y1(t) + - - - 4+ ¢, (t) Ya(t) je Tesenim dlohy (3).
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Pozndmka. Zdiraznéme, ze variace konstant funguje pro obecnou rovnici
typu (1) a (3), tfebaze se obvykle pouzivé jen pro rovnice a soustavy s kon-
stantnimi koeficienty, nebot tam umime efektivné sestrojit fundamentélni
systém.

Poznamka. Na zévér tivodniho textu poznamenejme, ze rovnice n-tého radu
(1) je ,ekvivalentni“ se soustavou rovnic (3), kde

0 1 0 0 0
0 1 0 0
A= - a F(t)=
0 0 0 1 0
—on —“Z;l —“20*2 T f(t)

Ekvivalentni v nasledujicim smyslu: Je-li y feseni (1) a definujeme-li Y'(¢) :=
(y(t),y' (), ...,y (t)), pak Y je feseni (3). A naopak, jestlize Y je fesent
(3), pak prvni soufadnice Y] je feSenim rovnice (1). (Rozmyslete si podrobné)

Piiklad 1. Najdéte partikularni feSeni rovnice 3" +y = 1/ cost.

Resent. Fundamentalni systém je {cost,sint}, tj. partikularni feSen{ hledame
ve tvaru ¢ (t) cos x + co(t) sint. Soustava (9) se zde redukuje na

¢y cost + cysint =0

—dysint + ¢y cost = — .
cost

Vyfesime (Sikovny trik je nasobit prvni rovnici cost, druhou —sint): ¢ =
—sint/ cost, ¢, = 1. Integrace dava

c1(t) =In|cost|, co(t)=t.
Vysledek plati na intevalech nenulovosti cost, tj. ((2k —1)%, (2k + 1)7—5)

Priklad 2. Resme tlohu y” — y = 1—T—tet'

Regend. Fundamentélni systém: {1,e’,e~*}. Partikularni feeni hledame ve
tvaru ¢;(t) + ca(t)e’ 4+ c3(t)e™®. Systém pro ¢ se redukuje na

/ !/t / _—t

¢ tee +ee =0
/t / =t __
o’ —cge =10

t

_ e

che! + che = C

I1+e




Reseni je

, 6t 1 e2t

alt)=-—1om  al)=1/2 I+e) ", ) =1/2

1+et’

Integrace dava

c1(t) = —In(1+ €, co(t) = —1/2 In(1 +€') +1/2 In(e") ,
cs3(t) =1/2e" —1/2 In(1 +¢€').

Priklad 3. Najdéte feSeni nasledujici soustavy rovnic:

, o2t

— 3y—6z+ ——
Y Y Z+2+€t,
= y—2z.

Reseni. Resme nejprve homogenni soustavu

A—3 6 0 A2—-\
-1 A+2 -1 A+2 )7
tedy z(t) = ce' +d a y(t) = 2/ + 2z = 3ce’ + 2d. Véta 3 nam dava

€2t

30/<t)€t + 2dl(t) m
dt)e +d(t)e™ = 0,

o2t
2+et

odtud c(t) = [ ;57dt = In(2+ '), d(t) = — [
Vysledek tedy je:

dt = —e' +21In(2 + €).

y(t) = 3ce' +2d+3e'In(2+ ¢') — 2¢" + 4In(2 + €)
2(t) = ce'+d+e'ln(2+e)—e +2In(2+€).

Ulohy na rovnice n-tého radu
Variaci konstant najdéte partikularni reseni:
1" r_ et
Y'Y =

1
sin? ¢

1
2
3.y -2y =5 (3—4t)Vt
4
5

Yty =

_ 3t—1
. y// + 3y/ — T

" /I t+1
Y Y =0



6.y —2 +y="5

7.y +4y =2tant
1

8.y +¥ = iz

_ 1
9. v =3y +2y=1
t —t

10. y//_y:e—e

et+e~t

11. y" — 2y + 10y = 2=

cos 3t

12. y//+y — __cos?t

sin? t

13. o/ + 4y + 4y = ‘Zr—jt

14. ' — 4y + 4y = ffttz

15. ¢ + 2y 4+ 2y = <

sint

16. o + 2y + by = 2

cos 2t

1
17. 9" -2y =+ —2—2Int
18. y(4) +y// _ sint

cos? t

—t

19. Najdéte partikularni feseni rovnice

1 1
d / —t(1+1Int
Y army? Tearmyy T D,

vite-li, ze funkce Int a —1/t tvori fundamentélni systém.

Ulohy na soustavy rovnic

Najdéte vSechna feseni nésledujicich soustav:
20.

¥ = 2zx+4+y—Int,

y = —4xr —2y+Int.
21.

¥ = —2x+4y+ !

B 4 1—|iet’

Lo opqdy— .

Y TEW ST
22.

Y = —y+3z+e*Int,

y = y+z+te®.



23.

36215
= by -6t ——
Y Z+cos33t
"= 3y—=z
24.
y o= dy—2z,
2 = 8y—4dz+/t.
25.
y = —Ty+2z,
ot
"= —15 4 .
z Y+ Z+1—|—€2t
26.
¥ o= r4y—z—tVt,
y = —3x—3y+3z,
2= —2r—2y+22+Vt.
27.
20" = x—3y+4z,
2y = x—3y+4z+tgt,
2 = —y+z.
Reseni

1) yp(t) = cr(t)+ea(t)e ™, er(t) = fﬁ;tdt = arctan(e), eo(t) = [— 1+62tdt
—1/2 In(1 + €2%).

2) ypt) = cit)cos(t) + ex(t)sin(t), er(t) = — [ = —In[tan(t/2)],
eot) = [ <5t dt = —Sl—ilt
3) yp(t) = c1(t) + ca(t)e®t, ci(t) = [5/2VE (=3 +4t)dt = —513/% 4 452

t)=[=5/2Vt(=3+ 4t> —“dt =555, yy(t) = 492

4) y,(t) = cl( )+ ca(t)e™?t e (t) = [1/3 3tt§1dt =1/3t71 +1n(t), cot) =
[-1/380ar = —1/3<, yp<t> = In [t

5) yp(t) = cr(t)+ea(t)el, e () = [Eilda = —t"+In(t), eo(t) = [~ T =
S, yplt) = In 1.




6) yp(t) = c1(t)e’ + calt)e't, ci(t) = [—1dt = —t, co(t) = [t7'dt = In¢],
yp(t) = tln|t|e.

7) y,(t ) = c1(t) cos(2t) + ca(t) sm(2t) 1(t) = [—2+ 2 cos’tde = —t +
sin(t) cos(t), c2(t) = [sin(t)(—1 + 2 cos®(¢ ))/cos(t)dt = —cos?(t)+In| cos(t)],

8) yp( )=c1(t) +eat)e ™ er(t) = [(1+e) " dt = —In(1 4 ¢) + 1, coft) =
= 1+etdt —In(1 +€).

9) y(t) = ci(t)e' + ca(t)e?t, er(t) = [—mdt = et + 1 —In(1 + ¢),

flézdt —se e+t —In(1+eh).
10) yp(t) = c1(t) sinh(t) +02( )cosh( ), a(t) = [=1/2 (=14 e Y eldt =

2
e )2+ e7t)2, eo(t) = [— 1/2 () e dt = 2arctane’ —e'/2 +e71/2.

T 14e 2t
11) y,(t) = c1(t)e’ cos(3t)+ca(t)e! sin(3¢), =[-3 :;I;((:;i dt = In | cos(31)],
= [3dx = 3t.
12) y,(t) = c1(t) cos(t) + co(t) sin(t), e1(t) = [ Csoljltt dr = In|tan(t/2)| +
cost, cy(t) = [t —sint + 1/ sint.

cos2t—1
13) y,(t) = ci(t)e?' + co(t)e ', ai(t) = [—gmdt = —t +Inft 4 1],
eo(t) = [(t+1)""dt =In|t +1].
14) y,(t) = c1(t)e* + ca(t)e*tt, ci(t) = ftgitldt = —In(? + 1), ot) =

[2 (2 +1)""dt = 2 arctan(t).
15) y,(t) = c1(t)e tcos(t) + co(t)e ' sin(t), e1(t) = [—1dt = —t, co(t) =
J S dt = In|sin(t)].

16) y,(t) = c1(t)e " cos(2x)+co(t)e " sin(21¢), = [-& ngt =1/2 In|cos(2t)|,
5(t) = [1dt =t.

17) y,(t) = c1(t)+ca(t)e?!, i (t) = [(—142¢+2 In(t)t)/2tdt = —1/2 In(t)+
In(t)t, co(t) = — [(—1 + 2t + 2 In(¢)t)e /2tdt = 1/2e " + 1/2e 2 In(t);

yp(t) = In(t)t + 1/2.
18) y,(t) = c1(t) sint + eo(t) cost—i—cg(t) +cy(t) - t, kde ¢1(t) = f—smtdt

cost
1H|COSt’ 62( ) = f (Stgészdt = tgi—t, C3 - ftcs(;:;tdt Cost+ In ?F:Ei ’
ca(t) = [ BoLdt = —L-; YeSeni je deﬁnovano na intervalech (—m/2+km, m/2+

k).

19) y, = c1(t) Int — ca(t)1, kde ¢1(t) = 312, ¢ = 3t° Int — 5%,

20) Po upravéch vyjde x” = —%—ln t,tj. A1 2 = 0, partikularni feSeni vyjde
(pomoci metody variace konstant) ¢+ 3¢ —¢Int — % Int, tedy z(t) = a+t(b+
1)+ 32 —tInt— £ Int a naslednd y(t) = b—2a —t(1+2b) — 22+ (t +12) Int,
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t € (0,00), a, b € R. Také je mozno postupovat piimocafeji a z rovnice

2 = —% — Int dostat integrovanim rovnou vysledek, identicky s vysledkem

ziskanym pomoci metody variace konstant.
21) Vlastni ¢isla jsou A\; = 0 a Ay = 2, prislusné vlastni vektory jsou
v = (2,1), v = (1,1), tedy fundamentalni systém je

(1)~ ()

Partikularni feSeni (metodou variace konstant) je

5 (35 (3) e emusen | (5) + (3) ]

22) Reseni ¢ekame ve tvaru

()0 (2) 0 (af0)

Vyjde d(t) =t +t* —tlnt a d'(t) =Int — ¢, odtud c(t) = 3¢ + 3¢3 — L' Int
ad(t)=tlnt —t — it Regeni je definovano na (0, +00).

23) y(t) = (c + d)e* cos 3t + (c — d)e? sin 3t + e* tg 3t(sin 3t + cos 3t) +
2t

5o (sin 3t — cos 3t), 2(t) = ce? sin 3t + de? cos 3t — £,

24) y(t) = c+dt — 2652, 2(t) = 2c+ d(t — 1/2) — 1272 4 2¢3/2.
25) y(t) = 2ce™® + de™t — 27 — e In(1 + e %) — 2e tarctgel, 2(t) =
Sce™? 4+ 3de™" — 2e 2 In(1 + e ™) — Ge ' arctg e’

26) z(t) = —act"? — 2052 4 ct + d, y(t) = 272+ 252 = 3ct + e, 2(t) =
BTz p 8452 4 2432 _ 2t +d — c+e,

27) x(t) = a(1/2+ 1/2sint + 1/2cost) + b(—1/2 4+ 1/2cost — 3/2sint) +
c(2sint)+1/2In(cost) —1/2+1/2sintIn((1 +sint)/cost) +3/2costIn((1+
sint)/cost), y(t) = a(—1/2 4+ 1/2sint + 1/2cost) + b(—1/2 + 1/2cost —
3/2sint) + ¢(2sint) — 1/2In(cost) — 1/2 + 1/2sintIn((1 + sint)/cost) +
3/2costIn((1 + sint)/cost), z(t) = a(—1/2 + 1/2cost) + b(1/2 — sint —
1/2cost)+c(sint+cost)—1/2In(cost)+1/2—1/2sintIn((1+sint)/cost)+
costIn((1+sint)/ cost).

Variace konstant - integralni tvar

Nékdy se variaci konstant rozumi vyjadieni partikularniho feseni jako kon-
voluce pravé strany a vhodného feseni homogenni tlohy. Ziskany explicitni
vzorec je téz uziteCny diky vyjadieni pocatecnich podminek.
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Zformulujme tvrzeni pro jednoduchost pouze pro rovnici s konstantnimi
koeficienty:

Hyl = f(t), (10)
kde 7 [y] = apy™ + a1y + - 4 ay.

Véta 4. Necht w(t) je FeSeni homogenni ulohy #y] = 0 s pocdtecnimi
podminkamsi

w(0)=uw'(0)=---=w"2(0) =0,
LD (0) = ai (11)

Potom .
wit) = [ it =)1(s)ds (12)

je feSent ulohy (10) s nulovymi pocdtecnimi podminkami:

y(0) =y (0) ==y D(0)=0. (13)
Pred dikazem se podivejme na dva ilustrativni priklady.

Priklad 4. Naleznéte obecné feseni rovnice y” + a?y = f(t).

Resent. Fundamentalni systém zvolme y; () = cos at, yo(t) = L sinat. Vsim-

néme si, ze y2(0) = 0, y5(0) = 1, tj. y» je hledané w — feSeni homogenni
tilohy s po¢ateénimi podminkami (11). Tudiz y,(t) = 2 f; sinfa(t — s)]f(s) ds

~a
a obecné feSeni ma tvar

" sinfa(t — s)]

a

y(t) = ¢y cosat + 2 Gnat + / f(s)ds.
0

a
Porovnanim pocatecnich podminek navic zjistime, ze ¢; = y(0), co = ¢/'(0).

Priklad 5. Necht z(t) je C? funkce a 2”(t) + 2/(t) + x(t) — 0 pro t — oo.
Potom z(t) — 0 pro t — oo.

Reseni. Tuto ulohu (z fesitelského seminéie) snadno vyfesime pomoci Véty
1. Uvédomme si, ze z(t) je feSeni tlohy

vy +y=f) (14)

kde f(t) := 2" (t) + 2'(t) + x(t). Charakteristicky polynom mé& kofeny (—1 +
iv/3)/2, tj. fundamentalni systém tvoif funkce {yi(t),y2(t)}, kde yi(t) =
exp(—t/2) cos V/3t/2, y5(t) = exp(—t/2)sinv/3t/2. Navic w(t) := 2u2(t)/V/3



spliwje zjevné podminky (11). Obecné FeSeni rovnice (14) (a tedy i x(t)) ma
tvar

w@+%ﬁ+%ém%ﬂ%%-

Tvrdime, Ze toto jde do 0 pro ¢ — oo. Prvni dva ¢leny jsou jasné, zbyva
odhadnout integrédl, coz se provede standardnim roztrzenim na dva kusy.
Protoze f(t) — 0 pro t — oo, zvolim K > 0 tak, ze |f(t)| < e prot > K. S
vyuzitim odhadu |yz(t — s)| < exp(—(t — s)/2) mame pro t > K

| [ ssas] < [Tt pas e [ ermas
0 0

K

K
= e_t/Q/ e/ f(s)ds + 2 (1-— e_(t_K)/Q) .
0 - -

<1

To je pro t dost velké mensi nez 3¢, ¢imz je dikaz hotov.

K diikazu Véty 1 je potfeba nasledujici pomocné tvrzeni, které je zajimavé
samo o sobé.

Lemma 5. Necht .
F(t) :/ o(t,s)ds
0
kde ¢ je C' funkce. Potom

t
F'(t) = ¢(t,t) —i—/ %(t,s) ds.
o Ot
Nyni mizeme provést ditkkaz Véty 4
Diikaz. Dosadime jednoduse (12) do (10). Dle Lemmatu 5 je
¢ ¢
) =050 + [ e 9rds = [ 95 ds
\26-/ 0 0

s vyuzitim (11). Opakovanim téhoz argumentu dostaneme

y]gk)(t):/tw(k)(t—s)f(s)ds, k=0,...,n—1 (15)

a konecné

y{ () = w"D(0) (1) + /0 w® (t — s)f(s)ds,

=1/ao
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Je tedy

H () = e 0+ [ HLel(t = 9)(5)ds = £0)

nebot w je FeSeni homogenni tlohy. Splnéni poc¢ate¢nich podminek (13) plyne
z (15). O

Nyni zformulujme variaci konstant v integralnim tvaru pro obecnou sous-
tavu rovnic
Y' = A@)Y + F(t), (16)
kde A : (a,b) CR — R"™™a F : (a,b) — R™ jsou spojité funkce. P¥ipomenme,
ze fundamentélni matice soustavy je matice, jejiz sloupce tvori fundamentalni
systém soustavy.

Véta 6 (Variace konstant - integralni tvar). Bud'ty € (a,b) a ® fundamen-
talnt matice soustavy (16). Pak Teseni nehomogenni tlohy (16) s pocdtecni
podminkou Y (tg) = Yo je

Y (t) = D)D(te) "' Yo + (1) /t "B (s) 1P (s)ds.

Piiklad 6. Uvazujme soustavu s konstantnimi koeficienty Y’ = AY + b(t),
kde b je omezena na [0, +00). Necht vlastni ¢isla matice A jsou kladna. Pak
existuje nejvyse jedno feseni, které je omezené na [0, +00).

Resend. Fundamentalni matici soustavy je exponenciala e (viz kapitola o
maticové exponenciale). Mame tedy

t
Y (t) = Y, +/ e =) 4p(s)ds.
0

Po pienasobeni e *4 dostéavame
t
MY (1) =Yy +/ e*4b(s)ds.
0

Je-li TeSeni Y omezené, musi platit
t

+oo
0=Yy+ lim [ e*4b(s)ds = Yy + / e *b(s)ds.
0

t—o00 0

(integral konverguje, protoze vlastni ¢isla matice A jsou kladné, plyne napf.
z Jordanova tvaru). Takové Y, existuje nejvyse jedno.
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Ulohy

28. Najdéte vSechna FeSeni rovnice y” + 2y’ +y = f(¢t).

29. Uvazujme rovnici 4" — 2y’ +y = t> + 1. O kolik se li§f FeSeni s pocatecni
podminkou y(0) = 1, ¢'(0) = 0 od feSeni s poc¢ateéni podminkou y(0) = 1/2,
y'(0) =0 v case t = 57

30. Uvazujme pocatecni tlohu y” — 2y’ +y = f(t), y(0) = 1. O kolik se lisf
feSeni s pravou stranou f(t) = 1+t od feSeni s pravou stranou f(t) = 1+sint
(a stejnou pocéateéni podminkou) v ¢ase t = 17

31. Ukazte, ze je-li 2(0) > 0, 2/(0) > —z(0) a 2”(t) > z(t) pro vSechna
t > 0, potom x(t) > 0 pro vSechna t > 0.

32. Ukazte, ze je-li z(0) =0, 2/(0) = 1 a 2" (t) > —x(t) pro vSechna t > 0,
potom z(t) > sint pro vSechna t € [0, 7]. Ukazte, ze pro z(0) > 0 tvrzeni
neplati.

33. Necht funkce e *(z"(t) — 2/(t)) > 1/100 pro t € (100, +0o0). Potom
x(t) — +o00. Dokazte nebo najdéte protipiiklad.

34. Necht 2"(t) — 2/(t) — 400 pro t — +o00. Potom x(t) — +o00. Dokazte
nebo najdéte protipiiklad.

35. Uvazujme dé&j popsany rovnici ¢y’ —3y'+2y = t s namdéfenym pocateénim
stavem y(0) = yo, ¥'(0) = 0. S jakou pFesnosti musime znat yy, abychom méli
jistotu, Ze nepfesné feSeni se od presného nelisi na intervalu [0, 10] vice nez
o1?

36. Uvazujme kmitani popsané rovnici y”+y = f(¢), y(0) = 1,4'(0) = 1, kde
o mélo, kmitani se zméni o malo. Zformulujte pfesné zadani problému.

37. Ukazte, ze pro soustavu s konstantnimi koeficienty plati

y(t) = d(t —to) yo + /t Ot — s)f(s)ds.

to

38. Ukazte, ze Véta 4 je specidlnim piipadem Véty 6.

39. Rozhodnéte, zda v situaci z Prikladu existuje pravé jedno omezené
reseni.

40. Uvazujme nelinearni soustavu rovnic Y’ = AY + F(Y), kde F je L-
lipschizovska. Pro kazdou poc¢ateéni podminku Y (¢9) = Yo

(a) existuje FeSeni definované aspon na (to — 1/L,to+ 1/L).

(b) existuje feseni definované na celém R.

41. Uvazujme soustavu Y' = AY + b(t), kde b je T-periodicka. Ukazte, Ze
(a) prislusna homogenni rovnice ma netrivialni S-periodické FeSeni, préavé
kdyz 1 € o(e54) (1 je vlastnim &islem matice e%4).

12



(b) pokud 1 & o(eT4), pak existuji d € R", T-periodické funkce F' : R —
R f: R — R"™ a matice C' € R™" takové, Ze FeSeni nehomogenni rovnice
s pocatecni podminkou Y (0) = yo je Y(¢) = F(t)C"(yo + d) — F(t)d + f(t),
teR.
(c) pokud 1 & o(eT4), pak existuje pravé jedno T-periodické fegeni neho-
mogenni rovnice.
Reseni

28) Fundamentélni systém je e, te’. Hleddme feSent y(t) = ae’+bte’ splitu-
jict y(0) = 0, ¥/(0) = 1. To je FeSeni te'. ReSeni nehomogenni rovnice tedy
jsou

y(t) = ce' + dte' + /t(t —5)e'* f(s)ds.
0

29) y(t)—g(t) = (e' —te') — (' /2—te' /2), tj. pro t = 1 méme |Je® — 3¢5| =
2¢°.

30) y(t)—y(t) = fg(t—s)et_s(s—sin s)ds, tj. prot = 1 mame 3—e—3 cos 1.

31) Bud f(t) := 2"(t) — (t) > 0. Pak x(t) = ce’ +de™* + [ L(e"~* —
e ) f(s)ds > 0 a z pocatecnich podminek ¢ > 0 a ¢ +d > 0. Odtud uz
snadno plyne tvrzeni.

32) Bud f(t) :=2"(t) + z(t) > 0. Pak x(t) = sint + x(0) cost + fot sin(t —
s)f(s)ds > 0, pokud z(0) = 0. Pokud z(0) > 0 a f(t) = 0, pak x(t) < 0 na
(m/2, ).

33) Oznacme f(t) :=e ' (2"(t) — 2/(t)), pak

t
1
x(t) = ¢+ et +cze + / §(et_s + et —2)e* f(s)ds
0

t
1
= o +cel +ezet + et/ 5(1 + 272 — 57! f(s)ds
0

Funkce 1 + €72 — ¢~ nabyva minima 1+ 1/4 — 1/2 = 3/4, mame

x(t) > el + 2/0 f(s)ds —¢)

a protoze f je zdola omezena, také zavorka v poslednim vyrazu se blizi k
+00.
34) Bud f(t) := 2" (t) — 2/(t), pak

t
1
{E(t) = C1 + Cget —f- C3€_t —I— / i(et_s + Gs_t — Q)f(S)dS
0
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Pokud napt. f(t) = ¢, mame
z(t) =ci4+ e +age+e+e Tt —2—1* = —o0,

pokud ¢y < —1.

35) Regen{ rovnice bude y(t) = (2e! — e*)yy + fot(em—zs — e%)sds, 1.
y(t) — g(t) = (2¢! — ) (yo — 9o) < 1. Z tvaru funkce |2¢* — €| plyne, Ze
nabyvad maxima v bodé 10, tj. |yo — G| < (e — 2¢1%)7L

36) Ihned z integralniho tvaru variace konstant
t
=l < [ Jsine = 9) [5i(5) = fa(s)lds.
0

37) Homogenni soustava s konstantnimi koeficienty je autonomni, tedy je-
i t — ®(t)C Feseni, pak i t — P(s + ¢)C je feSeni. Toto FeSeni mé v Case
0 hodnotu ®(s)C, tj. musi platit ®(s + t)C = ®(t)®(s)C pro vsechna C.
Odtud ®(t)®(s)™! = ®(t — s) pro s < t.

38) Vydélme nejprve rovnici (10) ¢islem ag. Je t¥eba ukazat, ze fundamen-
talni matice ® pro rovnici n-tého fadu méa na pozici ()4, funkci w z Véty 4,
je-li ® ta fundamentalni matice, ktera je pro ¢t = 0 rovna identité. Takova fun-
damentalni matice musi mit v poslednim sloupci prave feseni, jehoz hodnoty
v nule odpovidaji hodnotdm funkce w.

39) Zbyva ukazat, ze funkce f : t — et (YO - f(f e*SAb(s)ds) pro Yy defi-

nované v Piikladu je omezena. Plati

+o0 +oo
ft) = / =) 4p(s)ds = / e Ab(t + s)ds,
¢ 0

tedy |f(t)| < supb- f0+°° e~*ds < C < +o0.

40) (a) Definujme z,,1 jako feSeni rovnice Y = AY + F(z,) s danou
pocéatecni podminkou. Z variace konstant plyne

¢ Mznsa(t) = 2a(t)l] < / e Ll|zn(s) = @a-1(s)|ds.

to

Na intervalu mensim nez (tg—1/L,ty+1/L) je zobrazeni ® : ez, s ez,

kontrakce v suprémové normé. ReSeni tedy existuje na kazdém podintervalu,
a tudiz také na (to — 1/L,to+ 1/L).

(b) Ukazte, ze zobrazeni ® : ez, s =Lz, 1 je pro dost velké (resp.
malé) L € R kontrakce v suprémové normé na (tg, +00) (resp. (—o0,tg)).
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41) (a) mame 1 € o(e4), pravé kdyz 2iw/S € o(A), pravé kdyz sin(2mr/.S)
je TeSenim homogenni rovnice.
(b) Z variace konstant mame Y (t) = e"TAe"AyO—I—fOnT+U esAb(nT +o0 —s), kde
t =nT + o0, 0 €[0,T). Rozdélime-li integral na intervaly (0,0), (0,7 + o),
.y (n=1)T + o,nT + o), dostaneme

o n T
Y (t) = e C™yo + / e*Ab(o — s)ds + 7 Z cht / e*Ab(—s)ds,
0 0

k=1

kde C = €4, Pokud 1 ¢ o(C), plati Y7 C*1 = (C" — I)(C — )7}, tedy
dostavame pozadovany tvar, kde F(t) = et a f(t) = foa e*b(o — s)ds na
[0,T) a T-periodicky rozsifena na R a d = (C' — 1)~} fOT esAb(—s)ds.

(c) Protoze F(t)C™ = €', plyne z (a) a (b), Ze jediné T-periodické feSent
ziskame pro yg = —d.

»

Metoda snizovani radu

Uvazujme homogenni linedrni rovnici 2. fadu s nekonstantnimi koeficienty

ax(2)y" + a1 (x)y" + ao(z)y = 0,

u které zname nebo umime uhodnout jedno fesSeni y;(z). Potom umime
dopocitat druhé feseni fundamentalniho systému nésledujicim zptsobem:

Zvolme y(z) = yi(x)z(z) a pocitejme ¢y = yiz+ 112" ay” = y{z+ 21y +
y12”. Odtud

az(z)(yyz + 2y12" + y12") + a1 (2) (12 + 112") + ao(x)y1 2
= z(az(2)yy + a1 (z)y; + ao(x)y1) + ao(z)y12" + (a1 (@)yr + 2a0(z)yy) 2’
= az(x)y1 2" + (a1 (x)yr + 2a2(x)yy) 7,

kde posledni rovnost plati, protoze y; je feSeni homogenni rovnice. Polozime-
li nyni v = 2/, dostavame pro v rovnici

az(w)y1v" + (a1 (z)y1 + 2a2(2)y; )v = 0,
coz je linearni rovnice 1. fadu, kterou umime fesit.

Priklad 7. Najdéte vSechna feSeni rovnice

r—3 r—3
y'+ y+—y=0.
T
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Resent. Uhadneme FeSeni y,(z) = 2. A zavedeme substituci y(z) = zz(z).

Dostaneme rovnici zv' = (1 — z)v, tj. In|v] = Inx — z + ¢, v = +exe™,
z = ke™*(—x — 1). Druha funkce fundamentalntho systému je e *(—z% — x)

a vSechna Feseni rovnice jsou y(z) = cx + de *(—z* — x).

Ulohy
42. Najdéte vSechna TeSeni rovnice
4 — 27° x?
" / _ T
_4_$2y+4_x2y_(x_2)67

vite-li, ze funkce e* feSi rovnici s nulovou pravou stranou.
43. Najdéte vSechna TeSeni rovnice

y”Jrzz/’Jr—34=9c+2+1
x x(x +1)2 z’

vite-li, ze funkce %H fesi rovnici s nulovou pravou stranou.

44. Najdéte vSechna TeSeni rovnice
2.1 2 / 2 _
zy" +x(z®+3)y — (* +3)y = 0.

45. Najdéte vSechna feSenf rovnice z3y” — z%y + (2% — 23)y = 0, ktera jsou
definovana na celém R.
46. Najdéte vSechna TeSeni rovnice

(14 23y + 2y —y =0.
47. Najdéte Teseni rovnice

(I +a2?)y" —y -2’y =0
spliwjici po¢atecni podminku y(0) = 1, ¢'(0) = 0.
Reseni

42) Metodou snizovani fadu hledame druhé feseni homogenni rovnice ve

tvaru y(z) = z(z)e”, po dosazeni 2”(z) + 42'(z)/(4 — z*) = 0 dava Feseni
a(x — 4In(z + 2)) + b. Druha funkce fundamentélniho systému je tedy (z —
41n(z+2))e”. Variaci konstant dostaneme y, = c¢(z)e*+d(x)(z—41In(x+2))e”,

kde ¢(z) = [ —(z+2)(z —4In(z +2))dx = —1/32 — 22> — 4o — 8/3+ 2(x +
2)?In(x +2) ad(z) = [z + 2dx = 1/22 4 2.
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43) Metodou snizovani fadu hledame druhé feseni homogenni rovnice ve
tvaru y(z) = z(x)/(z + 1), po dosazeni z(z + 1)z"(z) — 22'(x) = 0 dava
feSeni a(x — 1/x + 2Inz) + b. Druhé funkce fundamentalniho systému je
(r —1/z+2Inz)/(x + 1). Variaci konstant dostaneme y, = c(x)/(x + 1) +
dz)(x—1/z+2Inz)/(x+1), kde ¢(z) = [ —z(z+1)(x — 1/z+2Inx)dr =
—1/42* + 2* = 2/32%Inz — 1/92° + x — 2?Inz a d(z) = [z(x + 1)dz =
1/22% +1/32%.

44) Uhodneme feSeni y; = x. Dopocitame druhé fegent: 230" — (21 +2%)v =
0, v=uxe"/? z ="/ ya(x) = ze” /2,

45) Uhodneme FeSeni y; = e”. Dopocitame druhé feseni yo(z) = e” [} e~ /tdt
na (0, +00). ProtoZe integral nekonverguje pro x — 0, toto feSeni nelze prod-
louzit do nuly, tj. v8echna FeSeni definovana na R jsou y(z) = ¢ - e”.

46) Uhodneme Feseni y; = x. Dopoc¢itame druhé feSeni: (2% + 1)v' + (22 +
21+ 2*))v=0,v=a"2/1+ xfl, z=—V1+422/x, yo(x) = —v/1 4 22

47) Uhodneme FeSeni y; = e*. Dopoé¢itame druhé feseni: (z+1)v'+(—ze*+
2(14x)e")v = 0,v = e 2e¥er z = [Fe 2eMeldl y(x) = e” [ e e s L,
Pocatec¢ni podminku spliiuje feseni

T
y(:zc) — et — ez/ 6_2t6amtgtdt.
0

Eulerovy rovnice

Rovnice

Ell = flx),  EWl =D ba" Ty H, (17)

br € C, by # 0, se nazyva Eulerova rovnice.

Jde o specialni ptipad linearni rovnice n-tého fddu s nekonstantimi koe-
ficienty, kde koeficient u n-té derivace je roven byaz"*. Kli¢ovy predpoklad o
nenulovosti koeficientu u nejvyssi derivace je splnén v intervalech (—o0,0) a
(0, 00), kde také rovnici uvazujeme. Eulerovy rovnice jsou jednou z mala tiid
rovnic, pro které umime najit fundamentalni systém.

Prvni zptisob reseni

Hleddme fegeni ve tvaru y(x) = |z|*. Dostaneme &[y] = |z|*p()\), kde

pA) =D AA=1) .. (A= (n—k) + 1)y (18)
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nazyvame Charakteristicky polynom rovnice (17). Nazorné: y odpovida 1, zy/
odpovida A, 22y® da A(A — 1), 23y da A(A — 1)(A — 2), atd.
Odtud: je-li \g kofen p(A) nasobnosti k, pak funkce

o, Jaoln ], L [ It 2 (19)

fesi homogenni ulohu &[y] = 0. Vezmeme-li funkce typu (19) pro vSechny
kofeny charakteristického polynomu, ziskdme fundamentalni systém.

V pripadé komplexné sdruzenych kofenti A = a + b nahrazujeme dvojici
funkce |z|9® redlnou a imaginarn{ ¢asti, coZ je

|z|sin(bln |z]), |z|*cos(bln|z]).
Priklad 8. Najdéte vSechna feSeni rovnice
2y — 2xy + 4y = 0.
Resend. Charakteristicky polynom je
AMA=1)(A=2) =22 +4 =X =3\ +4= A+ 1)(A—2)2.

Fundamentaln{ systém tvoif funkce |z|™!, |z|* a |z|?In|z|. S vyjimkou argu-
mentu logaritmu mtZzeme psat z misto |x|.

Druhy zpisob reSeni — substituce

Substituct z(t) := y(e') = y(z) prevedeme Eulerovu rovnici na rovnici
s konstantnimi koeficienty. Tento zptusob je sice zdlouhavéjsi, ale vysvétluje
dulezité souvislosti (naptiklad to, pro¢ v prvnim zptusobu hledame feSeni ve
tvaru |z]).

Priklad 9. Reste rovnici

2y +y=0.
Regend. Substituce z(t) := y(e') = y(z) na intervalu z € (0, +00) nam dava
2(1) = Y@ = (@), 20) = O + o0 = et + ) =

x?y"(x) + 2/(t). Dosazenim do rovnice ziskavame

2= 4+2=0
Charakteristicky polynom je tedy

AMA=1)+1=N - A+1.
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Kofeny jsou A = 1/2 #+ i1/3/2, realny fundamentalni systém tvoif funkce
et? cos(v/3t/2), et/ sin(v/3t/2), tj. po zpétném dosazeni

\/Esin(? Inz), ﬁcos(? Inz).

Na intervalu (—oo,0) ziskdme FeSeni substituci z(t) = y(—e’). Celkem tedy
méame fundamentalni systém

\x]sin(?ln]x\), \x|cos(?ln|x|)

na intervalech (—o00,0) a (0, 4+00).

Rovnici s nenulovou pravou stranou muzeme TesSit variaci konstant. V
druhém postupu si miizeme vybrat, zda pouzijeme variaci konstant v rovnici
s nezndmou z nebo az po zpétném dosazeni pro rovnici s nezndmou y. Jak
je vidét z druhého postupu, nehomogenni rovnici miizeme také resit pomoci
véty o specialni pravé strané, pokud ma prava strana po zasubstituovani tvar
e®(P(t) cos Bt + Q(t) sin Bt). To odpovida tvaru

t*(P(Inz) cos(flnz) + Q(Inz)sin(flnz))

pred provedenim substituce. Na zakladé véty o specialnim tvaru pravé strany
(viz kapitola o linearnich rovnicich s konstantnimi koeficienty) muzeme tedy
vyslovit néasledujici vétu, kterou pak muzeme aplikovat, aniz bychom provadéli
substituci:

Véta 7 (Specialni prava strana pro Eulerovy rovnice.). Necht

f(@) = |z[*[qa(In |2[) cos(BIn |2]) + go(In|z]) sin(FIn [2[)],  (20)

kde q1, q2 jsou polynomy stupné < m. Necht k > 0 vyjadruje ndasobnost c¢isla
A = a + Bi coby kofene charakteristického polynomu (18) Eulerovy rovnice
(17).

Potom existuji polynomy ry, ro stupné < m takové, Ze
y(x) = (nz])*[|* [ri(n |2]) cos(B1n |z]) + r2(In[x]) sin(5 1n |z])]
je resent (17) na intervalu (0, 400).
Priklad 10. Najdéte vSechna feSeni rovnice

23y 3 — 20y 4 4y = 22
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Resend. 7 feseni Pitkladu 1 vime, Ze fundamentalni systém této rovnice je
|z|™!, 2% a 2®In|z|. Charakteristicky polynom m4 jednoduchy kofen —1 a
dvojnasobny kofen 2. Prava strana je ve specidlnim tvaru, kde o + i3 = 2,
tj. k = 2. Polynomy q1, qo z Véty 7 jsou stupné 0. Existuje tedy partikularni
feSeni ve tvaru y,(z) = c- (In|z|)%z?. Dosazenim do rovnice ziskame ¢ = 1/6,
tedy vSechna TeSeni rovnice jsou

1
y(z) = ng In? |x| + ﬁ +b2® + cx’ln lz|, a,b,ceR
x

x € (0,400) nebo x € (—00,0).

Ulohy

48. Dorteste Priklad 9 podrobné na intervalu (—oo,0).
49. 22%y" — 2xy' + 2y =0

50. 2%y" — 5xy’ +8y =0

51. 222" + 32y —y =0

52. 92%y" + 92y’ —y =0

53. 2%y + Tzy +9y =0

54. 2y” +ay =0

55. 22y —xy +2y =0

56. 23y + 922" + 18xy’ + 6y = 0
57. x 3 "4 322" =0

58. a;3y”’ 3z2y" + Txy — 8y =0
59. 23y" + 32%y" + 22y =0

60. 23y + 42" — 2y — 3y =0
61. z 3 " Ta?y" — 9xy’ =0

62. 23 ”’+5x2 y" +5xy +y=0
63. 23y" + 72" + 132y =0

64. 23y" — 4x*y" + 192y — 39y = 0
65. 2 ”—I—(?n—l—l):vy —2y=0

66. 22" + (1 — 20i)zy’ — 100y = 0
67. 22y" 4+ 2v2zy + 3y =0

68. 22y" + 22y’ — 12y = 17Inz cos(In z)
69. 222" — 3zy' + 3y = x\/T

70. 2%y + 2y +y = —2sin(Inx)
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71. 2%y — 6y = —162%Inx

72. Najdéte partikularni Fegeni rovnice z2y” — xy/ +y = —=

1+nx”

73. Najdéte partikularni feseni rovnice z3y"” + xy' —y = ey

74. Rozmyslete si podrobné, ze prvni postup feSeni skuteéné dava funda-
mentalni systém reSeni.

75. Dokazte vétu 7.

76. Véta 7 plati jisté i na intervalu (—oo,0). Jsou ale polynomy ry, ro na
(—o0,0) tytéz jako na (0, +00) (pokud prava strana je dana rovnosti (20) pro
v8echna = € R\ {0})? Svou odpovéd dokazte.

Reseni

48) ...

49) A\ — 3\ + 2, {z,z*}.

50) \2 — 6\ +8, {22, 21}.

51) 202 + A — 1, {1/z, \/]z]}.

52) 9\? — 1, {Vz,1//x}.

53) N2 +6A+9, {z7% 273 In|z|}.

54) A2, {1,In|z]|}.

55) A2 — 2\ + 2, {zsin(In|z|), z cos(In|z|)}.

56) N3+ 6N+ 11A+6, {z7!, 272 273}

57) X3 =\, {z,1/z,1}.

58) A3 — 622+ 12\ —8, {22, 2?2 Inx,2°In*2}.

59) A\* + A, {1,sin(In|z|), cos(In |z|)}.

60) N —3A+ A2 —3, {1/, |z|V3, |z| Y3}

61) \* — 102 {1,In|z|, 2'°}.

62) A> +2X2 + 2 + 1, {1/z,|2|"/?sin(v/3/2 - In|z|), |z| /% cos(v/3/2 -
In |x|)}.

63) X* + 422 48, {1, Snlns) cosln)y

64) A3 —7A\2+ 25\ — 39, {23, 2?sin(In 23), 2% cos(In 23) }.

65) A2 + 3i\ — 2, {|z|7%, |z|*}.

66) A2 — 20i\ — 100, {|z|*Y, |z|"%In |z|}.

67) A2 —2v2X+3 =0, {|z|"V2sin(In z), |z| "V cos(Inz)}.

68) Charakteristicky polynom A\?+\—12 ma koteny 3 a —4, fundamentélni
systém je 3 a x~*. Partikuldrni feSeni hleddme ve tvaru y,(z) = (alnz +
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b) cos(lnz) + (cIlnz + d)sin(Inz). Dostavame ¢ = 1/10, a = —13/10, b =
—29/425 a d = 181/850. Vsechna feSeni jsou

Lot BY dnng) - (Bine s 2 (Inz) + s, d
— — | s — | = —— | cos —
10 nwr 350 miinx 10 nwr 425 C nwr CIx ,1,‘4’

x € (0,400).

69) Charakteristicky polynom 2A\* — 5\ + 3 m4 kofeny 1 a 3/2, funda-
mentalni systém je x a z/z. Partikularni feseni hledame ve tvaru y,(z) =
az’?Inz (« =3/2, 3=0, k=1, m = 0). Dostavame a = 1, viechna Fesenf
tedy jsou

rvrlnz + cx + dry/x,
z € (0,+00).

70) Charakteristicky polynom A* + 1 m4 koteny +i, fundamentalni sys-
tém je cos(Inx), sin(lnx). Partikularni feSeni hledame ve tvaru y,(z) =
Inz(asin(lnz) + beos(Inz)) (a = 0, 8 = 1, k = 1, m = 0). Dostavame
a =1, b =0, vSechna TeSeni tedy jsou

Inz(asin(Inz) + beos(Inx)) + csin(lnz) 4+ d cos(In z),

x € (0,+00).

71) Charakteristicky polynom A\* — X\ — 6 m4 kotfeny 3 a —2, fundamentalni
systém je 3, 1/2%. Partikuldrni fesenf hledame ve tvaru y,(z) = (aInx+0b)x?
(=2,8=0,k=0,m=1). Dostavame a = 4, b = 3, v8echna feseni tedy
jsou

(4Inx + 3)z* + co™? + da?,

z € (0,400).
72) Eulerova rovnice, substituujeme x = ¢, dostavame
t
e
=2+ 2= .
t+1

Ocekavame Feseni ve tvaru c(t)e’ + d(t)te!, variaci konstant ziskavame c(t) =

— [ F5dt = —t+In|t + 1|, d(t) = [ 75dt = In |t + 1|. Tedy

y(x) =z(ln|l+Inz|—Inz)+zhzrn|l+Inz| +cx +drinz.

73) Eulerova rovnice, substituujeme x = e', dostavame

et

=32 4+37 — 2= PEE
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Ocekavame Tesen{ ve tvaru c(t)e'+d(t)te'+ f (t)t?e!, variaci konstant ziskévame
f(t) = [§ Z5dt = jarctgt, d(t) = [—zqdt = 3In[t* + 1], c(t) =
2
: adt = :(t — arctgt). Tedy

1 1
yp(z) = §x(lnx —arctglnz) — xln 5 In|In®*z + 1| + z In? 3 arctgInz.

74) Je tfeba ukazat, Ze viechny funkce |z|* In" |z| (pro p¥islusna r a \) fesi
rovnici a ze tyto funkce jsou linearné nezavislé. Dikaz je obdobny dikazu
véty o fundamentalnim systému pro rovnice s konstantnimi koeficienty. ...

75) Provedte substituci z(¢t) = y(e') a pouZijte vétu o specidlni pravé
strané pro rovnice s konstantnimi koeficienty.

76) Mame-li feSeni y; na (0,400) a definujeme yo(z) := y1(—2z) pro = < 0,
dostavame

Elyal(x) = Eyr(—2)] = f(=x) = f(2),

tedy polynomy 7y, 75 jsou stejné na kladné i zaporné poloose.
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