Eulerovy rovnice

Rovnice

Ell=flx),  Ell =D ba" Ty H, (17)

bi € C, by # 0, se nazyva Eulerova rovnice.

Jde o specialni pripad linearni rovnice n-tého fddu s nekonstantimi koe-
ficienty, kde koeficient u n-té derivace je roven byaz"*. Klicovy piedpoklad o
nenulovosti koeficientu u nejvyssi derivace je splnén v intervalech (—oc,0) a
(0, 00), kde také rovnici uvazujeme. Eulerovy rovnice jsou jednou z méala tiid
rovnic, pro které umime najit fundamentélni systém.

Prvni zptisob reSeni

Hledame fegeni ve tvaru y(x) = |z|*. Dostaneme &[y] = |z|*p()\), kde
P =D AA=1)...(A=(n—k)+ 1) (18)
k=0

nazyvame charakteristicky polynom rovnice (17). Nazorné: y odpovida 1, zy’
odpovida A, 22y® da A(A — 1), 23y da A\(A — 1)(A — 2), atd.
Odtud: je-li \g kofen p(A) nasobnosti k, pak funkce
[, e nfe], o e 0T | (19)

fesi homogenni tlohu &[y] = 0. Vezmeme-li funkce typu (19) pro vSechny
koreny charakteristického polynomu, ziskime fundamentalni systém.

V pripadé komplexné sdruzenych kofenti A\ = a 4 ¢b nahrazujeme dvojici
funkce ||+ redlnou a imaginarni ¢asti, coz je

|z|*sin(bln |z]), |z|*cos(bln|z]).
Piiklad 8. Najdéte vSechna feSeni rovnice
2Py® — 20y + 4y = 0.
Reseni. Charakteristicky polynom je
AMA=DA=2) =22 +4=)N -3\ +4=(A+1)(\—2)>.

Fundamentaln{ systém tvoif funkce |z|™!, |z|*> a |z|?In|z|. S vyjimkou argu-
mentu logaritmu miZeme psat z misto |x|.

21



Druhy zptsob reSeni — substituce

Substituci z(t) := y(e') = y(z) prevedeme Eulerovu rovnici na rovnici
s konstantnimi koeficienty. Tento zptsob je sice zdlouhavéjsi, ale vysvétluje
dulezité souvislosti (naptiklad to, pro¢ v prvnim zpusobu hledame feSeni ve
tvaru |z|*).

Piiklad 9. Reste rovnici

()

2y +y = 0.

Regend. Substituce z(t) := y(e') = y(z) na intervalu x € (0, +00) nam dava

d(t) = y(e)e’ = zy'(x), 2"(t) = y'(e)e* +y'()e' = y'(e")e* + (1) =
x?y"(x) + 2/(t). Dosazenim do rovnice ziskavame

2= +2=0
Charakteristicky polynom je tedy
AMA=1)+1=X - X+1.

Kofeny jsou A = 1/2 + iy/3/2, realny fundamentalni systém tvoif funkce
et? cos(v/3t/2), et/? sin(v/3t/2), tj. po zpétném dosazeni

\/Esin(\/T§ Inz), \/Ecos(\/Tg Inz).

Na intervalu (—o0,0) ziskdme FeSeni substituci z(t) = y(—e'). Celkem tedy
méame fundamentélni systém

3 3
|x]sin(\/7_ln|a:\), \x|cos(§ln|x|)

na intervalech (—o0,0) a (0, +00).

Rovnici s nenulovou pravou stranou muzeme fesit variaci konstant. V
druhém postupu si miizeme vybrat, zda pouzijeme variaci konstant v rovnici
s neznamou 2z nebo az po zpétném dosazeni pro rovnici s neznamou y. Jak
je vidét z druhého postupu, nehomogenni rovnici miizeme také resit pomoci
véty o specialni pravé strané, pokud ma prava strana po zasubstituovani tvar
e®(P(t) cos Bt + Q(t) sin Bt). To odpovida tvaru

t*(P(Inz) cos(flnz) + Q(Inz)sin(flnz))

pred provedenim substituce. Na zakladé véty o specialnim tvaru pravé strany
(viz kapitola o linearnich rovnicich s konstantnimi koeficienty) mitizeme tedy
vyslovit nésledujici vétu, kterou pak muzeme aplikovat, aniz bychom provadeéli
substituci:
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Véta 7 (Specialni pravé strana pro Eulerovy rovnice.). Necht
f(z) = |2|* [q(In |z[) cos(BIn|z]) + g2(In|a|) sin(Bln|z])],  (20)

kde q1, g2 jsou polynomy stupné < m. Necht k > 0 vyjadruje ndasobnost ¢isla
= «a + fi coby kotene charakteristického polynomu (18) Eulerovy rovnice
(17).
Potom existugi polynomy ry, ro stupné < m takové, Ze

y(x) = (I fe])*|2|*[ri(ln |2]) cos(BIn[a]) + ra(In|z|) sin(F 1n |2])]
je fesent (17) na intervalu (0,400).
Piiklad 10. Najdéte vSechna feSeni rovnice
22y® — 2xy’ + 4y = 2.

Reseni. 7 feseni Piikladu 1 vime, Ze fundamentalni systém této rovnice je
lz|7!, 2% a 2?In|z|. Charakteristicky polynom mé jednoduchy kofen —1 a
dvojnasobny kofen 2. Prava strana je ve specialnim tvaru, kde o + i3 = 2,
tj. k = 2. Polynomy ¢y, g2 z Véty 7 jsou stupné 0. Existuje tedy partikularni
feseni ve tvaru y,(z) = c- (In|z|)%z?. Dosazenim do rovnice ziskdme ¢ = 1/6,
tedy vSechna FeSeni rovnice jsou

a

1
y(z) = 6;52 In? |z| + |—| + bz +ca’lnlz|, a,b,ceER
T

x € (0,400) nebo x € (—o0,0).
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