Nelinearni systémy

V této kapitole si ukdZzeme, jak lze Tesit nékteré nelinearni autonomni sou-
stavy rovnic. Uvazujme soustavu

X' = F(X), (1)

kde X : (a,b) C R — R" je neznama funkce a F : Q C R® — R" je spojita
funkce. Specidlnim piipadem budou soustavy dvou rovnic

= flz,y), (2)
y = g(z,y), (3)
kde X = (m) Také se budeme zabyvat nékterymi nelinearnimi rovnicemi

vyssich radu. Ty, jak vime, lze prevést na soustavu rovnic prvniho fadu.

Prvni zptisob reseni
Prvni zpiisob feSeni, vhodny pro systémy dvou rovnic, vyjimeéné i vice
rovnic, je zaloZen na nasledujici vété (navod k dikazu najdete mezi ilohami):

Véta 1. Nechl f, g jsou spojité funkce, x, y : (a,b) — R, to € (a,b),
f(x(to),y(to)) # 0.

(1) Pak existuje okoli U bodu ty takové, Ze pokud t — (x(t),y(t)) je TeSend
soustavy (2)-(3) na U, potom funkce i := yox~ " na x(U) je resenim
rovnice

g _ 9(z.9)
dz  f(z9)

(11) Pro kazdé okoli U bodu ty plati, Ze pokud § je FeSenim rovnice (4) na
z(U) a x je Tesenim rovnice ' = f(x,y(x)) na U, pak funkce § o x je
resenim rovnice (3) na U.

y(x(to)) = y(to)- (4)

Vsimnéte si, Ze rovnici (4) ziskame, pokud formalné vydélime rovnici (3)
rovnici (2):

dy dr @_g(w,y)
L =gley) & few) = = fayy

dt
Véta 1 1ika, ze chceme-li najit feSeni soustavy, miizeme nejprve vytesit rovnici
(4), ktera nam da orbity feSeni v roviné x-y, a poté dopoéitat zavislost na t.

Priklad 1. Najdéte feSeni soustavy

r = a2y,
/ 2



Resend. Nejprve najdeme funkei g z Véty 1, feSime tedy rovnici dg/dx = g/x.
Pomoci separace proménnych dostavame g(z) = kz, z € R, k € R. Podminka
f(xz,y) # 0 neni splnéna, je-li  nebo y nulové. Vylouc¢ime tedy pocatek
soufadnic a pfipad k = 0, ty dofesime pozdéji. Pokud si feSeni nakreslime do
roviny s osami x a y, budou orbity feseni lezet na poloptimkéach prochézejicich
pocéatkem. Zbyva doresit, kterym smérem budou FeSeni polopiimky probihat
a zda je probéhnou celé, nebo se nékde zastavi.

Dopocitame tedy zéavislost na ¢: Z prvni rovnice soustavy mame ' = ka?,
coz dava —1/2x72 = kt + ¢, tj.

+1 +k

R e I

Regeni je definovano na (—oco, —¢/k) pro k > 0 a na (—c/k, +00) pro k < 0
Odtud vidime, ze maximalni feSeni probéhnou celou polopiimku, néktera od
pocatku k nekonecnu, jind od nekonecna k pocatku souradnic. Protoze k
pocatku se blizi pro t — £oo, TeSeni nelze prodlouzit pres pocatek.

Nyni si uvédomte, Ze z ¢asti (ii) Véty 1 plyne, Ze nalezené dvojice funkei
skutecné fesi soustavu (2)-(3). Z ¢asti (i) naopak plyne, ze zadné dalsi feSeni
na mnoziné {(z,y) : x # 0ay # 0} neexistuji (Kdyby existovala, nasli
bychom k nim piislusna dalsi feSeni rovnice (4), coZ je spor - z metody
separace proménnych vime, Ze feSeni rovnice (4) jsme nasli vSechna.)

Zbyva nalézt feSeni na souradnych osach, tj. pripad, kdy y(tg) = 0 nebo
x(tp) = 0. V tom piipadé dostavame stacionarni feSeni

<$(t)’ y(t)) = (x(t())?y(tO))a teR

(ihned ze soustavy (2)-(3), protoze ' i ' musi byt nulova). Z véty o jedno-
znacnosti plyne, ze zadna jina feSeni na souradnych osach (protinajici sou-
fadné osy) neexistuji.

Druhy zptsob reSeni — prvni integral
Tento zpisob TeSeni lze pouzit i pro soustavy vice proménnych.

Definice 1. Funkce V :  C R" — R se nazyva prond integrdl diferenciélni
rovnice (1), jestlize V' je konstantni podél kazdého feSeni rovnice (1) a je
nekonstantni v 2.

Pozndmka. Resime-li soustavu prvnim zptisobem a ziskanou rovnici (4) pak
metodou separace proménnych, miize se stat, ze po integraci obou stran
nedokdzeme explicitné vyjadrit zavislost ¥ na x. Nicméné ziskané rovnost
G(y) = H(x) + ¢ nam dava prvni integral soustavy: V(z,y) = G(y) — H(x).



Je-li tedy V' diferencovatelna funkce, musi splhovat

d "oV OV
= —V(Y(t)) = Y! = —F(Y).

1= 1=

Priklad 2. Najdéte vSechna feSeni soustavy diferencialnich rovnic
¥'siny = 1,

y'siny =

8] |

Regeni. Dosazenim prvni rovnice do druhé mame ¢y’ = 2’y /z, nebo-li ¢/ /y =
x' [z. Integraci ziskame

d

d
“infyl) = 2 (Inal),

tj. C =1Inly| — In|z| = In|y/z|, tj. y/x = K. Funkce V(z,y) := y/z je tedy
1. integral soustavy.

Protoze mame y = Kz, dosadime do prvni rovnice a ziskame sin(Kx)z' =
1, tj. —% cos(Kz) =t + ¢, odkud —Kt — K¢ € [-1,1]

z(t) = K *(arccos(—Kt — Kc) + 2mm), y(t) = arccos(—Kt — Kc) + 2m,

x(t) = — K !(arccos(— Kt—Kc)+2mm), y(t) = —(arccos(— Kt— Ke¢)+2mm).

Dosazenim do soustavy snadno ovéfime, Ze nalezené funkce jsou feSeni na
intervalech (—1/K — ¢,1/K — ¢). Tyto intervaly nelze prodlouzit, protoze v
krajnich bodech je siny = 0 a rovnice tedy nemohou byt splnény.

Priklad 3. Najdéte vSechna feSeni soustavy diferencialnich rovnic

¥ = ay,
= az
2= yz

Reseni. Vynasobime-li kiizem 1. a 3. rovnici, dostaneme 2’z = 'z, tj. 2’ /x =

2 [z, t). prox #0 # 2
z/x =K, (5)

podobné jako v ptredchozim piikladu. Vynasobime-li nyni 1. a 2. rovnici,
mame 'z = y'y. Zaroven ale vime, Ze 2’2 = 'z, tedy 2’z + 2’2 = 2yy/, tj. po
integraci

y? — 2z = K. (6)



Méme dva nezavislé prvni integraly: Vi(z,y, 2) = z/x a Va(x,y, 2) = y* — 2.
Dosadime-li z (6) do druhé rovnice, mame 3’ = y*> — Ks, tj. pro Ky > 0 je

1 <y + \/K2) B
n(2EV22) e
y— VK
ele® +1
— VK, —— "=
Y 2 iee _ 1
t € (—o00,—c), (—¢,+00). Pro Ky < 0 mame 1//—Kyarctg(y/v/—Ks) =
ttc tiy = vV-Katg(vV—Ea(t+c)), t € (—7/2/V—EKy—c,m/2//—K>—c).
Pro Ky = 0 mame y = —1/(t +¢), t € (—o0, —¢), (—¢,+00), resp. y(t) = 0,
te R
Dosadime-li nyni za x z (5) do (6), mame = = £./(y?> — K3)/K; a z =
K (y? — K5). Reseni tedy jsou

K, 25 ete + 1 2¢'%*
2 VK, —— KK ———, Ky, Ky >0
K1€t+c_17 2 etec—l’ 2 1et+c_17 1, 32

na intervalech (—oo, —c¢), (—¢, +00). Déle

i TR g T+ ) 1), Vst sl +0)),
£\ KK (te(V—EKalt +¢) — 1), Ky > 0,K5 <0

n)a intervalech (—m/2/v/—Ko—c, m/4/\/—Ko—c) a (n/4//—Ky—c, 7 /2//— Ky —
c). Déle

1 —1 ~1 ~1
1/ — : . +VK K, >0,Ky=0,
Kit+c t+ec “tre ! 2

na intervalech (—oo,—c), (—c,+00). A kone¢né stacionarni feseni [z,0, z|,
t € R, kde = nebo z je nulové.

Zbyva dotesit pripad, kdy je x nebo z nulové. Pokud je z(tg) = 0, méame
¥ =0,y =0az2 = yz odkud dostavame FeSeni (jednoznaéné urcené)
[0,c,de"], t € R. Je-li 2(tg) = 0, mame 2’ = 0, ¢ = 0 a 2/ = zy, odkud
dostavame FeSeni (jednozna¢né uréené) [de®, ¢, 0], t € R.

Ulohy na soustavy rovnic

Naleznéte obecna feseni nésledujicich soustav:
1.2’ =y, y = zy (x,y > 0)



o =z/(x+y)?y =y/(x+y)? (z,y>0)
=2y, y =x(x,y>0)

v =z/(x—y)y =y/lz—y) (x>y>0)

=y y =yz =22 (2,y >0)

¥ =2y =2y —22% 2 =2z (v >0)

=1+zy =9y 2 =1+2)72*{y>0,z2>-1)
=(1-ao)y=(@-132=22c¥(x>1,2>0)
22—y y=z72=-y@y>z2>0)

© PSR wN

x/
x/

10. ¥’ =z — 2 ¢ =y, 2 =2 +y*+ 2 (y > 0)

11. Dokazte Vétu 1 (v prvni ¢asti nejprve ukazte, Ze funkce x ma funkci
inverzni na néjakém okoli bodu ).

12. Pro systém dravec—kofist (kdo je kdo?) o’ = kx — axy, vy = —ly + bzy,
z(0) >0, y(0) >0, a, b, k, 1l >0
(a) Dokazte, Ze ani jeden druh nevyhyne.

(b) Najdéte prvni integral soustavy.
(c) Nakreslete prubéhy riznych feseni.

13. Najdéte prvni integral soustavy o’ =z + v, v = 22 — y%.

14. Najdéte prvni integral soustavy @’ = (z —y)z?, ¥ = 3 — 4® na mnoziné
x> 0.

15. Necht F: Q — R? a X : Q — R jsou spojité funkce na oteviené 2 C R2,
A(X) # 0. Ukazte, ze soustavy X' = F(X) a X' = M X)F(X) maji stejné
orbity.

Reseni

1) 2(t) = c(1 — e N1 y(t) = cetFD(1 — D)1 ¢ € (—00, —d) pro
¢>0,t€(—d,+o0) pro c < 0.

2) z(t) = £v2/(k+1) \/t + c(k + 1)2, y(t) = £V2k/(k+1) \/t + c(k + 1)2,
t € (—c(k+1)2 400) pro k > 0.

3) x(t) = et/**e y(t) = ke'/F*e t € R.

4) z(t) = t/(1 —k)+c, y(t) = kt(1 — k) + ck, t € (—c/(1 — k), +00),
ke (0,1).

5) 2(t) = 1/(c1 — 1), y(t) = caler — 1), x(t) = 3t(c® — ct +17/3) + c3,
t € (—00,¢1), ca > 0.

6) (t) = 1/(c1 — 1), 2(t) = caler — 1), y(t) = 1/(cx — ) - (203 — 5t* +
4eseit® — 6c3cit? + 4c3c3t — 3cf) /2, t € (—o0, ¢p)



7) a(t) = —In(—t — &) + b, y(t) = moms, 2(t) = =1 = 1/(t + o),

t € (—oo,—c) pokud k > 0. Prok < 0jet e (—/—e*/2k—c,—c). c,beR.

8) x(t) =1—1/3/3(t+¢), y(t) = =3 In|t+c|+b, 2(t) = (—2d—8/3e |t +
c[4/3)71/2 t € (3de®/4 — ¢, —¢c), d < 0, b, c € R.

9) z(t) = 3(c1 —co—sin(2t+2¢3)), y(t) = /e sin(t+cs), 2(t) = /c1 cos(t+
03), t e R.

10) z(t) = cicae’ — c3e?, y(t) = cael, 2(t) = (cot + c3)et, t € R,

11) (i) Protoze 2’ = f(z,y) # 0, je x prostd na néjakém okoli bodu to.
Oznacte inverzni funkci 7" a derivujte y(7T'(x)) podle z. Cast (ii) plyne z
derivace slozené funkce.

12) (a) Pro poc¢ateéni podminku zg = 0 mame 2’ =0,y = —ly, proyo =0
zase ¥ = 0, 2’ = kx. Tedy existuji feSeni leZici na osach a z jednoznacnosti
plyne, Ze TeSeni startujici mimo osy se na osy nenapoji.

(b) Dostavame
/ /

z Y
0="(—l+bx)—L(k—
(4 be) = 8 (k — ay),

tj. po integraci —lInz + bx — klny + ay = ¢ a mame prvni integral.
(c) Zafixujeme-li y a vySetiime priubéh funkce —[1In x + bz, zjistime, Ze funkce
nabyva dané hodnoty bud ve dvou, v jednom nebo v Zadném bodé. Odtud
plyne, Zze feSeni jsou periodickd. Analyzovanim derivace feSeni dojdeme k
tomu, Ze obihaji stacionarni feseni (1/b, k/a) proti sméru hodinovych rucicek.

13) Podle Véty 1 dostavame y(x) = ce™* +x — 1. Odtud V(z,y) = e*(y —
r+1).

14) Podle Véty 1 dostavame y'(x) = 1 +y/x + y*/2?. Odtud arctg(y/z) =
Inz + ¢, tj. V(z,y) = arctg(y/z) — Inz.

15) Oznacime-li slozky F' jako (f,g), ma rovnice (4) z Véty 1 tvar

o glx,7) o M, 9)g(x, 7)
Ty Y T X f )

Tvrzeni plyne z Véty 1.

Polarni souradnice

V nékterych pripadech lze systém rovnic vytesit prevodem do polarnich sou-
fadnic. Uvazujme soustavu

(7)



na oteviené mnoziné ) C R%. Zavedme proménné r, ¢ rovnicemi

r = rcosg,
y = rsing (8)

7 véty o implicitnich funkcich plyne, Ze na okoli libovolného bodu kromé
pocatku definuji tyto rovnice funkce r(x,y), ¢(z,y), které jsou tiidy C°°.
Mame-li nynf feSeni (z(-),y(-)) tifidy C* soustavy (7) v néjakém kruhu neob-
sahujici pocatek, jsou funkce r(-) := r(z(-),y(+)), ¢(-) == @(x(-),y(:)) rovnéz
tiidy C! a plati

¥ = r'cosgp—rsing- ¢,
/

y = r'sing+rcosp- g
Funkce r a ¢ musi tedy spliiovat rovnice

r'cosg —rsing - = f(rcosp,rsingp),
r'sing +rcosp-¢ = g(rcosp,rsinp).

Po upravéach

= cosg- f(rcosp,rsing)+sing - g(rcos, rsinp),
/

r¢' = cosy-g(rcosp,rsing) —sing - f(rcose,rsing). (9)

Jsou-li naopak 7 a ¢ funkce t¥idy C! s hodnotami v néjakém kruhu neobsa-
hujicim pocatek fesici (9), pak funkce z, y definované v (8) jsou také tiidy
C! a resi (7).

K prevodu do polérnich souradnic jsou vhodné zejména rovnice obsahujici
2?2 + y? a/nebo rota¢ni symetrie typu (—y, x).
Priiklad 4. Najdéte vSechna feSeni systému

7 = z(2®+ %) (10)

yo= y@® +y?). (11)

Resent. Pocatek je evidentné stacionarni reseni. Mimo pocatek miizeme sys-
tém prevést do polarnich souradnic:

' cosp —rsingd = r3coso (12)

r'sing +rcosgpd = rising. (13)

Soucet prvni rovnice vynasobené kosinem a druhé rovnice vynasobené sinem
dava



odkud méame (metodou separace proménnych)

1
r(l) = ——, t € (—00,c¢).
(t) V=2t +2c ( )
Odec¢teme-li prvni rovnici vynasobenou sinem od druhé rovnice vynasobené
kosinem, dostaneme
r¢’ =0,
tedy ¢ je konstantni funkce. Po prevedeni do kartézskych soufadnic ziskime
vSechna TeSeni ve tvaru
1

x(t) = a\/ﬁ ,oyt) = im\/ﬁ , te(—o0,0),
ceR, ael-1,1].
Ulohy na polarni soufadnice
16. Najdéte vSechna feSeni rovnice y' = %
17. Najdéte v8echna feSeni systému
¥ = 2%y (14)
y = ay’. (15)
18. Najdéte vSechna feSeni systému
2 = y+ax(z® +y?) (16)
y = —x+ay(@®+y?). (17)
19. Najdéte vSechna feSeni systému
? = —y+az@+y’—1) (18)
y = ztyla®+y?—1). (19)
Reseni
16) Dle Véty 1 bude uZite¢né vyfesit soustavu Z—? =z -1y, % =z +y.
Tu pievedeme do polarnich soufadnic a ziskame " = r, ¢’ = 1. Odtud

o(t) = t+c, r(t) = de', a tedy x(t) = de' cos(t + ¢), y(t) = de’sin(t + c).
Grafy TeSeni jsou tedy c¢ésti téchto krivek.

17) V polarnich souradnicich ¢/ = 0, r' = r?cos ¢sin ¢, tedy ¢(t) = ¢o,
7(t) = (=2t sin ¢ cos ¢g + d) /2.

18) V polérnich soufadnicich ¢’ = —1, r' = ar®, tedy r(t) = 1/+/2a(c — t),
o(t) = po—t, t € (—oo,c) proa >0, t € (¢, +00) pro a < 0.

19) V polarnich souradnicich ¢’ = 1, ' = r(r®> — 1), tedy é(t) = t + ¢,
r(t)=(1—ke*)" /2 prok <0,t €R, k>0, t€ (—o0,—5Ink).



Keplerovy zakony

V této kapitole si ukdzeme, jak Keplerovy zakony vyplyvaji z Newtonova
gravitac¢niho zakona.

Newtonovy pohybové rovnice.

Necht X = (x,y, z) je poloha planety vuci Slunci, r = /22 + y? + 22. New-
tonuv zédkon dava
kmM X

2 Y
r
kde m, M je hmotnost planety a Slunce, x je gravita¢ni konstanta. Psdno po

slozkach

mX// —

y_ kxo o, ky o, k2
Tr = T3 ) y - 7n3 ) z = T3 I
kde oznacujeme
k= kM. (20)

Soustavu uvazujeme s poc¢ateéni podminkou
X(O) = ($0,070), X/(O) - (Ul,?}Q,O),
kde z¢g > 0 a vy # 0. Z pocéate¢nich podminek a vét o jednoznacnosti plyne,

ze z = 0; staci tedy uvaZovat problém v roviné (z,y).

Pievedeni do komplexni roviny.
Ptejdeme k polarnim soufadnicim (r, ), kde uzivame komplexni zapis
Z=x+1y=re’.

Odtud pro rychlost a zrychleni odvodime

7 = (7’/ + irgo')ew, (21)
7" = {(r” —r(¢)?) +i(2r'¢ + r¢") }ew. (22)
Newtonuv zédkon v komplexnim tvaru
ki
Z” = —T—ze @ (23)

pak implikuje (délime funkci €’¢ a uvazime realnou a imaginarni ¢ast)

k
(@) = = (24)

2r'o" +ry" = 0. (25)



Druhy Kepleriv zakon.

Z rovnice (25) plyne, Ze r*¢’ ma nulovou derivaci, tedy

T’QQD, =

(26)

pro vhodnou konstantu c¢;. Pripomenme vzorec pro plochu pod grafem v
polarnich soutadnicich:

kde

M = {(rcosgo,rsingp); a<lp<p 0<r< f(%p)}
Substituci ¢ = p(t), tedy

a=pt), B=ept), dp=¢"dt

plyne, Ze plocha opsana pruvodi¢em mezi ¢asy t; a to je

1 t2 2 C1
P(tl,t2> = 5 re dt = E(tg — tl) (27)
t1

Plocha tedy roste s casem linedrné, coz je 2. Kepleriv zakon.
Prvni Kepleriv zakon.

Predpokladejme nadale, ze ¢; > 0. Potom (26) a (23) davaji

k.
7" — __eupgpl;
C1
odsud L
72 ) . .
7 = —e"¥ +icye’?0.
C1

Druhy c¢len je vhodné zapsana integracni konstanta; mizeme predpokladat
¢y > 0. Srovname s (21), odkud plyne

—e" 4 ice = (r' + iry')e',
1

? . —ilpo— .
— Fdcge PP — i
C1

10



Vezmeme pouze imaginarni ¢ast a opét pouzijeme (26):

C1

k :
— +cacos(p — o) =1y = —,
C1 T

2
C1

Tkt c1ez cos(@ — o)

r

Bez tjmy na obecnosti dale predpokladame ¢y = 0. Rovnici zapiSeme jako

A

= — 28
" 1+ecosep (28)

kde definujeme

C% L C1C2

2 3 g = T
Jedna se o rovnici kuzelosecky s ohniskem v pocatku; pripad e = 0 (respektive
e € (0,1), e =1ae > 1) odpovida kruznici (respektive elipse, parabole a
hyperbole).

Prvni Kepleruv zékon se tykd pohybu po elipse, tj. € € (0,1). Zna¢ime
a, b hlavni a vedlejsi poloosu, F = va? — b?, ¢ = E/a je délkova a Ciselna
vystiednost. V kartézskych soufadnicich (28) prechazi v

() - (=

A=

kde
E = \ccy,
a = \kc3,
b= \/Xc%,
B 1
k2 -

Treti Kepleriv zakon.
Je-1i T ¢as periody obéhu, vzorec pro plochu elipsy spolu s (27) dava

mab = ﬁT;
2

uziti vztaht pro b a a vySe pak implikuje

2
T = 2raV ey = ST,

vk

Uvézime-li, Ze konstanta k nezavisi na hmotnosti ani poc¢atec¢ni podmince
pohybu planety, méame 3. Kepleruv zékon.

11



Zpétné odvozeni Newtonova zakona.

Predpokladejme 1. a 2. Kepleruv zakon, tj.

— A 2 0
r= , rip = cq.
1+ecosp
Znacime-li opét Z = re’?,
cl. c11e
7' = —ie"¥ + —
A A
2 2
Z// - _ Cl eicp,
Ar2 7

tedy zrychleni sméfuje do pocatku a je imérné r=2, coZ je ve shodé s New-
tonovym zakonem.

Rovnice druhého radu

Vyse uvedené postupy lze pouzit také na rovnice druhého (a vyssiho) fadu,
které, jak vime, se daji prevést na systémy rovnic.

Priklad 5. Naleznéte vzorec pro periodu reSeni rovnice
2 +x=0
s po¢ate¢ni podminkou z(0) = 0, 2/(0) = c.

Resent. Tato rovnice je linearni a z teorie pro linearni rovnice vyssich radu s
konstantnimi koeficienty snadno spo¢itame, Ze obecné feSeni rovnice je x(t) =
asint+bcost, tedy perioda je 27 nezavisle na poc¢ateéni podmince. Ukazeme
zde ale obecnéjsi postup, ktery lze pouzit pro rovnice typu

"+ f(x) =0.
Snadno ovérime, ze
1
Viey) = 30+ F2)

je prvni integral rovnice, kde F' = f a y = 2’. Opravdu,

%V(ﬂi(t), (1)) = f(x(t)2'(t) + 2 (t)2"(t) = 0.
V nasem ptipadé tedy V(z,y) = %(.’BZ +1?). Tedy
z(t)® + (' (1) = k. (29)
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Jestlize x spliiuje pocateéni podminku, mame navic 02 +c? =k, tj. k = 2. Je
ziejmé, Ze pii rostoucim z se bude zmensovat rychlost a2/, az systém dospéje
do stavu x(7T') = ¢, 2/(T) = 0. Z rovnice (29), kterou mizeme nazyvat zakon
zachovani energie, dostavame

2 =V — 22,

tj. po vydéleni, integraci a substituci (standardni postup pro rovnici se sepa-
rovanymi proménnymi, nebo také pouziti Barrowova vzorce)

0 /2 _ 72
Protoze nas zajiméa hodnota 7" pro kterou z(7) = ¢, zname horni mez inte-
gralu na levé strané a po zintegrovani ziskavame

= [arcsin 2]§ = g =T.

/ c de / Udx

Po dosazeni maximalni vychylky se systém vrati do pocatecniho stavu, poté
dosdhne stavu s nejvice zapornou hodnotou x a opét se vrati do pivodniho
stavu. Protoze kazda z téchto ¢tyt fazi trva T, je celkova perioda 4T = 27.
(Uvédomte si, Ze po téchto ¢tyfech fazich se systém bude nachazet ve stavu
x(4T) = 0, 2/(4T) > 0, tedy nutné 2/(47) = ¢, jedné se tedy o pocateéni
stav a protoze je rovnice autonomni a fesen{ je jednoznac¢né uréeno pocatecni
podminkou, musi byt z(47" +t) = z(t), tedy FeSeni bude skute¢né periodické
s periodou 47'.)

Ulohy na rovnice druhého fadi

20. Uvédomte si, Ze rovnici 2 + f(x) = 0, f € C*(I) lze prepsat do tvaru
2"+ F'(x) = 0,kde F’ = f. Jedna se tedy o pohyb kuli¢ky po svahu, zrychleni
je dané sklonem tohoto svahu.

(a) Ukazte, ze je-li f(xg) =0, f'(xo) > 0, pak pro poc¢ateéni podminky blizko
bodu (zo,0), tj. z(0) = zg + €1, 2/(0) = 9, dostaneme periodické Feseni.

(b) Ukazte, ze je-li f(zo) =0, f'(x¢) > 0, pak bod (x¢,0) je stabilnim (nikoli
asymptoticky) stacionarnim bodem rovnice.

21. Pomoci Véty 1 odvodte prvni integral pro rovnici druhého radu z” +
f(z) = 0 (tj. funkeci V' takovou, ze t — V(xz(t),2'(t)) je konstantni podél
feSeni rovnice).

22. Najdéte prvni integral rovnice z”+sin x = 0, nacrtnéte feSeni a s pomoci
(zobecnéného) Barrowova vzorce najdéte vzorec pro periodu.
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23. Najdéte prvni integral rovnice 2” + 223 = 0, naértnéte Fegeni a s pomoci
(zobecnéného) Barrowova vzorce najdéte vzorec pro periodu.

24. Za jak dlouho dospéje feseni rovnice " = 1/2 e*, z(0) = 0, 2/(0) = 0
do hodnoty z = In 57

25. Za jak dlouho dospéje feseni rovnice z” = sinhxcoshz, z(0) = 0,

2'(0) = 1 do hodnoty z = 17

26. Uvazujme rovnici 2"+ f(z) = 0 a bud V(z,2’) ==V (z,y) := 742—2 + F(x),
= f. Ukazte, ze pokud VV (z,0) # 0, pak feseni prochazejici bodem (x,0)

protind osu x kolmo.

27. Uvazujte pohyb castice v centralnim gravita¢nim poli:

X"+VU(X)=0, xcR*\{0},
kde U(X) = Up(|X]), Uy € C?((0,+0), R). Ukazte, Ze orbita ¢astice lezi v

rovineé.

28. Spoctéte prvni integral pro rovnici ” + 2’ + x = 0.

29. Najdéte prvni integral rovnice z” + 22 — x = 0, nacrtnéte fedeni a s
pomoci (zobecnéného) Barrowova vzorce najdéte vzorec pro periodu.
Reseni

20) (a) Prvni integral je V(z,y) = y*/2 + F(x). F je klesajici na (z¢ —
J, o) a rostouci na (zg,xo + ) a BUNO F(z9) = 0. Ma-li funkce V' zustat
konstantni podél feseni, musi orbity tvofit uzavienou kiivku (rozmyslete si
monotonii v proménnych z a y).

(b) Plyne z (a).

21) Ze soustavy 2’ = y, v = —f(z), dostavame ¢'(z) = —f(x)/y, tj.
y*/2 = —F(x) + c. Prvni mtegral tedy vyjde V(z,y) = y*/2 + F(z).
. . 2 arccos(1—c?/2) 1
22) V(z,y) = 1 —cosz + y?/2, t = 4 [ —262+4(Cosw71)dx' Po
1/2

substitucich z = cosx ay = (1 —2)/c” dostaneme t = 4 ——1__dy,
y=01-2)/¢ b e
tj. ¢im vétsi pocatecni vychylka, tim vétsi perioda a naopak.

23) V(x,y) = 2*/2 +9%/2, t = 4f0€/§6\/20+7x4
t = 4(2c)"* [1(1 — 2%)"2dz, tj. Gim vEts pocatecni vychylka, tim mensi
perioda a naopak.

24) V(z,y) = y?/2—e"/2 = —1/2 (velikost konstanty plyne z poc¢atecnich
podminek). Pak ¢ = f()ln5(ez —1)7Y2dz. Po substituci t = arctg 2.

25) V(z,y) = y*/2 — cosh?(x)/2 = 0 (velikost konstanty plyne z pocatec-
nich podminek). Pak ¢t = fol(cosh r) ldr = 2arctge — /2.

dz. Po substituci dostaneme
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26) Protoze 0 = dV/dt(x,y) = yy'+ f(x)z" ay =0, f(z) # 0. Tedy 2’ = 0.

27) Zavedme souradnou soustavu tak, aby X(0) = (z0,0,0) a X'(0) =
(v1,v9,0) (rozmyslete, Ze je to mozné). Oznacme X (t) = (z(t),y(t), z(t)).
Pak mame X" = —U(’)(|X|)ﬁX, coz ve tieti soufadnici dava rovnici 2" = 0,
2(0) =0, 2/(0) = 0.

28) V(z,y) = 1/2In|y? —yx —x%| — 1/v/3 arctgh((2y/z — 1) /v/3) je lokaln&
prvnim integralem (pro = # 0).

29) V(z,y) = y?/2+23/3 — 2% /2; stacionarni body (0, 0) a (1,0); symetrie
vici ose y = 0; homoklinicky orbit (h.o.) y = tz+/1 —22/3, x € [0,3/2];
periodicka feseni kolem (1,0) uvnitt h.o., neomezené feseni vné h.o. Perioda
feseni s pocateéni podminkou x(0) = zo € (0,1), 2/(0) =0 je

1 T
1 ! 1
2/ dZE—FZ/
wofat—ad -3t —ad) N\ fa? - af - 30— a))

kdexlz%—%x0+%1/%—|—3x0—3x3.

A\
A

(a) Uloha 22 (b) Uloha 29




(a) Uloha 23
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