Dodatek - dikaz Lerchovy véty.
Lemma 8. Necht ¢(x) je spojitd v [0,1] a

1
/ p(x)x™dx =0, Vm > 0 celé. (7)
0

Potom p(z) = 0.

Jeden z mnoha moznijch dukazi: Pomoci Weierstrassovy véty naleznu po-
sloupnost polynomu p,(z) takovych, ze p,(z) = ¢(z) v [0,1]. Odtud ziejme
Pu(2)p(z) = (p(2)) a tedy

[ mwetrds = [ oy ir.

Diky (7) je vsak fol pn(x)@(x)dr = 0 pro kazdé n, tedy prava strana je 0.
Integral z nezdporné (spojité) funkce je ovsem nula jen tehdy, je-li funkce
identicky nulova. O

Véta 9 (Lerch, 1903). Necht f(t) € LY ; predpoklidejme navic,® Ze f je
spojitd. Necht existuje py € R takové, Ze

/ ftye ™ dt =0, Vp € [po, ).
0
Potom f(t) = 0.
DUKAZ. Sta¢i dokonce slabsi piedpoklad
/ ft)e= Pt g — Vn > 0 celé. (8)
0

Oznacme -
b(t) = / F(5)e P ds
Derivovanim podle dolni meze mzitme
—f(t)e ™", (9)
tedy b(t) je C' v [0,00), a diky (8) plati

o' (t)

b(0) = 0. (10)

1Ctenaf, ktery zné pojem ,,absolutni spojitost“, se bez tohoto dodateéného predpokladu
samoziejmeé obejde.
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Piipadnym zvétsenim pg zajistime, ze
g(t) = f(t)e”™=D" € L1(0,00).

Odtud plyne odhad na pokles b(¢) v nekone¢nu

1b(t)| = | /toog(s)e_s ds| <e”* /toog(s) ds < ce . (11)

Integraci per-partes nyni dostavame

h t)e Pot o= gt = —bte”tm—n/wbte"tdt.
/0&7—’\{’ b0 =n [ b

u

Z (8)—(11) vyplyva
/ b(t)e ™ dt =0, Vn > 1 celé.
0
Substituci x = e~t obdrzime

1
/ p(x)z" tde =0, Vn > 1 celé.
0
o(r) =b(—Inx).

Dodefinovanim nulou na krajich je ¢(x) spojitd v [0, 1]. K ovéreni spojitosti
v 0 zprava uzijeme (11):

|o(x)] < cexp(—(—1Inz)) =cx.

Podle Lemmatu 1 je ¢(xz) = 0, tedy b(t) = 0 a odtud podle (9) f(¢)
b/ (t)ert = 0.

Ol
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