
Inverzńı Laplaceova transformace.

Prvńı otázka v souvislosti s inverźı Laplaceovy transformace pochopitelně
zńı, zda se jedná o prosté zobrazeńı. Kladná odpověd’ je obsahem následuj́ıćı
tzv. Lerchovy věty, jej́ıž elementárńı d̊ukaz lze nalézt v dodatku.

Věta 5 (Lerch). Necht’ f(t), g(t) ∈ L1
+, a necht’ existuje c ∈ R takové, že

F (p) = G(p) pro každé p ∈ (c,∞). Potom f(t) = g(t) skoro všude.

Za druhé nás zaj́ımá, za jakých okolnost́ı je funkce F (p) laplaceovým
obrazem nějakého prvku L1

+. Vhodnou postačuj́ıćı podmı́nku nám dává daľśı
věta.

Věta 6. Necht’ F (p) je holomorfńı v množině {p ∈ C; Re p > a} a splňuje

zde odhad

|F (p)| ≤ c

|p|2 . (2)

Potom existuje funkce f(t) ∈ L1
+ s abscisou konvergence cf ≤ a taková,

že L
[
f
]
(p) = F (p) pro všechna Re p > a. Funkci f(t) lze vyjádřit integrálem

f(t) = lim
R→+∞

1

2πi

∫ b+iR

b−iR

F (z)etzdz, t > 0, (3)

kde b > a je libovolné.

Poznámka. Vzorec (3) se nazývá Bromwich̊uv nebo též Fourier-Mellin̊uv
integrál. Je zde mı́něn křivkový integrál v C podél křivky φ(s) = b + is,
s ∈ [−R,R].

Za dodatečných předpoklad̊u na funkci F (p) lze integrál v (3) vypoč́ıst
pomoćı reziduové věty. Zformulujme to opět jako větu.

Věta 7. Necht’ F (p) je holomorfńı v množině C \ {z1, . . . , zn}, a necht’ plat́ı

odhad (2) pro |p| → ∞. Potom existuje f(t) ∈ L1
+ taková, že L

[
f
]
(p) = F (p)

pro Re p > max{Re z1, . . . ,Re zn}, a plat́ı

f(t) =
∑

k

resz=zk F (z)etz , t > 0. (4)

Poznámka. Předpokládáme-li dokonce, že F (p) je racionálńı funkce, lze poža-
davek (2) v přechoźıch větách nahradit slabš́ım předpokladem

|F (p)| ≤ c

|p| . (5)

To odpov́ıdá situaci, kdy F (p) je pod́ıl polynomů, a čitatel má menš́ı stupeň
než jmenovatel, s č́ımž vystač́ıme v naprosté většině př́ıpad̊u.
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Závěrečná diskuse

Jak se lze přesvědčit o tom, že řešeńı źıskané ,,formálńı“ aplikaćı Laplaceovy
transformace je opravdu řešeńım p̊uvodńı rovnice?

• Předpokládejme, že je nám z teorie známo, že studovaná rovnice má

řešeńı ve tř́ıdě funkćı L1
+. (To je pravda kupř́ıkladu pro lineárńı rovnice

s konstantńımi koeficienty.) Pak toto řešeńı muśı splňovat transformo-
vanou rovnici. Dı́ky Větě 5 je př́ıslušný Laplace̊uv vzor (źıskaný at’ z
tabulek, at’ pomoćı Vět 6, 7) nutně roven řešeńı naš́ı rovnice.

• O správnosti nalezeného řešeńı se lze v každém př́ıpadě přesvědčit
jednoduše dosazeńım. (Zcela bezpečný, ovšem v praxi někdy hodně
pracný zp̊usob.)

• Důmyslněǰśı zp̊usob jak provést ,,zkoušku“ si předvedeme na jedno-
duché rovnici

x′(t) +

∫ t

0

esx(t− s) = 1, x(0) = 1.

Aplikujme nejprve ,,formálně“ Laplaceovu transformaci. Máme

pX(p) +
1

p− 1
X(p) =

1

p
− 1.

Odsud

X(p) =
p2 − 1

p3 − p2 + p
=

2p− 1

p2 − p+ 1
− 1

p
. (6)

Nyńı nalezneme funkci

x̃(t) = 2e2t cos
√
3t/2− 1,

což je (jediná) funkce splňuj́ıćı L
[
x̃
]
= X(p). Ovšem x̃ ∈ L1

+ ∩ C∞, a
tedy můžeme poč́ıtat

L
[
x̃′(t) +

∫ t

0

esx̃(t− s)ds
]
= pX̃(p) +

1

p− 1
X̃(p)− x̃(0)

= −
(
1

p
− 1

)

− x̃(0)

=
1

p

= L
[
1
]
.
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Ve druhém řádku jsme užili fakt, že X̃(p) vyhovuje rovnici (6). Z Věty 5
však plyne, že

x̃′(t) +

∫ t

0

esx̃(t− s)ds = 1

skoro všude; d́ıky hladkosti x̃ nastává rovnost pro všechna t ≥ 0.
Z přechoźıch úvah nav́ıc vyplývá, že x̃ je jediné řešeńı ve tř́ıdě L1

+.
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