Inverzni Laplaceova transformace.

Prvni otdzka v souvislosti s inverzi Laplaceovy transformace pochopitelné
zni, zda se jednd o prosté zobrazeni. Kladnd odpovéd je obsahem nésledujici
tzv. Lerchovy véty, jejiz elementarni dikaz lze nalézt v dodatku.

Véta 5 (Lerch). Necht f(t), g(t) € LY, a necht existuje ¢ € R takové, Ze
F(p) = G(p) pro kazdé p € (¢,00). Potom f(t) = g(t) skoro vsude.

Za druhé nés zajimé, za jakych okolnosti je funkce F'(p) laplaceovym
obrazem néjakého prvku L. Vhodnou postacujici podminku ndm déva dalst
véta.

Véta 6. Necht F(p) je holomorfni v mnoziné {p € C; Rep > a} a spliuje

zde odhad
c

PO < 5 (2)

Potom ezistuje funkce f(t) € LY s abscisou konvergence ¢y < a takovd,
ze f[ﬂ (p) = F(p) pro vSechna Rep > a. Funkci f(t) lze vyjddrit integrdlem

bt
f(t) = lim L / : RF(z)etZdz, t >0, (3)
b

R—+00 200 Jy 4R
kde b > a je libovolné.

Pozndmka. Vzorec (3) se nazyva Bromwichuv nebo téz Fourier-Mellintuv
integrél. Je zde minén kiivkovy integrdl v C podél kiivky ¢(s) = b + is,
s € [-R,R].

Za dodate¢nych predpokladu na funkci F(p) lze integrél v (3) vypocist
pomoci reziduové véty. Zformulujme to opét jako vétu.

Véta 7. Necht F(p) je holomorfni v mnoZiné C\ {z1,...,2,}, a necht plati
odhad (2) pro |p| — oo. Potom existuje f(t) € LY takovd, e | f](p) = F(p)
pro Rep > max{Rez,...,Rez,}, a plati

F(t) =) res.—., F(2)e”,  t>0. (4)

Pozndmka. Predpokladame-li dokonce, ze F'(p) je racionélni funkce, 1ze poza-
davek (2) v prechozich vétach nahradit slabsim predpokladem

) < (5)

To odpovida situaci, kdy F'(p) je podil polynomu, a ¢itatel ma mensi stupen
nez jmenovatel, s ¢imz vystacime v naprosté vétsiné piripadu.
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Zavérecéna diskuse

Jak se lze presveédcit o tom, ze feSeni ziskané ,,formalni* aplikaci Laplaceovy
transformace je opravdu fesenim puvodni rovnice?

e Piedpokladejme, Ze je ndm z teorie znamo, Ze studovand rovnice md
fesenf ve tifde funkef L. (To je pravda kupiikladu pro linedrn{ rovnice
s konstantnimi koeficienty.) Pak toto feseni musi spliiovat transformo-
vanou rovnici. Diky Vété 5 je piislusny Laplaceuv vzor (ziskany at z
tabulek, at pomoci V&t 6, 7) nutné roven feseni nasi rovnice.

e O spravnosti nalezeného fteSeni se lze v kazdém piipadé pTesvédcit
jednoduse dosazenim. (Zcela bezpeény, ovsem v praxi nékdy hodné
pracny zpusob.)

e Dumyslnéjsi zpusob jak provést ,,zkousku“ si predvedeme na jedno-
duché rovnici

' (t) +/0 ezt —s) =1, z(0) = 1.

Aplikujme nejprve ,,formalné“ Laplaceovu transformaci. Mame

1 1
pX(p)+ —X(p)=--—-1
0+ =X =

Odsud )1 ) . .
P — D —
Xp) = 5= - (6)
pP—p*+p p’—p+1 p

Nyni nalezneme funkci

i(t) = 2e* cosV3t/2 — 1,

coz je (jedind) funkce spliujici £[Z] = X (p). Ovsem & € L} NC™, a
tedy muzeme pocitat

L)+ /0 e*#(t — s)ds] = pX(p) + ——=X(p) — (0)
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Ve druhém tédku jsme uzili fakt, ze X (p) vyhovuje rovnici (6). Z Véty 5
vsak plyne, ze

7(t) + /Ot et —s)ds =1

skoro vsude; diky hladkosti & nastdava rovnost pro vsechna t > 0.
Z prechozich tivah navic vyplyvd, ze T je jediné feseni ve tiide L1 .
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