
Aplikace při řešeńı rovnic.

Laplaceova transformace má tu př́ıjemnou vlastnost, že operaci ,,derivace dle
t“ převád́ı na operaci ,,násobeńı proměnnou p“.

Věta 3. Necht’ f(t) ∈ L1
+; necht’ nav́ıc f(t) ∈ C1([0,∞)) a f ′(t) ∈ L1

+.

Potom pro Re p > max{cf , cf ′}

L
[
f ′(t)

]
(p) = pL

[
f(t)

]
(p)− f(0).

Obecněji, pokud f (k) ∈ L1
+ pro k = 0, . . . , n a f ∈ Cn([0,∞)), pak pro

Re p > max{cf , . . . , cf(n)} je

L
[
f (n)(t)

]
(p) = pnL

[
f(t)

]
(p)−

n−1∑

k=0

pkf (n−1−k)(0) .

Pomoćı Laplaceovy transformace tak lze elegantně řešit diferenciálńı rovni-
ce s konstantńımi koeficienty (diferenciálńı rovnice je převedena na alge-
braický problém), ale také rovnice obsahuj́ıćı konvoluci.

Definice 3. Pro f(t), g(t) definujeme konvoluci f ∗ g předpisem

f ∗ g(t) =
∫ t

0

f(s)g(t− s) ds.

Věta 4. Necht’ f(t), g(t) ∈ L1
+. Potom f ∗ g(t) ∈ L1

+, cf∗g ≤ max{cf , cg} a

plat́ı

L
[
f ∗ g(t)

]
(p) = L

[
f(t)

]
(p) · L

[
g(t)

]
(p), Re p > max{cf , cg}.

Důsledek. Je-li f(t) ∈ L1
+, je také funkce

φ(t) :=

∫ t

0

f(s) ds

prvkem L1
+ a plat́ı

L
[
φ
]
(p) =

1

p
L

[
f
]
(p), Re p > cf .

Př́ıklad 1. Uvažujme soustavu

x′ = 7x− 2y + 8te−t,

y′ = 8x− y,
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s počátečńı podmı́nkou

x(0) = 0, y(0) =
1

2
.

Aplikujme (zat́ım čistě formálně) Laplaceovu transformaci; označme X(p) =
L

[
x(t)

]
(p), Y (p) = L

[
y(t)

]
(p). Dostáváme rovnice

pX(p) = 7X(p)− 2Y (p) +
8

(p+ 1)2
,

pY (p)− 1

2
= 8X(p)− Y (p).

Odsud

X(p) = − p− 7

(p+ 1) (p− 3)2
,

Y (p) =
p3 − 5 p2 − 13 p+ 121

2 (p + 1)2 (p− 3)2
.

Nyńı chceme naj́ıt př́ıslušné Laplaceovy vzory těchto funkćı. Rozložme
tedy na parciálńı zlomky:

X(p) =
1

2(p+ 1)
+

1

(p− 3)2
− 1

2(p− 3)
,

Y (p) =
4

(p+ 1)2
+

2

p+ 1
+

2

(p− 3)2
− 3

2(p− 3)
.

Nyńı stač́ı uvážit, že L
[
eat

]
= 1

p−a
, L

[
teat

]
= 1

(p−a)2
. Tedy:

x(t) =
1

2
e−t + (t− 1

2
)e3t,

y(t) = (4t+ 2)e−t + (2t− 3

2
)e3t.

Zat́ım ovšem nev́ıme, že toto jsou vskutku řešeńı. K otázce se vrát́ıme
v závěru odd́ılu o inverzńı Laplaceově transformaci.

Př́ıklad 2. Uvažme obecnou homogenńı soustavu

xxx′ = Axxx,

kde xxx ∈ Rn je vektor, A ∈ Rn×n konstantńı matice. Fundamentálńım řešeńım
rozumı́me matici U = U(t) takovou, že

U ′ = AU, U(0) = I , (1)
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kde I je jednotková matice. Označme Ω(p) = L
[
U(t)

]
; Laplaceova transfor-

mace se ovšem aplikuje na matici prvek po prvku. Vzhledem k linearitě je
lehko odvodit, že L

[
AU

]
= AL

[
U
]
. Rovnice (1) tedy přejde na

pΩ(p)− I = AΩ(p),

neboli
Ω(p) = (pI − A)−1.

Odtud pak dopočteme U(t). Uvažujme např́ıklad

A =







2 1 −2

−1 0 1

2 2 −1







.

Tedy

Ω(p) =







p+2
p2+1

p−3
p3−p2+p−1

1−2 p
p3−p2+p−1

−1
p2+1

p2−p+2
p3−p2+p−1

p
p3−p2+p−1

2
p2+1

2
p2+1

p−1
p2+1







.

Pod́ıvejme se bĺıže na druhý člen na prvńım řádku. Parciálńı zlomky jsou

−1

p− 1
+

p+ 2

p2 + 1
.

Připomeňme, že L
[
sin at

]
= a

p2+a2
, L

[
cos at

]
= p

p2+a2
. Odtud

U12(t) = −et + cos t+ 2 sin t.

Celkem dopoč́ıtáme U(t) =






cos t+ 2 sin t, −et + cos t+ 2 sin t, −1
2
et + 1

2
(cos t− 3 sin t)

sin t, et − sin t, 1
2
et + 1

2
(sin t− cos t)

2 sin t, 2 sin t, cos t− sin t







.

Poznámka. Při řešeńı soustav se často hod́ı fakt, že inverzńı matici lze spoč́ıtat
pomoćı explicitńıch vzorc̊u:

(
a b
c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b
−c a

)

a obecněji A−1 = B, kde bij = (detA)−1(−1)i+jAji, přičemž Aji je subdeter-
minant A, který vznikne vyškrtnut́ım j-tého řádku a i-tého sloupce.
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Př́ıklad 3. Uvažujme rovnici

x(t) +

∫ t

0

e3sx(t− s)ds = sin 2t, t > 0.

Pozorujeme, že druhý člen vlevo je konvoluce funkćı e3t a neznámé funkce
x(t). Tedy Laplaceova transformace dává

X(p) +X(p)
1

p− 3
=

2

p2 + 4
.

Odsud lehce

X(p) =
2p− 6

p3 − 2p2 + 4p− 8
=

p+ 10

4(p2 + 4)
− 1

4(p− 2)
.

Laplace̊uv vzor je zjevně

x(t) =
5

2
sin 2t+

1

4
cos 2t− 1

4
e2t.

Př́ıklad 4. Vyřešme Abelovu rovnici
∫ t

0

v(s)ds

(t− s)α
= f(t)

kde α ∈ (0, 1) a f(t) ∈ C1([0,∞)) ∩ L1
+, f

′(t) ∈ L1
+. Protože levá strana

je konvolućı neznámé funkce v(t) a t−α, Laplaceova transformace dává, s
ohledem na Věty 2 a 4

V (p)Γ(1− α)pα−1 = F (p),

odsud snadno vyjádř́ıme

V (p) =
1

Γ(1− α)
F (p)p1−α

Protože pβ ∈ L
[
L1
+

]
pouze pro β < 0, rozeṕı̌seme pravou stranu jako

V (p) =
1

Γ(1− α)
F (p)p·p−α =

1

Γ(1− α)Γ(α)

(

L
[
f ′(t)

]
(p)−f(0)

)

·L
[
tα−1

]
(p)

Všimněte si triku s přepisem F (p)p = L
[
f ′(t)

]
(p) − f(0). Odsud źıskáme

vzoreček pro řešeńı

v(t) =
sin(απ)

π

{
f(0)

t1−α
+

∫ t

0

f ′(s)ds

(t− s)1−α

}

.

Použili jsme Euler̊uv vzoreček k úpravě součinu Gamma funkćı. Úpravy jsou
ekvivalentńı; nalezené v(t) je (jediné) řešeńı ve tř́ıdě L1

+.
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