
Laplaceova transformace

Definice 1. Označme

L1
+ :=

{
f(t) : (0,∞) → R měřitelná, a ∃c ∈ R tak, že

∫ ∞

0

|f(t)|e−ct dt < ∞
}
.

Funkce z L1
+ jsou lokálně integrovatelné. Bývá zvykem dodefinovat je

nulou pro t ≤ 0. Pro f ∈ L1
+ definujeme abscisu konvergence jako

cf := inf
{
c ∈ R;

∫ ∞

0

|f(t)|e−ct < ∞
}
.

Patrně |f(t)|e−ct je integrovatelná funkce pro každé c > cf . Lehce si roz-
mysĺıme, že L1

+ je vektorový prostor a plat́ı cf+g ≤ max{cf , cg}.
Definice 2. Pro f(t) ∈ L1

+, definujeme Laplaceovu transformaci funkce f(t)
jakožto

L
[
f(t)

]
(p) :=

∫ ∞

0

f(t)e−ptdt, Re p > cf .

Je zvykem značit L
[
f
]
= F . Zd̊urazněme, Laplaceova transformace je

operátor, který funkci f = f(t) reálné proměnné t přǐrazuje funkci F = F (p)
komplexńı proměnné p.

Zjevně f 7→ L
[
f
]
je lineárńı operátor v následuj́ıćım smyslu: pokud f ,

g ∈ L1
+, je

L
[
f + g

]
(p) = L

[
f
]
(p) + L

[
g
]
(p), Re p > max{cf , cg}.

Daľśı základńı vlastnosti jsou shrnuty v následuj́ıćı větě.

Věta 1. Necht’ f(t) ∈ L1
+. Potom:

1. Pro a > 0 je f(at) ∈ L1
+ a plat́ı

L
[
f(at)

]
(p) = a−1

L
[
f(t)

]
(a−1p), Re p > acf .

2. Pro a ∈ R je eatf(t) ∈ L1
+ a plat́ı

L
[
eatf(t)

]
(p) = L

[
f(t)

]
(p− a), Re p > a+ cf .

3. F (p) = L
[
f
]
(p) je holomorfńı v množině {Re p > cf} a plat́ı

F ′(p) = L
[
(−t)f(t)

]
(p);

obecněji

F (k)(p) = L
[
(−t)kf(t)

]
(p).
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4. F (p) → 0 pro Re p → ∞, Im p pevné a také pro Im p → ±∞, Re p
pevné.

Při aplikaci Laplaceovy transformace je d̊uležité znát obrazy elementárńıch
funkćı. Existuj́ı rozsáhlé tabulky jak v knižńı, tak elektronické podobě. Nej-
d̊uležitěǰśı základńı vzorečky shrnuje následuj́ıćı věta.

Věta 2. Necht’ a ∈ R, n ∈ N. Funkce eat, tn, sin at a cos at jsou prvkem L1
+

a plat́ı:

1.

L
[
eat

]
(p) =

1

p− a
, Re p > a.

Speciálně L
[
1
]
(p) = p−1.

2.

L
[
tn
]
(p) =

n!

pn+1
, Re p > 0;

obecněji pro každé α > −1

L
[
tα
]
(p) =

Γ(α+ 1)

pα+1
, Re p > 0.

3.

L
[
sin at

]
(p) =

a

p2 + a2
, Re p > 0.

4.

L
[
cos at

]
(p) =

p

p2 + a2
, Re p > 0.
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