Kvalitativni analyza diferencidlnich rovnic

Uvazujme diferenciélni rovnici

¥ = f(t,x), (1)

kde = : (a,b) — R je neznamé funkce proménné ¢t a f je spojita funkee,
f: M — R, M C R2 V této kapitole se budeme snaZit zjistit o FeSeni
konkrétni rovnice tohoto typu co nejvice informaci, aniz bychom tuto rovnici
fesili, tj. aniz bychom hledali explicitni vyjadieni feSeni.

Shriime si zékladni poznatky:

e Je-li f spojita na okoli bodu (tg, o), prochazi timto bodem néjaké
feSeni. (Peanova véta)

e Je-li f lipschitzovskd v proménné x na okoli bodu (¢, zo), prochézi
timto bodem praveé jedno feseni. (Picardova véta) Specialng, je-li f /0x
spojita v bodé (tg, o), prochazi timto bodem préavé jedno feseni.

e Je-li f(t,z) > 0 (resp. < 0), je feSeni prochéazejici bodem (t, z) v tomto
bodé rostouci (resp. klesajici). (Protoze 2/(t) = f(t,x).)

Dale, je-li f € C'(M), je pro feSeni x pravéi strana rovnice (1) spojité
diferencovatelna, tedy z je t¥idy C? na svém definiénim oboru. Je tedy mozné
vysSetfovat konvexitu pomoci druhé derivace:

2(0) = (1) = )+ o f () =

t

0

9 ft.a)+ [a%f(t,x)} )

e Pokud na okoli bodu (¢, z) je f t¥idy C! a plati

0 0
—f(t —f(t t

9 2 + At (L) > 0

(resp. < 0), je FeSeni prochézejici bodem (¢, x) na okoli tohoto bodu
konvexni (resp. konkavni).

Piiklad 1. Vysetfete monotonii a konvexitu Fegenf rovnice 2’ = v/1 — 22,



Resend. Z¥ejmé kazdym bodem past R x (—o0,—1), Rx(—=1,1), Rx (1, 4+00)
prochéazi pravé jedno feseni. Body piimek R x {—1, 1} sice prochazi néjaka
feSeni, ale Picardova véta nam nedava jednoznacnost (0f/0z(t, £1) = +00)
a nize se ukaze, ze skutecné témito body prochazi mnoho riznych feseni.

Znaménko funkce f nam dava: x je rostouci v pasu R x (—1,1) a klesajici
na R x (—oo,—1) a R x (1,400). Pro f = 0 dostavame stacionarni feSeni
xr = 1. Pro zjisténi druhé derivace spoc¢itame

1 1
%f(t,iﬂ) + a%f(m)f(t,x) = gﬁ(—%)-

Tedy x je konvexni na Rx (1,4+00) a Rx{—1,0} a konkavni na R x (—o0, —1),
R x (0,1), na pfimce R x {0} lezi inflexni body.

Dalsi diilezitou vlastnosti feseni je jeho defini¢ni obor. V predchozim pfi-
kladu jsme nezodpovédéli otéazku, zda feSeni v pasu R x (—oo, —1) zistanou
stale v tomto péasu, nebo se napoji v koneé¢ném c¢ase na stacionarni feseni +1.
1'To, Ze defini¢nim oborem téchto feseni bude R, plyne ihned z véty o opus-
téni kompaktu (vezmeme-li za onu kompaktni mnozinu [—1,1] x [—K, K],
plyne z pfedchoziho, Ze tato mnozina nemuze byt opusténa vrchem ani spo-
dem, feSeni tedy bude definovano na vétsim intervalu nez [— K, K]). Naopak
u maximalnich feseni v pasech R x (—oo, —1), R x (1, 400) neni ziejmé, zda
budou definoviana na celém R, nebo utec¢ou do nekonecna v koneéném case
(tj. nastane "blow up"). Z véty o opusténi kompaktu plyne, ze musi nastat
jedna z téchto dvou situaci. Tyto jevy prozkoumame v nésledujici ¢asti o
autonomnich rovnicich.

Autonomni rovnice a Barrowiiv vzorec
V této ¢asti se budeme zabyvat autonomnimi rovnicemi, t;.
/
o' = f(z). (2)

Pro tyto rovnice jsou typické nékteré vlastnosti, které se objevily v predcho-
zim prikladu.

o Jelit— x(t), t € (a,b) FeSeni, pak t — z(t +¢), t € (a —c,b—c) je
také Teseni.

o Je-li f(zg) =0, je x(t) = xo stacionarni feSeni (definované na celém
R).

!Stacionarni fegeni pak uZ neopusti. Situacex(tg) = 1 a z(to + J) > 1 nemtliZe nastat,
protoZe feseni klesajici pokud z(t) > 1, t(tg+0 —€) > x(tp+ ) for all € > 0. Z podobného
davodu nemize feSeni opustit pfimku x = 1 smérem dolu.



e Kazdé feseni autonomni rovnice je monotonni. (dikaz viz cviceni)
o Je-li limy 4o x(t) = 1 vlastni, pak f(z1) = 0. (dikaz viz cviceni)

P11 zkoumaéani definiéniho oboru feSeni se ndm bude hodit Barrowav vzo-
rec:

Véta 1 (Barrowiv vzorec). Necht x je FeSenim rovnice (2) na intervalu
I = (to,t1), [ je spojitd a f(x(t)) # 0 na I. Oznaéme a = limy_y,4 () a
b :=limy_y, x(t). Potom

|
tl—tO:/a mdz. (3)

Diikaz. Viz cviceni. O

Barrowtuv vzorec udava cas, ktery potiebuje reseni k tomu, aby vystoupalo
(resp. zklesalo) z hodnoty a do hodnoty b (zamyslete se nad vzorcem (3)).
Specialné pak Barrowuv vzorec fikd nasledujici:

e Redeni konvergujici k b zleva (resp. zprava) pro t — T (T je krajni bod

intervalu, na kterém je feSeni definovano) se napoji v kone¢ném case
na stacionarni feseni x = b, pravé kdyz (pro malé ¢)

/ : o (resp. bH %dz)

e Regent, jeho? limita je 400 (resp. —oo) mé zprava (resp. zleva) neome-
zeny defini¢ni obor, pravé kdyz (pro velké K)

[t (o [ogte)

diverguje. Tj. "blow up"nastane, pravé kdyz integral konverguje.

konverguje.

Priklad 2. Zjistéte, zda nékterymi body roviny probiha vice nez jedno reSeni
rovnice 2’ = v/1 — 22 a zda u nékterych FeSeni nastane "blow up".

Reseni. Protoze integral

/(1 —2) V31 4 ) Y3da (4)



konverguje u bodt +£1 zprava i zleva, napoji se vSechna reseni konvergujici k
+1 na stacionarni feSeni v kone¢ném ¢ase a tedy body R x {—1, 1} prochézi
nekone¢né mnoho maximalnich Feseni.

Protoze integral (4) diverguje u 00, nenastane pro feSeni v pasech R x
(—o0,—1), R x (1, 400) "blow up".

reseni
konkavni
konvexni
navazani reseni

dil

-2 0 2

Priklad 3. VySetiete priubéh feseni rovnice vz + 12’ = e — 1.

x

Resend. Protoze f(z) = 6;111 je spojité diferencovatelna na (—1,+00), pro-
chazi kazdym bodem mnoziny R x (—1,+00) pravé jedno feseni. Znaménko
funkce f ndm déava stacionarni feseni x = 0 a dale:

Pro x € (—1,0) méame klesajici feseni, kterd maji v.—oo limitu 0 a na
nulu se nenapoji (z jednoznacnosti feseni), zatimco do —1 dojdou v kone¢ném
caset = b (f:lﬂ@

dx konverguje) a

1 er—1
z(t) _q
lim 2/(t) = lim N
t—b— t—b— :E(t) +1

Pro z € (0,400) je FeSeni rostouci, v.—oo ma limitu 0 a nenapoji se na

stacionarni reseni. Protoze
+o0o T+ 1
dx
x e*—1

konverguje, nastane "blow up".
Vypocteme druhou derivaci:

vy = EVERIZ (@ =1, il e
xz = . —

r+1 Vo +1

e () o)

4

+



Protoze funkce e*(z+1/2) 4 1/2 je kladné na (—1, +00) (napiiklad zderivo-
vanim zjistime, Ze tato funkce nabyva minima v bodé = = —3/2), jsou feSeni
na R x (0,4+00) konvexni a feSeni na R x (—1, +00) konkavni.

reseni
asymptota
konkavni
konvexni
nedefinovano

w0

Ulohy

© 0w N O

A

Vysetiete pribéh feSeni nasledujicich diferencialnich rovnic:

ol =L+ 1) (2 +2)

/ et — 1
¥ =xIn(z + 3)

;o (z—1)Va+4
T (z+1) In(z2+1)

/ x2—4

v= \/ z+7/4

]
I

. xx' = (2% — 1) arctgx

. 2?Inzx’ = (23 — 1) sin(sin x)

c(Inz+ 12" = (z—1)(e* —e)
c(rz—2)2 = (v + DV + 1(x + |z — 2)

10. Pokud je f : R — R licha a ¢ +— x(t) je FeSenim rovnice (2), pak
t — —x(t) je také feSsenim rovnice (2). Je-li funkce f sudé a t — z(t) je
feSenim rovnice (2), pak t — —z(—t) je také feSenim rovnice (2).

11. Uvazujme TeSeni rovnice 2’ = (z + 1)(z + 2), které v ¢ase t = 0 nabyva
hodnoty 1. Pfed jakou dobou nabyvalo hodnoty 07 Za jak dlouho nastane
blow up?



12. Kolik ¢asu potiebuje feSeni rovnice ' = xv/2 — x k vystoupani z hod-
noty 0 k hodnoté 27
Teoretictéjsi tlohy

13. Ukazte, ze kazdé feSeni autonomni rovnice je monoténni.

14. Ukazte, ze ma-li feSeni z rovnice (2) v +oo vlastni limitu rovnou z; a
je-li f spojita v xq1, pak f(z;) = 0.

15. Dokazte Barrowuv vzorec.
Reseni

1) Stacionarni feSeni = —1, + = —2, body R x {0} neprochazi zadné
feSeni. Na stacionarni feSeni se nic nenapoji, blow-up nenastane. ReSeni jsou
rostouci pro z € (0,4+00) a (—2,—1), klesajici pro x € (—1,0) a (—oo, —2).
Konvetn{ jsou na (=2, —v/2), (—=1,0), (v/2, +00) a konkavni na mezilehlych
intervalech. Na p¥imkach z = 4+/2 lezf inflexni body. Pro x — 0 se 2’ blizi
k +o0.

vz | vz

—  reseni
[ 1 konkavni
[ 1 konvexni

-2 0 2

2) Stacionarni feSeni x = 0, nic se na néj nenapoji, blow-up nastane v 400,
v —oo nikoli. ReSeni jsou rostouci a konvexni pro x € (0,+00), klesajici a
konkévni pro z € (—o0,0).



4 — reseni
1 konkavni
1 Konvexni

3) Kazdym bodem mnoziny R x (—3,400) prochazi pravé jedno feSeni.
Stacionarni feSeni x = 0, x = —2, nic se na né nenapoji (z jednoznacnosti).
Blow-up v 400 nenastane. Reseni jsou rostouci pro z € (0, +00) a (=3, —2),
klesajici pro x € (—2,0). Pro x € (—3,—2) jsou konkavni, pro = € (0, +00)
konvexni. V intervalu (—2,0) etistuje pravé jeden bod x(, kde se nabyva
inflete. Redeni je konvexni pro = € (=2, z) a konkavni pro = € (z,0). Pro
x — —3 zprava se ' blizi k +oo.

— i
] Lon avni
1 konvexni
B nedefinovano

12

-2 — _2
N B
_2 0 2

4) Stacionarni feseni x = 1, x = —4. Reseni jsou rostouci pro x € (1, +00)
definovana na R a (—4,—1) definovana na omezeném intervalu s nulovou
derivaci u —4 a nekone¢nou u 0. Regent jsou klesajici pro z € (0, 1) definovana
na (—oo,T) s derivaci —oo u 0, dale pro = € (—1,0) definovana na (77, 75) s
derivaci —oo u 0 a —1 a pro z € (—o0, —4) definovana na (7, +00) s nulovou




derivaci u —4. ReSeni v pasech (—oo, —4) a (—4,—1) se hladce napojuji na
staciondrni reseni x = —4.

Al e nNavazani reseni 14

-2 0 2

5) Stacionarni feSeni x = 2. Rostouci feSeni v pasu = € (2,+o0) defino-
vana na (—oo,T'), konvexni. Klesajici feseni v pasu x € (—7/4,2) defino-
vand na (—oo,T’), konkavni pro x € (—1,2), (—=7/4,—4/3), konvexni pro
z € (—4/3,-1). Pro 2 — —7/4 méme 2’ — —oc.

|
—— reseni ;
4 L1 konkavni | 14
[ 1 konvexni ;
[  nedefinovano i
|
2 . 2
Or -0
—1F 4
7 173
T2
-2 0 2
6) Stacionarni feSeni x = =+1. Rostouci FeSeni v pasech z € (1,+400),

(—00, —1) definovana na R. Klesajici feseni v pasu z € (—1, 1) definovana na
R (v nule lze dodefinovat, ma feseni derivaci —1).



— reseni
3} 1 konkavni 13
1 konvexni

-2 0 2

7) Stacionéarni feseni z = 1 a « = km, k € N. Rostouci feSeni v péasech
x € (2km, 2k + 7) definovana na R, kromé pasu (0, 7), kde jsou definovana
jen na (T,+o00), 2/(t) — +oo pro t — T+ (pro x = 1 lze dodefinovat).
Klesajici feSeni v pasech x € (2km — 7, 2km) definované na R.

3 3
2n 2r
T /e

== nedefinovano
0 0

-2

0

2

8) Stacionarni feseni 2z = 1. Rostouci FeSeni v pasech z € (1, +00) defino-
vana na (—oo,T) az € (1/e, 1) definovana na (T, +00) s nekone¢nou derivaci
u 1/e. Klesajici feseni v pasu = € (0, 1/e) definovana na (17, T») s nekone¢nou
derivaci u 1/e.



D konkavni
| | konvexni
I nedefi

-2 0 2

9) Stacionarni feSeni © = +1. Rostouci feSeni v pasech x € (2,400) defi-
novand na (—17,73) s nekone¢nou derivaci u 2 a € (—1,1) definovana na
R. Klesajici feseni v pasu z € (1,2) definovana na (7, +00) s nekonecnou
derivaci u 2.

m nedefinovano

10) a) f licha, potom f(—a(t)) = —2'(t) = —f(2(t)) "= f(=a(1))
b) f suda, potom véta o derivaci slozené¢ funkce fikd: 4(—z(—t)) = 2/(—t) =
fx(=t))

11) Hodnoty 0 nabyvalo v ¢ase In(3/4), blow up nastane za In(3/2).

12) Z hodnoty 0 se funkce nikdy nedostane (z jednoznac¢nosti reseni).

13) sporem: necht FeSeni  neni monoténni na (77, T5), tj. BUNO existuji

10



a < b < c takova, ze z(c) < z(a) < x(b). Ukazte, Ze existuje r € (a,b),
ze x'(r) > 0. Ukazte, ze existuje t € (b,c), ze x(t) = z(r). Uvazujte ty :=
inft >r: x(t) = z(r). Ukazte, ze ty > r, z(ty) = x(r) a 2'(ty) = 2/(r) > 0.
Odtud plyne existence s € (r, o) spiwujictho z(s) = z(r), coz je spor.

14) Necht Htlim x(t) = x1, ze spojitosti f v bodé z; existuje h > 0;

—00

|f(z)] < K na [z1 — d, 21 + 6] a plati limy_, o0 2(t + h) = 21 = limy_, 4 o0 ().
Pisme tedy

t+h

Ole—xlztlLrélox(t+h)— x(t) = hm xﬁ—/f s)ds— a:o—/f

t+h

h h
tllglo / f(.fL’(S))dS s:%-‘rt tlglélo/f(a:(y + t))d’y _ tliglo/‘]%w(y n t))dy Lebggue
t 0

h
h
/ 1tlim flx(y +1))d VOLSF/f x1)dy = hf(z1)
o t—oo
0

Tedy f(x1) = 0.

15) Oznacme I = (tg,t1) a := limy_yy 4 (), b := lim;_,;, — z(t), dale pred-
pokladejme, Ze f(z(t)) # 0 na I, BUNO f(z(t)) > 0 na I. z(t) je rostouci na
I a vzajmené jednoznaéné zobrazi I na J = (a,b). Oznacme g(y) : J — [ in-
verzi k x(t). Derivaci g(y) spo¢teme pomoci véty o derivovani inverzni funkce

Nyni staéi integrovat pres interval (a, 8), kde a < o < 5 < b
|
—dy
o« f)

K dokonceni ditkazu sta¢i udélat limitni pfechod. Pro limitni prechod v in-
tergralu se pouzije Leviho véta.

Neautonomni rovnice

Pro neautonomni rovnice je situace slozitéjsi v tom, Ze pfi zjistovani mono-
tonie a konvexity musime davat pozor na hodnoty t a vysledné oblasti tedy

vvvvvv

uz nebudou pasy v roving, ale slozitéjsi mnoziny.

11



Piiklad 4. Vysetfete pribéh feSeni rovnice 2’ = tx(z — 2).

Resent. Kazdym bodem roviny prochazi pravé jedno reSeni. Protoze funkce
f je lichd v proménné ¢, musi byt feSeni sudé funkce (viz. cviceni nize).
Mame 2 stacionarni feseni z = 0, x = 2. Znaménko funkce f(t,z) = tx(z —
2) nam dava monotonii. ReSeni jsou rostouci na mnozinach Ry x (2, +00),
R} X (—00,0) a R_ x (0,2) a klesajici na R_ x (2,+00), R_ x (—00,0) a
R, x (0,2). Vypocteme druhou derivaci

2"(t) = x(x — 2) + (t(x — 2) + to)te(r — 2) = x(x — 2)(1 + 2t*(x — 1)),

kterd nam dava kiivku infletnich bodu

1
r=1—-—.

Pro z € (2,400) jsou tedy feSeni konvexni. V pasu R x (0,2) je zfejmé, ze
feSeni z maji vlastni limitu v +00. Kdyby to nebyla 0, bylo by

: p . .
Jim () = lim ¢+ T (0)(e(t) 2) = Fo.

coz je nemozné. Tedy v pasu R x (0, 2) jsou FeSeni nejprve rostouci konvexni,

pak protnou kiivku infletnich bodu, stanou se konkéavnimi, v bodé ¢t = 0 do-

sahnou svého maxima a zacnou klesat, opét protnou kiivku inflexnich bodt,

stanou se opét konvexnimi a pomalu klesaji k 0.

V pasu R x (—o0,0) feSeni pro hodné zaporna t klesaji od 0 a dale maji
dvé moznosti. Bud rychle ute¢ou do —oo, aniz by protla kiivku inflexnich
bodi. Nebo tuto kfivku protnou a tim se stanou konvexnimi, doklesaji do
t = 0, tam zacnou opét rust, po Case se opét stanou konkavnimi a rostou k
0 pro t — +o00. Otazkou je, zda existuji feSeni prvniho typu (feSeni druhého
typu existovat musi, protoze body mezi levou a pravou kiivkou inflexnich
bodt musi prochézet né&jaké feseni).

Tim jsme se dostali k posledni otazce, a to zda nastane ¢i nenastane blow-
up (v obou nekonec¢nech). Pouzijeme analogii Barrowova vzorce. Resime-li
rovnici metodou separovanych proménnych, dostaneme rovnost

1

Gx)=t"+c, G(r)= /mdm

Protoze pro kladna feSeni jsou konvexni a musi tedy nutné rist k nekonecnu,
plyne z konvergence integralu, Ze nastane blow-up (pro x — +o00 se t blizi ke
koneénému ¢islu). Zda etistuji feseni, ktera se blizi k —oo v8ak nevime. !!!

12



3

L L
0 1 2 3

Ulohy
Vysetiete pribéh feseni nasledujicich diferencialnich rovnic:
16. 2/ = t*(z + 1)

_xz—1
17. $/ =71
18. ' =t(x 4+ 1)
19. o/ =2 + ¢

20. o/ = 2tx — 2

21. o' =t + 22 -1

22. ' =t+zx—tx

23. 7/ =Int+Inzx

24. Pokud je f : R? — R? lichd v proménné ¢, je kazdé feseni rovnice (1)
sudé.

25. Reseni rovnice 2/ = tx® mé v ¢ase t = 1 hodnotu z(1) = 1. Kolik ¢asu
potiebuje k tomu, aby dosidhlo hodnoty 57

26. Reseni rovnice ' = (t + 1)(x + 1) ma v ¢ase ¢t = 0 hodnotu z(0) = 1.
Kolik ¢asu potiebuje k tomu, aby dosahlo hodnoty 2e — 17

27. Reseni rovnice 2/ = tIn(z) ma v ase t = 1 hodnotu z(1) = 1. Kolik
¢asu potiebuje k tomu, aby dosahlo hodnoty 27

28. Reseni rovnice 1/ = fTJrll mé v ¢ase t = 1 hodnotu z(1) = 2. Kolik ¢asu

pottebuje k tomu, aby dosahlo hodnoty 47

29. Regeni rovnice ' = (t +4)22 ma v ¢ase t = 1 hodnotu z(1) = 1. Za jak
dlouho nastane blow-up?

30. Reseni rovnice 2/ = t;T*f’ ma v ¢ase t = 1 hodnotu z(1) = 2. Za jak
dlouho nastane blow-up?

Reseni

13



16) Stacionarni feSeni: x = —1, v t = 0 2/ neméni znaménko - nejsou
lokalni extrémy. V poloroviné x < —1 feSeni klesa, v polorivné z > —1 FeSeni
roste. Inflexni body lezi na grafu funkce z = t(/24t/2+ v/4)(£? +t)(x +1).
Proz > —1: t < —/2 konvexni, t € (—\3/5, 0) konkéavni, ¢ > 0 konvexni. Pro
x < —1: t < —+/2 konkévni, t € (—v/2,0) konvexni, ¢t > 0 konkévni.

5

4l

7T

T
reseni

2 3

17) Stacionarni feSeni: x = 1, v ¢ase t = 1 nejsou feseni definovana. z” = 0
- TeSenim jsou Casti primek. Zavér: feSenim je svazek polopiimek prochazejici

bodem [1,1].

-3

-3

L L L \ L
-2 -1 0 1 2 3

18) Stacionarni feseni: z = —1 v ¢t = 0 2/ méni znaménko - lokalni extrémy.
Pro x > —1:t < 0 feSeni klesaji, t > 0 feSeni rostou; pro x < —1: t < 0 TeSeni
rostou, t > 0 TeSeni klesaji. z” = t*(x + 1), pro x > —1 je FeSeni konvexni,
pro z < —1 je feSeni konkavni.

14
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19) ReSeni neni definované pro t = 0. 2/ = 0 na grafu funkce z = —t3 -
lokéalni extrémy. Pro t < 0: x < —t® YeSeni roste; & < —t> Fefeni klesa. Pro
t > 0: x < —t3 feSeni klesd; x > —t® fefeni roste. Inflexni bod v pocatku.
Pro t < 0 je TeSeni konkavni, pro t > 0 je feSeni konvexni.

20) Lokalni extémy lezi na grafu funkce

Inflexni body lezi na grafu funkce x =

konkavni, pro x >

3

3Lt

"reseni
(inflexe) -------
(stac. body) --------

2t

1422

1

t
jsou Teseni rostouci, v oblasti "mezi"vetvémi hyperboly jsou feSeni klesajici.

jsou Teseni konvexni.
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21) Nulova derivace je na kruznici t? + 22 = 1, uvnitf tohoto kruhu fegent
klesaji, vné kruhu feseni rostou. Vypocet konvexity vede na kubickou rovnici.

2

T
reseni
(inflexe

T T T T T T
(stac. body) S
15 / 4
- /

1k

05

ol

-0.5

al

-15

-2

L L L L L L
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

22) Lokalni extrémy lezi na grafu funkce z = /5. Prot > 1laxz > &
nebot <lazx < % jsou Teseni klesajici, v oblasti “mezi” vetvémi hyperboly
t2—t—1
t2—2t

jsou TeSeni rostouci. Inflexni body lezi na grafu funkce x =
ze ti1 klesajicich vétvi (prot < 0,0 <t <2 a pro t > 2).

sestavajici

reseni

(stac. body) ==-==-

16



23) Regent existujf jen v I. kvadrantu. Lokaln{ extrémy lezf na grafu funkce

T = % Pro 0 < z < % je TeSeni klesajici. Pro z > % je TeSeni rostouci.

Konvexitu spocitat nelze.

w\\%///

25F
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24) Bud z(t) = z( O ) + fo s)ds teSeni na [0,7"), dodefinujme sudé
na (=T ] z(t) = x(0) + fo s)ds. Nyni ukdzeme, ze Z(t) je feSeni:
%~(t) f(=t,z(t)) = f(t, z(t )) NapOJem v t =0 je hladké:

lim L) = Tim f(t,2(t) = £(0,2(0)).

t—0+ dt t—0+

lim ix( t) = lim —f(¢,z(t)) = f(0,2(0)).

t—0— dt t—0—
Protoze f je lipschitzovskd v x, mame jednoznacnost feSeni na (—7,7) a

tedy vSechna feSeni jsou suda.
Pokud f nenf lipschitzovska v x: protiptiklad 2/(t) = tv/22, 2(0) = 0

25) Hodnoty dosahne v case T = Z flT tdt = f15 midx
. - 26 1
26) Hodnoty dosahne v ¢ase T = v/3 — 1. fo (t+ 1)dt = :c+1d

27) Reseni nikdy nedosédhne hodnoty 2, protoze = 1 je Jednoznacne FeSeni
puvodni rovnice s danou pocateé¢ni podminkou.

28) Hodnoty dosdhne v case T' = g In(T+1)—In2 = f; ﬁd:c.

29) Blow-up nastane v ¢ase /27 — 4. fth + 4dt = f;roo Z%dt.

30) Blow-up nenastane v kone¢ném case. flT 245 = ;Oo x+ ldx = +o0.
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