Kvalitativni analyza diferencialnich rovnic

Uvazujme diferencialni rovnici

¥ = f(t,z), (1)

kde z : (a,b) — R je neznama funkce proménné ¢ a f je spojita funkce,
f: M — R, M C R%2 V této kapitole se budeme snazit zjistit o feSeni
konkrétni rovnice tohoto typu co nejvice informaci, aniz bychom tuto rovnici
fesili, tj. aniz bychom hledali explicitni vyjadieni feSeni.

Shrime si zédkladni poznatky:

e Je-li f spojita na okoli bodu (tg,z¢), prochazi timto bodem néjaké
feseni. (Peanova véta)

e Je-li f lipschitzovskd v proménné = na okoli bodu (tg,zg), prochézi
timto bodem pravé jedno feseni. (Picardova véta) Specialné, je-li 0 f /0x
spojita v bodé (to, x), prochazi timto bodem pravé jedno feseni.

o Jeli f(t,z) > 0 (resp. < 0), je FeSeni prochézejici bodem (¢, x) v tomto
bodé rostouci (resp. klesajici). (Protoze x'(t) = f(t, z).)

Dale, je-li f € C'(M), je pro feSeni z prava strana rovnice (1) spojité
diferencovateln4, tedy z je t¥idy C? na svém definiénim oboru. Je tedy mozné
vySetrovat konvexitu pomoci druhé derivace:
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e Pokud na okoli bodu (¢, z) je f tiidy C! a plati

0 0
a (ta $) + %f(t7$)f(ta$) >0

(resp. < 0), je feSeni prochazejici bodem (¢, x) na okoli tohoto bodu
konvexni (resp. konkéavni).

Piiklad 1. Vysetiete monotonii a konvexitu fegeni rovnice 2’ = v/1 — 22,



Redend. Ziejmé kazdym bodem pasti R x (—oo, —1), Rx (—1,1), Rx (1, +00)
prochéazi pravé jedno feseni. Body piimek R x {—1,1} sice prochéazi n&jaka
feSeni, ale Picardova véta nam nedava jednoznacnost (0f/0z(t, £1) = £o0)
a nize se ukaze, ze skutecné témito body prochazi mnoho riznych feseni.

Znaménko funkce f nam dava: x je rostouci v pasu R x (=1, 1) a klesajici
na R x (—oo,—1) a R x (1,400). Pro f = 0 dostavame stacionarni reseni
x = £1. Pro zjisténi druhé derivace spocitame

0 0 3 1

—f(t,x) + %f(t,z)f(t,x) = im

oy (—2x).

Tedy x je konvexni na Rx (1,4+00) a Rx{—1,0} a konkavni na R x (—oo, —1),
R x (0,1), na pifimce R x {0} lezi inflexni body.

Dalsi dulezitou vlastnosti feSeni je jeho defini¢ni obor. V predchozim piik-
ladu jsme nezodpovédéli otazku, zda feSeni v pasu R x (—oo, —1) zistanou
stale v tomto pasu, nebo se napoji v koneéném ¢ase na stacionérni reSeni +1.
1 To, 7e definiénim oborem téchto feseni bude R, plyne ihned z véty o op-
usténi kompaktu (vezmeme-li za onu kompaktni mnozinu [—1, 1] x [-K, K],
plyne z ptedchoziho, Ze tato mnozina nemtze byt opusténa vrchem ani spo-
dem, teSeni tedy bude definovano na vétsim intervalu nez [— K, K]). Naopak
u maximalnich feseni v pasech R x (—oo, —1), R x (1, +00) neni ziejmé, zda
budou definovana na celém R, nebo utecou do nekonecna v koneéném cCase
(tj. nastane "blow up"). Z véty o opusténi kompaktu plyne, Ze musi nastat
jedna z téchto dvou situaci. Tyto jevy prozkouméame v nasledujici ¢asti o
autonomnich rovnicich.

Autonomni rovnice a Barrowiuv vzorec
V této casti se budeme zabyvat autonomnimi rovnicemi, tj.
t' = f(z). (2)

Pro tyto rovnice jsou typické nékteré vlastnosti, které se objevily v pred-
chozim ptikladu.

o Jelit— x(t), t € (a,b) Feseni, pak t — z(t +¢), t € (a —c,b—c) je
také TeSeni.

o Je-li f(zg) = 0, je z(t) = x( stacionarni FeSeni (definované na celém

R).

!Stacionarni feseni pak uZ neopusti. Situacex(tg) = 1 a z(to + d) > 1 nemtiZe nastat,
protoze Feeni klesajici pokud z(t) > 1, t(tg+0 —¢) > x(to+ ) for all € > 0. Z podobného
dtavodu nemize feseni opustit pfimku x = 1 smérem dola.



e Kazdé feseni autonomni rovnice je monoténni. (dikaz viz cviceni)
o Je-li limy 4o 2(t) = xy vlastni, pak f(z;) = 0. (dikaz viz cviceni)
Pii zkoumani defini¢niho oboru feSeni se nam bude hodit Barrowtiv vzorec:

Véta 1 (Barrowuv vzorec). Necht = je FeSenim rovnice (2) na intervalu
I = (to,t1), [ je spojitd a f(x(t)) # 0 na I. Oznacme a = lim;_,+ x(t) a
b :=limy_,_ x(t). Potom

b1
bty = / e (3)

Diikaz. Viz cvideni. O

Barrowtiv vzorec udava cas, ktery potiebuje feSeni k tomu, aby vystoupalo
(resp. zklesalo) z hodnoty a do hodnoty b (zamyslete se nad vzorcem (3)).
Specialné pak Barrowtv vzorec fika néasledujici:

e Reseni konvergujici k b zleva (resp. zprava) pro t — T (T je krajni bod
intervalu, na kterém je feSeni definovano) se napoji v koneéném case
na stacionarni feseni x = b, pravé kdyz (pro malé 0)

[ (o [ 5ie)

e Regent, jeho limita je 400 (resp. —o0) ma zprava (resp. zleva) neomezeny
defini¢éni obor, pravé kdyz (pro velké K)

!Amféﬂz le/iféﬂa

diverguje. Tj. "blow up"nastane, pravé kdyz integral konverguje.

konverguje.

Piiklad 2. Zjistéte, zda nékterymi body roviny probiha vice nez jedno reSeni
rovnice ' = v/1 — 22 a zda u nékterych feseni nastane "blow up".

Reseni. Protoze integral

Ja= 2 (1)



konverguje u bodu +1 zprava i zleva, napoji se vSechna feSeni konvergujici k
+1 na stacionarni FeSeni v kone¢ném case a tedy body R x {—1,1} prochazi
nekonecné mnoho maximalnich teSeni.

Protoze integral (4) diverguje u 00, nenastane pro feseni v pasech R x
(—o0,—1), R x (1, 400) "blow up".
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Priklad 3. VySetfete pribéh feSeni rovnice vz + 12/ = e — 1.

Resent. Protoze f(z) = f/% je spojité diferencovatelna na (—1,+00), pro-
chazi kazdym bodem mnoziny R x (—1,+00) pravé jedno reseni. Znaménko
funkce f ndm dava stacionarni feseni x = 0 a dale:

Pro z € (—1,0) mame klesajici feSeni, ktera maji v —oo limitu 0 a na
nulu se nenapoji (z jednoznacnosti feseni), zatimco do —1 dojdou v koneéném

Caset =b (f:ll/Z 6—ij11dx konverguje) a

e — 1
lim 2/(t) = lim ——— = —©
t—b— t—b— x(t) +1

Pro z € (0,400) je feSeni rostouci, v.—oo méa limitu 0 a nenapoji se na
stacionarni feseni. Protoze
+oo 41
dx
K et —1

konverguje, nastane "blow up".
Vypocteme druhou derivaci:

") eV +1—(e"—1)3 T+1 e 1
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Protoze funkce e*(z 4 1/2) 4 1/2 je kladna na (—1, +o0) (naptiklad zderivo-
vanim zjistime, Ze tato funkce nabyva minima v bodé x = —3/2), jsou feSeni
na R x (0, +00) konvexni a Feseni na R x (—1, +00) konkavni.
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