Jednoznac¢nost a diferencovatelnost resSeni

V této kapitole si budeme vSimat vlastnosti fesici funkce. Nejprve se podi-
vame na otazky kolem existence a jednoznacnosti feSeni; tlohy s tim spojené
maji pfevazné teoreticky charakter.

Druhé, obséhlejsi ¢ast kapitoly je vénovana diferencovatelnosti feseni (pres-
néji tedy feSici funkce) podle pocateénich podminek a dalsich parametri

//////

rakteru.

Ulohy na existenci a jednoznac¢nost feSeni.

Otézky existence a jednoznacnosti feseni patii k zakladnim problémtm teorie
diferencialnich rovnic. OvSem fakt, Ze TeSeni je prave jedno, je velmi uzitec¢ny
i v praxi, tj. kdyz reSeni konkrétné hledame (tfeba i numericky).

Pro tcely nasledujicich priklada se omezime na skalédrni rovnici

' = f(x,t), (1)

kde f je funkce z R? do R. Resenim budeme rozumét dvojici (x, 1), kde I
je otevieny interval a x : I — R je funkce, spliwjici rovnici (1) vsude v I.
Odsud ihned plyne: x je diferencovatelna (= ma kone¢nou derivaci) a tudiz
je spojita v I. Je-li f spojita funkce, je x uz nutné titdy C*.

Zakladnim vysledkem existenc¢ni teorie je Peanova véta:

Véta 1. Necht funkce f : R? — R je spojitd na okoli bodu (to,zo) € R?.
Potom existuje § > 0 a FeSeni x : (tg — 0,ty + 9) — R rovnice (1), spliiujici
pocdtecni podminku z(tg) = xo.

Predpoklad spojitosti f a téz lokalni charakter véty nelze obecné vylepsit;
viz priklady 1, 2 nize.

Definice 1. Rekneme, Ze rovnice ma vlastnost lokdlnt jednoznacnosti v bodé
(to, zo), jestlize pro libovolna feseni (x, I), (y, I), spliwujici z(tg) = y(to) = xo,
to € I N J, existuje 6 > 0 takové, Ze

x=y nalnJNU(t,?). (2)

NejbéZnéji uzivana postacujici podminka lokalni jednoznacnosti je tato
(mozna zobecnéni viz cviceni 5, 6):

Véta 2. Necht f(z,t) je lipschitzovskd vici proménné x na okoli (ty, zo), tJ.
existuje L > 0 tak, Ze
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na jistém okoli bodu (tg, o). Potom rovnice (1) md v bod€ (to, xo) vliastnost
lokdlnt jednoznacnosti.

S problematikou jednoznacnosti souvisi otazky integrace diferencidlnich
nerovnic. Zakladnim vysledkem je zde nésledujici tzv. Gronwallovo lemma.

Véta 3 (Gronwallovo lemma.). Necht &, p jsou nezdporné, spojité funkce v
intervalu I; necht a > 0 je konstanta, ty € I. Jestlize

ft)<at| / p()€(s)ds|,

pro kaZdé t € I, pak
t
£(t) < aexp (| [ pls)as])
to

pro kaZdé t € 1.

Ulohy na existenci a jednoznaénost feeni.
1. Definujme F(z) =0 pro z # 0 a F'(0) = 1. Ukazte, ze tloha

nemd feSeni feSeni na zadném intervalu (—d,0), d > 0.

2. Je ddno n > 0. Sestrojte ptiklad spojité funkce F' : R — R takové,
Ze TeSeni rovnice ' = F(x) pii libovolné pocatetni podmince neexistuje na
intervalu del$im nez n > 0.

3. Necht g, h jsou spojité funkce. Ukazte, Ze rovnice se separovanymi pro-
ménnymi

o' = g(x)h(t)
mé vlastnost lokalni jednoznacnosti v okoli kazdého bodu (g, ), spliwjiciho
g9(xo) # 0.

4. Necht f(x,t) je pro kazdé t pevné nerostouci vzhledem k x. Potom rovnice
(1) méa vlastnost (globalni) dopfedné jednoznacnosti; tj. x(ty) = y(to) pro
t € I N J implikuje x =y pro t € I N J N [ty, +00).

5. Ukazte na prikladu, ze Vétu 2 nelze zobecnit na funkce a-Holderovské
vici z, kde a € (0, 1).

6. * DokaZte, ze Véta 2 ziistane v platnosti, pokud pfedpokladame existenci
spojité, nezaporné funkce w takové, ze

1f(&t) = fn,t)] <w(§ —nl)



na jistém okoli bodu (ty, x¢), spliujici
6
du
M~ oo )
AWW)

pro kazdé 6 > 0.
7. * Ukazte, Ze predchozi zobecnéni Véty 2 je optimalni v nésledujicim
smyslu: Necht f je spojita funkce, f(0) =0, f(z) > 0 pro x > 0, a plati

/6 du -

— 00

o [f(u)

pro néjaké 6 > 0. Potom tloha 2/ = f(x), x(0) = 0 ma alesponn dvé FeSeni.

8. Naleznéte ditkaz Gronwallova lemmatu na Wikipedii. Je zde uvedeny
ditkaz dostatecné pfesny?

9. Dokazte Vétu 2 pomoci Gronwallova lemmatu.

10. * Ukazte, ze predpoklad integrovatelnosti p nelze v Gronwallové lem-
matu vynechat: je-li p > 0 méritelna funkce a

/0 ’ p(s)ds = +00

pro kazdé 6 > 0, pak existuje spojita funkce & > 0 takova, ze

£(t) < / p(5)€(s)ds, (5)

pro kazdé t > 0, avSsak £ > 0 pro ¢t > 0.
Vysledky a navody.

1) Protoze 2'(0) = F(0) = 1, je x > 0 na jistém (0, ¢'); uzitim rovnice zde
' = 0. Tedy x = konst na [0,4'], coZ vede ke sporu s predchozim.

2) Diky Barrowové formuli stac¢i vzit libovolnou F' > 0, splijici

/+°O du -
oo F(u) "

3) Ekvivalentnimi tpravami rovnice dostaneme
G(x(t)) = F(t) + G(x),

na néjakém okolf tg, kde H = [h, G = [ ¢!, a G je prosta.



4) Jsou-li z, y Feseni, pak t — (x(t) — y(t))? je nerostouci.

5) Rovnice 2/ = (1 — a)~!z|* v bodé (tg, z0) = (0,0).

6) Ozna¢me z := x —y rozdil dvou feSeni. Sporem: necht z(ty) = 0, z(t1) =
0 > 0 pro né&jaké t; > ty. Potom

2= fl) = fly) Sw(lz) +e,  te[to,tal,

e > 0 pevné, libovolné. Pravou stranou lze délit a tedy

o /“ 2 (t)dt /5 du
1—to = AN & —
w w(lz®) +e Jo wlu)+e
Piechodem ¢ — 0+ (Leviho véta) plyne kone¢nost integralu v podmince (3)

— Spor.
7) Kromé x = 0 je to funkce inverzni k funkci

T du
T(x):= [ —, z € 10,9].
o flu)
8) Viz: http://en.wikipedia.org/wiki/Gronwall’s_inequality
Dukaz je poradku (rozmyslete si oviem sami dikladné odstranéni absolutni
hodnoty pro t < ty). — Lze téZ poznamenat, Ze vzorecek

t1

o(ty) - v(ty) = / o(s)ds, (4)
to

neni ,ziejmy*; tj. nestac¢i pouhd existence v'. Staci predpokladat, ze v’ je

spojita, obecnéji Riemannovsky integrovatelnd. Viz napftiklad heslo ,Funda-

mental Theorem of Calculus” na Wikipedii.
9) Pro rozdil feseni z := |x — y| odvodime

2(t) < z(0) + ’/o Lz(s)ds|.

10) Konstrukce probiha odzadu: polozime ¢ty = 1, £ = 1 pro t > ty, spojité
klesneme na hodnotu &(sg) = 1/2, kde sy < to, kterou podrzime az do bodu
t1 < 1/2. Lze pozadovat

[ ototas= [ ptsgisias =

t1 t1



Tim je zaruceno splnéni (5) pro kazdé t > to. Nyni spojité klesneme do
x(s1) = 1/4, kde s; < t1, a hodnotu £ = 1/4 drzime az do bodu ty < 1/4,
pricemz pozadujeme

/ i p(s)27%ds = / : p(s)E(s)ds > 1/2.

to to

Tim je zaruceno splnéni (5) pro vSechna ¢ > ¢;. Atd.

Derivace resSici funkce.

Je déna tuloha , fot)
= f(x,1),
_ (6)
l’(to) = Xy,

kde f : 2 — R" je C! funkce, Q C R"™! oteviend mnozina, (zg,t5) € Q.
Ozna¢me

p(t;to, vo) = x(t), (7)

kde z(t) je maximalni FeSeni tlohy (6). Ze zékladni teorie vime, Zze ¢ (tzv.
,resici funkce”) je korektné definovana, jeji defini¢ni obor je otevien4d mnoZina
(v R"*2) a konecné o zavisi spojité na t, tg a xo.

Zajima nés, zda funkce ¢ je také diferencovatelna. Zavedeme si vhodné
znaceni.

Znaceni. Symbolem _afg znacime derivaci podle proménné zy ve sméru w €
R™, tj.
e ( ) =li 1[( h ) —9( )]
o, 2 im To+ hw, z o, 2)|;
ZE%)Ug 0 h—0 h g\ZTo ) 0 )

z jsou ostatni proménné, podle nichz se nederivuje.
Derivace podle pocate¢ni podminky.
Véta 4. Necht [ : Q — R" je C funkce, Q C R"™! oteviend mnoZina. Potom

je tesict funkce ¢ lohy (6) diferencovatelnd podle proménné xq. Oznacime-li

0
U(t) = axw @(t;t(]?])o),
0

lze u nalézt jako TeSent ,rovnice ve variacich”



Rovnice (8) po slozkach je

n
=S50 b,
¢ - ax]’ ’ 7
Jj=1
u;(to) = w,
1 = 1,...,n; jde tedy o linearni rovnici, coz zarucuje globalni existenci a

jednoznacnost feSeni. K jeho vypo¢tu je ovSem potieba znat = = z(t) =
©o(t; to, o). Zapamatujme si také, ze (8) vznikne formélné aplikaci 8% na

0
puvodni alohu (6).

Priklad 1. Spocitejme aizogp(t; to, o) v bodé zo = 1 pro tlohu
v =1t(1—2%), x(ty) = x0.
Reseni. Rovnice ve variacich ma tvar
u = —2txu, u(ty) =1.

Pro pocatecni podminku z(tg) = 1 méame z(t) = p(t;tp, 1) = 1; feSime tedy
ulohu
u = —2tu, u(ty) =1.

odtud snadno
u(t) = exp(ty — t%).
Vysledek miizeme napsat také pomoci symbolu ,malé ¢’ jako
o(t;to, 1 +h) =1+ hexp(ts —t*) +o(h), h—0,
pro kazdé pevné t, t.

Priklad 2. Spocitejme parcialni derivace ¢(t;0,a,b) podle a, b v bodé a =
b =0, kde ¢ je Tesici funkce tlohy

" x — 3 9
' +et + T , (9)
z(0) = a, 2'(0) = b. (10)
Resent. Prevedeme na systém 1. fadu:
a' =y,
2
/ — 3 _,r T
y i
z(0) = a,
y(0) =0.



Oznacime-li u = %x, v = %y, kde =g = (a,b), w = («a, ), obdrzime

rovnici ve variacich:

u =v,
, . 20

v =—e"u — ———,

(1—y)?
u(0) = a,
v(0) =5
Prvni dvé rovnice jsou ekvivalentni

" T 2U//
u+eu+m20, (11)

coz je variace puvodni rovnice (9). Protoze zjevné ¢(¢;0,0,0) = 0, je z =
y = 0, coz vede kone¢né na rovnici

u" +2u +u=0, u(0)=a «(0)=20.

Pocate¢ni podminky («, 5) rovno (1,0) respektive (0,1) déavaji feSeni u =
(1 + t)e " respektive u = te~*. To ve vysledku znamena

Oy

5q 60 @ b)l@y—00 = (1 + t)e ™, (12)
9 .
a—“bo(t;o,a, B)|(at)=(00) = te . (13)

Vime ovsem vice, nebot dle pocatecni podminky jsme zderivovali také

Y ot

vysledek se skryva ve funkci v = u/. Celkem tedy

0 O0p _
%E(ﬁoa%bﬂ(mb}:(mm = —te™, (14)
0 0y _

%E(t; 0, a, b)|(a,b):(0,0) = (1 — t)e t. (15)

Vsimnéme si, ze (14), (15) vzniklo téz formalnim derivovanim rovnosti (12),
(13) podle t, coz je pochopitelné dusledkem faktu, ze (11) vznikne piimo z
(9) formalni derivaci dle w.



Derivovani podle parametru.
Pf1i derivovani feseni podle parametru je situace podobna. Mame tlohu

r = f(f,t,)\),

ZE(t0> = Xy, (16)

Parametr A je pro jednoduchost skalarni. Oznac¢me
x(t) = SD(L th Lo, )\)7
odpovidajici maximalni feseni. Potom plati:

Véta 5. Necht f : QO C R*""? — R" je C! funkce, kde ¥ C R"™2 je ote-
virend mnozina. Potom je fesici funkce ¢ tlohy (16) diferencovatelnd podle
proménné \. Oznacime-li

i
t) = —(t; 1 A
u() a/\(v 05 L0, )7
lze u nalézt jako resent rovnice
of
"= [V, f(z.t, ) —(x,t,\
o = [Vaf (oot ]+ 55 (0,8,0), -
Rovnice je opét formalni derivaci (16) podle \; zapsano po slozkach
— f; ofi
L= Sz, b, N, “(z,t, A
uz ' 827]'(:1:’ ) )uj+ a)\(‘rv ’ )7
7j=1
i =1,...,n. Linedrni (nehomogenni) rovnice, k jejimuz feseni ovSem potie-

bujeme znat = x(t) = @(t; to, o, A).
Priklad 3. Vypocitejme derivaci feSeni rovnice
v’ = 2%+ N\ z(0) =0,

podle parametru A v bodé A\ = 1. Napoveéda: z(t) = tgt, t € (—n/2,7/2) je
prislusné maximalni feSeni.

Reseni. Rovnice ve variacich je

u =2zu+2)\, u(0)=0.



Dosadime A = 1, a protoze x(t) = ¢(¢;0,0,1) = tgt, t € (—n/2,7/2),
dostavame tlohu
u — (2tgt)u = 2.

Integracni faktor cos? t nés lehce piivede k obecnému tvaru feseni
2 L.
ucos“t=c+t+ §sm2t.

Nulova pocatecni podminka (typicka pro derivaci podle parametru!) koneéné
dava

t
U= + tgt.
cos?t &

Vysledek miizeme zapsat také takto:

@(t;0,0,1+h):tgt+h( +tgt>+o(h), h — 0,

cos?t

pro kazdé pevné t € (—m/2,7/2).

Derivovani resici funkce podle c¢asu.

V predchozim jsme vidéli, ze Fesici funkce ¢ = ¢(¢; to, o), prislusné k uloze
(6), mé za predpokladi Véty 4 parcialni derivace (ve v8ech smérech) podle
proménné x.

Tyto derivace nalezneme jako feSeni rovnice ve variacich (8). Resici funkce
— a potazmo prava strana rovnice (8) — zavisi spojité na t, ty a xg. Proto i
zminéné derivace ¢ zavisi na vSech téchto proménnych spojité, neboli ¢ je
diferencovatelnd (méa totalni diferencial) vaci vektorové proménné z.

Ptimo z definice fesici funkce plyne rovnost

0

== (tt0,20) = flp(t:to,20), 1)

a tedy také spojitost této parcialni derivace vici vSem proménnym. Zbyva
vyfesit diferencovatelnost viici ty. PouZijeme nésledujici trik: 1ze psat

@(t;to + h,z0) = o(t;to, P (h)),

kde definujeme
W(h) := (to; to + h, xo).
Protoze ¢ je diferencovatelna dle posledni proménné, stac¢i zderivovat ;
podle véty o derivaci slozené funkce je
d¢

(t;to, x0) = T(O)(t;to,x@ = [onsa(t;to,xo)]w'(o)- (18)
Lo

Ity



Ozna¢me (pro malé pevné h)
y(t) = o(tito + h, xo);
tedy podle Taylorova rozvoje (o stfedu to + h)
Y(h) = y(to +h —h) = y(to + h) — hy'(to + h) + R(h),

kde zbytek R(h) = (—h)%*y”(0)/2 pro vhodné 6 mezi to + h a to. Uvazime-li,
ze y je FeSeni prvni rovnice v (6), mame

(0 = F(t).0).
V(0) = Ve (ylt), 1) /(1) + (1), 1)
= V£ 00),6) (D) 1) + (). )

Diky spojitosti ¢ a derivaci f lze tedy y”(#) odhadnout nezévisle na malém
h. Protoze y(ty + h) = zo = ¥(0), mame celkem

Y(h) = ¥(0) — hf (o, to + h) + O(h?)

M = —f(mo, t() + h) + O(h)7

odtud pro h — 0
¥'(0) = —f(zo, t0).
S prihlédnutim k (18) a Vété 4 dostavame nasledujici:
Véta 6. Za predpokladii Veéty 4 je Tesici funkce ¢ diferencovatelnd podle

promeéenné tg. Oznacime-li

0
u(t) = 8—Z<t;to,xo>,

lze u nalézt jako resent ilohy

u = [V:pf(x, t)}u,

19
u(to) = —f(xo, to)- 19)
Derivace druhého radu.
Podivejme se kone¢né na derivaci druhého tadu podle xq. Jiz vime, Ze
' = f(z,t), z(ty) = zo, (20)
u = [Vof(z,t)]u, u(ty) = w. (21)
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kde = = p(t;tg,z0), u = %gp(t;to,mo). Nyni na tuto soustavu aplikujeme
postup Véty 4, tj. derivujeme podle pocateéni podminky zo ve sméru z.
Oznacime-li

0

Y= axg(p(t;t07x0)7 (22>
0 0

U= améw (tat()?xo)? (23)

(posledné uvedena funkce je hledana druhé derivace!), jsou prislusné rovnice
ve variacich

y/ = [sz(xa t)] Y, y(to) =z
V' = [Vif(z, )] (u®y) + [Vaof(z,t)]o, v(tg) = 0. (25)

Rovnice (25) po slozkéch:

Zformulujme tyto tvahy jako vétu.

Véta 7. Necht f : Q C R*™' — R" je C? funkce. Potom fesici funkce
ilohy (6) je dvakrdt diferencovatelnd vici xy. Hledand druhd derivace (23)
je fesenim soustavy (20, 21, 24, 25).

Poznamenejme jesté, ze pokud w = z, jsou rovnice (21), (24) totozné, tj.
u = y. To specialné lze predpokladat ve skalarnim pripadé n = 1.

Priklad 4. Spocitejme g%g(t; 0,z0) v bodé x¢g = 1/2 pro rovnici

7' =e* —e, z(0) = zy.

Resent. Oznac¢ime-li u = g—;‘(’)(t; 0,x0), je prislusné rovnice ve variacich
u' = 2e**u, u(0) = 1.
. . . . v ~e v , 2 ’ ’
Tuto rovnici derivujeme opét dle xq. Pfi znaceni v = ‘37%5(15; 0, z9) dostavame
0

v = 4e*"u? + 2e* v, v(0) = 0.

t

Dosazenim zg = 1/2 postupné obdrzime x = 1/2, u = €** a kone¢né v =

2¢e%t(e?* — 1). Zapséno pomoci Taylorova rozvoje:

1 1
©(t; 0, > +h) = > + he** + h?e* (e*! — 1) + o(h?), h — 0.

11



Ulohy na derivaci feSici funkce.

11. Necht x = ¢(t, to, o) je TeSeni tlohy =’ = f(¢,x) s pocatecni podminkou
x(to) = 0. Najdéte 52-¢(t,0,0), pokud

(a) f =2z + %% —2* (¢) f =sin(—2z) + 2t%2% + 2*
(b) f = x + 2ta* 4 23 (d) f=In(1 —z) — 2* — t?2?

12. Necht x = ¢(t, \) je feSeni ulohy 2’ = f(t,z, \) s poc¢ateéni podminkou
x(0) = 0. Najdete %cﬁ(t,()), pokud

(a) f=t+z+ A (d) f=2te + N\Nz* + 2t)
(b) f=a+\t*+ 2?) (e) f==3z+\z*—1)
(¢) f=—z+ A\t +2?) (f) f(t,x,\) =2 — 2* + A\t + 23)

13. Necht @ = ¢(t, \) fesi tlohu 2’ = z + sinx, 2(0) = \. Najdéte Z¢(t,0)
a 250(t,0).

14. Necht x = ¢(t, \) Fesi tlohu 2’ = A\(1 — t) + = — 2%, (0) = 0. Najdste
26(t,0) a 250(t,0).

15. Necht x = ¢(t, a, b) fesi tlohu 2” = ax—2?, 2(0) = 1, 2/(0) = b. Najdste
5 (t,1,0), Fo(t,1,0)
16. Necht = = ¢(t,a
Najdéte 2 ¢(t,0,0), %
17. Necht x( ) = o(t,
%¢(t72)a a)p‘b( 2)

(a) f = 2tx + \(2t + 2?) (¢c) f=—a*+a+ X\
(b) f=a?+x+AN1+1) (d) f = =2tz + \(a? — 2t)

,b) Tesi ulohu 2" = x + 3sinzx, z(0) = a, 2/(0) = b.
¢(t,0,0).
o(t, A) Tesi aulohu o' = f(t,xz,\), z(0) = 0. Najdéte

18. Necht x = ¢(t, to, xo) je feSeni tlohy 2’ = f(x,t) s po¢ateéni podminkou
x(tg) = zo. Najdéte 8%0@5(75,0,0), pokud

X Ct
(a)f:ci_st ( )f_t—l—l (t+1)2—;132
(b) f = 2t\/1 — 12 (navod: substituce)
t
Trta T+a e =
(C) f = t::—_b (1 - 1_:52) Cl,b >0 ( ) f 2—x
(navod: substituce vhodné mocniny z + a) (f) f — — t

12



19. Necht I je otevieny interval, f = f(2/,z,t) € C'(R* x I) a z(t) =
o(t, to, x4, x3) Fesenim ulohy

= f(a x,t)
z(to) = g
@'(to) =

Odvodte tvar rovnic pro u(t) = %gb(t,to,a,b) av(t) = a%%gb(t,to, a,b), kde
a,b € R. Nakonec objev aplikujte na piipad f = 42’ + 21z — 3,15 = 0
vypoctenim prislusnych derivaci.

20. Bud [ otevieny interval, f = f(z,t,\) € C*(R x I x R) a z(t) =
o(t,to, v9, \) TeSenim ulohy

o= f(x,t,\)
Q?(to) = X
Odvodte tvar soustavy rovnic pro vypocet v(t) = #jowgb(t,to, zg, A). Ne-

zapomente u kazdé rovnice uvést piislusnou pocatecéni podminku.
21. Necht z(t) = ¢(t, \) Tesi ulohu
' = Xcos(Am)z + tA
z(1) = 0.

Najdete Zo(t, 1), 25 o(t,1).
22. Necht z(t) = ¢(t, A) Tesi ulohu

Najdete Zo(t,2), 25 o(t,2).
23. Necht z(t) = ¢(t, to, o, A) Tesi tlohu
= X\x+ et
I(to) = X9-
Najdéte 525:6(£,0,0,1).
24. Spocitejte 2 ¢(t, to, a,b, c), 2d(t,a,b,c), 52 d(t, a,b,c), kde ¢ je Tesici

funkce zadanych rovnic s pocatenimi podminkami z(0) = a 2/(0) = b,
z"(0) = c.
(a) 2" = 102" — 322" + 32z (b) 2" = —a” + 172’ — 15z
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25. Spocitejte parcidlni a smiSené parcialni derivace druhého stupné podle
poslednich t¥i proménnych zobrazeni ¢(t, a, b, c), kde ¢ je Fesici funkce sys-
tému

&) -7 2 5 1
l=|-1 2 7 x|,
xh —12 2 10/ \=z3
T a
I3 C
26. Reste tlohu
' = f(x,t)

l’(t0+l€):$0+l, k,leR

pomoci aproximace

0 0
¢(t, t0+k}, Io—f—l) = ¢(t, to, I0)+ka—t¢<t, to, $0)+187¢(t, to, Io)—f—R(t, to, ]30),
0 0

kde R(t,t0,x0) = o(k) N R(t, to, z0) = o(l) pro vechna t € D(¢(-,to, xo))-
(a) f = 2%sin(2t), (to, o) = (7, 1).
(b) f =/t +2t2(2t> — 5), (to, 7o) = (2,0).
(c) f=2e"/t3, (tg,m0) = (1//e — 1,—1).

27. Spoctéte %(b(t, 0,(0,1,1)) systému
0

€

Zo
Ty =13
rh = —4x173
Ty = —x1.

28. Spottéte -2 ¢(t,1,(1,1)) systému
Lo

€
Zo
/
Ty = T1T2
/
Ty = —To/x1.
29. M¢jme systém
T = xow3
TH = 1173
Ty = T1s.

Pii znaceni w = (1,1, 1) spoctéte
(a) (9(;9—81)2¢(t717(17171)) (b) * 3(3—60)2¢<t717(17_171))
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Reseni.
11) u = 52¢(t,0,0)

() 6(t,0,0) =0, 1 € R () 6(£.0,0)= 0, t € R
u =2u, u(0)=1 u = —2u, u(0) =1
u=e* u=e 2

(b) ¢(t,0,0) =0, t € R (d) ¢(t,0,0)=0, teR
u =u, u(0)=1 v =—u, u(0)=1
u=e u=e"

12) u = 2¢(t,0)

(a) ¢(t,0) nepodstatné (d) ¢(t,0) =0, teR
W =u+1 u0)=0 W =2tu+2t, u(0)=0
u=cet—1 u=-e" -1
(b) ¢(t,0) =0, teR (e) p(t,0) =0, teR
v =u+t* w0)=0 w=-3u—t u0)=0
u=—t>—2t — 2+ 2¢! u=3(=3t+1—e?)
(c) ¢(t,0)=0, teR (f) ¢(t,0) =0, teR
u=—-u+t, u(0)=0 W =u+t, u(0)=0
u=t—1+e" u=—t—1+¢
13) u = Lo(t,0), v = L56(t,0), 6(t,0) = 0, t € R, v = 2u, u(0) = 1,
u=e* v =2v, v(0)=0,v=0.

14) u= Z¢(t,0),v = (W(b(t 0),¢(t,0) =0, t € R, v/ = u+1—t, u(0) =0,
u=tv = %v+§x£u2+2ai£ —i-g)\’; =0v—2t%,v(0) = 0, v = 2t>+4t+4—4e'.

15) u = %gzﬁ(t,l,O), v = %gzﬁ(t,l,()), o(t,1,0) =1, t € R, v = —u+
1, u(0) =0,4'(0) =0, u=1—cost, v = —v, v(0) =0,0(0) =1, v =sint.

16) u = £6(,0,0), v = F¢(t,0,0), ¢(t,0,0) = 0, t € R, v = 4u,
u(0) = 1,4/(0) = 0, u = cosh(2t), v = 4v, v(0) =0,2'(0) =1, v = %

17) u = %(b(i,0,0,0), v = 83—/\22¢(t,0,0,0), pro rovnici k vypoctu v viz
vysledky tlohy 14.
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(a) ¢(t,0,0,0)=0, teR (c) 6(£,0,0,0) =0, teR

w =2tu+2t, u(0)=0 W=u+t, u(0)=0

u=-¢e" -1 u=¢e —t—1

v = —=2tv, v(0)=0 vVV=v—-2(—t—-1)% v(0)=0

=0 v =2(t*+ 4t +5) + 2t(t + 2)e’ —
(b) 6(1,0,0,0) =0, teR 8e! — 2¢

W=u+1+t u0)=0 (d) ¢(¢,0,0,0) =0, teR

u=2e"—1t—2 w = —=2tu—2t, u(0)=0

v =v+202et —t—2)?% 0(0)=0 u=e" -1
v=—2(t*+6t+10) — 4t( +4)et+ o' = —2tv, v(0)=0
12¢" + 8e* v=0

18) (a) ¢(t,0,0) nepodstatné, t € (—7n/2,7/2), u' = u/cost, u(0) = 1,
u=tg(t/2+m/4).

(b) ¢(¢,0,0) = sin(t?), —\/T/2, /T = —2ttg(t*)u, u(0) = 1,
u = cost>.
_ b _ _
<C) (b(t’ 0, O> o m_a’ t> _b’ u' = (H-Lb_ (1+t2)(aritgt+b/a))u’ U(O) =1,

b ttb
a? (arctgt+b/a)? "

(d) #(¢,0,0) = (t+ 1)sint, t € (—=1,7/2), u' = <t+1
u=(t+1)cost.

u =

tgt) u, u(0) = 1,

(e) feSenim jsou pravé body (t,z) splitujici vztah t2 + (v — 2)? = 4; v/ =
=, u(0) =1, u = \/%.

(f) Fegenim jsou prave body (¢, x) spliwjici vztah 2+ (x —1)*— (z —1)? = 0;

V.f=t

4 1
((1 =20 =122 (z—1)*(1 -2~ 1)2)> ’
takze staci vyjadrit (¢(t,0,0) —1)2 = \/1/4 —2+1/2,t € (—=1/2,1/2),

41 2t
u = _ u, u(0)=1,
(1—4t2 V1—4t2(\/1 4t2+1)> (©)

- 2-8t2
19) v" = gg, '+afu u(ty) = 1,u/(tg) = 0, v = gf, ’+g£v v(ty) =
0,v'(tg) = 1. Vprlpade uvedencho f:u = & ”—i— e 3 v = et — demd
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20) Pro lepsi prehlednost zde ozna¢ujme parcialni derivace pomoci dolnich
indexti. Abychom nalezli ¢, je zpravidla nutné vytesit nasledujici systém:

7 =, z(to) = xo
Py = Sobao, Gao (to, to, 20, A) = 1
O\ = feOr + fr, da(to, to, 10, A) = 0
by, = fobuo b1, (to, to, To, A) = —f (w0, 0, A)
szo,\ J2Paor + feaPuo®r + fer®z,
Gaor(to, to; o, A) =0
Cb;ozo = fabtone + froaPzoPro
Drowo (to; Lo, To, A) = — fo(To, o, A)
¢;O>\ = fa®ior + Jeabto®r + ferdi,
Pror(to, to, To, A) = — fa(wo, o, A)
Drowor = JeProzor + Jax(DuorPro + Dromo®x + Drorduy)
+ fex®romo T JearPto Py + fraaPto Py ®r
Prozor(to, to, o, A) = — far(wo, to, A)

21) u(t) = Fo(t,1), v(t) = Fzo(t,1), ¢(t,1) = t =1, ' = —u+1,
wl) =0, u=1—e"" v = —v—-2+2""+72(t—-1), v(1) =0, v =

2t + 7?) + 7t — 2 — 272

22) u(t) = Fo(t,2), v(t) = F20(1,2), 6(t,2) = 4(e"* —1), t e R,/ = 4 +
2—ell? u(O) _0 u=—4+4e?—te'? v = L41—e24 Let2 p(0) =0,

_ _2+2€t/2_t6t/2 % t/2
23) u(t) = (% aA (t,0,0,1), v(t) = 3870 (t,0,0,1), w(t) = &¢(t,0,0,1).

Prvné odvodlme rovnici

u/ = fxu + fxmvw + fac)\v
u(0) =0

v' =, v(0) =1, v = €'; w neni nutno znat; v’ = u + €', u(0) =0, u = te'.

24) u(t) = Zo(t,0,b,0), v(t) = Zo(t,a.b,c), w(t) = 2go(t,a.b.c),
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(a) u" = 10u" — 32u’ + 32u,
u(0) =1,4/(0) =u"(0) =0
u = 4e? — 3e + 4tet!
v = 100" — 320" + 32v,
v'(0) = 1,v(0) =2"(0) =0
v = —2e? + 2et — Jtet
w” = 10w” — 32w’ + 32w,
w(0) = w'(0) = w"(0) =0,
w=0

(b) v = —u" 4+ 17u' — 15u,
u(0) = 1,4(0) =u"(0) =0
u= 3¢t — Sedt 4 Lot
V" = —v" + 170" — 1bv
v'(0) = 1,v(0) =2"(0) =0

1 1 1
v — _Eet + Z€3t —Le 5t
w”" = —w" + 17w’ — 15w,
w(0) = w'(0) =w"(0) =0,
w=0

25) ¢q, v, P TeSi zadanou soustavu s pocateénimi podminkami (1,0,0),
(0,1,0), (0,0,1). Po spocteni vlastnich ¢isel a jim pfislusnych vlastnich vek-

tort dostavame
1

1
Go=—€" | 1| +cos(2t) | 1| —sin(2t) | 3
1

2

¢p = cos(2t)

pe=e" [ 1] —cos(2t) [ 1] +sin(2t) | 1

gbab = ¢ac = gbbc =0
26) u(t) = z-o(t, to, v0), v(t)

2
2
1
+sin(2t) | 1
1
1 0
1 0
(t7 th xO)?

(a) ¢(t,m,1) = —2— t € (1/2,31/2),

1+4cos 2t’

/ _ 4sin2¢
1+cos2t

U
u=0

/ __ 4sin2t _
v = 1+0052tv’ U(W) =1

v=(77)

u, u(m)=—f(1,7)=0

(b) o(t,2,0) =t(t> = 1)(t* —4),t > 0
' =1u, u(2)=-/(0,2)=-24

u=—12¢
v'=1v, v(2)=1
v=1/2
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(c) 6(t, 7=, —1) = In({55), t > 0

2
U =i

_ 2t2
e A )
’U/ = —t(litz)v’ 'U( 6171) =1
v= 1?52
27)
sint
0(£,0,(0,1,1)) = | cos(2)
cost
u(t) = | u2 (t) - Oz ¢(t,0, (07 17 1))
Lo
Uus
(%] a
v(t)= (v | (t) = 5 5 9(t,0,(0,1,1))
Lo
U3
w1y o2
t) = t) = ——o(t,0,(0,1,1
w() Wa () 8x818:v83¢( ) 7( ) ))
w3
0 0 1 Uy
W = |—4cost 0 —4sint| |uz ], u(0)
-1 0 0 Uus
cost
u= | —2sin(2t)
—sint
0 0 1 U1
v'= [ —4cost 0 —4sint| |v2], v(0)
-1 0 0 V3
sint
v=2cos(2t) — 2
cost
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0 0 1 wq 0 0
w' = | —4cost 0 —4dsint | [wy | + | —4cos(2t) |, w(0)= |0
—1 0 0 ws 0 0
0
w = | —2sin(2t)
0

28)

W' = (11//;3 _f/t> (ﬁj;) + <(t2 +1{j4ﬁ)/2) - 0= (8>

_ 10 + 87 — 15¢° 4 14¢° — 8t2
TS 418 4 8t° — 14t% + 2

1/t
ot 1,(1,1,1)) = (m) . >0
1/t

u(t) = (m) (t) = %cﬁ(t, 1,(1,1,1))
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0
— [ 1/t
¥

0 1/t
=1/t o0
(1/t 1/t

0
— | 1
o

0 1/t
w=1| 1/t 0
(—1/t 1/t

1/t 0

= et 1 (1)

1/t 1/t>( )
0 1/t

(i)

1/t w1
1/t | we | + 2t
J() )
1
ool

1/t
o(t,1,(1,—1,1)) = (1/t> . t>0

1/t —1

1/t
)

()

o O O

|

— _6(t,1,(1,-1,1))

aw

REYE

~1/t
1/t
SIE

0
w(l) = (0) : w =
0

w1 92 .
— (2t 1
* 9t4( +1)
w3

45¢3

21

/t Ui 1
0 1/t us |, u(l)= 11
1/t 0 Us 1
] 263 + 1
— 42 =1

213 + 1
43 — 1
28411,
4¢3 — 1

5 14t — 103 — 9t + 5
16t5 — 203 +9t — 5

14t — 103 — 9t + 5

|



