Maticova exponenciala a jiné maticové funkce
Motivace: Jiz vite, zZe TeSenim rovnice

y = ay,

jsou funkce y(t) = c¢- e, tj. exponencialy. Pro tuto funkeci plati, Ze y(0) = ¢,
tj. konstanta ¢ je pocateéni podminka v bodé ¢ = 0. Analogicky by mohlo
platit, Ze Teseni systému rovnic, ktery mizeme zapsat maticové ve tvaru

Y' = AY (1)

(viz. kapitola o soustavach linedrnich rovnic), bude Y () = eC, kde A €
R™ ™ je matice, Y je neznamé funkce s hodnotami v R” a C' € R" je vektor
pocéatecnich podminek. Exponencidlu od matice muzeme definovat jako

[e.9]

e’ =) %, (2)

m=0

opét vyuzivame analogie s redlnou exponencialou.

Nez si ukdzeme, Ze pri takovéto definici skutecné ziskame diferencovatel-
nou funkei, ktera je feSenim diferencialni rovnice (1), fekneme si, jak se ex-
ponenciala od matice (tj. soucet nekonecné fady (2)) pocita.

Vlastnosti a vypocet maticové exponencialy

Nejprve je tieba Fici, ze fada (2) konverguje pro kazdou matici B. Ke zdtuvod-
néni tohoto tvrzeni zavedme tzv. operdtorovou normu matice:

[A[l:= sup{[|Az][ - = € R", [lz] <1}, kde |[z]| :=

Pro tuto normu plati [|AB| < ||A| - ||B]|, tedy ||A™|| < ||A||™. Rada (2) tedy
konverguje pro kazdou matici B, protoze plati
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pro k — 00, tj. posloupnost ¢astec¢nych soucti spliuje Bolzano-Cauchyovu
podminku. A nyni k vypoc¢tu exponencialy.

Necht B € R"*" pak existuje Jordaniiv kanonicky tvar J € R™™ " matice
B, tj. plati
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kde J se sklada z Jordanovych bunék Jy, ..., Ji a sloupce matice V' tvori
vlastni vektory, pripadné fetézce vlastnich vektort. Pak ovSem plati B™ =
VJ"V =1 Nepotiebujeme tedy umét umocnit matici B, stacf naAm umochovat
jeji Jordaniiv tvar. A protoze plati

J 0 ... 0 Ji 0 ... 0 J2 0 ... 0
, 0 J 0 0 Jo 0 0 J2 0
0 0 ... J 0 0 ... J 0 0 ... J2

staCi umét umocnovat Jordanovu buinku.
Pro Jordanovu bunku J; pfislusnou vlastnimu ¢éislu A; plati
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miZzeme tedy psat

m

=T+ D)= (7:) AmRDE

k=0

kde binomickou vétu muzeme pouzit, protoze matice [ a D komutuji (ID =
DI). Umochovanim matice D se diagonala jedni¢ek posouva vzdy o fadek
vys, tj. (DF);; =1 pro j =i+ k a (D*);; = 0 jinak (diikaz snadno indukecf).
Specialné tedy, je-li velikost buiiky r, pak D"~! m4a jednicku v pravém hornim
rohu a jinak samé nuly a D¥ = 0 pro k > r. Mame tedy pro m > r (kde r je
velikost buiiky)
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Pro m < r jsou zaporné mocniny \; v predchazejicim vyrazu nahrazeny
nulami.



Dame-li nyni vSechny informace dohromady, mame
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A tim je vypocet exponencialy od matice hotov. Predchézejici vypocty nyni
uplatnime v nasledujicim ptikladu.

Piiklad 1. Vypodctéte e? pro



Resend. Vypocteme vlastni ¢isla:
det(AM — A) = (A +2)(A —1)%,

tj. A2 = 1, A3 = —2. Vlastni ¢islo —2 ma vlastni vektor (1,0,0), vlastni
¢islo 1 méa vlastni vektor (1,0, 1), k némuZ najdeme ,pseudovlastni vektor”
splaujici (A — I')v = (1,0, 1), napf. v = (1,1,0). Mame tedy
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