Maticova exponenciala a jiné maticové funkce
Motivace: Jiz vite, zZe TeSenim rovnice

y = ay,

jsou funkce y(t) = c¢- e, tj. exponencialy. Pro tuto funkeci plati, Ze y(0) = ¢,
tj. konstanta ¢ je pocateéni podminka v bodé ¢ = 0. Analogicky by mohlo
platit, Ze Teseni systému rovnic, ktery mizeme zapsat maticové ve tvaru

Y' = AY (1)

(viz. kapitola o soustavach linedrnich rovnic), bude Y () = eC, kde A €
R™ ™ je matice, Y je neznamé funkce s hodnotami v R” a C' € R" je vektor
pocéatecnich podminek. Exponencidlu od matice muzeme definovat jako

[e.9]

e’ =) %, (2)

m=0

opét vyuzivame analogie s redlnou exponencialou.

Nez si ukdzeme, Ze pri takovéto definici skutecné ziskame diferencovatel-
nou funkei, ktera je feSenim diferencialni rovnice (1), fekneme si, jak se ex-
ponenciala od matice (tj. soucet nekonecné fady (2)) pocita.

Vlastnosti a vypocet maticové exponencialy

Nejprve je tieba Fici, ze fada (2) konverguje pro kazdou matici B. Ke zdtuvod-
néni tohoto tvrzeni zavedme tzv. operdtorovou normu matice:

[A[l:= sup{[|Az][ - = € R", [lz] <1}, kde |[z]| :=

Pro tuto normu plati [|AB| < ||A| - ||B]|, tedy ||A™|| < ||A||™. Rada (2) tedy
konverguje pro kazdou matici B, protoze plati

l l )
3 1Bl 3 1B]™ 3 1B]™
= m! = m! = m)! —0 (3)

pro k — 00, tj. posloupnost ¢astec¢nych soucti spliuje Bolzano-Cauchyovu
podminku. A nyni k vypoc¢tu exponencialy.

Necht B € R"*" pak existuje Jordaniiv kanonicky tvar J € R™™ " matice
B, tj. plati

L pm
m)

m=k

B=VJvV



kde J se sklada z Jordanovych bunék Jy, ..., Ji a sloupce matice V' tvori
vlastni vektory, pripadné fetézce vlastnich vektort. Pak ovSem plati B™ =
VJ"V =1 Nepotiebujeme tedy umét umocnit matici B, stacf naAm umochovat
jeji Jordaniiv tvar. A protoze plati

J 0 ... 0 Ji 0 ... 0 J2 0 ... 0
, 0 J 0 0 Jo 0 0 J2 0
0 0 ... J 0 0 ... J 0 0 ... J2

staCi umét umocnovat Jordanovu buinku.
Pro Jordanovu bunku J; pfislusnou vlastnimu ¢éislu A; plati

A1 0 .00 010 . 0
o N 1 ... 0 0 01 0
P | : : 1
0O 0 0 ... N\ 00 0 . 0

miZzeme tedy psat

m

=T+ D)= (7:) AmRDE

k=0

kde binomickou vétu muzeme pouzit, protoze matice [ a D komutuji (ID =
DI). Umochovanim matice D se diagonala jedni¢ek posouva vzdy o fadek
vys, tj. (DF);; =1 pro j =i+ k a (D*);; = 0 jinak (diikaz snadno indukecf).
Specialné tedy, je-li velikost buiiky r, pak D"~! m4a jednicku v pravém hornim
rohu a jinak samé nuly a D¥ = 0 pro k > r. Mame tedy pro m > r (kde r je
velikost buiiky)

N (A ()

0o D (e
Jr=1 0 0 AT :

S R (O

0 0 0 AP

Pro m < r jsou zaporné mocniny \; v predchazejicim vyrazu nahrazeny
nulami.



Dame-li nyni vSechny informace dohromady, mame
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A tim je vypocet exponencialy od matice hotov. Predchézejici vypocty nyni
uplatnime v nasledujicim ptikladu.

Piiklad 1. Vypodctéte e? pro



Resend. Vypocteme vlastni ¢isla:
det( Al — A) = (A +2)(A —1)%,

tj. A2 = 1, A3 = —2. Vlastni ¢islo —2 ma vlastni vektor (1,0,0), vlastni
¢islo 1 mé vlastni vektor (1,0, 1), k némuz najdeme ,pseudovlastni vektor”
spliujici (A — I)v = (1,0, 1), napt. v = (1,1,0). Mame tedy
111 1 -1 -1 -2
Vv=|l0o01]|, V=0 0 1 |, J=
010 0 1 0
aA=VJV~! Potom

e 2 00 e 2 e 242 —e?+e
A=VelVi=V ] 0 e e |Vi=| 0 e 0
0 0 e 0 e e

Ulohy
1. (a) Necht v je vlastni vektor matice A, prislusny vlastnimu ¢islu A. Potom

v je téz vlastni vektor matice e?, piislusny vlastnimu ¢éislu e?.
(b) Dokaizte vétu o obrazu spektra: o(e?) = {e*; X € 0(A)}.

2. Dokazte, Ze det e = eM T +An = 4 kde \; jsou vlastni éisla A, a tr A
je stopa (soucet diagonélnich prvki).

3. Logaritmus matice. Bud A € R™*™.

(a) Pokud A*> =0a L := A — A%/2 pak el =1 + A.

(b) Konverguje-li fada L := A — A?/2 + A3/3+ ... potom je e* = I + A.

* (¢) Pro danou matici A najdéte matici B tak, ze A = eP.

4. Pro nasledujici matice A najdéte matice B takové, ze A = e (
vysledku predchozi ulohy).

e

1 3 3 2 0
31 )7 03 )’

0

5. (a) Je dana matice A. Existuje vzdy B tak, ze B*> = A?
(b) Najdéte odmocninu matice

s vyuzitim
1 2 1
) 1 3 —1
2 5 0

(e

2 -1 0
-1 2 -1
0 -1 2



6. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A definujme (A° = T)

: — (=" — (=1)"
A= A2+ A= A2
S ; 2n+ 1) cos nzzo (2n)!

(a) Ukazte, ze uvedené fady konverguji.
(b) Ukazte, Ze (sin A)? + (cos A)? = 1.
(c) Plati et = e4(cos B + isin B) pro viechny dvojice matic A, B nebo
jen pro nékteré?

(d) Plati cos(A + B) = cos Acos B — sin Asin B pro v8echny dvojice matic
A, B nebo jen pro nékteré?

7. Vypoctéte sin A (bez pouziti Jordanova tvaru) pro nasledujici matice A

01 2
( (1) (1J ) , 00 3
0 00
8. Necht A je antisymetricka (tj. AT = —A.) Potom e je ortogonélni.
9. Necht A € R™™ ma4 jednonasobna vlastni ¢isla A, ..., A,. Bud P takovy

polynom, ze P()\;) = e, i=1,...,n. Pak e = P(A). Dokaite.

10. !! Cauchyuv vzorec fikd f(a) = 5= fw f(2)(z — a)~tdz, kde v je kladn&
orientovana kruznice se stfedem a.
(a) Ukazte, ze
1
et = — [ e*(2] — A)7ldz,
27 ),
kde ~ je takova kruznice se stfedem v 0 a poloméru vétsim nez ||Al|.
(b) Spoctéte touto metodou e pro nasledujici matice:

0 1 1 1
1 0/’ 0o -1 /"
Reseni

1) (a) Av = \v, tedy A*v = N, tedy (e?)v = .... (b) Pomoci Jordanova
tvaru. Jde to i bez né&j?

2) Pomoci Jordanova tvaru nebo Liouvilleovy formule.

3) (a) Dosazenim. (b) Uvazte, ze exp(z — 2?/2 4+ 2%/3+...) = 1+ x pro
x € (0,1), a argumentujte moznosti prerovnat absolutné konvergentni fady.



c; 0 ... O
B = ! Qg ! V_17
0o 0 ... Cy

kde V je matice, jejiz sloupce tvoii vlastni vektory matice A a bunika C; se
rovna

00 m\ (—1)™" A" 00 m\ (=)™ m—1 00 m _1)ymy\m—r+l
> met (0) ( lzn - Dot (1 ) (I)T)\Z e D (rfl) U))\TZH
0o m) (=1)"A™ oo m\ (=)™
_ 0 ZmZI (0) ( zn o Zm:r—l (r72) %
0 0 D S ) S
kde \; jsou vlastni ¢isla matice A — I.

1

3 1
realné matice B, ze e = A.
(b) Kvuli konvergenci taylorovy fady funkce In(1 + x) na intervalu (0, 2)
: ) . . (32Y (20 EE|

je vhodné napsat matici A takto: A = <0 3) = (O 5 ) ( e ) a

2
spocitat exponencialu zvlast pro ob&é matice (pficemz prvni jde trivialné a

druha pomoci vysledku cviceni 3c). Vysledek pak je

4) (a) Matice A = ( > mé vlastni ¢isla —2 a 4, a proto neexistuje

In3 2
3
2= (% )
e 1 2 e 00 1 et 27!
c)A=[0 e 3 |=[0¢e 0 0 1 3e' | avysledek je:
0 0 e 0 0 e 0 0 1
1 el 21— 36_2
0 1 3et
0 1
1 2 1
astni Cisla matice — Jsou 0 a 2 a tedy neexistuje matice
d) V1 i ¢isl i 1 3 113 0a?2 d istuj '
2 5 0

B, 7e e? = A (neex. c € R, Ze ¢© = 0).
5) Stac¢i uvazovat Jordanovu buniku. V pfipadé nulovych vlastnich ¢isel
odmocnina matice obecné neexistuje.



6) (a) Stac¢i postupovat obdobné jako v piipadé exponencidly.
(b) Sta¢i vyuzit vzorce pro nasobeni fad, tj.

) ()£

(c) Tvrzeni plati pro dvojice matic spliujici AB = BA. V dikazu nejprve
rozepsanim z definice exponencialy ukaite, Ze e'® = cos B+isin B a nésledné

zbyva ukazat, ze eAtB = e4e’B. K tomu vyuzijte vzorec

(A+ B)" = i <:;> An-mpm

m=0

ktery plati, pokud AB = BA. Pokud AB # BA, vzorec platit nemusi.
Ovéite, ze tomu tak je u matic

01 a 10

0 0 00/
(d) Plati pro dvojice matic splhujici AB = BA. V dikazu se pouZije vzorec
pro nasobeni fad (viz. bod (b)) a binomicka véta (viz. bod (c)), kde se vyuzije

komutativity matic A a B.

7) a) Vypoctem ovéite, ze A®> = A a pak jiz snadno spoctéte, 7e sin A je

roven matici
0 sin 1
sin 1 0 '

(b) Vypoctem ovéite, ze A3 = 0 a tedy snadno: sin A = A.
8) M je ortogonalni prave kdyz MMT = I.
9) Plyne z vypoc¢tu pomoci Jordanova kanonického tvaru.

10) (a) Vyuzijte vzorce (I — A/z) = 322 (A/2)F, zaméiite sumu a integral
a pouzijte Cauchytuv vzorec pro k-tou derivaci funkce. (b) Vyuzijte vzorce
pro inverzi matice 2 X 2:

a b\ ' 1 d —b
c d Cad—be\ —¢c a )’

Pomoci ného spoctéte (21 — A)~! pro obé zadané matice. U prvni resp. druhé

vyjde:
z 1 z+1 1
22—-1 221 z22—1  22-1
(55 25 ) e (55 21)
22—-1  22-1 22—1




Nasledné dosazenim do formule pro vypocet exponencialy z predchoziho bodu
a aplikaci zminéného Cauchyho vzorce zvlast na kazdou slozku vysledné in-
verzni matice (za pomoci rozkladu na parcialni zlomky) dopocitéte, Zze expo-
nenciala od prvni resp. druhé matice je:

(BT g ) (657,

Maticova exponenciala a reSeni soustav linearnich rovnic

(e+e1)
(=)

D[RO [ =
D[ [~

V této podkapitole se budeme zabyvat vlastnostmi funkce
P:R—RV™ Dt el

Mimo jiné ukazeme, ze ®C' je FeSenim soustavy Y’ = AY pro kazdy vektor
C eR™
Nejprve si uvédomme, ze z odhadu (3) (v minulé podkapitole) plyne pro

te[-K, K]
l

Amm
>

m=k

< 3o (ElAD" "

m!

m=k
Tedy fada konverguje lokalné stejnomérné a funkce Y je tedy spojita. Zderi-
vujeme-li m-ty ¢len fady, ziskame

1 Am—ltm—l
‘()= —A"mt" T = A ——
Jalt) = AT (m—1)!
Odhad (4) nam tedy davéa také stejnomérnou konvergenci derivaci. Odtud

plyne, Ze limitni funkce je diferencovatelna a lze ji derivovat ¢len po ¢lenu.
Odtud ihned dostéavame

V(=Y A% — AB(),

m=1
tedy funkce ® spliiuje rovnici (1) a Y (t) = ®(¢)C je FeSeni soustavy rovnic
(1).

Priklad 2. Najdéte fundamentalni matici nasledujici soustavy pomoci mati-
cové exponencialy

" = 10z — 6y
y = 18z —1ly.

8
|



Resend. Vypocitame vlastni ¢isla matice soustavy
det(M — A) = (A—=10)(A+11) +6-18 = N>+ X =2 = (A +2)(A — 1).

Vlastni vektor prislusny A\; = 1 je vy spliwjici (I — A)v; = 0, tj. v, = (2, 3).
Vlastni vektor prislusny Ay = 2 spliwuje (—21 — A)vy = 0, tj. v = (1,2). Tedy

A:VJV1:V(1 0 )Vl,

0 -2
kde
() e (5 )
Mame tedy
t 0
@(t)zetsze<0 2t>V1V<%t egt)v—l:

( det —3e72 —2¢t 4 272 )

6e! — 6e™2  —3e! — 4e %
coz je fundamentalni matice soustavy.

Pozndmka. Uvédomte si, Ze pro kazdou regularni matici M je maticova funkce
O (t)M také fundamentalni matici soustavy (vynasobenim zprava nahradime
sloupce linearnimi kombinacemi sloupcii ptivodni matice). Tedy i V~te!’ je
fundamentalni matice soustavy. Ale ®(¢) = Ve!/V~! je jedina fundamentaln{
matice, pro kterou plati (0) = I. Proto ®(¢)C je feSeni soustavy spliiujici
pocéatecni podminku Y (0) = C.

Pro chovani feSeni soustavy pro t — 400 je klicovy nasledujici odhad,
ktery hojné vyuzijete v kapitole o stabilité. Jeho diikaz je ponechan jako
cviceni.

Tvrzeni 1. Pro kaZdé € > 0 existuje M > 1 takové, Ze plati
et < Me' @+ pro vsechna t > 0,

kde a :== max{ReA: X € d(A)}.

Ulohy na reSeni soustav linearnich rovnic

Najdéte obecné TeSeni nésledujicich soustav pomoci maticové exponen-
cialy.



11.

¥ = —6x + 8y
y = —4x + 6y
12.
¥ = -2z — 3y
y = 6x + Ty
13.
¥ =—12x — 8y
y' = 20x + 12y
14.
¥ = -5z — 10y
y =5z + 5y
15.
' = bx — 6y
y=3x—y
16.
¥ = —5r + 4y
Yy =-x—y
17.

¥ = —2x + 8y + 62
y = —4x + 10y + 62
2 =dr — 8y — 4z

18. Najdéte fundamentalni matici soustavy Y’ = AY', kde

1 -2 -1
A= -1 2 —5.
-1 2 =3

Ovéite, ze A® = 0 a pii vypoctu fundamentalni matice vyuZijte tohoto faktu.

10



Reseni

11) Fundamentalni matice soustavy je
2672t_62t 2621‘,_26721‘,
( _€2t +€72t _67215 +2e2t )
12) Fundamentalni matice soustavy je
et — eht  _eht 4ot
(264t—26t —6t—|—264t>
13) Fundamentalni matice soustavy je

cos(4t) — 3 sin(4t) —2 sin(41t)
( 5 sin(4t) cos(4t) + 3 sin(41¢) )

14) Fundamentalni matice soustavy je

( cos(5t) —sin(5t) —2 sin(5¢) )

sin(5t) cos(bt) +sin(51¢)

15) Fundamentalni matice soustavy je

e*t cos(3t) + e*'sin(3t) —2¢e*!sin(31)
e?tsin(3t) e?tcos(3t) — e*'sin(31)

16) Fundamentalni matice soustavy je
e 3t — 2te 3t 4te3t
—te 3t e 3t 4 2te 3¢t

17) Fundamentélni matice soustavy je

2 — %t 4e?t —4 3e2t -3
—2e2t 4+ 2 —4 4562t 3e2t -3
22t —92 4t 44 3—2¢2

11



18) Jelikoz A% = 0 (snadno se ovéif vypoctem) je fundamentalni matice
soustavy ¢(t) = e = +tA+ %AQ, tedy:

1+t+2t2 —2t—4t> —t+ 6t2
B(t) = —t+t*  1+2t—2t* —5t+ 3t?
—t 2t 1— 3t

Teoretictéjsi ulohy
19. Dokazte Tvrzeni 1.
20. Nacrtnéte chovani soustavy ' = Az s konstantni matici A, pokud A je

podobné matici
A 0
0 Ao

Rozliste pripady: (a) Ay > 0 > Ay, (b) 0> Ay > As.
21. Vypoctéte exponencidlu matice

a —b
(52
(pokud mozno bez rutinniho prechodu na Jordanuv tvar). Nacrtnéte chovani
FeSeni soustavy s vySe uvedenou matici; jak se lisi pripady a > 0, a < 0 a
a=07?
22. (a) Spocitejte pitmo z definice e'4, vite-li, ze A% = —1.
(b) Ukazte, ze A%> = —I implikuje o(A) C {3, —i}.

(c¢) Pomoci (a) uréete fundamentélni matici soustavy v’ = Au, je-li

2 =5 8 —12
1 -2 4 -8
A= 0 0 2 =5
0 0 1 =2

23. (a) Spocitejte pifmo z definice e'4, vite-li, ze A% = I, ¢ > 0.

(b) Ukazte, ze A? = ¢*I implikuje o(A) C {c, —c}.

(c¢) Pomoci bodu (a) najdéte fundamentalni matici pro systém v’ = Au, kde
3 -3
6 6
-3 3

A:

12



24. Vypocitejte

/ et dt
0

vite-li, Ze matice A ma pouze zéporna vlastni ¢isla. (Pro¢ konverguje tento
integral?)

25. Ukazte, ze [sin(tA)]' = Acos(tA) a [cos(tA)] = —Asin(tA).

26. Najdéte vSechna FeSeni soustavy Y” = AY pro

-2 1 0
A= 0 -2 0
0 0 -1

pomoci maticového sinu a cosinu.
Reseni
19) Plyne snadno z tvaru e’ pro Jordanovu buitku J.
20) Resent je linearni kombinact ei*v, kde v je odpovidajict vlastni vektor.

21) et = ¢%cos b + isin b]; matice ,reprezentuje* ¢islo a + ib. Vysledek

tedy bude
e cosbt —e sin bt
( esinbt e cos bt >
Pro a < 0 bude maticova exponenciala konvergovat k 0, pro a = 0 bude
omezené a pro a > (0 neomezena.

22) (a) e = (cost)I + (sint)A. (b) uvaite, ze A € o(M) pravé kdyz
existuje nenulovy vektor v tak, ze Av = \v. (c) Vypocétem ovéite, ze A2 = —1.
Poté z bodu (a) plyne, ze fundamentalni matice ¢(t) je e’ = I cost+ Asint,
tedy:

cost+ 2sint —bsint 8sint —12sint
qb(t)— sint cost — 2sint 4sint —8sint
o 0 0 cost + 2sint —5sint
0 0 sint cost — 2sint
23) (a) e = cosh(tc)I + ¢ tsinh(tc)A

(b) o(c*I) = {02} VyuZijte vétu o obrazu spektra s funkei f(z) = x?. Pak
flo(A) =o(f(A)) = o(c?I) = {c*}, coz implikuje, 7e 0(A) C {—c, c}.

(c) Vypoctem ovéite, ze A? = 361. Fundamentalni matice je pak dle bodu
(a) rovna matici e = I cosh(6t) + g Asinh(6t), tedy:

cosh 6t + % sinh 6¢ % sinh 6¢ —% sinh 6¢
o(t) = sinh 6t cosh 6t sinh 6t
—% sinh 6¢ % sinh 6¢ cosh 6¢ + % sinh 6¢

13



24) Vypoctéte nejprve pro matici 1 x 1, tj. zaporné realné ¢islo. To vam
napovi vysledek. Definice: B = A~!, pravé kdyz BA = 1.

25) Stejné jako v tivodu kapitoly 1.2 ukazte, Ze 1ze derivovat fadu vyjadiu-
jici sinus resp. cosinus ¢len po ¢lenu. Po zderivovani staci vhodné vytknout
a upravit.

26) Na zakladé cviceni 25 ukazte, Ze (sintB)” = —B?sintB a (costB)" =
—B? costB pro libovolnou matici B. Nalezne-li se matice B takova, ze —B? =
A, bude {sin Bt, cos Bt} tvorit fundamentalni systém feseni zadané soustavy.
Zminénou matici B lze nalézt napt. pomoci Cauchyho vzorce (zminéného ve
cvideni 10), staéi volit f(z) = \/—z a spocitat f(A). Pak B = f(4) = V/—-A
a vyjde tedy

V2 55 0
B={ 0 v2 o0
0 0 1

A pak fundamentélni systém tvori matice:

sin /2t —ﬁ cosv2 0
sin Bt = 0 sin /2t 0
0 0 sint

cos /2t ﬁi sinv2t 0
a cos Bt = 0 cos /2t 0 )
0 0 cost

které lze vypocitat napiiklad pomoci Cauchyho vzorcii:
fla) = 55 [, f(2) (2 — a)"dz,
f'a) = 55 [, f(2) (2 — a)2dz,

stejnym postupem jako ve cvic¢eni 10, jenom misto funkce exp uvazujte funkce
sin resp. cos.
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