
Dynamické systémy

Definice 1. Dynamickým systémem rozumı́me dvojici (ϕ,Ω), kde Ω ⊂ R
n a

ϕ(t, x) : R×Ω → Ω je spojité zobrazeńı, splňuj́ıćı ,,semigrupovou vlastnost“

(i) ϕ(0, x) = x pro ∀x ∈ Ω

(ii) ϕ(s, ϕ(t, x)) = ϕ(s+ t, x) pro ∀x ∈ Ω, t, s ∈ R

Kanonický př́ıklad. Diferenciálńı rovnice

x′ = f(x) , (1)

kde f : Ω → R
n je daná funkce, určuje dynamický systém (ϕ,Ω) pomoćı

řešićı funkce
ϕ : (t, x0) 7→ x(t) , (2)

kde x(t) je řešeńı (1) s počátečńı podmı́nkou x(0) = x0. Z obecných vět o
existenci a jednoznačnosti plyne, že pokud je f ∈ Ck, k ≥ 1, je ϕ korektně
definováno (minimálně pro t bĺızká 0) a ϕ je také tř́ıdy Ck.

Poznámka. Naopak, lze ukázat, že každý dynamický systém (za předpokladu
ϕ ∈ C1) vzniká jako řešićı funkce určité diferenciálńı rovnice tvaru (1). Viz
úloha 4 ńıže. Při studiu této teorie je tedy dobré mı́t na mysli vzájemně
jednoznačnou korespondenci: rovnice ⇐⇒ dynamický systém.

Poznamenejme ještě, že speciálně pro lineárńı rovnici

x′ = Ax

kde A je konstantńı matice, lze odpov́ıdaj́ıćı dynamický systém napsat ex-
plicitně pomoćı exponenciály matice:

ϕ(t, x) = etAx =
∞
∑

k=0

tkAkx

k!
.

Poznámka. Otázka, zda pro danou rovnici je odpov́ıdaj́ıćı dynamický systém
definován pro všechna t ∈ R (tj. otázka globálńı existence řešeńı) je obecně,
tedy pro nelineárńı f , značně netriviálńı problém. Jednoduché př́ıklady uka-
zuj́ı, že řešeńı může utéci do nekonečna (tzv. ,,blow-up“) v konečném čase.
Následuj́ıćı kritérium však poslouž́ı ve většině rozumných aplikaćı.

Tvrzeńı 1. Necht’ Ω ⊂ R
n je omezená množina, necht’ řešeńı rovnice (1) s

počátečńı podmı́nkou v Ω nemohou opustit Ω. Potom tato řešeńı jsou defi-
nována pro všechna t ∈ R.
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Jak v praxi zajistit, aby řešeńı nemohla opustit Ω ?

1. vektor f(x) na hranici směřuje striktně dovnitř Ω – protože řešeńı
jsou křivky x = x(t), jejichž tečnou je f(x(t)), nelze v takovém bodě
dosáhnout hranice ,,zevnitř“.

2. hranice ∂Ω sama je tvořena křivkami řešeńı a stacionárńımi body – také
zde nelze hranici překročit (byl by to spor s jednoznačnost́ı řešeńı).

Definice 2. Necht’ (ϕ,Ω) je dynamický systém. Množina M se nazve inva-
riantńı, jestliže x ∈ M implikuje ϕ(t, x) ∈ M pro ∀t ∈ R.

Kĺıčový objekt pro studium chováńı dynamických systémů pro velké časy je
obsahem následuj́ıćı definice.

Definice 3. Necht’ (ϕ,Ω) je dynamický systém, necht’ x0 ∈ Ω. Omega-limitńı
množinou bodu x0 rozumı́me

ω(x0) =
{

y ∈ Ω; existuj́ı tk → ∞ tak, že ϕ(tk, x0) → y
}

.

Analogicky definujeme alfa-limitńı množinu

α(x0) =
{

y ∈ Ω; existuj́ı tk → −∞ tak, že ϕ(tk, x0) → y
}

.

Věta 2. ω(x0) je uzavřená a invariantńı. Je-li nav́ıc pozitivńı trajektorie

γ+(x0) =
{

ϕ(t, x0); t ≥ 0
}

relativně kompaktńı, je ω(x0) neprázdná, kompaktńı a souvislá.

Poznámka. Omega-limitńı množina sestává ze všech hromadných bod̊u dopředné
trajektorie; přesněji vzato jsou to právě ty body, v jejichž libovolně malém
okoĺı se řešeńı ocitne pro libovolně velké časy.
Podmı́nka relativńı kompaktnosti (v př́ıpadě Ω ⊂ R

n je ekvivalentńı ome-
zenosti př́ıslušného orbitu) v druhé části věty je podstatná: viz úloha 2, 3
dále.

Úlohy na dynamické systémy

1. Najděte explicitně řešićı funkci ϕ(t, x) pro rovnice/systémy

(i) x′ = xp, p ∈ R (pro x > 0)

(ii) x′′ + x = 0 (přepǐste jako systém 2. rovnic)

(iii) x′ = x+ ln y, y′ = −y (pro y > 0)

(iv) x′ = y2 − x2, y′ = −2xy (užijte komplexńı tvar z = x+ iy)
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Ověřte, že (alespoň lokálně) je splněna vlastnost dynamického systému: ϕ(t, ϕ(s, x)) =
ϕ(t+ s, x).

2. Najděte dynamický systém v R
2 tak, že pro vhodný počátečńı bod x0:

(i) ω(x0) = ∅

(ii) ω(x0) je jednotková kružnice

(iii) ω(x0) je dvoubodová

(iv) ω(x0) je př́ımka

(v) ω(x0) je jednotkový kruh

3. (Nesouvislá ω-limitńı množina) Uvažujte systém rovnic

x′ = −y(1− x2),

y′ = x+ y(1− x2).

Omezte se na svislý pás |x| < 1, přičemž:
(i) najděte a analyzujte stacionárńı body
(ii) identifikujte křivky, kde x′ resp. y′ měńı znameńı a načrtněte pr̊uběhy
řešeńı
(iii) ukažte, že pro každý bod x0 6= 0 je ω(x0) rovna sjednoceńı př́ımek x = ±1

4. Necht’ ϕ(t, x) je hladký dynamický systém v Rn. Ukažte, že pro každé
pevné x0 je funkce x(t) := ϕ(t, x0) řešeńım rovnice x′ = f(x), kde f(ξ) :=
∂ϕ
∂t
(0, ξ).

5. Dokažte tvrzeńı: máme dynamický systém v R
n. Necht’ ω(x0) = {z}.

Potom limt→∞ ϕ(t, x0) = z. (V řeči diferenciálńıch rovnic: řešeńı vycházej́ıćı
z bodu x0 konverguj́ı k z pro t → ∞.)

6. Necht’ (ϕ,Ω) je dynamický systém; necht’ γ+(x0) je relativně kompaktńı.
Potom ϕ(t, x0) → ω(x0) pro t → ∞ ve smyslu distance1 množin, tj.

lim
t→∞

dist(ϕ(t, x0), ω(x0)) = 0.

7. Najděte takový dynamický systém v R
2 (nebo ukažte, že neexistuje), že

ω(x0) je jednotková kružnice

(i) pro každé x0 ∈ R
2 \ {(0, 0)}

(ii) pro každé x0 ∈ R

1Znač́ıme dist(a,M) = infx∈M |a− x|.
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8. Necht’ ω(x0) neńı souvislá. Pak omezené komponenty ω(x0) nejsou izo-
lované (každá omezená komponenta má nulovou vzdálenost od jiné kompo-
nenty).

Řešeńı

1) (i) je-li p = 1, pak x0 7→ x0e
t, t ∈ R; pro p 6= 1 máme x0 7→ [t(1− p) +

x1−p
0 ]

1

1−p , s omezeńım t > −
x1−p

0

1−p
, je-li p < 1, a s omezeńım t > −

x1−p

0

1−p
, je-li

p > 1.
(ii) (x0, y0) 7→ (x0 cos t + y0 sin t,−x0 sin t + y0 cos t); uvažte, že ϕ(t, ·) je
lineárńı
(iii) (x0, y0) 7→ (x0e

t + (ln y0 − t)(et − 1), y0e
−t)

(iv) rovnice má obecné řešeńı z(t) = z0/(1 + tz0), orbity jsou kružnice se
středy na imaginárńı ose

2) (i) ϕ(t, x) = t+ x, t ∈ R; (ii) systém generovaný rovnicemi (v polárńıch
souřadnićıch) r′ = r− r2, φ′ = −1; řešeńım je kružnice r = 1 a počátek (sta-
cionárńı bod). Všechna ostatńı řešeńı jsou spirály, nav́ıjej́ıćı se k jednotkové
kružnici coby ω-limitńı množině. V kartézských souřadnićıch jde o soustavu

x′ = x+ y − x
√

x2 + y2,

y′ = −x+ y − y
√

x2 + y2.

(iii) nemá řešeńı – je-li ω(x0) = {a, b}, volme δ > 0 takové, že U(a, 2δ) ∩
U(b, 2δ) = ∅. Ovšem orbit bodu x0 prot́ıná kružnici {x ∈ R

2 : |x−a| = δ} pro
libovolně velké časy; z kompaktnosti zde lež́ı daľśı prvek ω(x0), což je spor.
(iv) užijte př́ıpad (ii) a konformńı zobrazeńı roviny, které převád́ı kružnici na
př́ımku. (v) nemá řešeńı, ω(x0) muśı mı́t prázdný vnitřek.

3) (i) (0, 0) – nestabilńı v́ır, z nějž vyb́ıhaj́ı spirály proti směru hodinových
ručiček; (ii) x′ = 0 pro y = 0, y′ = 0 pro y = x/(x2 − 1), což naznačuje týž
spirálovitý pr̊uběh; (iii) z Bendixson-Dulacova kritéria (volme B = 1/(x2 −
1)) plyne neexistence periodických řešeńı uvnitř pásu. Tedy posloupnost ξk
pr̊useč́ık̊u (netriviálńıho) řešeńı s úsečkou {(x, 1); 0 < x < 1} je prostá
(rostoućı) a nemůže mı́t hromadný bod uvnitř pásu (nebot’ ten by musel
ležet na periodickém orbitu, jak plyne z d̊ukazu Poincaré-Bendixsonovy věty).
Nutně ξk → 1− a spirála se tedy ,,lokálně stejnoměrně“ bĺıž́ı k př́ımce x = 1.
Symetrický argument na druhé straně. — Viz obrázek (řešeńı modré, izočáry
zelené, omega-limitńı množina červená).

4) Uvažte, že pro t0 pevné je

x(t0 + t) = ϕ(t0 + t, x0) = ϕ(t, ϕ(t0, x0)).
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Obrázek 1: Úloha 3

Odsud (derivováńım v t = 0) plyne

x′(t0) =
∂ϕ

∂t
(0, ϕ(t0, x0)) = f(ϕ(t0, x0)) = f(x(t0)).

5) Pokud z neńı limitou, pak orbit ϕ(t, x0) se nacháźı mimo nějaké ε-okoĺı
pro libovolně velké časy. Zároveň se (nebot’ z ∈ ω(x0)) nacháźı v tomto okoĺı
pro libovolně velké časy. Tedy existuje posloupnost tk → +∞, že |ϕ(tk, x0)−
z| = ε. Pak by ovšem na (kompaktńı) sféře {x ∈ R

n; |x − z| = ε} existoval
daľśı prvek ω(x0) – spor.

6) Pokud závěr neplat́ı, existuje δ > 0 a posloupnost tk → ∞ tak, že
dist(ϕ(tk, x0), ω(x0)) ≥ δ. Dı́ky předpokladu kompaktnosti má ϕ(tk, x0) hro-
madný bod, který však je prvkem ω(x0) – spor.

7) (i) Orbity bude tvořit systém spirál zač́ınaj́ıćıch v počátku nebo v ne-
konečnu a přimykaj́ıćıch se k jednotkové kružnici. (ii) Nelze, α(x0) by pro
|x0| < 1 musela být také část́ı jednotkové kružnice, tedy celá kružnice podle
Poincaré-Bendixsonovy věty. Malá úsečka prot́ınaj́ıćı kolmo kružnici je trans-
verzálou, pr̊useč́ıky s orbitou na ńı muśı tvořit monotónńı posloupnost, což
je spor s t́ım, že kružnice je α i ω limitńı množina.

8) Uvažujme omezenou izolovanou komponentu K a Uε := {x ∈ R
n :

d(x,K) < ε}. Pokud γ+(x0) z̊ustane pro t ≥ t0 v Uε, máme spor s ne-
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souvislost́ı ω(x0). Pokud orbita množinu Uε bude stále opouštět, bude mı́t
hromadný bod v Uδ\Uδ/2, a to pro každé ε > δ > 0. Což je spor s izolovanost́ı
K.

La Salleho princip invariance

Prvńı aplikaćı teorie dynamických systémů, která využ́ıvá pojmu ω-limitńı
množiny, je tzv. La Salleho princip invariance.

Motivačńı př́ıklad. Máme rovnici

x′′ = −x− q(x′),

popisuj́ıćı kyvadlo se třeńım, neboli zrychleńı rovná se mı́nus vychýleńı mı́nus
třećı śıla. Rozumný předpoklad na třećı śılu je

q(0) = 0, q(y)y > 0 pro y 6= 0, (3)

nebot’ třeńı p̊usob́ı striktně proti směru pohybu. Na základě fyzikálńı intuice
očekáváme, že klidový stav x(0) = x′(0) = 0 bude asymptoticky stabilńı.

Rovnici přeṕı̌seme jako systém v R
2:

x′ = y,

y′ = −x− q(y).

Linearizace v počátku vede k matici

A =

(

0 1
−1 a

)

,

kde a = −q′(0). Z předpokladu (3) je q′(0) ≥ 0, což obecně nedává nic (pro
a = 0 je spektrum A rovno {i,−i}.) Silněǰśı požadavek q′(0) > 0 už zaručuje,
že počátek je asymptoticky stabilńı.

Nab́ıźı se použit́ı Ljapunovské funkce V = x2 + y2. Orbitálńı derivace je

V̇ = 2xx′ + 2yy′ = 2xy − 2xy − 2yq(y) = −2yq(y) ≤ 0.

Tedy za předpokladu (3) je počátek stabilńı; Ljapunovova věta však nestač́ı
na asymptotickou stabilitu, nebot’ V̇ < 0 pouze pro y 6= 0, nikoliv – jak
bychom potřebovali – pro všechna (x, y) 6= (0, 0).
Nelze však tuto větu zpřesnit? Ve skutečnosti V̇ < 0 ,,téměř pořád“, řešeńı
totiž ob́ıhaj́ı kolem počátku po spirále a nepř́ıjemnou množinu y = 0 prot́ınaj́ı
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jenom občas. Je tedy přirozené předpokládat, že V → 0, tj. systém směřuje
do počátku, pro t → ∞.
Přesně to je obsahem následuj́ıćı věty. Připomeňme, že ω(x0) znač́ı omega-
limitńı množinu daného bodu, a γ(x0) je (úplný) orbit, který z bodu vycháźı,
tj.

γ(x0) =
{

x(t), t ∈ R; x(t) je řešeńı s poč. podm. x(0) = x0

}

Věta 3. [La Salleho princip invariance.] Je dána rovnice x′ = f(x), kde
f(x) : Ω → R

n, Ω ⊂ R
n.

Necht’ existuje funkce V (x) : Ω → R, která je C1, zdola omezená, a necht’

existuje ℓ ∈ R takové, že množina

Ωℓ :=
{

x ∈ Ω; V (x) < ℓ
}

je omezená a plat́ı
V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ Ωℓ

Označme dále

R :=
{

x ∈ Ωℓ; V̇ (x) = 0
}

M :=
{

x0 ∈ R; γ(x0) ⊂ R
}

Potom pro každé x0 ∈ Ωℓ je ω(x0) ⊂ M .

Poznámka. Předpoklady věty zaručuj́ı, že množina Ωℓ je pozitivně inva-
riantńı, tj. řešeńı ji nemohou opustit s rostoućım časem. Množina M je,
ekvivalentně vyjádřeno, největš́ı invariantńı podmnožina R. Závěr věty –
ω(x0) ⊂ M – ř́ıká, že orbity startuj́ıćı z x0 ∈ Ωℓ maj́ı hromadné body pouze
v M ; vzhledem ke kompaktnosti (omezenost Ωℓ) to už nutně znamená, že
orbity se bĺıž́ı k M ve smyslu distance množin. Speciálně, pokud M obsahuje
jediný bod, řešeńı konverguj́ı k tomuto bodu. (Srovnej úlohy 5, 6).

Př́ıklad – dokončeńı. Voĺıme V = x2 + y2, Ω = R
2, ℓ > 0 libovolné. Tedy

R =
{

(x, y) ∈ Ωℓ; V̇ = 0
}

=
{

(x, 0); −ℓ < x < ℓ
}

Ovšem pokud (x, 0) ∈ R, x 6= 0, z rovnice je y′ = −x 6= 0, tj. řešeńı ihned
opust́ı množinu R. Jedinou invariantńı podmnožinou R je tedy M = {(0, 0)}.
Z výše uvedené věty plyne, že ω-limitńı množina každého bodu z Ωℓ =
{(x, y); x2 + y2 ≤ ℓ2} je počátek (0, 0), tj. počátek je asymptoticky stabilńı.

Úlohy na La Salleho větu
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9. Necht’ f , g ∈ C1(R) jsou rostoućı, f(0) = g(0) = 0. Vyšetřete stabilitu
stacionárńıch bod̊u systému

x′ = −y − f(x),

y′ = g(x).

Návod: V =
∫

g(x)dx+ y2/2.

10. Nalezněte ω-limitńı množiny pro systém

x′ = y − x7(x4 + 2y2 − 10),

y′ = −x3 − 3y5(x4 + 2y2 − 10).

Návod: V = (x4 + 2y2 − 10)2.

11. Ukažte, že počátek je globálně asymptoticky stabilńı pro systém

x′ = −y − x3, y′ = x5.

Návod: V = xn + ym pro vhodná sudá m, n.

12. Ukažte, že počátek je globálně asymptoticky stabilńı pro systém

x′ = −x3 + 2y3, y′ = −2xy2.

Řešeńı

9) Počátek je jediný stacionárńı bod. (Linearizace dává asymptotickou sta-
bilitu, pokud nav́ıc f ′(0) > 0 a g′(0) > 0.) Označ́ıme G(x) =

∫ x

0
g(ξ)dξ a de-

finujeme V = G(x) + y2/2. Potom (při značeńı Věty 3) je Ωℓ vždy omezená;
V̇ = −f(x)g(x), tedy R = Ωℓ ∩ {x = 0} a protože x′ 6= 0 pro x = 0, y 6= 0,
je M rovno počátku, který je tak globálně asymptoticky stabilńı.

10) Protože V̇ = −8V (x2 + 2y6) ≤ 0, je M = R = {0} ∪ E, kde E je
,,elipsa“ {x4 + 2y2 = 10}. Je-li x0 r̊uzný od počátku, pak 0 /∈ ω(x0), (nebot’

V má v 0 lokálńı maximum); tedy ω(x0) ⊂ E. Dokonce nutně ω(x0) = E a E
je periodický orbit (elementárńı úvahy nebo užit́ım Poincaré-Bendixsonovy
věty).

11) Voĺıme V = x6/3 + y2, tedy V̇ = −2x8. Dále R = Ωℓ ∩ {x = 0},
ovšem M je pouze počátek, který je tak (globálně) asymptoticky stabilńı
d́ıky úloze 5.

12) V = x2 + y2, V̇ = −4x4; dále analogicky jako v úloze 11.
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Poincaré-Bendixsonova teorie

Během této kapitoly budeme uvažovat dynamický systém (ϕ,Ω), kde Ω je ob-
last (tj. otevřená, souvislá množina) v R

2. Funkce ϕ = ϕ(t, x) je definována
alespoň pro všechna t ≥ 0, x ∈ Ω a je spojitě diferencovatelná. Pozname-
nejme, že omezeńı na dvoudimenzionálńı dynamiku je v celé teorii podstatné,
nebot’ souviśı s topologíı roviny.
Připomeňme si některé pojmy: jednoduchou uzavřenou křivkou rozumı́me
množinu γ ⊂ Ω takovou, že γ = φ([0, 1]), kde φ : [0, 1] → Ω je spojité zobra-
zeńı, které je prosté na [0, 1) a plat́ı φ(0) = φ(1). Zřejmě orbit (netriviálńıho)
periodického řešeńı je jednoduchá, uzavřená křivka. V rovině plat́ı Jordanova
věta: je-li γ jednoduchá uzavřená křivka, pak lze (disjunktně) psát

R
2 = M1 ∪ γ ∪M2,

kde Mi jsou otevřené, souvislé množiny; nav́ıc M1 je omezená a M2 je neo-
mezená. Je užitečné značit M1 = int γ.
Hlavńım výsledkem je následuj́ıćı věta.

Věta 4 (Poincaré-Bendixson). Necht’ p ∈ Ω je takové, že γ+(p) je kompaktńı,
a necht’ ω(p) neobsahuje stacionárńı bod. Potom ω(p) = Γ, kde Γ je orbit
netriviálńıho periodického řešeńı.

Poznámka. Kompaktnost dopředného orbitu plyne z (fakticky je ekviva-
lentńı) jeho omezenosti; speciálně stač́ı předpokládat, že Ω je omezená.
Vyloučit existenci stacionárńıch bod̊u v ω(p) můžeme obvykle úvahou jako v
úloze 15 ńıže; všimněme si ovšem, že Ω za předpokladu věty vždy obsahuje
stacionárńı body – viz úloha 14.

Př́ıklad 1. Ukažte, že systém

x′ = x− y − x3

y′ = x+ y − y3

má netriviálńı periodické řešeńı.

Řešeńı. Kvalitativńı analýza odhaluje jediný stacionárńı bod (0, 0). Znaménka
derivaćı mimo ,,izočar“ (=překlad výrazu ”isoclines”) x′ = 0 resp. y′ = 0 nut́ı
řešeńı ke spirálovitému pohybu (pravotočivě) kolem počátku.
Linearizace v bodě (0, 0) je určena matićı

A =

(

1 −1
1 1

)
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s vlastńımi č́ısly 1 ± i. Odsud plyne (viz úloha 15) dále, že (0, 0) nelež́ı v
ω-limitńı množině žádného orbitu.

Konstrukci dopředně-invariantńı množiny Ω provedeme pomoćı Ljapunovské
funkce V = x2 + y2. Orbitálńı derivace je

V̇ = 2xx′ + 2yy′

= 2x(x− y − x3) + 2y(x+ y − y3)

= 2(x2 + y2 − (x4 + y4)).

Snadno se přesvědč́ıme, že V̇ < 0 pokud x2 + y2 = R2, kde R > 0 je dosti
velké č́ıslo. Tedy množina

Ω =
{

(x, y) ∈ R
2; x2 + y2 < R2

}

je pozitivně invariantńı; dynamický systém (ϕ,Ω) je definován pro všechna
t ≥ 0 a jeho orbity jsou kompaktńı. Z Věty 4 nyńı plyne, že každé řešeńı v Ω
se pro t → ∞ bĺıž́ı k periodickému orbitu Γ.
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Obrázek 2: Př́ıklad 1

Poincaré-Bendixsonova věta speciálně zaručuje existenci netriviálńıho perio-
dického řešeńı. Následuj́ıćı výsledek naproti tomu obsahuje užitečné negativńı
kritérium.
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Připomeňme, že oblast Ω ⊂ R
2 se nazývá jednoduše souvislá, jestliže pro

každou jednoduchou uzavřenou křivku γ ⊂ Ω plat́ı, že int γ ⊂ Ω. Ekviva-
lentně řečeno: každou jednoduchou uzavřenou křivku lze spojitě stáhnout do
bodu, aniž opust́ıme Ω.

Věta 5 (Bendixson-Dulac). Necht’ Ω ⊂ R
2 je jednoduše souvislá oblast; ne-

cht’ f : Ω → R
2 je C1 funkce a necht’ existuje C1 funkce B : Ω → R taková,

že div(Bf) > 0 skoro všude v Ω. Potom rovnice x′ = f(x) nemá v Ω (ne-
triviálńı) periodické řešeńı.

Úlohy na Poincaré-Bendixsonovu teorii

13. Přechodem k polárńım souřadnićım vyšetřete existenci periodických
řešeńı pro systém

x′ = ax− y + xy2,

y′ = x+ ay + y3

v závislosti na parametru a ∈ R.

14. Necht’ Ω ⊂ R
2 je jednoduše souvislá oblast; necht’ Γ ⊂ Ω je periodický

orbit. Potom int Γ obsahuje alespoň jeden stacionárńı bod. Návod: dle Zor-
nova lemmatu existuje nejmenš́ı kompaktńı invariantńı podmnožina vnitřku
Γ. Ukažte, že je nutně jednobodová.

15. Necht’ x0 je stacionárńı bod rovnice x′ = f(x), necht’ A = ∇f(x0)
má všechna vlastńı č́ısla s kladnou reálnou část́ı. Potom x0 neńı v ω-limitńı
množině žádného bodu (vyjma x0).

16. Ukažte, že van der Polova rovnice

x′′ + x′(x2 − 1) + x = 0

má periodické řešeńı.

17. Ukažte, že systém

x′ = −y + x(1− x2 − 2y2),

y′ = x+ y(1− 2x2 − y2)

má periodické řešeńı.

18. Ukažte, že systém

x′ = 1− xy, y′ = x

nemá periodická řešeńı.
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19. Ukažte, že systém

x′ = x+ xy2, y′ = (1− y2)/2

nemá periodická řešeńı.

20. Ukažte, že systém

x′ =
x− 2y

1 + x2 + y2
, y′ =

2x− y/2

1 + x2 + y2

nemá periodická řešeńı.

Řešeńı

13) r′ = r(a + r2 sin2 φ), φ′ = 1. Odsud φ = t + c a hledáme tedy 2π-
periodická řešeńı rovnice pro r. Pro a ≥ 0 neexistuj́ı taková řešeńı (dokonce
r → ∞ v konečném čase); pro a < 0 ano (rovnice pro r je Bernoulliho a lze
ukázat, že má dokonce jediné 2π periodické řešeńı).

14) Necht’ stacionárńı bod neexistuje. Množina

K =
{

K ⊂ int Γ; K je kompaktńı, invariantńı
}

obsahuje d́ıky Zornově lemmatu minimálńı (ve smyslu inkluze) prvek. Ne-
prázdnost K (jakož i fakt, že minimálńı prvek je nutně jednobodová množina)
plyne z následuj́ıćıho pozorováńı: je-li K invariantńı a p ∈ intK, pak γ1 =
ω(p), γ2 = α(p) jsou periodické orbity dle Věty 4; protože γ1 6= γ2 (např́ıklad
z lemmatu o monotónńıch pr̊useč́ıćıch transverzály), jeden z nich spolu se
svým vnitřkem tvoř́ı striktně menš́ı invariantńı množinu.

15) BÚNO x0 = 0. Necht’ x(t) je netriviálńı orbit takový, že x(tk) → 0,
kde tk → ∞. Aplikaćı věty o linearizované stabilitě na rovnici s obráceným
časem plyne, že 0 je negativně stabilńı:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)
[

|x(τ)| < δ =⇒ |x(t)| < ε ∀t ≤ τ
]

.

Volme 0 < ε < |y(t1)| a k źıskanému δ > 0 najděme tk > t1 takové, že
|y(tk)| < δ. To je spor.

16) Přepǐste jako systém pro (x, y) = (x, x′). Počátek je jediný stacionárńı
bod a je negativně stabilńı (viz úloha 15). Kvalitativńı analýza naznačuje
pohyb po pravotočivých spirálách. Pro V = x2 + y2 je V̇ ≤ 0 pokud |x| ≥
1; omezenou pozitivně invariantńı Ω tedy ohranič́ıme po stranách oblouky
{

|x| > 1
}

∩
{

x2 + y2 = R2
}

a shora/zdola řešeńımi, spojuj́ıćımi př́ımky
x = ±1.
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Obrázek 3: Úloha 16

17) Počátek je jediný stacionárńı bod, který je negativně stabilńı. Pokud
V = x2 + y2, je V̇ < 0 pro x2 + y2 = R2, kde R > 0 je dosti velké, z čehož
dostáváme pozitivně invariantńı kouli.

18) Elementárńı úvahy či fakt, že neexistuj́ı stacionárńı body a úloha 14.

19) Dulacovská funkce B = 1/(1 + y2).

20) Dulacovská funkce B = 1 + x2 + y2.
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