Dynamické systémy
Definice 1. Dynamickym systémem rozumime dvojici (¢, 2), kde Q@ C R™ a
o(t,z) : R x Q — Q je spojité zobrazeni, spliujici ,,semigrupovou vlastnost “
(i) ¢(0,2) =z pro Vo € Q
(i) ¢(s,0(t,x)) =p(s+t,x) proVe € Q, t, s € R

Kanonicky piiklad. Diferencialni rovnice

= f(z), (1)

kde f : © — R” je dand funkce, uréuje dynamicky systém (p,€2) pomoci
feSici funkce

p: (txo) = a(t), (2)
kde x(t) je feseni (1) s pocatetni podminkou z(0) = xy. Z obecnych vét o
existenci a jednoznacnosti plyne, ze pokud je f € C*, k > 1, je ¢ korektné
definovano (minimalné pro ¢ blizka 0) a ¢ je také tifdy C*.
Pozndmka. Naopak, 1ze ukézat, ze kazdy dynamicky systém (za predpokladu
¢ € C') vznika jako fesici funkce urcité diferencidlni rovnice tvaru (1). Viz
uloha 4 nize. Pii studiu této teorie je tedy dobré mit na mysli vzajemné
jednoznacnou korespondenci: rovnice <= dynamicky systém.

Poznamenejme jesté, ze specidlné pro linearni rovnici
/
x = Ax

kde A je konstantni matice, 1ze odpovidajici dynamicky systém napsat ex-
plicitné pomoci exponencialy matice:

=tk ARy
_ tA
o(t,z) = e = X
k=0

Pozndmka. Otéazka, zda pro danou rovnici je odpovidajici dynamicky systém
definovén pro vsechna ¢t € R (tj. otdzka globalni existence feseni) je obecné,
tedy pro nelinearni f, znacné netrivialni problém. Jednoduché piiklady uka-
zuji, ze feSeni muze utéci do nekonecéna (tzv. ,,blow-up*) v koneéném case.
Nésledujici kritérium vsak poslouzi ve vétsiné rozumnych aplikaci.

Tvrzeni 1. Necht Q C R" je omezend mnoZina, necht reseni rovnice (1) s
pocatecni podminkou v € nemohou opustit 2. Potom tato Teseni jsou defi-
novdna pro vsechna t € R.



Jak v praxi zajistit, aby feSeni nemohla opustit €2 7

1. vektor f(x) na hranici sméfuje striktné dovniti € — protoze feseni
jsou kiivky x = x(t), jejichz tecnou je f(x(t)), nelze v takovém bodé
dosahnout hranice ,,zevniti“.

2. hranice 02 sama je tvorena kiivkami feSeni a stacionarnimi body — také
zde nelze hranici prekrocit (byl by to spor s jednoznacnosti resent).

Definice 2. Necht (p, Q) je dynamicky systém. Mnozina M se nazve inva-
riantni, jestlize x € M implikuje p(t,z) € M pro Vt € R.
Klicovy objekt pro studium chovani dynamickych systému pro velké casy je

obsahem nasledujici definice.

Definice 3. Necht (¢, ) je dynamicky systém, necht zy € 2. Omega-limitn{
mnozinou bodu xg rozumime

w(zg) = {y € Q; existuji t;, — oo tak, ze ¢(ty,x0) >y }.
Analogicky definujeme alfa-limitni mnozinu

a(zo) = {y € Q; existuji t, — —oo tak, ze @(ty, x0) =y }.
Véta 2. w(xg) je uzaviend a invariantni. Je-li navic pozitivni trajektorie

7" (20) = {(t,20); t >0}
relativné kompaktni, je w(xo) neprdazdnd, kompaktni a souvisld.

Pozndmka. Omega-limitni mnozina sestava ze vsech hromadnych bodu doptedné
trajektorie; presnéji vzato jsou to praveé ty body, v jejichz libovolné malém
okoli se Teseni ocitne pro libovolné velké casy.
Podminka relativni kompaktnosti (v piipadé Q@ C R"™ je ekvivalentni ome-
zenosti piislusného orbitu) v druhé ¢asti véty je podstatna: viz tloha 2, 3
dale.
U’lohy na dynamické systémy

1. Najdéte explicitné fesici funkei ¢(t, z) pro rovnice/systémy

(i) 2’ = 2P, p € R (pro = > 0)

(ii) ” + = = 0 (prepiste jako systém 2. rovnic)
(iii) 2’ =z +Iny, v = —y (pro y > 0)
)

(iv) o' = y? — 2°, y = —2xy (uZzijte komplexni tvar z = x + iy)
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Ovétte, ze (alespon lokélné) je splnéna vlastnost dynamického systému: ¢(¢, p(s, x)) =
p(t + s, ).
2. Najdéte dynamicky systém v R? tak, Ze pro vhodny poéateéni bod x:

(i) w(xp) je jednotkova kruznice

w(xg) je primka

) w(

(iii) w(xg) je dvoubodova
) w(
) w(

v) w(zp) je jednotkovy kruh

3. (Nesouvisld w-limitni mnozina) Uvazujte systém rovnic

¥ =—y(l- x2),
Y =z +y(l—2%).

Omezte se na svisly pas |z| < 1, pficemz:

(i) najdéte a analyzujte staciondrni body
(ii) identifikujte kiivky, kde 2’ resp. ¢ méni znameni a nacrtnéte prubéhy
feseni
(iii) ukazte, ze pro kazdy bod z¢ # 0 je w(xg) rovna sjednoceni piimek x = £1

4. Necht ¢(t,z) je hladky dynamicky systém v R™. Ukazte, ze pro kazdé
pevné xq je funkce x(t) := ¢(t, zo) FeSenim rovnice ' = f(z), kde f(§) :=
7(0,9).

5. Dokazte tvrzeni: mdme dynamicky systém v R”. Necht w(zy) = {z}.
Potom lim;_,, ¢(t,x¢) = z. (V Feéi diferencidlnich rovnic: feseni vychazejici
z bodu xg konverguji k z pro t — 00.)

6. Necht (p, Q) je dynamicky systém; necht v7 () je relativné kompaktni.
Potom ¢(t,zy) — w(zo) pro t — oo ve smyslu distance! mnozin, tj.

lim dist(p(t, o), w(zo)) = 0.

t—o00

7. Najdéte takovy dynamicky systém v R? (nebo ukazte, Ze neexistuje), ze
w(zg) je jednotkova kruznice

(i) pro kazdé o € R?\ {(0,0)}
(ii) pro kazdé =y € R

1Znacime dist(a, M) = infyenr |a — 2|.



8. Necht w(zy) neni souvisld. Pak omezené komponenty w(zg) nejsou izo-
lované (kazda omezend komponenta ma nulovou vzdélenost od jiné kompo-
nenty).

Reseni
1) (i) je-li p = 1, pak xg — z0e', t € R; pro p # 1 mdme zq — [t(1 — p) +
1— 1—
x(l)_p ﬁ, s omezenim t > —mlo_;, je-li p < 1, a s omezenim t > —mlo_:, je-li
p> 1.

(
linedrni

(iii) (o, o) > (zoe" + (Inyo — t)(e" — 1), yoe™)

(iv) rovnice ma obecné teseni z(t) = zo/(1 + tzy), orbity jsou kruznice se

stfedy na imaginarni ose

ii) (zo,90) — (xocost + yosint, —xgsint + yocost); uvazte, ze (t,-) je
i

2) (i) ¢(t,x) =t+z, t € R; (ii) systém generovany rovnicemi (v polarnich
soufadnicich) ' = r —r?, ¢/ = —1; fesenim je kruznice r = 1 a pocatek (sta-
cionarni bod). Vsechna ostatni feseni jsou spirdly, navijejici se k jednotkové
kruznici coby w-limitni mnoziné. V kartézskych souradnicich jde o soustavu

¥=x+y—axv1?+y3?
Yy =—z4+y—yva?+y’

(ili) nemd teseni — je-li w(zy) = {a, b}, volme & > 0 takové, ze U(a,25) N
U(b,25) = 0. Ovsem orbit bodu xq protind kruznici {x € R* : |x—a| = 6} pro
libovolné velké casy; z kompaktnosti zde lezi dalsi prvek w(xg), coz je spor.
(iv) uzijte ptipad (ii) a konformni zobrazeni roviny, které prevadi kruznici na
piimku. (v) nema feseni, w(xp) musi mit prazdny vnitiek.

3) (i) (0,0) — nestabilni vir, z néjz vybihaji spiraly proti sméru hodinovych
rucicek; (ii) 2/ = 0 proy =0, ¥ = 0 pro y = x/(2? — 1), coz naznacuje tyz
spirdlovity prubéh; (iii) z Bendixson-Dulacova kritéria (volme B = 1/(x? —
1)) plyne neexistence periodickych teseni uvniti pasu. Tedy posloupnost &
pruseciku (netrividlniho) feSeni s useckou {(z,1); 0 < x < 1} je prostd
(rostouci) a nemuze mit hromadny bod wwnitr pasu (nebot ten by musel
lezet na periodickém orbitu, jak plyne z dukazu Poincaré-Bendixsonovy véty).
Nutné &, — 1— a spirala se tedy ,,lokalné stejnomérné* blizi k piimce z = 1.
Symetricky argument na druhé strané. — Viz obrazek (feseni modré, izoc¢ary
zelené, omega-limitni mnozina ¢ervend).

4) Uvazte, ze pro to pevné je

x(to +t) = @(to + t,x0) = (1, ¢(to, o))



Obrazek 1: Uloha 3

Odsud (derivovanim v t = 0) plyne

2(t0) = 2200, (b0, 20)) = Flp(to, 70)) = F(a(to)).

ot

5) Pokud z nenf limitou, pak orbit ¢(t, zo) se nachdzi mimo néjaké e-okoli
pro libovolné velké casy. Zdroven se (nebot z € w(xg)) nachédzi v tomto okoli
pro libovolné velké ¢asy. Tedy existuje posloupnost t, — +o00, ze |¢(ty, o) —
z| = €. Pak by ovSem na (kompaktni) sféte {x € R"; |x — z| = ¢} existoval
dalsi prvek w(zq) — spor.

6) Pokud zavér neplati, existuje 6 > 0 a posloupnost t;, — oo tak, ze
dist(p(tx, xo), w(xg)) > §. Diky predpokladu kompaktnosti mé ¢(tg, x¢) hro-
madny bod, ktery vsak je prvkem w(zg) — spor.

7) (i) Orbity bude tvofit systém spirdl zac¢inajicich v pocatku nebo v ne-
koneénu a primykajicich se k jednotkové kruzmici. (ii) Nelze, a(zg) by pro
|zo| < 1 musela byt také ¢dsti jednotkové kruznice, tedy celd kruznice podle
Poincaré-Bendixsonovy véty. Mala tisecka protinajici kolmo kruznici je trans-
verzalou, pruseciky s orbitou na ni musi tvorit monoténni posloupnost, coz
je spor s tim, ze kruznice je v i w limitni mnozina.

8) Uvazujme omezenou izolovanou komponentu K a U. := {z € R" :
d(z,K) < e}. Pokud ~;(x¢) zustane pro t > to v U., mame spor s ne-

>



souvislosti w(xg). Pokud orbita mnozinu U. bude stale opoustét, bude mit
hromadny bod v Us\ Us2, a to pro kazdé ¢ > § > 0. Coz je spor s izolovanosti
K.

La Salleho princip invariance

Prvni aplikaci teorie dynamickych systému, kterda vyuziva pojmu w-limitni
mnoziny, je tzv. La Salleho princip invariance.

Motivaéni priklad. Mame rovnici

2 = —x —q(a'),

popisujici kyvadlo se trenim, neboli zrychleni rovna se minus vychyleni minus
treci sila. Rozumny predpoklad na tteci silu je

q(0)=0,  q(y)y>0 proy#0, (3)

nebot t¥eni ptisobi striktné proti sméru pohybu. Na zdkladé fyzikaln{ intuice
ocekavame, ze klidovy stav 2(0) = 2/(0) = 0 bude asymptoticky stabilni.
Rovnici piepiSeme jako systém v R2:

a’ =y,

Y =—x—q(y)

Linearizace v pocatku vede k matici

0 1
=G

kde a = —¢/(0). Z predpokladu (3) je ¢’(0) > 0, coz obecné nedava nic (pro
a = 0 je spektrum A rovno {i, —i}.) Silnéjsi pozadavek ¢'(0) > 0 uz zarucuje,
ze pocatek je asymptoticky stabilni.

Nabizi se pouziti Ljapunovské funkce V = x? + 3%. Orbitdln{ derivace je

V =222 + 2yy’ = 2wy — 22y — 2yq(y) = —2yq(y) < 0.

Tedy za predpokladu (3) je pocatek stabilnf; Ljapunovova véta vsak nestaci
na asymptotickou stabilitu, nebot V' < 0 pouze pro y # 0, nikoliv — jak
bychom potiebovali — pro vechna (z,y) # (0,0).

Nelze vsak tuto vétu zptesnit? Ve skutecnosti V' < 0 ,,témér porad“, reseni
totiz obihaji kolem pocatku po spirdle a nepiijemnou mnozinu y = 0 protinaji



jenom obcas. Je tedy prirozené predpokladat, ze V' — 0, tj. systém sméruje
do pocatku, pro t — oc.
Ptesné to je obsahem nésledujici véty. Pripomenme, Ze w(xy) znaci omega-
limitni mnozinu daného bodu, a (z¢) je (iplny) orbit, ktery z bodu vychdzi,
tj.

Y(zo) = {z(t), t € R; x(t) je feSeni s pot. podm. z(0) =z }

Véta 3. [La Salleho princip invariance.] Je ddna rovnice x' = f(x), kde
flz): Q—=R" QCR"

Necht eristuje funkce V(x) : Q — R, kterd je C', zdola omezend, a necht
existuje £ € R takové, Ze mnoZina

Q= {x e V(z) < E}

je omezend a plati

V(z) <0 Vrey

Oznacme ddle

R:={z € Qy; V(z) = 0}
M :={zq € R; v(zo) C R}

Potom pro kazdé xo € Sy je w(xg) C M.

Pozndmka. Ptredpoklady véty zarucuji, ze mnozina (), je pozitivné inva-
riantni, tj. feseni ji nemohou opustit s rostoucim ¢asem. Mnozina M je,
ekvivalentné vyjadreno, nejvétsi invariantni podmnozina R. Zavér véty —
w(zg) C M — k4, ze orbity startujici z xg € £y maji hromadné body pouze
v M; vzhledem ke kompaktnosti (omezenost €2;) to uz nutné znamend, ze
orbity se blizi k M ve smyslu distance mnozin. Specialné, pokud M obsahuje
jediny bod, feseni konverguji k tomuto bodu. (Srovnej tlohy 5, 6).

Piiklad — dokonéeni. Volime V = 22 + 2, Q = R2, ¢ > 0 libovolné. Tedy
R= {(x,y) €Oy V= 0} = {(a:,O); —l<zx< f}

Ovsem pokud (z,0) € R,  # 0, z rovnice je ¢y = —x # 0, tj. feSeni ihned
opust{ mnozinu R. Jedinou invariantni podmnozinou R je tedy M = {(0,0)}.
7 vyse uvedené véty plyne, ze w-limitni mnozina kazdého bodu z €, =
{(z,y); 22+ y* < €%} je pocatek (0,0), tj. pocdtek je asymptoticky stabilni.

Ijlohy na La Salleho vétu



9. Necht f, g € C'(R) jsou rostouci, f(0) = g(0) = 0. VySetiete stabilitu
stacionarnich bodu systému

= —y— flz),
= g(z).

Ndvod: V = [ g(z)dx + y?/2.

10. Naleznéte w-limitni mnoziny pro systém

' =y — a2 (z* + 2¢* — 10),
y = —2® — 3y°(a* + 2% — 10).

Ndvod: V = (x* 4 2y* — 10)2.
11. Ukazte, ze pocatek je globalné asymptoticky stabilni pro systém

7' = —y— a2 y =1
Ndavod: V = z™ + y™ pro vhodnd sudd m, n.
12. Ukazte, ze pocéatek je globalné asymptoticky stabilni pro systém

I / _

o= —a® + 2y, y = —2zy%

Reseni

9) Pocatek je jediny staciondrni bod. (Linearizace davé asymptotickou sta-
bilitu, pokud navic f/(0) > 0 a ¢'(0) > 0.) Oznacime G(z) = [, g(£)d€ a de-
finujeme V' = G(r) + y*/2. Potom (pii znaceni Véty 3) je Q, vzdy omezens;
V = —f(x)g(x), tedy R = Q,N{z =0} a protoze 2’ # 0 pro z =0, y # 0,
je M rovno pocatku, ktery je tak globalné asymptoticky stabilni.

10) Protoze V = —8V (22 + 2% < 0, je M = R = {0} U E, kde E je
elipsa“ {z* + 2y = 10}. Je-li zy rizny od pocéatku, pak 0 ¢ w(zg), (nebot
V' ma v 0 lokalni maximum); tedy w(z¢) C E. Dokonce nutné w(zg) = F a E
je periodicky orbit (elementdrni ivahy nebo uzitim Poincaré-Bendixsonovy
vety).

11) Volime V = 2%/3 + 42, tedy V = —22%. Dile R = Q, N {z = 0},
ovSem M je pouze pocatek, ktery je tak (globdlné) asymptoticky stabilni
diky tloze 5.

12) V = 22 432, V = —4z*; déle analogicky jako v tiloze 11.



Poincaré-Bendixsonova teorie

Béhem této kapitoly budeme uvazovat dynamicky systém (¢, 2), kde €2 je ob-
last (tj. oteviend, souvisld mnozina) v R?. Funkce ¢ = ¢(t,z) je definovéna
alespon pro vSechna t > 0, z € ) a je spojité diferencovatelna. Pozname-
nejme, ze omezeni na dvoudimenzionalni dynamiku je v celé teorii podstatné,
nebot souvisi s topologif roviny.

Pripomenme si nékteré pojmy: jednoduchou uzavienou krivkou rozumime
mnozinu vy C Q takovou, ze v = ¢([0, 1]), kde ¢ : [0, 1] — € je spojité zobra-
zeni, které je prosté na [0, 1) a plati ¢(0) = ¢(1). Zfejmeé orbit (netrividlniho)
periodického Teseni je jednoduchd, uzaviend kiivka. V roviné plati Jordanova
véta: je-li v jednoduchd uzaviend kiivka, pak lze (disjunktné) psat

R? = M, U~y U M,

kde M; jsou oteviené, souvislé mnoziny; navic M; je omezena a M, je neo-
mezena. Je uzitecné znacit M; = int .
Hlavnim vysledkem je nasledujici véta.

Véta 4 (Poincaré-Bendixson). Necht p € Q je takové, Ze v (p) je kompaktnf,
a necht w(p) neobsahuje staciondrni bod. Potom w(p) = T, kde T je orbit
netrividalniho pertodického resentd.

Pozndmka. Kompaktnost dopfedného orbitu plyne z (fakticky je ekviva-
lentni) jeho omezenosti; specidlné stacéi predpoklddat, ze € je omezena.
Vyloucit existenci staciondrnich bodu v w(p) muzeme obvykle tivahou jako v
uloze 15 nize; vSimnéme si ovSem, ze ) za predpokladu véty vzdy obsahuje
stacionarni body — viz 1loha 14.

Priklad 1. Ukazte, Ze systém
¥=x—y—a®
y=x+y—y’

ma netrividlni periodické reseni.

Resend. Kvalitativnf analyza odhaluje jediny staciondrni bod (0,0). Znaménka
derivaci mimo ,,izocar“ (=preklad vyrazu ”isoclines”) =’ = 0 resp. ¢ = 0 nuti
feseni ke spirdlovitému pohybu (pravotocivé) kolem pocéatku.

Linearizace v bodé (0,0) je ur¢ena matici

a=( 7



s vlastnimi ¢isly 1 £ i. Odsud plyne (viz uloha 15) dale, ze (0,0) nelezi v
w-limitni mnoziné zadného orbitu.

Konstrukei dopredné-invariantni mnoziny €2 provedeme pomoci Ljapunovské
funkce V = 2% + y2. Orbitaln{ derivace je

V = 2xa’ + 2yy
=2z(x —y—2*) +2y(z +y — )
=2(z* +y* — (2" + y*)).

Snadno se presvédéime, ze V' < 0 pokud 22 + y2 = R2, kde R > 0 je dosti
velké cislo. Tedy mnozina

Q={(z,y) eR* 2 +y* < R*}

je pozitivné invariantni; dynamicky systém (¢, €2) je definovan pro vsechna
t > 0 a jeho orbity jsou kompaktni. Z Véty 4 nyni plyne, ze kazdé feSeni v 2
se pro t — oo blizi k periodickému orbitu I.

Obrazek 2: Priklad 1

Poincaré-Bendixsonova véta specidlné zarucuje existenci netrivialniho perio-
dického teseni. Nasledujici vysledek naproti tomu obsahuje uzitecné negativni
kritérium.
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Pripomenme, Ze oblast Q C R? se nazyva jednoduse souvisld, jestlize pro
kazdou jednoduchou uzavienou kiivku v C 2 plati, ze inty C Q. Ekviva-
lentné feceno: kazdou jednoduchou uzavienou krivku lze spojité stahnout do
bodu, aniz opustime ).

Véta 5 (Bendixson-Dulac). Necht Q C R? je jednoduse souvisld oblast; ne-
cht f:Q — R? je C' funkce a necht existuje C' funkce B : 0 — R takouvd,
ze div(Bf) > 0 skoro vsude v Q). Potom rovnice ' = f(x) nemd v 2 (ne-
trividlng) periodické resent.

Ulohy na Poincaré-Bendixsonovu teorii

13. Prechodem k polarnim soufadnicim vySetiete existenci periodickych
feseni pro systém

= ar —y+ xy’,

Yy =x+ay+y’

v zavislosti na parametru a € R.

14. Necht Q C R? je jednoduse souvisld oblast; necht I' C Q je periodicky
orbit. Potom int I' obsahuje alespon jeden stacionarni bod. Navod: dle Zor-
nova lemmatu existuje neymensi kompaktni invariantni podmnoZina vnitrku
I'. Ukazte, Ze je nutné jednobodovd.

15. Necht z je staciondrni bod rovnice z’ = f(z), necht A = V f(x)
ma vSechna vlastni ¢isla s kladnou redlnou ¢asti. Potom xg neni v w-limitni
mnoziné zddného bodu (vyjma xg).

16. Ukazte, ze van der Polova rovnice

2"+ (1) +x=0
ma periodické TeSeni.
17. Ukazte, ze systém
v = —y+a(l -2 — 2%,
v =z +y(l-22" -y
ma periodické feseni.
18. Ukazte, ze systém

I
8

¥ =1-—ay, Yy

nema periodickd feSeni.

11



19. Ukazte, Ze systém
o =awtay’, Y =(1-y")/2

nema periodicka Teseni.
20. Ukazte, ze systém

) =2y ) 2v—y/2
= Y=
1_|_$2_‘_y2 1+:B2+y2
nema periodicka TeSeni.
Reseni
13) ' = r(a + r?sin?¢), ¢’ = 1. Odsud ¢ = t + ¢ a hleddme tedy 27-
periodické feSeni rovnice pro r. Pro a > 0 neexistuji takové feseni (dokonce
r — 0o v koneéném ¢ase); pro a < 0 ano (rovnice pro r je Bernoulliho a lze
ukazat, ze méa dokonce jediné 27 periodické feseni).

14) Necht staciondrni bod neexistuje. Mnozina
K= {K C intI'; K je kompaktni, invariantni }

obsahuje diky Zornové lemmatu minimélni (ve smyslu inkluze) prvek. Ne-
prazdnost I (jakoz i fakt, ze minimaln{ prvek je nutné jednobodové mnozina)
plyne z nasledujiciho pozorovani: je-li K invariantni a p € int K, pak v, =
w(p), 72 = a(p) jsou periodické orbity dle Véty 4; protoze v; # o (napiiklad
z lemmatu o monoténnich prusecicich transverzély), jeden z nich spolu se
svym vnitikem tvori striktné mensi invariantni mnozinu.

15) BUNO z = 0. Nech z(t) je netrividlni orbit takovy, ze z(t;) — 0,
kde tp — oo. Aplikaci véty o linearizované stabilité na rovnici s obracenym
casem plyne, ze 0 je negativné stabilni:

(Ve > 0)(36 > 0) [lz(r)] <6 = |a(t) <e VE<7].

Volme 0 < ¢ < |y(t1)| a k ziskanému § > 0 najdéme ¢, > t; takové, ze
ly(tx)| < d. To je spor.

16) Prepiste jako systém pro (z,y) = (z,2’). Pocatek je jediny stacionarni
bod a je negativné stabilni (viz tuloha 15). Kvalitativni analyza naznacuje
pohyb po pravotoéivych spiralach. Pro V = 22 + 42 je V < 0 pokud |z| >
1; omezenou pozitivné invariantni 2 tedy ohranic¢ime po stranach oblouky
{le] > 1} N {2? + y* = R?} a shora/zdola feSenimi, spojujicimi pifmky
r = =+1.
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Obrézek 3: Uloha 16

17) Pocatek je jediny staciondrni bod, ktery je negativné stabilni. Pokud
V =224+1942% je V <0 pro 22 + 4> = R?, kde R > 0 je dosti velké, z ¢ehoz
dostavame pozitivné invariantni kouli.

18) Elementarni uvahy ¢i fakt, ze neexistuji staciondrni body a tloha 14.

19) Dulacovska funkce B = 1/(1 + y?).

20) Dulacovska funkce B = 1 + 2 + y%.
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