
Řešeńı

13) r′ = r(a + r2 sin2 φ), φ′ = 1. Odsud φ = t + c a hledáme tedy 2π-
periodická řešeńı rovnice pro r. Pro a ≥ 0 neexistuj́ı taková řešeńı (dokonce
r → ∞ v konečném čase); pro a < 0 ano (rovnice pro r je Bernoulliho a lze
ukázat, že má dokonce jediné 2π periodické řešeńı).

14) Necht’ stacionárńı bod neexistuje. Množina

K =
{

K ⊂ int Γ; K je kompaktńı, invariantńı
}

obsahuje d́ıky Zornově lemmatu minimálńı (ve smyslu inkluze) prvek. Ne-
prázdnost K (jakož i fakt, že minimálńı prvek je nutně jednobodová množina)
plyne z následuj́ıćıho pozorováńı: je-li K invariantńı a p ∈ intK, pak γ1 =
ω(p), γ2 = α(p) jsou periodické orbity dle Věty 4; protože γ1 6= γ2 (např́ıklad
z lemmatu o monotónńıch pr̊useč́ıćıch transverzály), jeden z nich spolu se
svým vnitřkem tvoř́ı striktně menš́ı invariantńı množinu.

15) BÚNO x0 = 0. Necht’ x(t) je netriviálńı orbit takový, že x(tk) → 0,
kde tk → ∞. Aplikaćı věty o linearizované stabilitě na rovnici s obráceným
časem plyne, že 0 je negativně stabilńı:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)
[

|x(τ)| < δ =⇒ |x(t)| < ε ∀t ≤ τ
]

.

Volme 0 < ε < |y(t1)| a k źıskanému δ > 0 najděme tk > t1 takové, že
|y(tk)| < δ. To je spor.

16) Přepǐste jako systém pro (x, y) = (x, x′). Počátek je jediný stacionárńı
bod a je negativně stabilńı (viz úloha 15). Kvalitativńı analýza naznačuje
pohyb po pravotočivých spirálách. Pro V = x2 + y2 je V̇ ≤ 0 pokud |x| ≥
1; omezenou pozitivně invariantńı Ω tedy ohranič́ıme po stranách oblouky
{

|x| > 1
}

∩
{

x2 + y2 = R2
}

a shora/zdola řešeńımi, spojuj́ıćımi př́ımky
x = ±1.

17) Počátek je jediný stacionárńı bod, který je negativně stabilńı. Pokud
V = x2 + y2, je V̇ < 0 pro x2 + y2 = R2, kde R > 0 je dosti velké, z čehož
dostáváme pozitivně invariantńı kouli.

18) Elementárńı úvahy či fakt, že neexistuj́ı stacionárńı body a úloha 14.

19) Dulacovská funkce B = 1/(1 + y2).

20) Dulacovská funkce B = 1 + x2 + y2.
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Obrázek 3: Úloha 16
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