Poincaré-Bendixsonova teorie

Béhem této kapitoly budeme uvazovat dynamicky systém (¢, €2), kde Q je
oblast (tj. oteviend, souvisld mnozina) v R% Funkce ¢ = ¢(t,z) je defi-
novana alespon pro vSechna t > 0, z € Q a je spojité diferencovatelna.
Poznamenejme, ze omezeni na dvoudimenzionalni dynamiku je v celé teorii
podstatné, nebot souvisi s topologii roviny.
Pripomenme si nékteré pojmy: jednoduchou uzavienou krivkou rozumime
mnozinu v C 2 takovou, ze v = ¢([0,1]), kde ¢ : [0,1] — Q je spo-
jité zobrazeni, které je prosté na [0,1) a plati ¢(0) = ¢(1). Ziejmé orbit
(netrividlniho) periodického teseni je jednoduchd, uzaviend kiivka. V roviné
plati Jordanova véta: je-li v jednoduchd uzaviena kiivka, pak lze (disjunktné)
psat

R? = M, U~y U My,
kde M; jsou oteviené, souvislé mnoziny; navic M; je omezena a M, je neomezena.
Je uziteéné znacit M; = int 7.
Hlavnim vysledkem je nasledujici véta.

Véta 4 (Poincaré-Bendixson). Necht p € Q je takové, Ze v+ (p) je kompaktnt,
a necht w(p) neobsahuje staciondrni bod. Potom w(p) = T, kde T je orbit
netrividlniho periodického resend.

Pozndmka. Kompaktnost dopredného orbitu plyne z (fakticky je ekviva-
lentni) jeho omezenosti; specidlné staci predpokladat, ze €2 je omezena.
Vylouéit existenci stacionarnich bodu v w(p) muzeme obvykle ivahou jako v
uloze 15 nize; vSimnéme si ovSem, ze () za predpokladu véty vzdy obsahuje
stacionarni body — viz uloha 14.

Piiklad 1. Ukazte, ze systém
P=x—y—a
y=x+y—y’
ma netrivialni periodické Teseni.
Resend. Kvalitativni analyza odhaluje jediny stacionarni bod (0, 0). Znaménka
derivaci mimo ,,izo¢ar* (=preklad vyrazu "isoclines”) ' = 0 resp. ¢y’ = 0 nuti
feseni ke spirdlovitému pohybu (pravotocive) kolem pocéatku.
Linearizace v bodé (0,0) je urCena matici

a=( )
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s vlastnimi ¢isly 1 £ i. Odsud plyne (viz tloha 15) déle, ze (0,0) nelezi v
w-limitn{ mnoziné zadného orbitu.

Konstrukeci dopfredné-invariantni mnoziny €2 provedeme pomoci Ljapunovské
funkce V' = 22 + y2. Orbitaln{ derivace je

V = 2xa’ + 2yy
=2z(x —y— )+ 2y(z +y —y°)
=2(z* +y* — (2" + y*)).

Snadno se presvédéime, ze V' < 0 pokud 22 + y2 = R2, kde R > 0 je dosti
velké ¢islo. Tedy mnozina

Q={(z,y) eR* 2”+y* < R*}

je pozitivné invariantni; dynamicky systém (¢, €2) je definovan pro vsechna
t > 0 a jeho orbity jsou kompaktni. Z Véty 4 nyni plyne, Ze kazdé feSeni v €2
se pro t — oo blizi k periodickému orbitu I'.

Obrazek 2: Priklad 1

Poincaré-Bendixsonova véta specialné zarucuje ewxistenci netrividlniho peri-
odického teseni. Nasledujici vysledek naproti tomu obsahuje uzitetné nega-
tivni kritérium.
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Pfipomenme, Ze oblast Q C R? se nazyva jednoduse souvisld, jestlize pro
kazdou jednoduchou uzavienou kiivku v C 2 plati, ze inty C Q. Ekviva-
lentné fec¢eno: kazdou jednoduchou uzavienou kiivku lze spojité stahnout do
bodu, aniz opustime 2.

Véta 5 (Bendixson-Dulac). Necht @ C R? je jednoduse souvisld oblast;
necht f : Q — R? je C' funkce a necht existuje C' funkce B : Q — R
takovd, zZe div(Bf) > 0 skoro vsude v Q. Potom rovnice ' = f(x) nemd v
(netrivialni) periodické resent.
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