
Poincaré-Bendixsonova teorie

Během této kapitoly budeme uvažovat dynamický systém (ϕ,Ω), kde Ω je
oblast (tj. otevřená, souvislá množina) v R

2. Funkce ϕ = ϕ(t, x) je defi-
nována alespoň pro všechna t ≥ 0, x ∈ Ω a je spojitě diferencovatelná.
Poznamenejme, že omezeńı na dvoudimenzionálńı dynamiku je v celé teorii
podstatné, nebot’ souviśı s topologíı roviny.
Připomeňme si některé pojmy: jednoduchou uzavřenou křivkou rozumı́me
množinu γ ⊂ Ω takovou, že γ = φ([0, 1]), kde φ : [0, 1] → Ω je spo-
jité zobrazeńı, které je prosté na [0, 1) a plat́ı φ(0) = φ(1). Zřejmě orbit
(netriviálńıho) periodického řešeńı je jednoduchá, uzavřená křivka. V rovině
plat́ı Jordanova věta: je-li γ jednoduchá uzavřená křivka, pak lze (disjunktně)
psát

R
2 =M1 ∪ γ ∪M2,

kdeMi jsou otevřené, souvislé množiny; nav́ıcM1 je omezená aM2 je neomezená.
Je užitečné značit M1 = int γ.
Hlavńım výsledkem je následuj́ıćı věta.

Věta 4 (Poincaré-Bendixson). Necht’ p ∈ Ω je takové, že γ+(p) je kompaktńı,
a necht’ ω(p) neobsahuje stacionárńı bod. Potom ω(p) = Γ, kde Γ je orbit
netriviálńıho periodického řešeńı.

Poznámka. Kompaktnost dopředného orbitu plyne z (fakticky je ekviva-
lentńı) jeho omezenosti; speciálně stač́ı předpokládat, že Ω je omezená.
Vyloučit existenci stacionárńıch bod̊u v ω(p) můžeme obvykle úvahou jako v
úloze 15 ńıže; všimněme si ovšem, že Ω za předpokladu věty vždy obsahuje
stacionárńı body – viz úloha 14.

Př́ıklad 1. Ukažte, že systém

x′ = x− y − x3

y′ = x+ y − y3

má netriviálńı periodické řešeńı.

Řešeńı. Kvalitativńı analýza odhaluje jediný stacionárńı bod (0, 0). Znaménka
derivaćı mimo ,,izočar“ (=překlad výrazu ”isoclines”) x′ = 0 resp. y′ = 0 nut́ı
řešeńı ke spirálovitému pohybu (pravotočivě) kolem počátku.
Linearizace v bodě (0, 0) je určena matićı

A =

(

1 −1
1 1

)
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s vlastńımi č́ısly 1 ± i. Odsud plyne (viz úloha 15) dále, že (0, 0) nelež́ı v
ω-limitńı množině žádného orbitu.

Konstrukci dopředně-invariantńı množiny Ω provedeme pomoćı Ljapunovské
funkce V = x2 + y2. Orbitálńı derivace je

V̇ = 2xx′ + 2yy′

= 2x(x− y − x3) + 2y(x+ y − y3)

= 2(x2 + y2 − (x4 + y4)).

Snadno se přesvědč́ıme, že V̇ < 0 pokud x2 + y2 = R2, kde R > 0 je dosti
velké č́ıslo. Tedy množina

Ω =
{

(x, y) ∈ R
2; x2 + y2 < R2

}

je pozitivně invariantńı; dynamický systém (ϕ,Ω) je definován pro všechna
t ≥ 0 a jeho orbity jsou kompaktńı. Z Věty 4 nyńı plyne, že každé řešeńı v Ω
se pro t→∞ bĺıž́ı k periodickému orbitu Γ.
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Obrázek 2: Př́ıklad 1

Poincaré-Bendixsonova věta speciálně zaručuje existenci netriviálńıho peri-
odického řešeńı. Následuj́ıćı výsledek naproti tomu obsahuje užitečné nega-
tivńı kritérium.

12



Připomeňme, že oblast Ω ⊂ R
2 se nazývá jednoduše souvislá, jestliže pro

každou jednoduchou uzavřenou křivku γ ⊂ Ω plat́ı, že int γ ⊂ Ω. Ekviva-
lentně řečeno: každou jednoduchou uzavřenou křivku lze spojitě stáhnout do
bodu, aniž opust́ıme Ω.

Věta 5 (Bendixson-Dulac). Necht’ Ω ⊂ R
2 je jednoduše souvislá oblast;

necht’ f : Ω → R
2 je C1 funkce a necht’ existuje C1 funkce B : Ω → R

taková, že div(Bf) > 0 skoro všude v Ω. Potom rovnice x′ = f(x) nemá v Ω
(netriviálńı) periodické řešeńı.
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