
La Salleho princip invariance

Prvńı aplikaćı teorie dynamických systémů, která využ́ıvá pojmu ω-limitńı
množiny, je tzv. La Salleho princip invariance.

Motivačńı př́ıklad. Máme rovnici

x′′ = −x− q(x′),

popisuj́ıćı kyvadlo se třeńım, neboli zrychleńı rovná se mı́nus vychýleńı mı́nus
třećı śıla. Rozumný předpoklad na třećı śılu je

q(0) = 0, q(y)y > 0 pro y 6= 0, (3)

nebot’ třeńı p̊usob́ı striktně proti směru pohybu. Na základě fyzikálńı intuice
očekáváme, že klidový stav x(0) = x′(0) = 0 bude asymptoticky stabilńı.

Rovnici přeṕı̌seme jako systém v R
2:

x′ = y,

y′ = −x− q(y).

Linearizace v počátku vede k matici

A =

(

0 1
−1 a

)

,

kde a = −q′(0). Z předpokladu (3) je q′(0) ≥ 0, což obecně nedává nic (pro
a = 0 je spektrum A rovno {i,−i}.) Silněǰśı požadavek q ′(0) > 0 už zaručuje,
že počátek je asymptoticky stabilńı.

Nab́ıźı se použit́ı Ljapunovské funkce V = x2 + y2. Orbitálńı derivace je

V̇ = 2xx′ + 2yy′ = 2xy − 2xy − 2yq(y) = −2yq(y) ≤ 0.

Tedy za předpokladu (3) je počátek stabilńı; Ljapunovova věta však nestač́ı
na asymptotickou stabilitu, nebot’ V̇ < 0 pouze pro y 6= 0, nikoliv – jak
bychom potřebovali – pro všechna (x, y) 6= (0, 0).
Nelze však tuto větu zpřesnit? Ve skutečnosti V̇ < 0 ,,téměř pořád“, řešeńı
totiž ob́ıhaj́ı kolem počátku po spirále a nepř́ıjemnou množinu y = 0 prot́ınaj́ı
jenom občas. Je tedy přirozené předpokládat, že V → 0, tj. systém směřuje
do počátku, pro t→∞.
Přesně to je obsahem následuj́ıćı věty. Připomeňme, že ω(x0) znač́ı omega-
limitńı množinu daného bodu, a γ(x0) je (úplný) orbit, který z bodu vycháźı,
tj.

γ(x0) =
{

x(t), t ∈ R; x(t) je řešeńı s poč. podm. x(0) = x0

}
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Věta 3. [La Salleho princip invariance.] Je dána rovnice x′ = f(x), kde
f(x) : Ω→ R

n, Ω ⊂ R
n.

Necht’ existuje funkce V (x) : Ω → R, která je C1, zdola omezená, a necht’

existuje ` ∈ R takové, že množina

Ω` :=
{

x ∈ Ω; V (x) < `
}

je omezená a plat́ı
V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ Ω`

Označme dále

R :=
{

x ∈ Ω`; V̇ (x) = 0
}

M :=
{

x0 ∈ R; γ(x0) ⊂ R
}

Potom pro každé x0 ∈ Ω` je ω(x0) ⊂M .

Poznámka. Předpoklady věty zaručuj́ı, že množina Ω` je pozitivně invari-
antńı, tj. řešeńı ji nemohou opustit s rostoućım časem. Množina M je, ekvi-
valentně vyjádřeno, největš́ı invariantńı podmnožina R. Závěr věty – ω(x0) ⊂
M – ř́ıká, že orbity startuj́ıćı z x0 ∈ Ω` maj́ı hromadné body pouze v M ;
vzhledem ke kompaktnosti (omezenost Ω`) to už nutně znamená, že orbity
se bĺıž́ı kM ve smyslu distance množin. Speciálně, pokudM obsahuje jediný
bod, řešeńı konverguj́ı k tomuto bodu. (Srovnej úlohy 5, 6).

Př́ıklad – dokončeńı. Voĺıme V = x2 + y2, Ω = R
2, ` > 0 libovolné. Tedy

R =
{

(x, y) ∈ Ω`; V̇ = 0
}

=
{

(x, 0); −` < x < `
}

Ovšem pokud (x, 0) ∈ R, x 6= 0, z rovnice je y′ = −x 6= 0, tj. řešeńı ihned
opust́ı množinu R. Jedinou invariantńı podmnožinou R je tedyM = {(0, 0)}.
Z výše uvedené věty plyne, že ω-limitńı množina každého bodu z Ω` =
{(x, y); x2 + y2 ≤ `2} je počátek (0, 0), tj. počátek je asymptoticky stabilńı.
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