La Salleho princip invariance

Prvni aplikaci teorie dynamickych systému, ktera vyuziva pojmu w-limitni
mnoziny, je tzv. La Salleho princip invariance.

Motivacni priklad. Mame rovnici

x// = —p — q(xl)7
popisujici kyvadlo se tfenim, neboli zrychleni rovnéa se minus vychyleni minus
treci sila. Rozumny predpoklad na treci silu je

q(0) =0,  q(y)y>0 proy#0, (3)

nebot t¥eni pusobi striktné proti sméru pohybu. Na zdkladé fyzikalni intuice
otekavame, ze klidovy stav z(0) = 2’(0) = 0 bude asymptoticky stabilni.

Rovnici piepiSeme jako systém v R?:

=y,
Yy =—z—qy).

Linearizace v poc¢atku vede k matici

0 1
=G,

kde a = —¢'(0). Z predpokladu (3) je ¢’(0) > 0, coz obecné nedava nic (pro
a = 0 je spektrum A rovno {i, —i}.) Silnéjsi pozadavek ¢'(0) > 0 uz zarucuje,
ze pocatek je asymptoticky stabilni.

Nabizi se pouziti Ljapunovské funkce V = 2 + 3%, Orbitdln{ derivace je

V = 2za' + 2yy’ = 2zy — 22y — 2yq(y) = —2yq(y) < 0.

Tedy za predpokladu (3) je pocatek stabilni; Ljapunovova véta vsak nestaci
na asymptotickou stabilitu, nebot V < 0 pouze pro y # 0, nikoliv — jak
bychom potfebovali — pro v8echna (z,y) # (0,0).
Nelze viak tuto vétu zpresnit? Ve skutecnosti V < 0 ,,téméf porad*, Fesenf
totiz obihaji kolem pocatku po spirdle a nepiijemnou mnozinu y = 0 protinaji
jenom obcas. Je tedy prirozené predpokladat, ze V' — 0, tj. systém sméiuje
do pocatku, pro t — oo.
Ptesné to je obsahem nésledujici véty. Pripomenme, ze w(zg) znaci omega-
limitni mnozinu daného bodu, a y(z) je (iplny) orbit, ktery z bodu vychézi,
tj.

Y(wo) = {z(t), t € R; z(t) je feSeni s po¢. podm. z(0) =z }



Véta 3. [La Salleho princip invariance.] Je ddna rovnice x' = f(x), kde
flx): Q—=R" QCR".

Necht ezistuje funkce V(x) : Q — R, kterd je C', zdola omezend, a necht
existuje £ € R takové, Ze mnozina

Q:i={z e V(z) <}

je omezend a plati

V(z) <0 VYxey

Oznacéme ddle

R:={z € Q; V(z) = 0}
M ={zy € R; ~y(zo) C R}

Potom pro kazdé x¢ € Qy je w(xg) C M.

Pozndmka. Predpoklady véty zarucuji, ze mnozina €2, je pozitivné invari-
antni, tj. feSeni ji nemohou opustit s rostoucim casem. Mnozina M je, ekvi-
valentné vyjadieno, nejvétsi invariantni podmnozina R. Zaver véty —w(zg) C
M — tika, ze orbity startujici z o € €y maji hromadné body pouze v M;
vzhledem ke kompaktnosti (omezenost €y) to uz nutné znamend, ze orbity
se blizi k M ve smyslu distance mnozin. Specialné, pokud M obsahuje jediny
bod, feseni konverguji k tomuto bodu. (Srovnej tlohy 5, 6).

Ptiklad — dokonéeni. Volime V = 2% + 9%, Q = R?, ¢ > 0 libovolné. Tedy
R={(z,y) € Q; V= 0} ={(z,0); —l<z<(}

Ovsem pokud (z,0) € R,  # 0, z rovnice je ¢y = —x # 0, tj. FeSeni ihned
opust{ mnozinu R. Jedinou invariantni podmnozinou R je tedy M = {(0,0)}.
7, vySe uvedené véty plyne, zZe w-limitni mnozina kazdého bodu z €, =
{(z,y); 2?4+ y* < 2} je pocatek (0,0), tj. pocdtek je asymptoticky stabilni.



