
Řešeńı

1) (i) je-li p = 1, pak x0 7→ x0e
t, t ∈ R; pro p 6= 1 máme x0 7→ [t(1− p) +

x1−p
0 ]

1

1−p , s omezeńım t > −
x1−p

0

1−p
, je-li p < 1, a s omezeńım t > −

x1−p

0

1−p
, je-li

p > 1.
(ii) (x0, y0) 7→ (x0 cos t + y0 sin t,−x0 sin t + y0 cos t); uvažte, že ϕ(t, ·) je
lineárńı
(iii) (x0, y0) 7→ (x0e

t + (ln y0 − t)(et − 1), y0e
−t)

(iv) rovnice má obecné řešeńı z(t) = z0/(1 + tz0), orbity jsou kružnice se
středy na imaginárńı ose

2) (i) ϕ(t, x) = t+ x, t ∈ R; (ii) systém generovaný rovnicemi (v polárńıch
souřadnićıch) r′ = r− r2, φ′ = −1; řešeńım je kružnice r = 1 a počátek (sta-
cionárńı bod). Všechna ostatńı řešeńı jsou spirály, nav́ıjej́ıćı se k jednotkové
kružnici coby ω-limitńı množině. V kartézských souřadnićıch jde o soustavu

x′ = x+ y − x
√

x2 + y2,

y′ = −x+ y − y
√

x2 + y2.

(iii) nemá řešeńı – je-li ω(x0) = {a, b}, volme δ > 0 takové, že U(a, 2δ) ∩
U(b, 2δ) = ∅. Ovšem orbit bodu x0 prot́ıná kružnici {|x| = δ} pro libovolně
velké časy; z kompaktnosti zde lež́ı daľśı prvek ω(x0), což je spor. (iv) užijte
př́ıpad (ii) a konformńı zobrazeńı roviny, které převád́ı kružnici na př́ımku.
(v) nemá řešeńı, ω(x0) muśı mı́t prázdný vnitřek.

3) (i) (0, 0) – nestabilńı v́ır, z nějž vyb́ıhaj́ı spirály proti směru hodinových
ručiček; (ii) x′ = 0 pro y = 0, y′ = 0 pro y = x/(x2 − 1), což naznačuje týž
spirálovitý pr̊uběh; (iii) z Bendixson-Dulacova kritéria (volme B = 1/(x2 −
1)) plyne neexistence periodických řešeńı uvnitř pásu. Tedy posloupnost ξk
pr̊useč́ık̊u (netriviálńıho) řešeńı s úsečkou {(x, 1); 0 < x < 1} je prostá
(rostoućı) a nemůže mı́t hromadný bod uvnitř pásu (nebot’ ten by musel
ležet na periodickém orbitu, jak plyne z d̊ukazu Poincaré-Bendixsonovy věty).
Nutně ξk → 1− a spirála se tedy ,,lokálně stejnoměrně“ bĺıž́ı k př́ımce x = 1.
Symetrický argument na druhé straně. — Viz obrázek (řešeńı modré, izočáry
zelené, omega-limitńı množina červená).

4) Uvažte, že pro t0 pevné je

x(t0 + t) = ϕ(t0 + t, x0) = ϕ(t, ϕ(t0, x0)).

Odsud (derivováńım v t = 0) plyne

x′(t0) =
∂ϕ

∂t
(0, ϕ(t0, x0)) = f(ϕ(t0, x0)) = f(x(t0)).
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Obrázek 1: Úloha 3

5) Pokud z neńı limitou, pak orbit ϕ(t, x0) se nacháźı mimo nějaké ε-okoĺı
pro libovolně velké časy. Zároveň se (nebot’ z ∈ ω(x0)) nacháźı v tomto okoĺı
pro libovolně velké časy. Tedy existuje posloupnost tk → +∞, že |ϕ(tk, x0)−
z| = ε. Pak by ovšem na (kompaktńı) sféře {x ∈ R

n; |x − z| = ε} existoval
daľśı prvek ω(x0) – spor.

6) Pokud závěr neplat́ı, existuje δ > 0 a posloupnost tk → ∞ tak, že
dist(ϕ(tk, x0), ω(x0)) ≥ δ. Dı́ky předpokladu kompaktnosti má ϕ(tk, x0) hro-
madný bod, který však je prvkem ω(x0) – spor.

7) (i) Orbity bude tvořit systém spirál zač́ınaj́ıćıch v počátku nebo v nekonečnu
a přimykaj́ıćıch se k jednotkové kružnici. (ii) Nelze, α(x0) by pro |x0| < 1
musela být také část́ı jednotkové kružnice, tedy celá kružnice podle Poincaré-
Bendixsonovy věty. Malá úsečka prot́ınaj́ıćı kolmo kružnici je transverzálou,
pr̊useč́ıky s orbitou na ńı muśı tvořit monotónńı posloupnost, což je spor s
t́ım, že kružnice je α i ω limitńı množina.

8) Uvažujme omezenou izolovanou komponentu K a Uε := {x ∈ R
n :

d(x,K) < ε}. Pokud γ+(x0) z̊ustane pro t ≥ t0 v Uε, máme spor s ne-
souvislost́ı ω(x0). Pokud orbita množinu Uε bude stále opouštět, bude mı́t
hromadný bod v Uδ\Uδ/2, a to pro každé ε > δ > 0. Což je spor s izolovanost́ı
K.
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