Reseni

1) (i) je-li p =1, pak xg — z0€', t € R; pro p # 1 mdme zq — [t(1 — p) +

1—p 1—

xé_p]ﬁ, s omezenim t > —zlo_p, je-li p < 1, a s omezenim ¢t > —
p> 1.
(i) (zo,y0) +— (xocost + yosint, —zgsint + yo cost); uvazte, ze p(t,-) je
linedrni
(iii) (zo,90) — (zoe' + (Inyo — t) (e’ — 1), y0e™")
(iv) rovnice ma obecné teseni z(t) = zo/(1 + tzp), orbity jsou kruznice se
stfedy na imaginarni ose

p
wo . .
T je-li

2) (i) ¢(t,x) =t+uz, t € R; (ii) systém generovany rovnicemi (v poldrnich
soufadnicich) ' = r —r?, ¢/ = —1; feSenim je kruznice r = 1 a pocatek (sta-
ciondrni bod). Vsechna ostatni feseni jsou spirédly, navijejici se k jednotkové
kruznici coby w-limitni mnoziné. V kartézskych soutadnicich jde o soustavu

o=z +y—zvr?+y?
Yy =—x+y—yva?+y

(iii) neméd teseni — je-li w(xg) = {a,b}, volme § > 0 takové, ze U(a,2d) N
U(b,2) = 0. Ovsem orbit bodu xy protind kruznici {|x| = §} pro libovolné
velké casy; z kompaktnosti zde lezi dalsi prvek w(xg), coz je spor. (iv) uzijte
piipad (ii) a konformni zobrazeni roviny, které prevadi kruznici na piimku.
(v) nemé teseni, w(zo) musi mit prazdny vnittek.

3) (i) (0,0) — nestabilni vir, z néjz vybihaji spirdly proti sméru hodinovych
rucicek; (ii) 2’ = 0 proy = 0, ¢ = 0 pro y = z/(2? — 1), coz naznacuje tyz
spirdlovity prubéh; (iii) z Bendixson-Dulacova kritéria (volme B = 1/(z? —
1)) plyne neexistence periodickych feseni uvniti pasu. Tedy posloupnost &
pruseciku (netrividlniho) feseni s useckou {(z,1); 0 < x < 1} je prostd
(rostouci) a nemuze mit hromadny bod wwvnitr pasu (nebot ten by musel
lezet na periodickém orbitu, jak plyne z dukazu Poincaré-Bendixsonovy véty).
Nutné &, — 1— a spirdla se tedy ,,lokalné stejnomérné® blizi k piimce z = 1.
Symetricky argument na druhé strané. — Viz obrézek (feseni modré, izoc¢ary
zelené, omega-limitni mnozina ¢ervend).

4) Uvazte, ze pro ty pevné je

z(to + 1) = p(to + 1, w0) = @(t, p(to, 29))-
Odsud (derivovanim v ¢t = 0) plyne

Dy

2'(to) = 5(0790@0»930)) = f(p(to, o)) = f(x(to))-



Obrazek 1: Uloha 3

5) Pokud z neni limitou, pak orbit ¢(¢, zy) se nachdzi mimo néjaké e-okoli
pro libovolné velké casy. Zaroven se (nebot z € w(zp)) nachézi v tomto okolf
pro libovolné velké ¢asy. Tedy existuje posloupnost t;, — +00, ze |¢(ty, o) —
z| = €. Pak by ovSem na (kompaktni) sfére {x € R"; |x — z| = ¢} existoval
dalsi prvek w(zy) — spor.

6) Pokud zdver neplati, existuje 6 > 0 a posloupnost t, — oo tak, ze
dist(p(tx, xo), w(xg)) > 6. Diky predpokladu kompaktnosti mé ¢(ty, x¢) hro-
madny bod, ktery vsak je prvkem w(xg) — spor.

7) (i) Orbity bude tvofit systém spiral zac¢inajicich v po¢atku nebo v nekoneénu
a primykajicich se k jednotkové kruznici. (ii) Nelze, a(xg) by pro |zo| < 1
musela byt také casti jednotkové kruznice, tedy cela kruznice podle Poincaré-
Bendixsonovy véty. Mald tsecka protinajici kolmo kruznici je transverzalou,
pruseciky s orbitou na ni musi tvofit monoténni posloupnost, coz je spor s
tim, ze kruznice je o i w limitni mnozina.

8) Uvazujme omezenou izolovanou komponentu K a U, := {z € R" :
d(z,K) < e}. Pokud ~4(x¢) zustane pro t > ty v U., mame spor s ne-
souvislosti w(xg). Pokud orbita mnozinu U, bude stale opoustét, bude mit

hromadny bod v E\U(;/Z, a to pro kazdé ¢ > 9 > 0. Coz je spor s izolovanosti
K.



