Dynamické systémy

Definice 1. Dynamickym systémem rozumime dvojici (¢, §2), kde Q@ C R™ a
o(t,z) : R x Q — Q je spojité zobrazeni, spliujici ,,semigrupovou vlastnost “

(i) ¢(0,2) = x pro Vz € Q
(i) (s, p(t,x)) =¢p(s+t,z) proVr € Q, ¢, s eR
Kanonicky priklad. Diferencidlni rovnice

¥ = f(z), (1)

kde f : Q — R” je dand funkce, urc¢uje dynamicky systém (¢, €2) pomoci
feSici funkce

¢ (t,z0) — (), (2)
kde z(t) je feseni (1) s pocatetni podminkou z(0) = xo. Z obecnych vét o
existenci a jednoznaénosti plyne, ze pokud je f € C*, k > 1, je ¢ korektné
definovéno (minimalné pro ¢ blizka 0) a ¢ je také tifdy C*.
Pozndmka. Naopak, 1ze ukazat, ze kazdy dynamicky systém (za predpokladu
¢ € C') vznika jako fesici funkce urcité diferencidlni rovnice tvaru (1). Viz
uloha 4 nize. Pii studiu této teorie je tedy dobré mit na mysli vzdjemné
jednoznacnou korespondenci: rovnice <= dynamicky systém.

Poznamenejme jesté, ze specialné pro linedrni rovnici
/
x = Ax

kde A je konstantni matice, lze odpovidajici dynamicky systém napsat ex-
plicitné pomoci exponencialy matice:

=tk ARy
_ tALL
o(t,z) = e = X
k=0

Pozndmka. Otézka, zda pro danou rovnici je odpovidajici dynamicky systém
definovén pro vsechna t € R (tj. otdzka globalni existence feseni) je obecné,
tedy pro nelinearni f, znacné netrividalni problém. Jednoduché priklady ukazuji,
ze Feseni muze utéci do nekoneéna (tzv. ,,blow-up*) v koneéném case. Nasledujici
kritérium vsak poslouzi ve vétsiné rozumnych aplikaci.

Tvrzeni 1. Necht Q C R" je omezend mnoZina, necht reseni rovnice (1) s
pocatecni podminkou v € nemohou opustit 2. Potom tato Teseni jsou defi-
novdna pro vsechna t € R.



Jak v praxi zajistit, aby feSeni nemohla opustit €2 7

1. vektor f(x) na hranici sméfuje striktné dovniti €2 — protoze feSeni
jsou kiivky x = x(t), jejichz tecnou je f(x(t)), nelze v takovém bodé
dosdhnout hranice ,,zevnitt“.

2. hranice 02 sama je tvorena kiivkami feseni a stacionarnimi body — také
zde nelze hranici prekrocit (byl by to spor s jednoznaénosti Feseni).

Definice 2. Necht (¢, Q) je dynamicky systém. Mnozina M se nazve invari-
antni, jestlize x € M implikuje (¢, x) € M pro Vt € R.

Klicovy objekt pro studium chovani dynamickych systému pro velké casy je
obsahem naésledujici definice.

Definice 3. Necht (p, Q) je dynamicky systém, necht zy € 2. Omega-limitni
mnozinou bodu xg rozumime

w(wg) = {y € Q; existuji t, — oo tak, ze ¢(ty,z0) =y }.
Analogicky definujeme alfa-limitni mnozinu
a(zo) = {y € QO existujf t, — —oo tak, ze p(tx,z0) =y }.
Véta 2. w(xg) je uzaviend a invariantni. Je-li navic pozitivni trajektorie
(o) = {e(t, 20); t >0}
relativné kompaktni, je w(xzo) neprdzdnd, kompaktni a souvisld.

Pozndmka. Omega-limitni mnozina sestava ze vsech hromadnych bodu dopiredné
trajektorie; presnéji vzato jsou to prave ty body, v jejichz libovolné malém
okoli se feSeni ocitne pro libovolné velké casy.

Podminka relativni kompaktnosti (v pripadé 2 C R” je ekvivalentni omezenosti
ptislusného orbitu) v druhé casti véty je podstatna: viz tloha 2, 3 dale.



