Centralni varieta
Je dén stacionarni bod X, € R rovnice
X' = F(X). (0)

Necht F je alespon tifdy C! na okoli X,. Oznacme M = VF(Xj). Piedpoklé-
dejme, ze Re A < 0 pro viechna \ € o(M), aviak existuje A € o(M) takové,
7e Re X = 0. Toto je presné ta jedina situace, kdy o stabilité bodu X nelze
rozhodnout na zékladé vét o linearizaci. Presnéji feceno, neni obecné zadna
souvislost mezi stabilitou bodu X a stabilitou pocatku rovnice Y’ = MY,

V uvedené situaci linedrni ¢leny nestaci k rozhodnuti o (ne)stabilite.
V této kapitole si ukazeme, ze chovani rovnice lze vyloucenim nezajimavé
stabilni dynamiky (kterd odpovida vlastnim vektorum pro ReA < 0) v
okoli X, redukovat na tzv. centrdlni varietu (c.v.) Uvidime, ze dynamiku
na centralni varieté lze libovolné presné aproximovat a posléze tim vyftesit
puvodni problém stability bodu Xj.

Pozndmka. Dukazy nize uvadénych vét lze nalézt v kapitole 2 knihy J. Carr:
Applications of centre manifold theory, Springer 1981, odkud jsme prevzali i
nékteré z prikladu.

Predpokladejme, ze Xy = 0 a ze systém (0) prevedeme vhodnou zédménou
proménnych na tvar

x’:Ax+f(x,y)
Yy =By +g(z,y)
kde X = (z,y) € R* x R™, a plati

(1)

Rec(A) =0
Reo(B) < -8 <0
£(0,0) = ¢(0,0) =0

V£(0,0) = Vg(0,0) =0

Vektor z respektive y nazyvame centralni resp. stabilni proménné.

Definice 1. Hladkd funkce ¢ : R™ — R™, spliujici ¢(0) = V¢(0) = 0, se
nazyva centrdlni varieta systému (1), jestlize plati: existuje U okoli bodu
(0,0) takové, ze je-li (x(t),y(t)) feseni (1), pak

y(0) = ¢(z(0)) = y(t) = ¢(x(t)) Vt takova, ze (x(t),y(t)) € U. (INV)



Podminku (INV) nazveme pracovné princip invariance; fikd ndm, ze graf
¢, presnéji mnozina {(x,y); y = ¢(x)} NU, je invariantni vaci Fesenim (1).

Princip invariance je ekvivalentni principu redukce: je-1i p feSeni ,,reduko-
vané rovnice“

P =Ap+ f(p,é(p)), (2)

pak (z(t),y(t)) := (p(t), ¢(p(t))) je FeSenim puvodni soustavy (1) pro vsechna
t, spliwujici (p(t), ¢(p(t))) € U. (Netrividlnim pozadavkem zde je splnéni druhé
rovnice v (1).)

Véta 1. Necht jsou splnény predpoklady (P), necht funkce f, g jsou alespori
tridy C? na okoli (0,0). Pak existuje centrdlni varieta systému (1) a je téZ
tridy C* na okoli 0.

Poznamenejme, ze centralni varieta neni uréena jednoznacéné (viz tloha 1
nize.) Jsou-li f, g tifdy C*, lze mit c.v. téz t¥idy C*, le¢ piislusné okoli se
pfi rostoucim k zmensuje: obecné nemusi existovat analyticka c.v. (iloha 2),
dokonce ani c.v., ktera je C'"* na okoli pocatku.

Roli centralni variety lze chépat tak, ze umoznuje fesit obé ¢asti sous-
tavy (1) zvlast. Stabilni ¢dst y ma nezajimavou dynamiku a jeji pusobeni na
centralni ¢ast = lze vyjadrit pomoci funkciondlniho vztahu y = ¢(z). Staci
tedy Fesit redukovanou rovnici (2), v niz jsou obsazeny vSechny podstatné
informace o chovani celého systému v okoli pocatku.

Exaktné je tento fakt vyjadien nasledujicim tvrzenim.

Lemma 2. Necht 0 je stabilni veseni rovnice (2). Potom ke kazdému Teseni
(x(t),y(t)) rovnice (1) s dostatecné malou pocdatecni podminkou (x(0),y(0))
existuje p(t) resent rovnice (2) takové, Ze

x(t) = p(t) + O(e™)
y(t) = o(p(t)) + O(e™)

pro t — 0o, kde v > 0 je vhodna konstanta.

Jinymi slovy: predpokladame-li stabilitu redukované rovnice, pak kazdé
feSeni puvodni rovnice lze s exponencialné malou chybou aproximovat fesenim,
lezicim na centralni varieté. Rikdme téz, ze centralni varieta mé ,stopovaci
vlastnost“ (tracking property).

Snadnym dusledkem predchoziho lemmatu je nésledujici ,,princip reduko-
vané stability “.

Véta 3. Necht ¢ je centrdlni varieta systému (1). Bod (0,0) je stabilni
(asymptoticky stabilni, nestabilni) pro (1), prdavé kdyz bod 0 md analogickou
vlastnost pro (2).



Aproximace centralni variety

Vratme se k puvodnimu problému: stabilita bodu (0,0) pro soustavu (1).
Véta na konci predchozi sekce problém tesi jen v teoretické poloze: prakticky
nam k nicemu neni, nejsme-li schopni urcit centralni varietu ¢.

Podle principu redukee je ¢ centréalni varietou, pravé kdyz (z(t), y(t)) :=
(p(t), ¢(p(t))) je tesenim (1), jakmile p fesi (2). Rovnice (1), pozaduje

(6(p)) = Vo(p)p' = Bo(p) + g(p. 6(p))
Vo(p)(Ap+ f(p, ¢(p))) = Bo(p) + g(p, ¢(p))

Vidime, zZe ¢ je centralni varieta, pravé kdyz posledni identita plati pro kazdé
feseni rovnice (2) v okoli 0. To v8ak zjevneé plati prave tehdy, kdyz M|[¢] = 0
v okoli 0, kde

M(g)(z) = Vo(x)(Az + f(z, 6(2))) — B(z) — g(z, ¢(2)). (3)

Resit tuto parcidlni diferencidlni rovnici obecné neumime. Z praktického
hlediska vsak plné postacuje nasledujici véta o aproximaci:

Véta 4. Necht ¢ : R* — R™ je C' funkce, spliujici )(0) = Vi(0) = 0.
Necht M[y)(z) = O(|z|?), x — 0 pro jisté ¢ > 1. Potom existuje centrdlni
varieta ¢, spliugici ¢(z) — (x) = O(|x]?), = — 0.

Priiklad 1. Vysetrete stabilitu pocatku soustavy
o= -1’
y = =2y + 2%

Resend. Jde o soustavu tvaru (2), kde m =n =1, A =0, B = -2, f =
—23 +y? a g = 2. Dle Véty 1 hleddme centrdlni varietu tvaru y = ¢(x).
Vyraz pro aproximaci (3) je

M(g)(z) = ¢'(x)( = 2° + ¢*(2)) — (= 20(2) + 27).

Volme t(z) = 0. Potom M[y] = —x?; dle Véty 4 je c.v. tvaru ¢(z) =
0+ O(2?). Redukovand rovnice m4 tedy tvar

P =0+ (0+0))" = —p*+ 00").

Tato rovnice je asymptoticky stabilni v nule (viz uloha 4); totéz tedy plati
pro pocatek puvodni soustavy.



Piiklad 2. Vysettete stabilitu pocatku soustavy

:L‘/ — x2y3
y/ — _2y _y3 _'_a/l.B
kde a € R je parametr.

Reseni. Opét vidime, ze x je centralni, y stabilni proménnd. Vyraz pro apro-
ximaci ma tvar

M[Y)(z) =/ (z)2*)"(2) + 20 (2) +9°(2) — aa®.

Pokud a = 0, je M[0](x) = 0; tedy funkce ¢(x) = 0 je piimo rovna c.v.
Redukovana rovnice ma tvar
/
p = 0.

Tedy pocatek je stabilni, ne vsak asymptoticky stabilni.
Pokud a # 0, hledejme aproximaci ve tvaru 1(z) = cz?. Mdme

M[)(z) = 222" + 2ca® + 2% — ax?®.

Volba ¢ = 0 dava M[¢](z) = —ax?, tedy c.v. spliiuje ¢(x) = 0+ O(x?). Z
této informace ovsem nelze o stabilité redukované rovnice nic fici:

o znaménku pravé strany nemdme informaci. Pokud volime ¢ (z) = cx?,
kde ¢ # 0, je situace podobnd, nebot pak M[y](z) = O(z?), tedy ¢(z) =
cr? + O(x?); znaménko ¢(x) opét neumime uréit.

Hledejme tedy aproximaci v(x) = cz®. Mdme

M[Y)(x) = 3c*z"® + 2ca® + P2 — 22°.
Volba ¢ = 1 dd M[¢](z) = O(z?); tedy
o(z) = 2° + O(a?).
Redukovana rovnice nam tika, ze
P =" +00")" =p*(p’ + 0(p™)) = p + O(p").

Tedy pocatek je nestabilni.



Priiklad 3. Vysettete stabilitu pocatku pro soustavu
¥ = oy — 2)

/

Yy =-"2y+z+2"-2"

/

Z =y—3z+ayz

Resent. Zde mdme n = 1, m = 2; kde z je centraln, (y, z) stabilni proménné.
Piislusné matice jsou A =0 a

—2 1
o= (7 )

s vlastnimi éisly (=54 +/5)/2 < 0. Centralni varieta mé tedy tvar y = ¢ (z),
2 = ¢9(x); analogicky aproximace M ma dvé slozky:

Mi[y)(x) = v (2)z(¥r(2) — ¢a(@)) + 201 (2) — ¥a(w) — 2* — 93(2)
Ma[y)(x) = vy(2)z (¥r(2) — ¥a(@)) — i (2) + 3¢a(2) — 2t (2)¢a(2)

2
Zkusme nulovou aproximaci, tj. ¥; = 1, = 0. Potom M = O(z?), tedy
¢i(x) = O(2?), pro i = 1, 2. Redukovana rovnice

P =p(o1(p) — ¢2(p))

nam ovSem nefekne nic. — Zkusme aproximaci

Vi(z) = ax®,  y(x) = ba’.
Prvni a posledni séitanec v My, My jsou alesponn O(z*). Zkusme vynulovat
zbyvajici cleny, tj.
21 () — o) = 2
—1(x) + 3¢a(z) = 0

Resenim je a = 3/5, b = 1/5. Ziskédvame aproximaci c.v. tvaru

bi(x) = 247 + O
6o(a) = 147 + Oa*)
Redukovana rovnice dava
P = p(gp2 - épz +0(p") = %pB +0(p°)

Pocatek je nestabilni.



Piiklad 4. Vysettete stabilitu pocatku soustavy
¥ =z —siny,
y = 2sinx — 2y.
Resent. Matice linearizované soustavy
-z )
ma vlastni ¢isla 0 a —1. Odpovidajici vektory (1,1) a (1,2) urcuji centralni,
respektive stabilni smér. Oznac¢me prislusné proménné u, v; tedy
r=u-+v, Yy =u-+2v.
V novych soutadnicich mame soustavu
v = 4u+ 6v — 2sin(u + 2v) — 2sin(u + v),
v = =3u — 50 + sin(u + 2v) + 2sin(u + v).
Centrélni varieta ma tvar v = ¢(u). Rovnice pro aproximaci jest
M(g](u) = ¢'(u) (4u + 66 (u) — 2sin(u + 2¢(u)) — 2sin(u + ¢(u)))
— (= 3u—5¢(u) + sin(u + 2¢(u)) + 2sin(u + ¢(u))).

Volba ¥ (u) = cu? ddvd v nejlepsim pifpadé ¢ = 0 aproximaci ¢(u) = O(u?),
coz je k ni¢emu.
Zkusme ¥ (u) = cu®. Uvdzime-li, ze

sin(u + au®) = u+ au® — %(u +au’)’ +O(u’) = u+ (a— %)UB +0(u’), (4)

je prvnf fadek v M[¢](u) asponn O(u®). Druhy fddek (bez znaménka minus)
aproximujeme jako

1 2
—3u — 5eu® + u + 2cu® — éug +2(u + cu®) — éug + O(u)

1 2
= (—5c+2c+2c— 5= 6)u3+(9(u5).
Koeficient u u3 vynulujeme volbou ¢ = —1/2. Tedy c.v. spliuje ¢(u) =
—u?/2 + O(u®). Redukovana rovnice (opét s vyuzitim (4)) je tvaru
P =dp+6(— 30" +0@p*) - 2sin(p — p* + O@p")) - 2sin(p — 39° + O(p*))

1 1. 1
=4p—3p° —2(p—p* — ép?’ +0(") —2(p— 51?3 — 6193 + O(p?))

2
= gpg + O(p?).

Pocatek je nestabilni.



Piiklad 5. Vysetiete chovani systému v okoli pocatku

v =cr—a2>+ay
y =—y+y’—a’
pro € blizka 0.

Resend. Linearizaci dostavame matici

)

Tedy pocatek je stabilni pro € < 0, nestabilni pro € > 0; pro € = 0 mame v
pocatku bifurkaci. Pouzijeme trik s pridanim rovnice pro ¢, tj.

=0
v =cx —2® + a2y (6)

/ o 2

y=—y+y—u
To je jiz systém tvaru (1) — centralni proménné X = (g, x), stabilni proménnd
y; A je nulovd matice 2 x 2, b= —1, f = (0,ex — 2° + zy), g = y* — 2°.
Existuje tedy centralni varieta y = ¢(e, ). Rovnice pro aproximaci je

0 0
M[qﬁ]_a—fO—l—a—f(m—ﬁ—l—ﬂb)—(—Qﬁ—l—qﬁz—xz)
_ 00, 4 2 2
—ax(ex ° +xd) + ¢ — 27 + @7

Zkusme v = 0. Potom M[¢] = —2? = O(] X |?). Redukovana rovnice m4 tvar
V' =ep—p* +pO(|IP]*) = p(e —p* + O(IP)),

kde znacime P = (e, p). Stabilita poc¢atku pro € = 0 odsud stéle neni jasna.
Zkusme lepsi aproximaci ¢ = x2. Potom M[y] = 2z(ex) + 2t = O(| X ?).
Redukovanda rovnice ma tvar

p=p(e—2p"+0O(PP)). (7)

N

h(:p)

Poznamenejme, ze O(|P|?) zde zastupuje (hladkou) funkei, jejiz derivace do

fadu dva véetné v pocdtku jsou nulové, specidlné plati O(|P|?) < K(|e|> +

Ip|?). Odsud vidime, 7e pro € = 0 je pocéatek asymptoticky stabilni. Obecnéji,
. , 2

pro funkci h plati h(0,0) = 0, 2£(0,0) = 1, g—g(o,()) =0a ‘37’;(0,0) = —4.

Pomoci véty o implicitni funkci odvodime, ze mnozina h(e, p) = 0 je v okoli
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pocatku grafem funkce ¢ = 2p?+ O(p?); odsud dostavame bifurkaén{ diagram
rovnice (7) — viz obrazek 1.

Nyni méme celkovou ptedstavu o chovani feSeni soustavy (5) v okoli
pocatku v zavislosti na € blizko nuly. Pro ¢ < 0 je pocatek asymptoticky
stabilni. Pro € > 0 je situace jako na obrazku 2. Ve sméru stabilni vari-
ety (Cervend) se feSeni exponencidlné blizi k centralni varieté (zlatd), kterd
obsahuje kromé nestabilniho poc¢atku dva stabilni staciondrni body (modré).

P

h(e,z) =0

Obrazek 1: Bifurkace rovnice (7): ,,vidlickova“.



Obrézek 2: Reseni rovnice (5) pro € > 0.



Ijlohy na centralni varietu a jeji aproximaci.
1. Ukazte, ze systém

ma centralni varietu ¢(z) = 0. Ukazte, ze

0, 2<0
o) = {exp(—l/?xQ), x>0

je také centralni varieta. Naleznéte dalsi centralni variety.
2. Ukazte, ze (z4dnd) centralni varieta systému

o=ty =y ta’

neni analytickd v okoli 0.

3. Piedpoklddejte situaci m = n =1, tj. A =a > 0, B = —b < 0. Necht
f, g jsou C? a necht ¢ je C? funkce, splitujici M¢ = 0 a ¢(0) = 0. Ukazte,
ze nutné ¢’'(0) = 0 a vyjadrete ¢”(0) pomoci derivaci funkci f a g. (Navod:
Tayloruv rozvoj.)

4. Necht F'(z) je spojitd na okoli 0, F(0) = 0 a necht F(z) = az"+O(z" ),
x — 0, kde a # 0, n € N. Vysetfete stabilitu bodu 0 pro rovnici 2’ = F(x).
5. Vysetiete stabilitu pocatku pro systém

= xy, y = —y+ 22
6. Vysetiete stabilitu pocatku pro systém

= xy, y = —y — 22
7. VySetiete stabilitu pocatku pro systém
— e, y =" —e¥.
8. Vysetiete stabilitu pocatku pro systém

¥ =ysinx + xsiny, y =In(1 —y) + sin 2°.

9. Vysetiete stabilitu pocatku pro systém

/ —_—

= 2% — day + v, y = —10y + 2%y* + 2°.
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10. Vysetiete stabilitu poc¢atku pro systém

, —

o =ar’ + 2%y, Y =—y+yitay -2

kde a € R je parametr.
11. Vysetiete stabilitu pocatku pro systém

.T/ — y2 + 23,
Y =—y+a’
7 =2z —2°
12. Uvazujte systém
= yv
y' = yu
' = —u+ 2% + 2298
v = —v+y? + 20%)°

Ukazte, ze existuje centralni varieta tvaru u = ¢(x,y), v = ¥ (z,y). Aproxi-
mujte ji vhodnou kvadratickou funkci. Vysettete stabilitu poc¢atku pro puvodni
systém.

13. Uvazujte systém

= —y+at+yz

l’—yz

TY — 2

!
T
/
Y
Z/

Oveéftte, ze existuje c.v. tvaru z = ®(z,y). Aproximujte ji vhodnou kvadrat-
ickou funkci. Vysettete stabilitu redukované rovnice pouzitim véty o stabilité
Hopfovy bifurkace.
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Reseni.

1) Overte, ze M[¢](z) = 0, tj. —23¢'(z) = —¢(z). Odtud: je-li ¢(x) c.v., je
také co(x) c.v.

2) Sporem: ¢(z) = > 77, axz? je c.v. Potom M[¢](x) = —23¢/(x) + ¢(x) —
2?2 = 0, coz davd ay = 1 a obecné apio = kay, coz je fada s nulovym
polomérem konvergence.

3) Necht

$(a) = fz +12?
f(z,y) = ana® + 2a127y + axgy?
g(x,y) = bya® + 2biaxy + baoy?

jsou piislusné Taylorovy rozvoje druhého taddu. Dosazenim do (3) plyne 5 =0
(¢leny u z) a dédle v = byp/(2a + b) (¢leny u %), neboli

2
54(0,0)

(b”(()) = 26L+ b

4) Je 2’ = az"(14+O(x)), tedy ' ma stejné znameni jako ax™ v intervalech
(—0,0), (0,9). Asymptotickd stabilita pro a < 0 a n liché; jinak nestabilita.

5) Aproximace ¥ (z) = cx?; pti volbé ¢ = 1 je M[¢](z) = O(z*). Reduko-
vana rovnice p’ = p* + O(p°) je nestabilni.

6) Aproximace ¥(x) = cx?; pii volbé ¢ = —11 je M[¢](z) = O(z*). Re-
dukované rovnice p’ = —p* + O(p°) je asymptoticky stabilni.

7) Aproximace ¥ (z) = cx? pii volbé ¢ = 1/2 davad M[](x) = 0, tedy
d(x) = 2?/2 je c.v. Redukovana rovnice p’ = 0 je stabilni, nen{ asymptoticky
stabilni.

8) Aproximace 1 (x) = cx?; pti volbé ¢ = 1 je M[)](x) = O(x3). Reduko-
vana rovnice p’ = 2p® + O(p*) je nestabilni.

9) Aproximace ¢(x) = 0 dava M[¢](z) = O(2°). Redukovand rovnice
p = p?+ O(p°) je nestabilni.

10) Aproximace ¥(z) = 0 davd M[¢](x) = O(x?). Redukovana rovnice
p = ap® + O(p°) je asymptoticky stabilni pro a < 0, nestabilni pro a > 0.
Pro a = 0 potiebujeme lepsi aproximaci. Nestaci o (z) = cx?; aviak ¥ (z) =
cxd pii volbé ¢ = —1 davd M[y](z) = O(z*). Redukovand rovnice p' =
—p® + O(p®) je asymptoticky stabilni.
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11) Centralni varieta ma tvar y = ¢ (), 2 = ¢2(x). Chyba aproximace ma
slozky

Mi[y)(x) = o (2) (¥i(2) + ¥3(x)) + (@) — 27,

Volba 9(z) = 0 davd M[](x) = O(z?), coz nestaci. Volba ¢ (x) = 22
Po(z) = —2%/2 d&d M[Y](z) = O(z°). Odtud redukovand rovnice p’ = p* +
O(p®) je nestabilni.

12) Centrélni sméry (z,y), A je nulova matice 2 x 2; stabilni sméry (u,v),
B je minus jednotkovd matice. Aproximace ma dvé slozky (v argumentech
x, Y, jez vynechavame) :

0 0

M6, 4] = gy + 5oy + 6 - 2 = 20y
0 0

Mo, v] = a—f@/}y + a—fcby +4 -y = 2%y

Nabizi se volba ¢ = 22 a 1) = y?, pro niz dokonce M; = M, = 0, tj. mame
c.v. pfesné. Redukovand soustava mé tvar p’ = ¢%, ¢ = p?q a vidime, ze
feSeni napt. v prvnim kvadrantu se vzdaluje od pocatku v obou slozkach.
Tedy pocatek neni stabilni.

13) Centrélni sméry X = (x,y), spektrum A je {+£i}; stabilni smér z, kde
B = (~1). Déle

M® = (—y+2° +y®)®, + (x — y*)P, + ® — zy
Aproximace tvaru ¥ = a;2% + 2as2y + asy? nds zbavi vsech kvadratickych

¢lent (tedy chyba tadu |X|?), prave kdyz a; = —1/5, ay = 1/10, a3 = 1/5.
Redukovana rovnice (¢leny do tiettho fadu véetné) je

1 1 1
I 2 4.2 o2 2.3
r=-y+x 5xy—|—5xy +5y + ...
y=r—Yy

Aplikujeme Vétu 2 z kapitoly ,,Bifurkace; d neni relevantni nebot formdalné
p = 0; dile wy = 1 a vypocteme a = 1/40, tedy pocatek neni stabilni.
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