
Řešeńı.

1) Ověřte, že M [φ](x) = 0, tj. −x3φ′(x) = −φ(x). Odtud: je-li φ(x) c.v., je
také cφ(x) c.v.

2) Sporem: φ(x) =
∑

∞

k=2 akx
2 je c.v. Potom M [φ](x) = −x3φ′(x) +φ(x)−

x2 = 0, což dává a2 = 1 a obecně ak+2 = kak, což je řada s nulovým
poloměrem konvergence.

3) Necht’

φ(x) = βx+ γx2

f(x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2

g(x, y) = b11x
2 + 2b12xy + b22y

2

jsou př́ıslušné Taylorovy rozvoje druhého řádu. Dosazeńım do (3) plyne β = 0
(členy u x) a dále γ = b22/(2a+ b) (členy u x2), neboli

φ′′(0) =

∂2g

∂y2
(0, 0)

2a+ b

4) Je x′ = axn(1+O(x)), tedy x′ má stejné znameńı jako axn v intervalech
(−δ, 0), (0, δ). Asymptotická stabilita pro a < 0 a n liché; jinak nestabilita.

5) Aproximace ψ(x) = cx2; při volbě c = 1 je M [ψ](x) = O(x4). Reduko-
vaná rovnice p′ = p3 +O(p5) je nestabilńı.

6) Aproximace ψ(x) = cx2; při volbě c = −11 je M [ψ](x) = O(x4). Re-
dukovaná rovnice p′ = −p3 +O(p5) je asymptoticky stabilńı.

7) Aproximace ψ(x) = cx2 při volbě c = 1/2 dává M [ψ](x) = 0, tedy
φ(x) = x2/2 je c.v. Redukovaná rovnice p′ = 0 je stabilńı, neńı asymptoticky
stabilńı.

8) Aproximace ψ(x) = cx2; při volbě c = 1 je M [ψ](x) = O(x3). Reduko-
vaná rovnice p′ = 2p3 +O(p4) je nestabilńı.

9) Aproximace ψ(x) = 0 dává M [ψ](x) = O(x5). Redukovaná rovnice
p′ = p2 +O(p6) je nestabilńı.

10) Aproximace ψ(x) = 0 dává M [ψ](x) = O(x3). Redukovaná rovnice
p′ = ap3 +O(p5) je asymptoticky stabilńı pro a < 0, nestabilńı pro a > 0.
Pro a = 0 potřebujeme lepš́ı aproximaci. Nestač́ı ψ(x) = cx2; avšak ψ(x) =
cx3 při volbě c = −1 dává M [ψ](x) = O(x4). Redukovaná rovnice p′ =
−p5 +O(p6) je asymptoticky stabilńı.
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11) Centrálńı varieta má tvar y = φ1(x), z = φ2(x). Chyba aproximace má
složky

M1[ψ](x) = ψ′

1(x)
(
ψ2
1(x) + ψ3

2(x)
)
+ ψ1(x)− x2,

M2[ψ](x) = ψ′

2(x)
(
ψ2
1(x) + ψ3

2(x)
)
+ 2ψ2(x) + x2.

Volba ψ(x) = 0 dává M [ψ](x) = O(x2), což nestač́ı. Volba ψ1(x) = x2,
ψ2(x) = −x2/2 dá M [ψ](x) = O(x5). Odtud redukovaná rovnice p′ = p4 +
O(p6) je nestabilńı.

12) Centrálńı směry (x, y), A je nulová matice 2× 2; stabilńı směry (u, v),
B je minus jednotková matice. Aproximace má dvě složky (v argumentech
x, y, jež vynecháváme) :

M1[φ, ψ] =
∂φ

∂x
ψy +

∂φ

∂y
φy + φ− x2 − 2xy3

M2[φ, ψ] =
∂ψ

∂x
ψy +

∂ψ

∂y
φy + ψ − y2 − 2x2y2

Nab́ıźı se volba φ = x2 a ψ = y2, pro niž dokonce M1 = M2 = 0, tj. máme
c.v. přesně. Redukovaná soustava má tvar p′ = q3, q′ = p2q a vid́ıme, že
řešeńı např. v prvńım kvadrantu se vzdaluje od počátku v obou složkách.
Tedy počátek neńı stabilńı.

13) Centrálńı směry X = (x, y), spektrum A je {±i}; stabilńı směr z, kde
B = (−1). Dále

MΦ = (−y + x2 + yΦ)Φx + (x− y2)Φy + Φ− xy

Aproximace tvaru Ψ = a1x
2 + 2a2xy + a3y

2 nás zbav́ı všech kvadratických
člen̊u (tedy chyba řádu |X|3), právě když a1 = −1/5, a2 = 1/10, a3 = 1/5.
Redukovaná rovnice (členy do třet́ıho řádu včetně) je

x′ = −y + x2 − 1

5
x2y +

1

5
xy2 +

1

5
y3 + . . .

y′ = x− y2

Aplikujeme Větu 2 z kapitoly ,,Bifurkace“; d neńı relevantńı nebot’ formálně
µ = 0; dále ω0 = 1 a vypočteme a = 1/40, tedy počátek neńı stabilńı.
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