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1 Jak reSit typicky priklad.

Typicky priklad fady, jejiz ¢leny st¥idaji znaménka, je nasledujici fada s parametrem v exponentu:

in — ink 1
Z (sm k> sin k, (1)
k=1
1. krok: Konvergence (obycejné, absolutni konvergenci si nechdme na pozdéji).

la) Rozdélime fadu na oscilujici ¢ast a ¢ast, o které si myslime, Ze bude monoténni. Sméfujeme k
pouziti Dirichletova kritéria.

V naSem piipadé ap = sink, by = (sin1/k)?.

1b) O oscilujici ¢asti ukazeme, Ze ma omezené Castecné soudty.

Pro fadu ap = sink je to znamé (dokaze se pomoci Moivrovy véty).

1c) O druhé ¢asti zjistime, pro které hodnoty parametru p plati lim by = 0. Pro ostatni hodnoty
neni splnéna nutna podminka konvergence a fada tedy diverguje.

V nagem pripadé sin1/k — 0, takZe limg_,o(sin1/k)? = 0 pro p > 0. Pro p < 0 nenf splnéna
nutné podminka a fada tedy diverguje.

1d) O druhé c¢asti ukazeme, Ze je monotonni.

V naSem piipadé: plati % > ﬁ, proto sin% > sink%|r1 (funkce sin je rostouci na (0,7/2) a
hodnoty 1/k vzdy padnou do tohoto intervalu). Pokud p > 0 (ostatni p nas uZ nezajimaji), tak
(sin )P > (sin k%rl)p (opét proto, Ze funkce y — yP je rostouci, tentokrat na (0,+00)). Tim je
monotonie dokazana.

le) Diléi zavér: Z Dirichletova kritéria plyne, ze fada konverguje pro vSechna p > 0. Pro p < 0
tfada diverguje, protoZe neni splnéna nutné podminka.

2. krok: Absolutni konvergence.

2a) Nejprve ukidZzeme, Ze pro ndktera p > 0 fada

3 (sin ;)p |sin k| 2)

konverguje. Casem uvidime, 7e si mizeme dovolit odhadnout sinus jednickou.
2a-1) PouZitim srovnavaciho kritéria a faktu, Ze |sin k| < 1, mame: Pokud konverguje > (Sin %)p,
konverguje také Y- (sin %)p | sin k|.

2a-2) Zbyva vyfesit, pro ktera p konverguje fada » | (sin %)p, nebo-li jak rychle se jeji ¢leny blizi k
0. Protoze 1k (LR

lim Ln( /) =1, tj. lim 7(5111( /k)) =1,

k—oo  1/k k—oo  (1/k)P

dostévame z limitntho srovnavaciho kritéria: (sin %)p konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje
> 75, tj. pravé tehdy, kdyZ p > 1. Pro p > 1 tedy rada (2) konverguje.



2b) Nyni ukdZeme, Ze pro ostatni p (tj. 0 < p < 1) fada (2) diverguje (to z bodu 2a neplyne,
protoZe v bodu 2a-1 plati jen implikace jednim smérem).

2b-1) Pro dukaz divergence potfebujeme odhadnout |sink| zdola, pouZijeme odhad |sink| >
(sin k)?. Zndmy vzorec pro cos 2k dava po tipravé (sink)? = (1 — cos2k). Mame tedy srovnénf
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(sink> -|sink|22(sink> —2<sink) cos 2k (3)

Ukazeme, 7Ze fada Z% (sin %)p — % (sin%)pcos 2k diverguje. Protoze je to fada s nezapornymi
¢leny, srovnavaci kritérium nam fekne, Ze také fada (2) diverguje.

2b-2) Z bodu 2a-2) vime, Ze pro p < 1 fada 3" (sin £)" diverguje, limita jejich ¢astecnych soucti
je tedy +oo (protoze se jedna o fadu s nezapornymi ¢leny).

2b-3) Rada > 4 (sin %)pcos 2k konverguje (pro 0 < p < 1) podle Dirichletova kritéria, nebot 1.

>~ cos 2k mé omezené Castecné soucty (opét znamy fakt, pFipadné dikaz pomoci Moivrovy véty)
2. limg oo (sin %)p = 0 podle bodu 1c) a 3. posloupnost (sin %)p je monotoénni podle bodu 1d).
Limita ¢aste¢nych souctu této rfady je néjaké konecéné ¢islo K.

2b-4) Pro 0 < p < 1 fada Z% (sin %)p -1 (Sin %)pcos 2k diverguje, protoze posloupnost jejich

2
dasteénych souctu konverguje k % (400 — K) = 4o00. Tedy i fada (2) diverguje.

2¢) Diléi zavér: Rada (1) je absolutné konvergentni pro p > 1, pro p < 1 neni absolutné konver-
gentni.

3. krok: Zaver: Rada konverguje absolutné pro p > 1, neabsolutné pro 0 < p < 1 a diverguje pro
p<0.

2 Dudlezité postupy a triky

K bodu 1b) Dikaz omezenosti ¢asteénych soucti pomoci Moivrovy véty (nebo komplexni expo-
nencidly) je potfeba umét. D4 se totiz pouZit i na slozit&jsi fady nez je > sin k.

K bodu 1d) Obcas je dobré posloupnost nahradit funkci, tu zderivovat a tim zjistit monotonii.
Pokud je kandidat na monoténni posloupnost ve tvaru soucinu cg - di, kde ¢ — 0 je evidentné
klesajici a dj, evidentné omezenda a rostouci, lze namisto (nékdy slozitého) zkouméni monotonie
cdy, pouzit nejprve Dirichletovo kritérium na fadu > ¢ sin k (zde je monotonie ¢; znama) a poté
Abelovo kritérium na fadu Y di - (¢ sink).

K bodu 2a-2) V tomto bodé lze vyuzit veskeré dovednosti pro po&itani limit, nap¥. L’Hospitalovo
pravidlo, Taylorovy polynomy, ...

K bodu 2b) Tento bod odpadne, je-li oscilujici posloupnost nikoliv sin &, ale (—1)*. V tom ptipadé
totiz dostaneme v bodé 2a-1) ekvivalenci.

K bodim 2b-1) a7 2b-4) Postup popsany v téchto bodech je potfeba si zapamatovat, protoze se
pouziva velice ¢asto.



