, , , o 3. a 7.10.2003
Mira a integral: cviceni 1

1. Vysetrete konvergenci nasledujicich Lebesgueovych integralu

a) fol rlo8® dx (b) [, zsinz® dx (©) f5° \jllnL dz

2. Vysetrete, pro které hodnoty prislusnych parametru konverguji nasledu-
jici integraly:

fol zP(1 — :I;)q dz ) [y S_l(log r)ke=" dz
)

( (
og<T /2 a 0o
( Iy 'ﬁixi © Jo*tga)mdo (O [° v do
(g) [y = fﬁf“"s dz (h) [, logsinaz dz (i) fo z* dz
(J f dz (k) fl | log z|P dx (1) foo sin z? dz
0 \/1+a: 0 1-z 0
1 arccosz o0
(m) [y rogacirey de (n) [, (m —2arctg z)* dx

, , , o 10. a 17.10.2003
Mira a integral: cviceni 2

1. Pomoci Leviho véty spoctéte nasledujici hmlty

(a) nll)nolo fol % dz (b) nli)rr;o fo H_xgn dz
(c) Jim I 1;5% dz (d) lim fo W dz
(e) Jim fo ne=" d (f) Jim I nre ™ dz
(8) Mim [;"e™*" dz

2. (a) Budte f, : [0,00) = R, fn(z) =0 pro =z € [0,n), fn(z) = —1 jinak.
Spoctéte lim fo fo(z) dz a [j° lim f,(z) dz
n—00
(b) Budte gn : [0,1] = R, gp(z) = n pro z € [0,1/n), g,(x) = 0 jinak.
Spoctéte lim [ gn(z) dz a fol lim g,(z) dz.
—> 00 —> 00

3. Vypoctéte:
(a) lim fo a” 41 4 (b) lim QR S "

a—0+ z2+1 0 log(a—sinz)

4 Ukazte, ze:
fl IOg(i T) dr = —7T2/6 (b) 000 xa: -

dz = 72/6



—x2

(e) folwdx—WQ/S—l f fo log zlog(1 — ) dz = 2 — 7%/6

1—22

(c) fllog —-dz=1 fl los/e) gz = 72/8

, , ) o 17. a 21.10.2003
Mira a integral: cviceni 3

~

. Reste tlohy z minulé série pomoci Lebesguovy véty.

1
2. Pomoci Lebesgueovy véty vypoctéte nasledujici limity'

(a) lim o 4555 da (b) lim [y t3éer de
n:L' —nzL‘
(c) nli)rglo fo nxe dz (d) nli)nolo fo dz
1 —nz? dz
(e) nli)n(r)lo 0 1‘_(_‘” dz (f) nll)ngo fo n d
+oo log(n+z) —
() Jim Jo™ e do (b) lim [o REElem do
3. Pomoci Lebesgueovy véty vypoctéte nasledujici limity:
e~ (t2+1) o
(a) wl}rfoo fo g At (b) ygrfoo fo Ycosz dx
4. Ukazte, ze
2 oo S nl
a) [i £ log(1/z) de = 4 (b) [i7 e * cosv/z dz = ;(—1)?%(27;)!
2 400 _ 2
(C fo 1+$3 log / ) dz = 22_7 (d) o ¢ w( )log(l/x) dz = 7
1 z w2 +
(e) Jo ;;gg—l dz =7 (d) Jo > eaw1+1 dz = 1052’ >0

, . , . 3L10.a4.11.2003
Mira a integral: cviceni 4

1. Ukaite ze nésledujici funkce jsou spojité na danych intervalech:
a) F(a fo T1o7 dz, [0, 00) fo e~ %" dz, (0, 00)

(

(c) F( ) f va? + 22 dz, R (d) fo m dz, (0,00)
(e) F(a) = [° e~ dz, (0,00) (f) F(a = fo z? cosar dz, R
Eg) F(a) = fol arctg(az/a) dz, (0,00) (h) F(a) , (—oo,—1)

0 = [
i) F(a) = [y 335« da, (2,00) () F(a) = [}, Cosw dz, (1,00)

e



2. Vysetrete spojitost a diferencovatelnost nasledujicich funkci a vypoctéte

derivaci

F(a) = fo T dx (b) F(a) :foooﬁ% dz
oI (@) Fl@) = [ 52 da
(e) F(a) = fooo eax—m1 dz (f) F(a) = fOW w s
( )F ) fo ]og:z: (h) F(a) _ fol arcs;ﬂ dz
(i) F(a fo tgax dx

3. ZJlstete, pro které hodnoty parametru plati:

a) 0”% dz = 7 sgnalog(l + |al)
1 (1—2P)(1—21 1
b) J ¢ logx }da = 1°g((p—1:1r)‘1(2+1))

—k:c sin ax
c) [y e 2% dx = arctg ¢

d) [5° 8D dz = & log(lal + [b)

b2+.’L‘2
© _ _ x>
fo a1 4% = g2

g) 0 logx dz = log a+1
h) [5° 1_;::5 dz = 1 log(a + 1)
00 ,—ax bx
i) [, &—=%—sinkz dr = arctg  — arctg &

, , , o 14. a 18.11.2003
Mira a integral: cviceni 5

. Vypoctéte dvourozmérnou Lebesgueovu miru nasledujicich mnozin:
(z,y) € R? : 22 4+ y? < 6}; A\o(M) = 67

(z,y) ERZ: 0 <z <y} Xo(M) = +o0

(z,y) eR?: 1<z <5, y <352y >1}; Ao(M) =12 —logh
={(z,y) eRZ: 1 < 2?2 + 92 <4}; (M) =3n

(2,y) €R? : 2 <y <z +2}; Ao(M) = §



)2z —y=0,22—y—T7=0,c—4y+7=0,z—4y+14=0; Ao(M) =7
d) z = wMixzﬂrﬁm<b<ayMu@:2m—m¢%
3. Vypoctete nasledujici Lebesgueovy integraly:
(@) [fu (= +y)dwdy— 5 M={(z,y) eR® : |z +|y| < 1}
(b) [f,, e~ &ty dxdy— , M ={(z,y) eR*: 0 <z <y}
(c) [[y zy dz dy = 555, M omezend osami a kr1vkou Vet y=1
)

(d fM\/Tda;dy—%rM {(z,y) e R? : 2?2 +¢y2 < 1}
(e)medxdy:2 M = {(z,y) e R? : 22 + y? < z}
(f)ffM1+2da:dy—12,M:[O 1] x [0,1]

4. Vypoctéte trojrozmérnou Lebesgueovu miru mnoziny M:

(a) M ={(z,y,2) e R®: :1:>0y>0 0<Z<1—x—y},/\3(M):%

(b) M omezena plochami z =1,22 =2 +y* N3(M) =%

(c) M omezend 2 =a? —x%, z+y=a,y=0,2=0, y =2z; \3(M) = 14612a4

, , ) o 21. a 25.11.2003
Mira a integral: cvic¢eni 6

1. Vypoctéte objem koule pomoci
(a) sférickych souradnic (b) valcovych souradnic.

2. Vypoctéte dvojrozmérné Lebesgueovy miry nasledujicich mnozin:

(a) M{(z,y) e R®: (z° +y°)° <2a°(z% —y?)}, No(M) = 2a
(b) M{(z,y) € R : (2® +97)° < 2a°(2" +y")}, Aao(M) =
(c) M{(z,y) € R*: (z+y)* <az’y, x>0}, \2(M) = 55

(d) M{(z,y) € R?: (z+y)* < az?y, z <0}, A\y(M) = +oo
(e) M{(z,y) e R?: y<z? <4y, 2z <y? <3z}, (M) =1
(f) M{(z,y) eR?: 2<z+y<3, z<y<3az} A\(M)=2

(8) M{(z,y) ER?: a<azy <b, py<z<qy}, o(M)=3(b—a) log 1.
3. Vypoctéte dvojrozmérné Lebesgueovy miry mnozin omezenych nasledu-
jicimi kfivkami:

2 2\ 2

() (% + %) =%, abe>0 2(M) = 5%
2 2 2

(b) (2—2 + 2—2) = 2% +y% Ao (M) = Fab(a® +b?)




(c) #* +y? — 2az =0, z* + y* — az = 0; Ao (M) = 27a?

(d) 22 +y2=R%, 22+ y? —2Ry =0,z = 0; \o(M) = R’ (%—i—@)

4. Vypoctéte objemy nasledujicich téles:

(a) M = {(z,y,2) € R : 2 +y® + 2% < 2az, 2% +y* <22} A3(M) = 7a®
(b) M omezend z% + y? + 22 = R%, 2% 4+ y? = r%; A\3(M) = 4n(R? — (R* — r?)3/2)
(c) M ={(z,y,2) eR3: 22 +¢y? +22< a2, 2<0,y<0,2<0}; \3(M) =
(

|

ira®
d) M omezend 22 +y2+22 =16, 22 +y? +22=1,22+y?2 =22, 2=0,y = 06,
y = z; Ag(M) = 2=
(e) M omezena c(z? + y?) + a® = a’c, z = 0; \3(M) = ma’c
(f) M omezend a2 + y? = 4z, % + y? + 22 = 12; A\3(M) = $7(6v3 — 5)

7'1'014

(g) M omezena z? + y2 = a?, y? = pz, z = 0; \3(M) = ip

, , ) . _ 2811 a2.12.2003
Mira a integral: cviceni 7

1. Dokazte nasledujici tvrzeni:
2 2
(a) Pro M{(z,y) € R?: (% + )2 < Z&, >0, y > 0} je
1036
JJag vy dz dy = 5553
(b) Pro M{(z,y) e R?*: (Vz+y<1, >0, y>0}je

fva\/E—{—\/@d:cdy:%

(c) Pro M omezenou kiivkou (z? + y%/3)? = 22y je

ffM\/mdxdy_Q

2. Dokazte nasledujici tvrzeni:

(a) Pro M = {(z,y,2) € R : a2—}—b2—{— > <1} je
fffM(b2 + £ ) dwdydz——wabc

(b) ProM—{(az,y, z) eR3: 2?2 +y? + 22 < 3a?, 2% +9y% < 2az} je
[[[y(@* + y* + 22) dxdydz:“—g5(18\/_—%7)

(c) Pro M = {(z,y,2) € R3 : 22 + 42 —l—z < 3a?, 22 + y? < 2az} je
[[fy(x+y+2)° dxdydz—m (18\[ )

(d) Pro M = {(z,y,2) € R3: 22+ 9>+ 22 < R? 22+ ¢y2 < 2% z>0}je
[T (@ + 9?4 22) de dy dz = =2 (2~ V/2)




, 5. 12. 2003
Pisemka

.

1. (10 bodt) Vypoctéte néasledujici integral, vite-li, ze > 7 ; # = 9"

o0 3
/ < dx.
0 e’ + 1

2. (10 bodt) Vypoctéte derivaci funkce

oo _k _
F(k) = / ¥z -1) oy,
0 log

v bodé k£ = 1.

3. (10 bodu) Vypoctéte objem pruniku tfi valca s polomérem podstav rov-
nym jedné, jejichZ osy jsou po radé soutadnicové osy z, y, 2.

/ 9. 12. 2003
Pisemka

1. (10 bodi) Vypoctéte nasledujici limitu:

00 1 —nz™
lim (1 + —) dzx.
0

n—o00 n

2. (10 bodt) Vypoctéte nasledujici integral s parametrem a > 0:

o e—aa: _ 1 )
————sinz dz.
0 XL

3. (10 bodt) Vypoctéte objem anuloidu

A={(z,y,2) ER®: (Va2 +y2—R)*+22<p’}, R>p>0.



19.12.2003 a 6.1.2004
Mira a integral: cvic¢eni 8
1. Najdéte integrovatelnou majorantu k posloupnosti funke:
(a) n?z(1 —z)", z € (0,1) (b) Yop; kL 2 € (0,1).

2. Najdéte integrovatelnou majorantu g(z) > |f(a, )| na danych interva-
lech:

2
am +1

(a) f(a,7) = Ttk 2 € (0,1)
(a,0) = 2 e (0,m)
(

a,r) = ;I(I;(_}_{Sg, z € (1,400)

(
(a,z) = \/%’ z € (0,1)

a,z) = log(z? + a?), z € (0,1)

zo(wr—zx)”’

a,T) = maa, T € (1,2)

|log z|*”

(

(

(

3. Najdéte integrovatelnou majorantu k = na danych intervalech:
(a) f(a,z) := 2% z € (0,1) ( ) = ﬁ, z € (—o0, +00)
(a,z) := e g (—00,4+00) ( )

(a,z) =z te™® x € (0,+00) ( a

(a,z) := log(a?sin®  + b% cos® z), = € (0,7/2)

4. Vypoctéte objemy nasledujicich téles:

a) Kulova vrstva 22 +y? + 22 < 1,1/4 < 2 < 3/4.

b) Anuloid (2 — /22 + y2)% + 22 < 1.

¢) Sjednoceni pfedchoziho anuloidu a vélce z2 + y? < 4.

d) Primiku t¥ valct 22 +y? < 1, 22 + 22 < 1, y? + 22 < 1.

e) Sjednoceni vélce =2 + y% < 1/4, |2| < 1 a koule 2% + y* + 22 < 1.

f) Pruniku t¥i kouli o poloméru 2 a stfedech [1,0,0], [-1,0,0], [0,1,0].

NN NN TN N

) . ) o 6. a 9.1.2004
Mira a integral: cviceni 9

1. Vypoctéte délky nasledujicich krivek:

a) pulka kruznice (z,v1 —z?), z € (-1, 1),

b) elipsa x%/a® + y?/b* =1,

c) z = 3t, y = 3t?, z = 2t2 mezi body [0,0,0] a [3,3, 2],
d) r = asin?(¢/3), ¢ € [0,37]; a > 0,

) Vet =14




. Vypoctéte nasledujici krivkové integraly:

a) [, v/z?+y? ds, kde C je kruznice (z — 1/2)? 4+ y* = 1/4,
b) [o(z* +y* + 2°) ds, kde C = {[acost,asint, bt],t € [0,4n]},
c) Jo 1yl ds, kde C je déna rovnici (z? 4 y*)? = a®(2* — y?),

. Vypoctéte obsahy nasledujicich ploch:

sféra 22 + %2 + 22 =1,

povrch elipsoidu 22 /a? + y2/b? + 22 /c% =1,

z=azx+by, 22 +y%2 <1,

gz = %(IEQ +y2)7 z? +y2 <1,

povrch anuloidu (R — /22 + y2)? + 22 = p*, R > p,

. Vypoctéte nasledujici plosné integraly:

a) [y, 2dS, M = {[tcoss,tsins,s|,t € [0,a],s € [0,27]},

b) [,z dS, M ={[z,y,z],2° +y*> = 2,2 € [0, 1]},

/CB\/-\/C_?/—\/-\ w —— N
eLze
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