Domaci tkol ¢. 3
Multiplikativni a samoadjungované semigrupy
na Skale prostori

termin odevzdani: pondéli 16.4.

Bud Q C R" oteviend a m : Q — (a,+00), a > 0 méfitelna a
D(A) :={f: Q — C méfitelna: m- f € L*(Q)}, Af ==m- f

multiplikativni operator. Pro libovolné o € R definujme dale

D, := D(AY) := {f : Q — C mé¥itelnd : m®- f € L*(Q)}, A%f=m*- f

D(A.) = D,, Aof =m- f.
Rozmyslete si, ze D, s normou || f||p, := [|[A%f||2 je Hilbertiv prostor (Dy = L*(2)).
1. Ukazte, ze pro 8 > a je Dg C Dy, Ag = Aulp,-
2. Ukazte, ze pro kazdé a € R generuje operator (—A,, D,) Co-semigrupu na D, ;.
Oznacime-li tyto semigrupy 7., pak pro 8 > a plati T = T |p,_, .
Vzhledem k témto faktim muzeme dale vynechat index a u T, a A,,.
3. Ukazte, ze pro viechna t > 0, « € R plati T(t)Dy C D,, specialné T'(t)f € D(A™) pro
viechna f € L*(Q),t >0, n € N.
4. Ukazte, Ze pro kazdé k € N existuje Cp > 0 takové, Ze || T(t)||z(po,py) = ||jt—iT(t)|| =
| AT (t)]| < Cpt=Fe= pro viechna t € (0, 1).
Pozn: Predchozi tvrzeni plati dokonce pro vSechna realna k € (0, 400).
5. Dokazte tvrzeni 3 a 4 pro libovolny samoadjungovany operator A s kompaktni rezol-

ventou na separabilnim Hilbertové prostoru H, spliwjici Re(Ax,z) > allul|* pro vSechna
x € D(A). Jak je v tomto pfipadé definovan A*? Viz kapitolka 3.2 v [SY].



