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Predpoklady a model
\/x == E;O _F ES)( 4‘ 67 €~ qu (O7 E:)

Yx - je (g x 1)-rozmerny vektor

X - je (m x 1)-rozmerny vektor

musi platit g > m

Bo, B, X - nezname parametre modelu
Bo, (q x 1)-rozmerny vektor (intercept)
B je (q x m)-rozmern& matica

3 je (q x g)-rozmerna pozitivne definitna matica
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Viacrozmerna Statisticka kalibracia Predpoklady, model
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Viacrozmerna Statisticka kalibracna uloha

Yx = BO+BX +€7 €~ Nq(07z)
inferencia pre x, naro¢né ziskat jej hodnotu narozdiel od ziskanie
hodnoty Yy pre subjekt

konfiden€né oblasti nazyvame viacnasobne pouzitelné oblasti
spolahlivosti (ang. multiple use confidence regions - MUCR) alebo
simultanne kalibraéné oblasti

MUCR su skonstruované na zaklade jediného &,, z ktorého ziskame
odhady neznamych parametrov modelu Bg, B, X

konstrukcia konfiden€nych oblasti pre Xni1, Xn+2, - - -, Xnik
prislichajucich ku K buddcim pozorovaniam Yy, ., Y, oy -5 Yo

K — o

aspon ~ skonstruovanych MUCR pre postupnost
Yni1r Yxaias - -5 Yxox POKryva skutoCnu prislichajicu hodnotu
vysvetlujlicej premennej x so spofahlivostou 1 — «
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Viacrozmerna Statisticka kalibracna uloha

Yx = BO+BX +€7 €~ Nq(07z)
inferencia pre x, naro¢né ziskat jej hodnotu narozdiel od ziskanie
hodnoty Yy pre subjekt

konfiden€né oblasti nazyvame viacnasobne pouzitelné oblasti
spolahlivosti (ang. multiple use confidence regions - MUCR) alebo
simultanne kalibracné oblasti

MUCR su skonstruované na zaklade jediného &,, z ktorého ziskame
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konstrukcia konfiden€nych oblasti pre Xni1, Xn+2, - - -, Xnik
prislichajucich ku K buddcim pozorovaniam Yy, ., Y, oy -5 Yo
K — o0

aspon « skonstruovanych MUCR pre postupnost

Yni1r Yxaias - - -5 Yxox POKryva skutoCnu prislichajiucu hodnotu
vysvetfujlcej premennej x so spolahlivostou 1 — «
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Motivacny priklad

1. Odhad tyZdiia tehotenstva z merani diZok 2 fetalnych kosti.

- priklad uvedeny v Mathew, Sharma a Nordstréom (1998)
- data z Oman a Wax (1984)

Tyzden tehotenstva ozn.  x
Dizky kosti ozn. Yy = (Is, )"
Uvazovany model v Oman a Wax (1984)

Yy ~ N(Bo + Bh(x), ), kde h(x) = (;‘2) ,

Bo je 2 x 1 neznamy intercept, B je 2 x 2 neznama matica koeficientov a X
je nezndma 2 x 2 pozitivne definitn4 matica. Priestor moznych hodnét x je
interval [14,41] (v tyzdioch). Data v Oman a Wax (1984) pozostavaju z 1114
merani (I3, 12)" u Zien, kde doba x bola presne znama.
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Motivacny priklad

2. Meranie maratonskeho okruhu - “Bicyklova metéda”

- priklad z Mathew a Zha (1997)
- data z Smith a Corbett (1987)

Dizka tseku ozn. X
Namerané dizky 13 jazdcami ozn. Yx = (Yx.1, Yx.2,-- -, Yx13)"
Uvazovany (po Uprave) model v Mathew a Zha (1997)

Yy ~ Ni3(BX, 0%l13),

kde B je (g x 1) rozmerna neznama matica a o® > 0 je neznamy skalar.

Data Smith a Corbett (1987) pozostavaju z merani 12 vzdialenosti.
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Predpoklady, model
Motivacia

Kalibraény experiment a kalibracia

Kalibracny experiment

gn:{(Xth)’i :1,2,...,n}

@ X1,X2,...,Xn - ZNAmMe m-rozmerné vektory

@ Y1,Y,,...,Yn - g-rozmerné pozorovania

V 1. kroku kalibracie ziskame odhady nezndmych parametrov Bg, B, 3
Bo=Y —BX, B = YPXT(XPnXT)™L, P = (In - %1@})
A

>

— A =Y[lh — P XT(XPnXT)"IXP]YT,
pe—— [lh — PnX" (XPnX") n]

(Y1,Y2,...,Yn), X = (Xg,X2,...,Xn)

kde Y =321, Yi/n, X = 31, xi/n, priGom plati n — m — 1 > g a matica [1X'] ma
hodnost m + 1.
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Kalibraény experiment a kalibracia

Kalibracny experiment

En = {(Xi,Yi),i = 1,2,...,“}
@ X1,X2,...,Xn - ZNAmMe m-rozmerné vektory

@ Y1,Y,,...,Yn - g-rozmerné pozorovania

V 1. kroku kalibracie ziskame odhady nezndmych parametrov Bg, B, 3

. A 1
Bo=VY —BX, B =YPXT(XPXT)™L, Py = (In - Hlnlﬁ)
A

>

— A =Y[lh — P XT(XPnXT)"IXP]YT,
pe—— [lh — PnX" (XPnX") n]

(Y1,Y2,...,Yn), X = (Xg,X2,...,Xn)

kde Y =321, Yi/n, X = 31, xi/n, priGom plati n — m — 1 > g a matica [1X'] ma
hodnost m + 1.
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Viacrozmerna Statisticka kalibracia

Konstrukcia konfidencnych oblasti (MUCR) pre Xni1, Xnt2, - - - » Xntk
prislichajucich ku K buddcim pozorovaniam Yy, , Yx,.p, -+ Yxpr K = 00
na zéklade jediného kalibratného experimentu &, (raz odhadnuté parametre
Y,B,%)

Viacnasobne pouzitelna oblast spolahlivosti ma tvar
v v.8a=1X €X: T(X) < AX)}

kde T (x) je premenné pouzita pre konstrukciu MUCR, A(x) je funkciou x a je
urCena z podmienky MUCR, X oblast moZnych hodn6t x.
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Viacrozmerna Statisticka kalibracia Predpoklady, model

Riesenia viacrozmerna Statistickej kalibracnej tlohy Motivacia
Toleranéné oblasti a viacrozmerna Statisticka kalibracia Kalibragny experiment a kalibracia

Viacnasobne pouzitelné oblasti spolahlivosti st skonStruované na zéklade
kalibracnych dat z jedneho kalibragného experimentu (Y, B, A) tak, aby
aspon  €ast' z nich pokryla skuto¢ni hodnotu x prisluchajicu k budicemu
pozorovaniu Yy so spolahlivostou 1 — a. Funkcia A(x) vyhovuje rovnosti

K
1 N
P\?,é,A R;C(Xnﬂ;YfBaA) > = l-a
pre fubovolnd postupnost {x;},i =1,2,...,K a

C(x;Y,B,A) =Py, {T(x) < A(X)|Y,B,A}

oznatuje pokrytie MUCR, pri danych Y, B, A.

Y ~N(Bo +BX,=/n), B ~N(B,{XPXT} 1@ %), A~ Wq(Z,n—m—1)

11/30



Viacrozmerna Statisticka kalibracia Predpoklady, model
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Viacnasobne pouZitel'né oblasti spolahlivosti st skonStruované na zéklade
kalibragnych dat z jedneho kalibraéného experimentu (Y , B, A) tak, aby
aspon v Cast z nich pokryla skuto€nu hodnotu x prisluchajucu k budicemu
pozorovaniu Yx so spofahlivostou 1 — «. Funkcia A\(x) vyhovuje rovnosti

K
1 N
P\?B,A K ;C(XnH;Y,B?A) >v| =1-a«
pre fubovornd postupnost {xi},i=1,2,...,K a

C(x;Y,B,A) =Py, {T(x) < AX)|Y,B,A}

oznaduje pokrytie MUCR, pri danych Y, B, A.

Y ~N(By+BX,=/n), B ~N(B,{XPXT} 1@ %), A~Wq(Z,n—m—1)
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Viacnasobne pouZitel'né oblasti spolahlivosti st skonStruované na zéklade
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aspon v Cast z nich pokryla skuto€nu hodnotu x prisluchajucu k budicemu
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Pyana X"éi‘gc(x;\?,é,A) >ql=1-a

pre fubovolnd postupnost {x;},i=1,2,...,K a
C(x;V.B,A) =Py, {T(x) < Ax)|V,B,A}

oznatuje pokrytie MUCR, pri danych Y, B, A.

Y ~N(Bo+BX,=/n), B ~N(B,{XPXT} 1 ® %), A~ Wq(Z,n—m—1)



Predpoklady, model
Motivacia
Kalil o i a Il

Priblizné MUCR

Pre kazdé x sa spocita hodnota \(x) z rovnosti

Po g [PrdT(X) S AX)IY,B,A} 2 9] =1-a.
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Mogivétzia . _
Priblizné MUCR

Pre kazdé x sa spocita hodnota A\(x) z rovnosti

Po g [PrdT() S AX)IY,B,A} > 9] =1-a.

Ako zvolit T (x)?
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Viacrozmerna Statisticka kalibracia
RieSenia vi na Statistickej kalib j Glohy
Toleranéné oblasti a viacrozmerna Statisticka kalibracia

Mathew, Sharma a Nordstrém
Toleran¢né oblasti

Myslienka z Mathew, Sharma a Nordstrom (1998)

Ak sU By, B, X zname, odhad x pre Yy ~ N(Bo + Bx, X) je
X =(B"27'B) 'B"S (Y« — Bo)
s kovarianénou maticou Var(X) = (B"=7'B).
Vhodna premenna na konstrukciu konfidencnej oblasti pre x je

Tx)=(X-x)"B'Z7'B(X —x)
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Viacrozmerna Statisticka kalibracia

RieSenia vi na Statistickej kalil j Glohy
Toleranéné oblasti a viacrozmerna Statisticka kalibracia

Mathew, Sharma a Nordstrém
Toleran¢né oblasti

Myslienka z Mathew, Sharma a Nordstrom (1998)

Ak su By, B, X zname, vhodny pivot na konStrukciu oblasti pre x je

(X —x)'BTS'B(X —x),
kdeX = (B"Z7'B)™'B"Z"}(Yx —Bo), E(X) =x aVar(X) = (BT=7'B)™%,
Ak su By, B, ¥ nezname, pouziju sa odhady

T(x) =2 "M 79 _x)TBTAIB(X — x)
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Vlacrozmerna stz?n‘;lstllika kalibréacia Mathew, Sharma a Nordstrom

RE=Eia el Tolerancné oblasti
Toleranéné oblasti a viacrozmerna Statisticka kalibracia

MUCR - Mathew, Sharma a Nordstrom (1998)

Viacnasobne pouzitelna oblast spolahlivosti ma tvar

Ve vea=1{X €X: Tusn(x) < A(X)},
kde
n—m-—g

Tusn (X) = [Yx =Y —Bx]"TA"'B(BTAT1B)*BTA [y — Y — Bx]

a A\(x) pre kazdé x vyhovuje rovnosti

Py ga [PYX {Tusn(x) < A(X)|Y,B,A} > ry] —1—a

18/30



Vlacrozmerng stzfn‘;lstuika kal[b}rama Mathew, Sharma a Nordstrém
ulohy S
Tolerancné oblasti

RieSenia vi na
Toleranéné oblasti a viacrozmerna Statisticka kalibracia

MUCR - Mathew, Sharma a Nordstrom (1998)

Viacnasobne pouzitelné oblast spolahlivosti ma tvar
Iy 7,84 = {x € X: Tumsn(Xx) < A(X)}

kde
“1BBTATIB)BTA LYy — Y — Bx]

Tusn(X) =
a A\(x) pre kazdé x vyhovuje rovnosti

Pyga [C(X;V,é,A) Z’y} =1—-a«a
A(X)|Y,B,A}

My, — ¥ —Bx]"A

A) = Py, {Tusn(X) <
m-—1)

C(x;Y,B,A
B ~N(B,{XPXT}" 1@ =), A~Wq(Z,n—

Y ~ N(Bg +BX,X/n),
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Viacrozmerna Statisticka kalibracia

RieSenia vi na Statistickej kalil j Glohy
Toleranéné oblasti a viacrozmerna Statisticka kalibracia

Mathew, Sharma a Nordstrém
Toleran¢né oblasti

MUCR - Mathew, Sharma a Nordstrom (1998)

Viacnasobne pouzitelné oblast spolahlivosti ma tvar
.84 = (X € X T(X) <A(X)},

kde

n—m-—g

Tusn (X) = [Yx =Y —Bx]"TA"'B(BTAT1B)*BTA [y — Y — Bx]

a A\(x) pre kazdé x vyhovuje rovnosti
Pysa [C(X;YJ;A) > ’Y} >Po[Crv)>2q]l=1-a

C(x;Y,B,A) =Py, {Tusn(x) < AX)[Y,B,A} > C (x;0.v)
Rozdelenie premennych nezavisi od neznamych parametrov.
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Viacrozmerna Statisticka kalibracia
RieSenia vi istickej kalib j Glohy
Toleranéné oblasti a viacrozmerna Statisticka kalibracia

Mathew, Sharma a Nordstrém
Tolerancné oblasti

Podmienka MUCR a podmienka tolerancnej oblasti

Hodnotu A\(x) sa pocita v kazdom x ako

Pysa [C(X:\?,é,A) zﬂ —1-a,
kde o B
C(x;Y,B,A) =Py, {T(x) < A\X)|Y,B,A}

Premenna pre toleran¢nl oblast

Tro(X)=(n—-m—1)[Yx =Y —B(x —)]"A[Yx =Y —B(x —X)]
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Viacrozmerna Statistické kalibracia
RieSenia vi 'na Statistickej kalib j Glohy
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Mathew, Sharma a Nordstrém
Tolerancné oblasti

Tolerancna oblast

Oznatme
Z =%""%(Yg —Bo—B8O) ~ N(0,lq)
H=%"Y2[Y —Bo—BX — (B — B)(X — X)] ~ N(0,d?(x)lq)
d?(x) =1/n+ (x —X) {XP,XT} 1 (x —X)
V =X"2A%"Y2 ~ Wy(lg,n —m —1).

potom \(x ) pre kazdé x spifia rovnost

Py [Pz {(n—m-1)Z —H)'VI(Z - H) < AX)H,V} > 9] =1-a

MUCR z tolerancnej oblasti

My 764 ={X EX: (n—m—1)[Yx=Y —B(x—X)]"A7 [Yx =Y =B (x—X)] < A(x)}

22/30



Viacrozmerna Statisticka kalibracia
RieSenia vi na Statistickej kalil j Glohy
Ené oblasti a vi na Statisticka kalibraci

Numerické vysledky
Priklad

Odhad spolahlivosti pribliznych MUCR

Pre MUCR X(.) vyhovuje rovnosti

K
1 _ .
Pysa KZPYan{T(XnH)S)\(Xn+i)|Y,B7A}ZW =l-a

i=1

pre fubovolnud postupnost {Xn+i}, i =1,2,...,K.
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Viacrozmerna Statisticka kalibracia
Riesenia viacrozmerna Statistickej kalibraénej tlohy
Ené oblasti a vi na Statisticka kalibraci

Numerické vysledky
Priklad

Odhad spolahlivosti pribliznych MUCR

Pre MUCR X(.) vyhovuje rovnosti

K
1 _ A
Pysa |ic 2 Py (TOns) S Axnii) Y, B.A} 27| =1-a
i=1
pre lubovolnd postupnost {xn4i}, i =1,2,...,K.

- 100 000 simulacii Y, B, A
- Xnti ~ Ro(X),i=1,2,...,10 000, X mnozina moznych hodndt x
- pre kazdé xni 10 000 simulacii Yy
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Viacrozmerna Statisticka kalibracia
Riesenia viacrozmerna Statistickej kalibraénej tlohy
Ené oblasti a vi na Statisticka kalibraci

Numerické vysledky
Priklad

Odhad spolahlivosti pribliznych MUCR

Model Yx ~ N(Bx, o?lq)

Yx je (q x 1)-rozmerné pozorovanie
X je skalar (m = 1)

B =YXT(XXT)™t ~ N(B,{XX"} "t ®c?l)

s? =tr{Y[ln — XT(XXT) 7' X]Y T}, $°/0% ~ XGn_m)

X = (X1, X2, .-, %n), Y = (Ygs Ygs -5 Yxq)

XXT =3 x? =s?

B1 = Bsx ~ N(Bsx, 02lg), 61 = X/Sx, Yo, ~ N(B161,0°lq)
A(x) = A(67), 0F = x?/s%
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Viacrozmerna Statisticka kalibracia
Riesenia viacrozmerna Statistickej kalibraénej tlohy
Ené oblasti a vi na Statisticka kalibraci

Numerické vysledky
Priklad

Odhad spolahlivosti pribliznych MUCR

n = {10,30,50}, q = {3,5}

Vypoéitali sme 136 hodnét A(6?) pre 67 € {0,0.01,0.02,...,1.35}

a zafitovali A(2) na X = [0, 7], kde 7 = {0.05,0.15,0.45,0.75,1.05, 1.35}.
Odhad sporlahlivosti je zaloZzeny na 100 000 simulaciach:

B1 ~N(clg,0%), kde ¢ = {0.1,1} as®/0® ~ XZ(n_m)-

Mathew, Sharma a Nordstrém (1998)

q(n —m) [Yo, — B161]"B1(B{B1) *B{[Ys, — B16i]
m s2

TMSN (91) = (1)

Toleranéné oblast

[Yo, — B161]"[Yo, — B164]
SZ

Tro(01) = q(n —m) @)
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Viacrozmerna Statistické kalibracia
Riesenia viacrozmerna Statistickej kalibraénej tlohy
Ené oblasti a vi na Statisticka kalibraci

Numerické vysledky
Priklad

Vysledky simulacnej Stadie

0.05 0.10 0.15 0.45 0.75 1.05
0.9489 0.9485 0.9485 0.9515 0.9517 0.951
0.9537 0.9549 0.9544 0.9545 0.9536 0.9524

10

U1 Wl

01 3109512 0.953 0.9536 0.952 0.9523 0.9509

30 0.9557 0.9556 0.9543 0.9556 0.9554 0.9551

()]

0.9529 0.9559 0.9554 0.9554 0.9534 0.9533
0.952 0.9534 0.9523 0.95 0.9503 0.9486
0.9571 0.9625 0.9656 0.9748 0.9752 0.9744
0.9683 0.9773 0.9795 0.9831 0.9838 0.9833

50

U1 W o w

10

0.9648 0.972 0.9755 0.9776 0.9762 0.9765

30 0.9797 0.9845 0.9848 0.9865 0.9866 0.9862

g w

3109682 09749 0.9766 0.9773 0.9775 0.9775
5109796 0.9842 0.9843 0.9843 0.9842 0.9845

Odhadnuta spofahlivost pribliznych MUCR skonstruovanych na zaklade Mathew, Sharma a Nordstrom oblasti, pozadovana drovei

50

spolahlivosti1 — o = 0.95.
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Viacrozmerna Statistické kalibracia
Riesenia viacrozmerna Statistickej kalibraénej tlohy
Toleranéné oblasti a viacrozmerna Statisticka kalibracia

Numerické vysledky
Priklad

Vysledky simulacnej Stadie

0.05 0.10 0.15 0.45 0.75 1.05
0.9486 0.9492 0.9496 0.948 0.9484 0.9492
0.9508 0.9511 0.9512 0.9527 0.9533 0.952

10

U wQa

0.1

w

0.9494 0.9515 0.9513 0.9551 0.9535 0.9527

30 09501 09538 09539 0954 0.9555 0.9543

)]

0.9536 0.9545 0.9557 0.9569 0.9561 0.9549
0.9501 0.9509 0.9521 0.9546 0.9535 0.951
0.9482 0.949 0.9494 0.9489 0.9499 0.9498
0.9514 0.9506 0.951 0.951 0.9522 0.9521

50

g w o w

10

0.9483 0.9508 0.9522 0.9522 0.9531 0.9531

30 0.95 0.9497 0.9529 0.9549 0.9538 0.9535

a1 w

3 1 0.9543 0.9553 0.9549 0.956 0.9541 0.9532
5109488 0.9526 0.952 0.953 0.9527 0.9503

Odhadnuta sporahlivost pribliznych MUCR skonstruovanych na zéklade , pozadovana Grovei spolahlivosti

50

1— a=0.95.
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Viacrozmerna Statisticka kalibracia
Riesenia viacrozmerna Statistickej kalibraénej tlohy
Ené oblasti a vi na Statisticka kalibraci

Numerické vysledky
Priklad

Meranie maratonskeho okruhu - “Bicycle method”

- priklad Mathew a Zha (1997)

- data Smith a Corbett (1987)

- 12 dizok X1, Xa, . . . , X12

- kazda dizka bola merana 13 cyklistami

Model Yy ~ N(B161, 0%l13)

A(x) — A(62), kde 6; = x /s«

Hodnota A(#?) spoitana pre 67 € {0.05,0.06,...,0.15} a A(6?) zafitovana
na X = [0.05,0.15]

X MSN - MUCR TO - MUCR

601.258 | [600.980,601.968]  [600.582, 602.367]
1000 | [998.334,999.757] [997.926,1000.166]
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Viacrozmerna Statistické kalibracia
Riesenia viacrozmerna Statistickej kalibraénej tlohy
Toleranéné oblasti a viacrozmerna Statisticka kalibracia

Numerické vysledky
Priklad
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