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Filtračnı́ úloha

Uvažujme dynamický proces

uj+1 =M(uj), j ∈ N0

uj ∈ Rp pro všechna j
u0 ∼ Np(0,C0), kde C0 známé

K dispozici máme pozorovánı́

yj = uj + γξj , ξj ∼ Np(0, I),

kde šum ξj je nezávislý na u0. Koeficient γ známe.

Cı́lem filtrace je aproximovat rozdělenı́ P(uj |y1, . . . , yj) v
každém časovém kroku.



Ensemblový Kalmanův filtr

1 generovánı́ počátečnı́ho ensemblu

vA(k)
0 ∼ Np(0,C0), k = 1, . . . ,K

2 předpověd’:

vF (k)
j+1 =M

(
vA(k)

j

)
, j = 0,1,2, . . .

3 pozorovánı́:

yj+1 = uj+1 + γ
(
ξj+1 + ξ

(k)
j+1

)
, ξj+1, ξ

(k)
j+1 ∼ Np(0, I)

4 analýza:

vA(k)
j+1 = vF (k)

j+1 − ĈF
j+1

(
ĈF

j+1 + γ2I
)−1 (

vF (k)
j+1 − y (k)

j+1

)
,

kde ĈF
j+1 odhad kovariance založený na {vF (k)

j+1 }
K
k=1.



Ensemblový Kalmanův filtr

Pozorujeme-li celý stav, lze analýzu zapsat ve tvaru
(Kelly et al. 2014)(

I + γ−2ĈF
j+1

)
vA(k)

j+1 = vF (k)
j+1 + γ−2ĈF

j+1y (k)
j+1,

který umožňuje následujı́cı́ rozbor stability.



Odhady kovariance pro EnKF

Klı́čovým prvkem analýzy je odhad kovariančnı́ matice ĈF
j .

Problémem je, že p >> K .

výběrová kovariance S (z ensemblu)
shrinkage odhad:

Ĉ = αS + (1− α)T , for α ∈ [0,1](
pro velkou dimenzi viz (Nino-Ruiz, Sandu 2015),

(Touloumis 2014)
)

vhodně zvolený parametrický model:

Ĉ = f (θ)



Konvergence EnKF

K →∞ pro každé j a j →∞
pro konečnou dimenzi: (Le Gland et al. 2011), (Le Gland et
al. 2011), (Mandel et al. 2011) - empirické rozdělenı́ členů
ensemblu konverguje k rozdělenı́ odpovı́dajı́cı́mu KF
nezávisle na dimenzi: (Kasanický, Mandel 2017),
(Kwiatkowski, Mandel 2015) - průměr a výběrová
kovariance ensemblu konvergujı́ (v Lp,1 ≤ p <∞) ke
střednı́ hodnotě a kovarianci odpovı́dajı́cı́ KF

K pevné, j →∞:
pro Navier-Stokesovy rovnice: (Kelly et al. 2014) - chyba
E |v (k)

j − uj |2 neroste rychleji než exponenciálně, ale je
přı́mo úměrná K



Stabilita pro obecný kovariančnı́ model

Označme e(k)
j = vA(k)

j − uj

Theorem
Uvažujme EnKF algoritmus a předpoklady z úvodu. Dále
předpokládejme, že |M(x)−M(y)| ≤ m|x − y |, ∀x , y ∈ Rp.
Pak pro libovolný odhad kovariance ĈF

i platı́:

E |e(k)
j |

2 ≤ m2j E |e(k)
0 |

2 +
1
2

m2(j−1) − 1
m2 − 1

max
i=1,...,j

tr(E ĈF
i ) ∀j ≥ 1.

kvadratická odchylka neroste rychleji než exponenciálně
nezávisle na dimenzi a rozsahu ensemblu
roli nehraje ani rozptyl chyb pozorovánı́



Jednoparametrický kovariančnı́ model

Uvažujme kovariančnı́ model

CF
j = AjD,

Aj ∈ R+
0 je parametr

D je vhodně zvolená diagonálnı́ matice
Pokud by byl ensemble iid a s normálnı́m rozdělenı́m, pak Aj
lze odhadnout metodou maximálnı́ věrohodnosti:

Âj =
1

Kp
|D−1/2VF

j |
2
HS,

kde VF
j =

(
vF (1)

j , . . . , vF (K )
j

)
je matice ensemblových členů.

V praxi ensembl nenı́ iid, ani normálně rozdělený.



Stabilita pro jednoparametrický kovariančnı́ model

Pro kovariančnı́ model ĈF
j = ÂjD, kde Âj je MLE, platı́:

E |e(k)
j |

2 ≤ (m2 + θ)j E |e(k)
0 |

2 + θ
(m2 + θ)j−1 − 1

m2 + θ − 1
max

i=1,...,j
E |ui |2

pro všechna j ≥ 1, kde θ = 1
p tr D|D−1/2M|2, přičemž |D−1/2M|

je Lipschitzovská konstanta operátoru D−1/2M.

Kdy je E |ui |2 <∞:
pro lineárnı́ systémy je E |ui |2 ≤ miC0

pro některé dynamické systémy je E |ui |2 omezené, nebot’
existuje omezená absorbčnı́ množina (Temam 1997).



Poznámka

Podmı́nka, že pozorujeme celý stav je pro stabilitu klı́čová.

V (Kelly et al. 2015) je přı́klad speciálnı́ zkonstruovaného
observačnı́ho operátoru, kde v konečném čase docházı́ k
divergenci, ačkoli pro dynamický model existuje omezená
absorbčnı́ množina.
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DMS-1216481 a ICER-1664175.



Literatura
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